Practica 1: Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de Primer Orden
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Universidad de Los Andes, Mérida 5101, Venezuela
e-mail: giovanni@ula.ve, http://webdelprofesor.ula.ve/ciencias/giovanni

1 Ejercicios de Calculo

Problema 1 En cada uno de los problemas siguientes, encuentre la solucién general de la
ecuacion diferencial dada

Dy +3y=a+e 2) 3y — 2y = z%e 3) (14 2%)y +4day = (1 + 272
1

4) ¥+ —y=3cos(2x), >0 5) y —y=2e" 6) zy' + 2y =sen(z), = >0
x

7)Yy +2zy = 2ze™ " 8) ¥ +y=xze " +1

Problema 2 Encuentre la solucién del PVI dado

1)y —y=2z*, y(0)=1 2) vy +2y =2 -z +1, y(1)=1/2, 2>0
2 cos

3) Yy +2y=we >, y(1)=0 4) y' + Y= xgx), y(m) =0, >0

5) y —2y=e*, y(0)=2 6) zy' + 2y =sen(z), y(r/2)=1

7) 23y + 42y = e, y(—1)=0 8) ay + (z+Ny==2, y(n2))=1
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Problema 3 Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales separables

1
)y =1+z+y° +ay’ 2) ¥ =y(2+sen(z)) 3) y =32y 4) o = e
5) y =32%(1 +y°) 6) ¥ +y=uy 7) a' = (1-4%)/(Bv) 8) y =2y
2 3 2 a? —1
9) ysen(z)e®@dx +y~ldy =0 10) ¢ = 22/y(1+2°) 11) 3 +y?sen(z) =0 12) o = )
13) o = (co(@)(eos’(2y) M) wy = (1) 15) y =T 16) o = -
y+ev 1+y?
Problema 4 Resuelva las ecuaciones
d b d b d —4
) dy_ar gy B _avt 3 Byt
de cr+d dr cy+d dx T—y
d —y—3 d -6 d -3
g LTV 5y W_rty-6 6 W _rty—3
dr xz+y—1 dx T—y de z—y—1
en donde a, b, ¢ y d son constantes.
Problema 5 Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales exactas
1) (y—32%)dz + (x — 1)dy =0 2) (14 €y + ze®y)dx + (ze* +2)dy =0
3) (2zy + 3)dx + (2* — 1)dy =0 4) (2x +y)dx + (v — 2y)dy = 0
1 T ) —2/3
5) (;)dx —(2y — ?)dy =0 6) (e"sen(y) — 3z7)dx + (e” cos(y) + 3 )dy =0
7) e'(y —t)dt + (1 +e')dy =0 8) cos()dr — (rsen(f) — e’)df = 0

9) (x + 4asen(y))dx + (2? cos(y))dy = 0 10) (esen(y) — 2ysen(z))dz + (e* cos(y) + 2 cos(z))dy = 0

Problema 6 Encuentre el valor de b para el que la ecuaciéon dada es exacta y, después, resuelva
esa ecuacion al utilizar ese valor de b.

1) (zy* + ba?y)dz + (x + y)rdy =0 2) (ye*™¥ + x)dx + bxe*Vdy = 0

3) (y2 + by + 2z)dx + (3zy® + 20y322)dy =0 4) (6zy> — cos(y))dx + (bx?y* + asen(y))dy = 0
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Problema 7 Demuestre que las ecuaciones dadas no son exactas, aunque se transforman en
exactas si se multiplican por el factor integrante dado. Resuelva las ecuaciones

) 22 +2(1+y*)y =0, w(z,y) =1/(zy?) 2) ydx + 2z —ye¥)dy = 0;  p(z,y) =y

3) (z+2)sen(y)dx + xcos(y)dy = 0; u(x,y) = xe®

Problema 8 Identifique la ecuacién dada como separable, lineal, exacta, o que tiene un factor
integrante que es una funcién ya sea de x solamente o de y solamente

1) 2z +yr Hdz+ (zy — 1)dy =0 2) (y*+ 2zy)dr — 2*dy = 0
3) (292 + 2y°)dx + (3y*x + 227)dy = 0 4) (2y*z — y)dx + xdy =0
5) 2z +y)dx + (x —2y)dy =0 6) (z’sen(x) + 4y)dz + xdy = 0
Problema 9 Encuentre un factor integrante y resuelva las ecuaciones dadas
2
1) yde+ 2zy —e ®)dy=0 2) ¢ =e** +y—1 3) (3z+ S) + (% +3%)dx =
4) dx + (z/y —sen(y))dy =0 5) (Bzy + %) + (2> +2y)y’ =0
Problema 10 Resuelva la ecuaciéon dada
1) (322 +y)dz + (2%y — x)dy =0 2) 2xydx + (y* — 32%)dy =0
3) (' —2+y)dr —xdy =0 4) (2y% + 2y + 42*)dx + (2zy + x)dy = 0

Problema 11 La ecuacion y' + P(x)y = Q(z)y™ se conoce como ecuacion de Bernoulli, donde
P(z) y Q(z) son continuas en un intervalo (a,b), y n es un ntimero real. La sustitucion v = y'="
transforma la ecuacién de Bernoulli en una ecuacion lineal, use este cambio de variable para
resolver las siguientes ecuaciones:

1)y —y=e"y* 2) y +y/z =%’ 3) Y == -2y

;Y 2y

5 6) ¥ +ay’+y=0
x

4) y’+:cy3+%:0 5) y

Problema 12 En cada uno de los siguiente problemas, determine la solucién del PVI dado.
Escriba el intervalo en que la solucién es vélida.

1) oy +2y=2—x+1, y(l)=1/2 2) y’+y:1/(1+x2), y(0)=0
3) ay +y=¢", y(1)=1 4) 1—=2”)y —ay=a(1—2%), y(0)=2

5) zy' + 2y =sen(z), y(r)=1/m 6) z(24+z)y +2(1+2)y=1+32% y(-1)=1

dy _

0
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Problema 13 En los siguientes problemas, dé la region del plano xy en la que se satisfacen
las hipotesis del teorema 2(existencia y unicidad de la solucién); por tanto, existe una tunica
soluciéon que pasa por cada punto inicial dado en esta region

r—y / 2 . 2\1/2 ) 2wy
1) ¢y = —2 2) Y =(1-a%— 3) oy = —=
)y 2% 15y )y =1-2"-y7) )y 1542
1+ 22
! —2 ! 2 2\3/2 /I
4) v =3(z+y) 5) ' = (a® + )Y 6)y—3y_y2

Problema 14 Resuelva los siguientes PVI y determine de qué manera el intervalo en el que
la solucién existe depende del valor inicial g

D)y =—dz/y, yO)=yp 2)y+y°=0, y0)=y 3) ¥ +225°=0, y(0) =y
Problema 15 a) Verifique que yi(z) =1 — 2 y y2(x) = —22/4 son soluciones del PVI

, —z+ (2% + 4y)1/2
Yy = B s

y(2) = —1.

,En donde son validas estas soluciones?

b) Dé una explicacion de por qué la existencia de dos soluciones del problema no contradice la
parte de unicidad del Teorema 2.

c)Demuestre que y = cz + ¢?, en donde c es una constante arbitraria, satisface la ecuacion
diferencial de a) para x > —2c¢. Si ¢ = —1, también se satisface la condicion inicial y se obtiene
la solucion y = yi(x). Demuestre que no existe ¢ que dé la segunda solucion y = ya(z).

Problema 16 Resuelva la ecuaciéon de Riccati, dada una solucién particular.

Dy =-2-y+y* yn=2 2) Y =l-z—ytay’ y=1
/ 4y 2 / 2. Y 2
3) Y =—5 —=+v% oy =2/ Hy=22"+"-2% p=2
2 z

5) i =+ (1+2")y+y% y1=—€"  6) y =sec’(x) — (tan(z)y +4°);  y1 = tan(z)
Problema 17 La ecuacion diferencial

y=ay + f) (1)
se conoce como ecuaciéon de Clairaut.

1. Demuestre que una solucion de la ecuacion (1) es la familia de rectas y = cx+ f(c), donde
¢ es una constante arbitraria.

2. Demuestre que la ecuacion (1) también puede tener una soluciéon en forma paramétrica:

z=—f(t); y=ft)-tf'®.
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A esta tltima solucion se le llama solucién Singular; puesto que si f”(¢) # 0, no puede
obtenerse a partir de la familia de soluciones dadas en el item anterior. [Sugerencia:
derive ambos miembros de la ecuacion de Clairaut con respecto a z, y considere dos casos.
Derive con respecto a t en la solucién paramétrica para demostrar que

dy _ dy/dt _

de  dx/dt f1(6) # 0.

Como la pendiente de la solucion original es constante, resulta que la solucién singular
no puede obtenerse de ella.|

Problema 18 Resuelva la ecuacién de Clairaut dada y obtenga la solucién singular

1 dy dy 3
1) y=ay + =(y)? 2) y = 1—In(y/ Y (YY)
)y wy+2(y) ) y=x+ n(y’) 3) . (dx) y
4) y=(@+4)y + ) 5) xy —y=ev 6) y—ay' =In(y)

2 Aplicaciones de las EDO lineales de primer orden

Problema 1 Decaimiento radiactivo. El isétopo radiactivo torio 234 se desintegra con una
rapidez proporcional a la cantidad presente del mismo. Si 100 mg de este material se reducen
a 82.04 mg en una semana, encontrar una expresion para la cantidad presente en cualquier
instante. También, hallar el intervalo de tiempo que debe transcurrir para que la masa decaiga
hasta la mitad de su valor original.

Problema 2 Absorciéon de drogas en 6rganos o células. Un liquido transporta una
droga dentro de un 6rgano de volumen V em? a una tasa de a cm?/seg y sale a una tasa de
b em?/seg. La concentracion de la droga en el liquido que entra es ¢ gm/cm3.

a) Escriba una ecuacion diferencial para la concentracion de la droga en el érgano en cualquier
tiempo junto con las condiciones apropiadas,

b) Resuelva la ecuacion.

¢) Obtenga la solucion junto con su grafico para cuando a = by concentraciones iniciales dadas
por xog =0, zg = ¢, x9 > cy 2o < c¢. Interprete.

Problema 3 Un liquido transporta una droga dentro de un érgano de 500 ¢m? de volumen a
una tasa de 10 em?/seg y sale a la misma tasa. La concentracién de la droga en el liquido es de
0.08 gm/cm?. Asumiendo que inicialmente la droga no esta presente en el 6rgano, encuentre:
a) La concentracion de la droga en el érgano después de 30 seg y 120 seg, respectivamente.
b) La concentracion de estado estacionario.

c) ;Cuanto tiempo se necesita para que la concentraciéon de la droga alcance 0.04gm/cm?.

d) Trabaje ahora el ejercicio si la concentracién inicial de la droga en el 6rgano es 0.20 gm /cm?.

Problema 4 Suponga que la concentracién méxima de una droga presente en un 6rgano dado
de volumen V debe ser cpax. Asumiendo que el 6rgano inicialmente no contiene droga, que el
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liquido que transporta la droga en el 6rgano tiene una concentraciéon ¢ > cpax, v que las tasas
de entrada y de salida son ambas iguales a b, muestre que no se debe permitir entrar el liquido

por un tiempo mayor que
—In{ ——|.
b C — Crmax

Problema 5 Suponga que en el problema 2 la tasa a a la cual el liquido con concentraciéon de
droga constante ¢ entra al érgano es mayor que la tasa b a la cual sale. Como consecuencia,
suponga que el volumen del 6rgano se expande a una tasa constante r de modo que V = Vy+rt.
Si la concentracion inicial de la droga en el 6rgano es xg, muestre que la concentracién en

cualquier tiempo ¢t > 0 es
ac_ ac Vo (btr)r
x = x .
br \Cb+r) \Vo+rt

Problema 6 El is6topo radiactivo plutonio 241 decae de forma que se satisface la ecuacién
diferencial dy/dt = —0.0525y en donde y se mide en miligramos y ¢ en anos.

a) Determine la vida media 7 del plutonio 241.

b) Si en este momento se cuenta con 50 mg de plutonio, ;jcuanto quedara en 10 anos?

Problema 7 El einstenio 253 decae con una rapidez proporcional a la cantidad que se tenga.
Determine la vida media 7 si este material pierde un tercio de su masa en 11.7 dias.

Problema 8 El radio 226 tiene una vida media de 1620 afos. Encuentre el periodo en el que
un cuerpo de este material se reduce a tres cuartas de su tamano original.

Problema 9 Determinacion de fechas por radiocarbono. Un instrumento importante en
la investigacién arqueoldgica es la determinaciéon de fechas por radiocarbono, que es un medio
para determinar la antigliedad de ciertos restos de madera y plantas y, por tanto, de huesos
humanos o de animales o de artefactos encontrados a la misma profundidad®. La determinacién
de fechas por radiocarbono se basa en el hecho que algunos restos de madera o plantas, siguen
conteniendo cantidades residuales de carbono 14, un is6topo radiactivo del carbono. Este
is6topo se acumula durante la vida de la planta y comienza a decaer a la muerte de ésta. Como
la vida media del carbono 14 es larga (aproximadamente de 5568 anos), después de muchos
miles de anos permanecen cantidades mensurables de carbono 14. Libby demostré que si
incluso esté presente una diminuta fracciéon de la cantidad original de carbono 14, entonces por
medio de mediciones adecuadas de laboratorio puede determinarse con exactitud la proporciéon
de la cantidad original de carbono 14 que resta. En otras palabras, si y(¢) es la cantidad de
carbono 14 en el instante t y yo es la cantidad original, entonces puede determinarse la razén
y(t)/yo, por lo menos si esta cantidad no es demasiado pequena. Las técnicas de medicion
actuales permiten la aplicacién de este método para periodos de hasta alrededor de 100000
afios, después de los cuales la cantidad de carbono 14 restante es de s6lo poco més o menos
4 x 107 de la cantidad original.

a) Si supone que y satisface la ecuacon diferencial ¢y = —ry, determinar la constante de

'El procedimiento fue desarrollado, por el quimico estadounidense Willard Libby (1908-1980) a principios
de la década de 1950, por lo que fue galardonado con el Premio Nobel de Quimica en 1960.
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decaimiento r para el carbono 14.

b) Halle una expresion para y(t) en cualquier instante ¢, si y(0) = yo.

¢) Suponga que se descubren ciertos restos en los que la cantidad residual presente de carbono
14 es el 20% de la cantidad original. Determine la antigiiedad de estos restos.

Problema 10 Suponga que la temperatura de una taza de café obedece la ley de Newton del
enfriamiento. Si el café tiene una temperatura de 200°F cuando acaba de servirse y un minuto
después se ha enfriado hasta 190°F en un recinto cuya temperatura es de 70°F, determine
cuando el café alcanza una temperatura de 150°F".

Problema 11 Suponga que la poblacion de la Tierra cambia con una rapidez proporcional
a la poblacion actual. Ademaés, se estima que en el instante ¢t = 0 (1650 de nuestra era), la
poblacién de la Tierra era de 600 millones (6.0 x 108); en el instante ¢t = 300 (1950 D.C.), la
poblacién era de 2.8 miles de millones (2.8 x 10%). Encuentre una expresién que dé la poblacion
de la Tierra en cualquier instante. Si se supone que la poblacién méaxima que la Tierra puede
sostener es de 25 miles de millones (2.5 x 1919), ;cuando se alcanzaré este limite?

Problema 12 En el instante ¢ = 0, un tanque contiene yy gramos de sal disueltos en 100
litros de agua. Supongase que al tanque esta entrando agua que contiene 1/4 gramos de sal
por litro, a razén de 3 litros/min, y que la soluciéon bien revuelta estéa saliendo del tanque con
la misma rapidez. Encontrar una expresion para la cantidad de sal y(t) que hay en el tanque
en el instante t.

Problema 13 Considere un tanque usado en ciertos experimentos de hidrodindmica. Después
de realizar un experimento, el tanque contiene 200 litros de una solucién de colorante con una
concentracion de 1 gramo/litro. A fin de preparar el siguiente experimento, el tanque debe
lavarse con agua limpia que fluye a razon de 2 litros/min y la solucion bien revuelta sale a la
misma razoén. Halle el tiempo que transcurrird antes de que la concentracién de colorante en
el tanque alcance el 1% de su valor original.

Problema 14 Considere un lago de volumen constante V' que contiene en un instante ¢ una
cantidad y(t) de contaminante, distribuido de manera uniforme en todo el lago con una con-
centracion c(t), en donde ¢(t) = y(t)/V. Suponga que al lago entra agua que contiene una
concentracion k de contaminante a una razén r, y que del mismo lago sale el agua a la misma
razon. Suponga que al lago también se le agregan directamente contaminantes a una razon
constante P. Note que en las hipotesis establecidas se desprecian varios factores que pueden,
en algunos casos, ser importantes; por ejemplo, el agua agregada o perdida por precipitacién,
absorcion y evaporacion; el efecto estratificante de la diferencia de temperaturas en un lago
profundo; la tendencia de que las irregularidades de la costa produzcan bahias protegidas; y
el hecho de que los contaminantes no se depositan de manera uniforme en todo el lago, sino
que (por lo general) lo hacen en puntos aislados de su periferia. Los resultados que se dan en
seguida deben interpretarse a la luz de que se han despreciado factores como éstos.

a) Si en el instante ¢ = 0 la concentracion de contaminante es ¢y, halle una expresion para la
concentracion ¢(t) en cualquier instante. ;Cudl es la concentracion limite cuando ¢t — co?

b) Si se termina la adicién de contaminantes al lago (k =0y P = 0) para t > 0, determine el
intervalo de tiempo T" que debe transcurrir antes de que la concentraciéon de esos contaminantes
se reduzca al 50% de su valor original; al 10% de su valor original.
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Problema 15 La levadura crece en una solucion de azicar de tal manera que el peso (en
gramos) de la levadura aumenta a una velocidad igual a un tercio del peso en un tiempo ¢
(cuando el tiempo esta medido en horas). Describa el proceso de crecimiento a través de una
ecuacion diferencial y resuelva ésta asumiendo que en la primera hora (i.e. en ¢t = 1) el peso
es de 2 gramos.

Problema 16 Si la tasa de crecimiento especifica de una poblacion es igual a 0.5 cuando el
tiempo estd medido en horas, obtenga una expresion para el tamano de la poblacién en términos
de su valor en el tiempo t =0

. : y'(t) .
Problema 17 Asuma que la tasa de crecimiento proporcional pwry de la poblaciéon humana
de la Tierra es constante. La poblacién en 1930 era 2 billones y en 1975 era 4 billones.

Asumiendo que 1930 es ¢ = 0, determinar la poblacion y(t) de la Tierra en un tiempo ¢
medido en anos. De acuerdo con el modelo, jcuél deberia haber sido la poblacién en 19607

Problema 18 Si el crecimiento de una poblaciéon se rige bajo el modelo de poblacién lineal

siguiente :

dx

donde b =tasa de natalidad, d =tasa de mortalidad y m =tasa de inmigracién, y la poblacién
en el tiempo t = 0 es de x(p individuos, analice el comportamiento a través de una curva
aproximada de lo que le sucede a la poblacién si:

a) la tasa de inmigraciéon es nula y la tasa de mortalidad es mayor a la tasa de natalidad.

b) la tasa de inmigracién es nula y la tasa de natalidad es mayor a la tasa de mortalidad.

c) la tasa de inmigracion es negativa y la tasa de mortalidad es mayor a la tasa de natalidad.

e) la tasa de inmigracién es positiva y la tasa de mortalidad es mayor a la tasa de natalidad.

)
)
)
d) la tasa de inmigracion es negativa y la tasa de natalidad es mayor a la tasa de mortalidad.
)
f)

la tasa de inmigracién es positiva y la tasa de natalidad es mayor a la tasa de mortalidad.

Obs. En algunos de los casos es necesario considerar el valor inicial de la poblacion (xy) para
el analisis.

Problema 19 Se sabe que el suministro de glucosa en la sangre es una técnica médica im-
portante que consiste en la administraciéon a una tasa o velocidad constante de glucosa en el
torrente sanguineo. Suponiendo que la cantidad de glucosa es transformada y removida del
torrente sanguineo a una tasa o velocidad proporcional a la cantidad de glucosa presente con
una constante de proporcionalidad 10. ;Con qué velocidad deberia ser suministrada la glucosa
a un paciente con hipoglicemia cuya cantidad de glucosa en el tiempo t = 0 es Gy para que
ésta se estabilice en un valor normal aproximado de 4 gramos?
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Problema 20 Una poblacién tiene un tamano inicial de 10.000 individuos y una tasa especi-
fica de crecimiento de 0,04 (con tiempo medido en afios). Si la poblacion crece debido a la
inmigracion a una tasa de 100/afio, ;Cual seré el tamano de la poblacion después de 10 anos?

Problema 21 Repetir el ejercicio anterior en el caso en que la poblaciéon esté perdiendo miem-
bros debido a la emigracion a una tasa de 150/ano.

Problema 22 Determinar la fluctuacion estacional de una poblacién en el tiempo ¢ medido
en anos si la E.D.O. que rige el crecimiento es

d
d;: = cos(2nt) x

y si la poblacién en ¢t =0 es de zg.

3  Ecuacién Logistica

Problema 1 En el modelo mas sencillo de crecimiento de una poblacion z(t), se supone que
la rapidez de crecimiento es directamente proporcional al tamanio de la poblacion: z’ = ax,
donde la tasa de crecimiento a > 0. Se sabe que la solucién de esta ecuacion diferencial
determina un crecimiento indefinido de la poblacién. Sin embargo, se sabe que el crecimiento
de la poblacién debe ser limitado por la disponibilidad de los recursos, lo cual implica que la
rapidez de crecimiento debe ser una funcién de la poblaciéon =z, es decir:

dx

Cuando el tamano de la poblaciéon x es pequeno, habran suficientes recursos, de modo que
la rapidez de crecimiento serd independiente de los recursos y, por lo tanto, aproximadamente
proporcional a la poblacion, es decir, f(z) &~ a. Sin embargo, a medida que la poblacion
crece, los recursos disponibles por individuo decreceréan y produciréan un efecto inhibidor sobre
el crecimiento de la poblacion. Por consiguiente, f(x) debe decrecer conforme x crece. La
funcion més sencilla que satisface estas condiciones es f(x) = a — bz, donde b > 0. De esto nos
resulta la siguiente ecuacion:

dx

dt
En ecologia esta ecuacién se conoce como ecuacion de Verhulst o ecuacion logistica. Resuelva
dicha ecuacién, describa el comportamiento asintético de la solucién, mencione los puntos de
equilibrio y diga si son estables o inestables.

=(a—bx)x.

Problema 2 En los siguientes problemas trace la grafica de x’ contra z; determine los puntos
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criticos y clasifique cada uno como estable, inestable o semiestable:

1) de/dt = ax +bz?, a,b>0, 20>0 2) de/dt=x(x—1)(x—2), z9>0

3) dx/dt = 6x(z + 3) 4) de/dt = —k(z —1)%, k>0, —o0<zp< oo
5) dx/dt =e* —1, —o00<xg< 00 6) dx/dt = z*(x® — 1), —o0 < g < 00
7) dx/dt = x(x +1) 8) de/dt=e""—1, —00<zy< 00.

Problema 3 Encuentre la soluciéon general de las ecuaciones diferenciales dadas en el proble-
mas anterior.

Problema 4 Considere la ecuacion dz/dt = F(x) y suponga que x; es un punto critico; es
decir, que F'(z1) = 0. Demuestre que la solucion de equilibrio constante ¢(t) = x; es estable si
F'(x1) <0 e inestable si F'(z1) > 0.

Problema 5 La tabla 1 muestra el crecimiento de una colonia de bacterias sobre un periodo
de un ntimero de dias medido por su tamano en centimetros cuadrados.

Edad ¢ (dias) | 0 1 2 3 4 5 6
Area z (cm?) | 1,20 | 3,43 | 9,64 | 19.8 | 27,2 | 33,8 | 37,4

Table 1: Crecimiento de una colonia de bacteria

(a) Encuentre una ecuaciéon para el area x en términos del tiempo ¢. (b) Usando la ecuacion
hallada en (a), compare los valores calculados del area con los valores reales. (c) ;Cual es el
tamano maximo teérico de la colonia? ;jEsperaria usted que tal maximo exista en la realidad?
Explique.

Problema 6 La altura promedio de un cierto tipo de planta después de 16, 32 y 48 dias esta
dada respectivamente, por 21,6, 43,8 y 54,2 cm. Asumiendo que el patréon de crecimiento
sigue la curva logistica, determine (a) la altura méaxima teorica esperada, (b) la ecuacion de la
curva logistica, y (c) las alturas teoricas después de 8, 24 y 60 dias.

Problema 7 Muestre que el punto de inflexion de la curva logistica ocurre donde x = a/b y
que el correspondiente valor de t es

Problema 8 Muestre que la ecuacion de la curva logistica se puede escribir como

B a/b
= 1+ e_a(t_tO)

donde ¢ es el tiempo correspondiente al punto de inflexion.
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Problema 9 Suponga que la ecuacién de crecimiento esta dada por 2’ = ax — bx? + cz donde
a, by ¢ son constantes. (a) Resuelva la ecuacion y determine si existe un valor maximo de
x. (b) ;Cree usted que esta ecuacion proporcionaria un modelo mejor para el crecimiento
biolégico? Explique.

Problema 10 El crecimiento de una poblaciéon de conejos se rige bajo la ecuaciéon logistica
dx/dt = px(xy, — x) con una constante k = pz,, = 0,25 cuando el tiempo estd medido en
meses. La poblacion es stbitamente reducida de su tamano de equilibrio x,, a un tamano igual
al 1% de x,, debido a una epidemia. ;En cuantos meses la poblacion alcanzara un nivel del
50% de su tamano de equilibrio?

Problema 11 Suponga que el namero de truchas de x(¢) en un estanque con un suministro
limitado de alimento esta gobernado por la ecuacién logistica

d
d—f = ax(re — x) ,

donde « y x. son constantes positivas.

a) Observar que z = . es un punto de equilibrio estable y que £ = 0 es un punto critico
inestable.

b) ;De qué manera se modifica la ecuacion logistica si un pescador saca truchas a una rapidez
proporcional al nimero de truchas en el estanque? ;Qué le sucede al punto de equilibrio
estable?

¢) (De qué manera se modifica la ecuacion logistica si un pescador extrae truchas a una
rapidez uniforme por unidad de tiempo? Determine el nimero de truchas en el estanque
después de un tiempo largo, como una funciéon del nimero inicial .

Problema 12 Otra ecuaciéon que se ha utilizado como modelo de crecimiento de las pobla-
ciones es la ecuaciéon de Gompertz:

dx/dt = axIln(M/x),

en donde a y M son constantes positivas.

a) Trace la grafica de z’ contra x, encuentre los puntos criticos y determine si cada uno es
estable o inestable.

b) Para 0 < x < M, determine en dénde la grafica de = contra ¢ es concava hacia arriba y en
donde es concava hacia abajo.

c) Resuelva la ecuacion de Gompertz sujeta a la condicion inicial z(0) = xg. Sugerencia: Es
conveniente hacer u = In(z/M).

Problema 13 Suponga que la poblacion z(t) de cierta especie de peces en una region dada
del océano se describe por la ecuacion logistica

dr/dt =a(l — z/M)x.
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Aunque es deseable utilizar esta fuente de alimento, de manera intuitiva es evidente que si
se pescan demasiados peces, entonces su poblaciéon puede reducirse a menos de un nivel ttil
y, posiblemente, incluso se le lleve a la extincién. En los siguientes problemas se examinan
algunas de las preguntas relacionadas con el planteamiento de una estrategia racional para
administrar la pesca.

1. A cierto nivel de esfuerzo, resulta razonable suponer que la rapidez a la que se capturan
los peces depende de la poblacién x: mientras mas peces haya, méas facil es atraparlos.
Por tanto, se supone que la razéon a la que se capturan los peces, es decir, el rendimiento
Y de la pesca, queda definida por Y = Fx, en donde E es una constante positiva, cuyas
unidades son 1/tiempo y que mide el esfuerzo total realizado para aprovechar la especie
dada de peces. A fin de incluir este efecto, la ecuacién logistica se sustituye por

dz/dt =a(l — x/M)x — Ex,

esta ecuacion se conoce como modelo de Schaefer, en honor al biblogo M.B. Schaefer.
a) Demuestre que si F < a, entonces existen dos puntos de equilibrio, 1 = 0y z9 =
M1 —E/a)> 0.

b) Demuestre que x = x1 es inestable y que & = x5 es estable.

c) Halle el rendimiento sostenible ¥ como funcion del esfuerzo E; la grafica de esta
funcién se conoce como curva rendimiento-esfuerzo.

d) Determine E a fin de hacer maxima a Y y, en consecuencia encuentre el rendimiento
maximo sostenible Y,,.

2. Suponga que los peces se capturan a una razén constante h independiente del tamano de
la poblacion de los mismos; entonces = satisface

dz/dt = a(1 — x/M)x — h. (2)

La hipotesis de una razén constante de captura h puede ser razonable cuando x es grande,
aunque se vuelve menos razonable cuando = es pequena.

a) Si h < aM /4, demuestre que la ecuacion (2) tiene dos puntos de equilibrio z1 y x5 con
r1 < x9; determine estos puntos.

b) Demuestre que x; es inestable y que x5 es estable.

¢) A partir de la grafica de 2’ contra x, demuestre que si la poblacion inicial zg > 1,
entonces x(t) — x2 cuando t — oo, pero que si zg < x1, entonces x(t) decrece cuando
t crece. Note que x = 0 no es punto de equilibrio, de modo que si xy < 1, entonces se
llega a la extincién en un tiempo finito.

d) Si h > aM/4, demuestre que x(t) decrece hasta cero cuando t crece, sin importar el
valor de xg.

e) Si h = aM/4, demuestre que existe un sélo punto de equilibrio z = M/2, y que
este punto es semiestable. Por tanto, el rendimiento méximo sostenible es h,, = aM /4,
correspondiente al valor de equilibrio x = M /2. Observe que hy, tiene el mismo valor
que Y,,. Se considera que la pesca esté sobre explotada si x se reduce hasta un nivel por
debajo de M /2.

Problema 14 Se puede construir un simple modelo bioldégico que describa la dinamica de
una epidemia (una infeccion, por ejemplo) en una poblacion de la siguiente manera: Sea n el
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namero de individuos susceptibles en la poblacion original. Sea I(t) el nimero de individuos
infectados en un tiempo ¢. Entonces n — I(t) es el numero restante de individuos susceptibles
no infectados. De esta manera podemos asumir el modelo
dl
dt
donde k es una constante. Encuentre la solucion I(t), dibuje el grafico y discuta las limita-
ciones de este modelo.

EI(n—1),

Problema 15 En una poblacién cuyo tamano es de 2000 habitantes, el brote de una epidemia

dl
se rige bajo la ecuacion diferencial i kEI(2000 — I), donde I(t) es el ntumero de individuos

infectados en un tiempo ¢t medido en semanas, y k = 0.002. Si hay inicialmente dos indivi-
duos infectados, encontrar I(¢). ;En qué momento las tres cuartas partes de la poblacion es
infectada?

Problema 16 Un animal de laboratorio infectado se introduce en una poblacion de 24 ani-
males no infectados. Después de 3 dias otro animal resulta infectado. ;En cuantos dias més se
puede esperar que 23 animales estén infectados? ;Es posible determinar el menor niimero de
dias en el cual podamos esperar que todos los animales estén infectados? Explique.

Problema 17 Una poblacién de bacterias crece de un tamano inicial de 100 a un tamano
de equilibrio 100.000. Suponga que en la primera hora la poblacién crecié a 120. Asumiendo
que el crecimiento esta gobernado por la ecuacion logistica dz/dt = x(a — bx), determinar la
poblacion en funciéon del tiempo.

Problema 18 ;En cuantas horas la poblacién de bacterias del problema anterior crecera hasta
10007, ;hasta 100007, ; hasta 500007

Problema 19 Uno de los inconvenientes del modelo logistico en el crecimiento de la poblacion

dx/dt

grande. Sin embargo, hay especies que pudieran extinguirse si la poblacién se hgce muy pe-
quena. Suponga que m es el tamafio minimo de la poblacion en la cual ésta no se extinguira, es
decir, poblaciones menores a m tenderan a extinguirse. Pruebe que la siguiente modificacién
de la ecuacién logistica

es que cuando la poblacién es muy pequena la tasa de crecimiento promedio es muy

dx

dt
tiene la propiedad deseada de que la poblacion se extinga si x < m. (El término 1 —m/x es
simplemente el término de correccién que toma en cuenta el factor antes mencionado, el cual
es ignorado en el modelo logistico).

=z(a—bx)(1—m/x)

Problema 20 Resuelva la siguiente ecuacion logistica modificada dz/dt = (a — bx)(x — m)
escribiendo

1 1 b N 1
(a—bzx)(x—m) a—bm\a—bxr z-m
e integrando. Si a = 100, b = 1 y m = 10, grafique la solucién x(t) para t > 0 cuando
x(0) =20 y cuando z(0) = 5.



