Préctica 3: Solucion de ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden
utilizando series o transformada de Laplace
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Problema 1 En cada uno de los siguientes ejercicios, determine el radio de convergencia de
la serie de potencia dada.
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Problema 2 Resuelva la ecuacién diferencial dada por medio de una serie de potencias alrede-
dor del punto dado zg. Si es posible, encuentre el término general de cada solucién.
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Problema 3 Al realizar el cambio de variable x — 1 = t y suponer que ¥y es una serie de
potencias en t, encuentre dos soluciones de serie linealmente independientes de

Y '+ (@ —1)% + (2 -1y =0

en potencias de z — 1. Demuestre que se obtiene el mismo resultado directamente al suponer
que y es una serie de Taylor en potencias de z — 1 y también al expresar el coeficiente 22 — 1
en potencias de z — 1.

Problema 4 La ecuacién
y' —2zy+ Ay =0, —o0o0<zx< o0,
en donde X es una constante, se conoce como ecuaciéon de Hermite.

e Encuentre los cuatro primeros términos de cada una de dos soluciones linealmente inde-
pendientes alrededor de x = 0.
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e Observe que si A es un entero par no negativo, entonces una o la otra de las soluciones
en serie termina y se convierte en un polinomio. Encuentre las soluciones polinomiales
para A =0,2,4,6,8 y 10. Observe que cada polinomio queda determinado solo hasta una
constante multiplicativa.

Problema 5 Determine una cota inferior para el radio de convergencia de la solucién en serie
alrededor de x = 0 para la ecuacién de Legendre

(1—a22)y" — 22y + ala+ 1)y =0, « constante.
Problema 6 Determine una cota inferior para el radio de convergencia de la solucién en serie
de la ecuacién diferencial alrededor del punto que se da.
1) 1422y + 22y + 42’y =0, x0=0, x9=—1/2
2) ¥ +4y +62y=0, z20=0, z0=14
3) (22 —22—3)y 4y +4y=0, z9=4, x0=—4
4) 1 +23)y" +doy’ +y=0, 29=0, z9=2
Problema 7 ;Es posible determinar una solucién en serie alrededor de x = 0 para la ecuacién
diferencial

y' +sen (2)y' + (1+2%)y =0,

y, en caso afirmativo, cudl es el radio de convergencia?
Problema 8 La ecuacién diferencial de Chebyshev es

(1—22)y" —zy' + oy =0, o es una constante.

e Determine dos soluciones linealmente independientes en potencias de = para |z| < 1.

e Demuestre que si « es un entero no negativo n, entonces existe una solucién polinomial
de grado n. Estos polinomios, cuando estidn normalizados adecuadamente, reciben el
nombre de polinomios de Chebyshev v son muy ttiles en problemas que requieren una
aproximacion polinomial para una funcién definida sobre —1 < z < 1.

e Encuentre una solucién polinomial para cada uno de los casos a =n =0,1,2 y 3.

e Demuestre que x = 1 y x = —1 son puntos singulares regulares y encuentre los exponentes
en cada una de estas singularidades.

e Encuentre dos soluciones linealmente independientes alrededor de = = 1.

Problema 9 Encuentre los tres primeros términos de cada una de dos soluciones linealmente
independientes en serie de potencias de x de e®y” + xy = 0. ;Cudl es el radio de convergencia
de cada solucién en serie?

Problema 10 Halle todos los puntos singulares de la ecuacién dada y determine si cada uno
de ellos es singular regular o irregular.

1) 2" +(1—2)y +2y=0 2) 2*(1 — )%y’ + 22y +4y =0

3) ?(l—a)y" +(x—2)y =3zy =0  4) 2*(1—2?)y" + (2/2)y +4y =0

5) 2’y +ay + (2* =)y =0 6) (1—a?)y" +a(l—a)y +(1+a)y=0
7) (z43)y" =22y + (1 —2%)y=0 8) z(3—2)y" +(z+ 1)y +2y=0

9) (@ +x—-20" +(@x+1)y +2y=0 10) zy” + ey + 3cos(z)y =0
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Problema 11 Demuestre que la ecuacion diferencial dada tiene un punto singular regular en
x = 0. Determine la ecuacién indicial, la relacién de recurrencia y las raices de la ecuacién
indicial. Halle la solucién en serie correspondiente a la raiz més grande. Si las raices son
desiguales y no difieren en un entero, encuentre también la solucién en serie correspondiente a
la raiz mas pequena.
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3) zy' +y=0

) ar:2y"+a:y + (2% = 1/9)y =
)
5) 3x%y" + 2zy + 2%y =0
)
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229" +y + 2y =0 2
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)
)z +y —y=0

) 2y +ay +(x—2)y=0
)

)

o O

222y" + 3xy’ + (22 — 1)y =0
22y + (2 +1/4)y =0

N axy' +(1—x2)y —y=0

9) 2%y —z(x +3)y + (x+3)y=0 10

Problema 12 Demuestre que z = 0 es un punto singular regular para la ecuaciéon diferencial
de Laguerre
vy’ + (1 —2)y + My = 0.

Determine la ecuacion indicial, sus raices, la relacion de recurrencia y una solucion (x > 0).
Demuestre que si A = m, un entero positivo, esta solucién se reduce a un polinomio.

Problema 13 Halle todos los puntos singulares regulares de la ecuaciéon diferencial dada.
Determine la ecuacién indicial, la relaciéon de recurrencia y las rafces de la ecuacién indicial en
cada punto singular.

1) xy’ + 22y +6ey =0 2) 2%y —z(2+2)y + 2+ 2H)y =0
z(z—1)y" +62% +3y=0 4) " + 4xy'6y = 0
2%y + 3sen (z)y' — 2y = 0 6) 2x(x+2)y" +y —2y =0
)

2y +1/2(z +sen (2))y' +y =0 8) (x+1)*%" +3(z* - 1)y +3y=0

ot W

)
)
)
7w

Problema 14 Demuestre que 22y” + sen (x)y’ — cos(x)y = 0 tiene un punto singular regular
en x = 0 y que las raices de la ecuacion indicial son 1. Determine los tres primeros términos
diferentes de cero de la serie correspondiente a la raiz mas grande.

Problema 15 Determinar la transformada de Laplace Z{f(t)} para las siguientes funciones.

1) f(t) = tet 2) f(t) =t2e"% 3) f(t) = e tsen (1)
4) f(t) = e’ cos(t) 5) f(t) = tcos(t) 6) f(t) =tsen(t)
nro={ 7 "55) 8) 1(t) = 21t 9) f(t) =4t — 10
10) f(t):{ ; Ogiii 1) f()=2+66—3 12) f(t) = (t+1)°
13) f(t) = { sen (t()): 0= . ;: 14) f(t) =1+ 15) f(t) = (14 ¢2)?

Problema 16 La funcién gamma se denota por I'(p) y se define por la integral

I'(p+1) —/ e “aPdx.
0
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Esta integral converge en el infinito para toda p. Para p < 0 también es impropia porque
el integrando se vuelve no acotado cuando x — 0. Sin embargo, es posible demostrar que la
integral converge en x = 0 para p > —1.

e Demuestre que para p > 0, I'(p+ 1) = pI'(p).
e Demuestre que I'(1) = 1.

e Si p es un entero positivo n, demuestre que I'(n + 1) = n!. Dado que I'(p) también se
define cuando p no es un entero, esta funcién suministra una extension de la funcién
factorial para valores no enteros de la variable independiente. Observe que también es
coherente para definir 0! = 1.

e Considere la transformada de Laplace de tP, en donde p > —1. Demuestre que

[e.9]

1
2y = / = o [ e =T )/, a0

Problema 17 Determine la transformada inversa de Laplace que se pide:

) 25} g {18y gl{(sH)S}

53 52 s° st
R e LR A =t U ).
D) R e
1) 2 55535 R e TR AR
13) j_l{(s—Q)(siB)(s—@} 14) 3_1{4;;} 15) g_l{sjfis}

Problema 18 Use la transformada de Laplace para resolver el PVI dado:

1
2

3

2y +y=0, y(0)=-3
y +6y=e, y(0)=2

4) 3y —y=2cos(5t), y(0)=0

5 y"+5y +4y=0, y0)=1, ¢ (0)=0

6 y "+9y=¢, y(0)=0, ¥ (0)=0

7 4y’ = 6e3 — 37t y(0)=1, ¢'(0)=—-1

8) ¥ +y=+V2sen(V2t), y(0)=10, % (0)=0

9) 24" 0, ¥ (0)=0, "(0)=1

)
)
)
)
)
)
)y
)
)
)

20" +3y" =3y —2y=e"", y(0)=
(

)
10) ¥ +2y" —y' =2y =sen (3t), y(0)=0, ¥'(0)=0, y'(0)=1

Problema 19 Forme dos funciones, f v g, que tengan la misma transformada de Laplace. No
busque complicaciones.



