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@ Motivacion:

La simulacion (calculo, visualizacion) permite entender

Ecuaciones E|IptICaS mejor el funcionamiento de los disefios y por lo tanto
) ) Parabdli lograr optimizarlos. En este sentido, las simulaciones han
Diferenciales aranoficas sustituido casi completamente a los ensayos y pruebas
Parcial EDP): . 21 de prototipos. No porque el calculo sea méas barato, que
arciales ( ) Hlperbollcas muchas veces no lo es, sino porque es mucho mas

rapido e interactivo. Permite realizar muchas pruebas del
tipo ¢qué pasaria si ...? en poco tiempo.

Métodos numeéricos para encontrar
soluciones aproximadas

Método de los Diferencias Volimenes

Finitos

elementos finitos Finitas
(MEF)

- N

-V - (a1 Vu) + apu = f en (),

[ Problemas elipticos }‘ u=gi(z) sobre Iy Dirichlet

Ju y
cLu + CQ% = g2(x) sobre T, Neumann

- /
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Bibliografia del Método de Elementos Finitos:

m La partida de nacimiento del MEF esta fechada en 1956:

M.J. Turner, R.W. Clough, H.C. Martin y L.J. Topp. Stiffness and Deflection Analysis of Complex Structures.
Journal of Aeronautical Sciences, Vol. 23, 9, 1956.

m A pesar de haber sido desarrollado con mentalidad ingenieril, el método tiene hondas raices matemaéticas (el método de Ritz,
1909).

= El primer programa comercial del método aparece en 1968. Entra en competencia con el inico método existente el método de
diferencias finitas.

m  El primer libro importante en que se analiza el MEF desde un punto de vista matematico se publica en 1973:
G. Strang and G.J. Fix. An analysis of the Finite Element Method. Prentice-Hall, 1973.

= Los afios 60 (Epoca de pioneros): El método esta restringido a la industria aerospacial y de defensa, debido al altisimo costo
de los computadores.

= Los afios 70 (Epoca de grandes desarrollos): tecnologia en los elementos, procedimientos de calculo y aumento de
prestaciones. Aparecen los centros de célculo.

= Los afios 80 (El método alcanza un cierto grado madurez) El esfuerzo se concentra en los problemas no lineales. Aparecen
los computadores personales (estaciones de trabajo). Gracias a esto, la popularidad del método esta en su mayor apogeo.
Empieza el declive de los centros de calculo.

m Los afos 90 (No es una época de grandes avances). Problemas no lineales; adaptacion a las nuevas arquitecturas, con el
objetivo de aumentar la velocidad de célculo.

= En el presente: Desarrollo de medidas de error, adaptatividad y elementos de altas prestaciones, con el fin de aumentar la
precisién y fiabilidad de los resultados obtenidos por usuarios inexpertos.
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Formulacién variacional

Problema 1D

El método variacional constituye una herramienta fundamental para el estudio cualitativo de
ecuaciones diferenciales parciales y el eje fundamental del MEF.
Se considera el problema de encontrar una funcién u = u(x), 0 < x < 1, la cual satisface la EDO y
condiciones de frontera:

—u"(x) + u=f(x), para O<x<1,

u(0)=u(1)=0 ©)

donde f es una funcién conocida y suficientemente suave (continua).
Una declaracién débil o variacional del problema modelo es dada como sigue: encontrar u tal que (C)
se cumpla en un sentido de promedios ponderados, es decir, se quiere que

1 1
fo(—u +u)vdx:j; f(x)vdx (1)

para todo miembro v de una clase apropiada de funciones. La funcién de peso o funcién de prueba’,
v, es cualquier funcién de x tal que las integrales dadas en (1) tengan sentido.

1 Es facil encontrar funciones que no son lo suficientemente suaves para servir como funciones de peso. Por ejemplo, para
f(x) = x, u(x) = x — sinh(x), y v(x) = x~3, entonces ninguna de las dos integrales tiene valores finitos y (2) no tiene sentido. Hay, sin
embargo, una multitud de funciones las cuales son perfectamente aceptables como funciones de peso. La especificacion exacta de
tales funciones es central en la teoria del MEF.
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Formulacién variacional

Problema 1D

Si uy v son funciones suficientemente suaves, entonces integrando por partes el primer término del
lado izquierdo de (1) y pidiendo que las funciones de peso se anulen en la frontera, v(0) = v(1) =0,

se tiene
1 1 ; 1
—f U’ vdx = f uvdx—u'v|, = f UV dx
0 0 0
Por tanto, (1) puede ser reemplazado por el siguiente problema variacional:

encontrar u € V tal que
1 1
f W'V +uv)dx = f f(x)vdx, YveV (2)
0 0
donde,

V= {v : veC[0,1], v/ es continua y acotada a trozos en [0,1],y v(0) = v(1) = 0}

Giovanni Calderén y Rodolfo Gallo | Introduccién al MEF: un enfoque matematico 6/16



Preliminares XXIV ESCUELA VENEZOLANA DE MATEMATICAS

Algunos preliminares

Espacios LP(2)

Un caso especial de estos espacios, lo representa el espacio

L2(Q) = {u :Q > Rtal que js;u2d9 < oo}

dotado del producto escalar y norma

(U, V)20 = f uvda VIl 2¢0y = [f(V(X))zdn]”Z = (v.v)!2
> YILE(Q) o > L2(Q) - V2
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Algunos preliminares

Espacios LP(2)

Un caso especial de estos espacios, lo representa el espacio
L2(Q) = {u :Q — Rtal que f vPda < oo}
Q

dotado del producto escalar y norma

(U, V)20 = f uvda VIl 2¢0y = [f(V(X))zdn]”Z =(v.v)'?
> YILE(Q) o > L2(Q) - V2

Teorema (Teorema de Representacion de Riesz)

Sea H un espacio de Hilbert y sea F un funcional lineal continuo de H’. Entonces existe un unico
elemento u € H tal que
F(v)=(uv) VYveH

Ademas, ||Fllw = l|ulln.
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Algunos preliminares

Los espacios de Sobolev

Sea 2 c RY un conjunto abierto, k > 1 un entero positivo y p € [1, 4+). Se define

WEP(Q) = {f € LP(Q) : D*f existe y pertenece a LP(Q2) Va, la| < k}

Para 1 < p < colanormall - |k es definida como

1/p 1/p
Ifllkp = (L > |Dwf|de) = ( > ||Daf||§)

|e|<k lal<k

Para p = oo, se tiene
Ifllk ..o = max ID*fllco
lal<k

En el caso especial p = 2 se abrevia WP (Q) = HX(Q).
Un subespacio de H*(£2) de uso frecuente es

HY(Q) = {v e H'(Q); v =0 sobre 90}
donde, H'(a,b) = {u Tuyu e L2(a,b)}
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Algunos preliminares

Formas bilineales

B es una forma bilineal si
B:UxV—->R  (U,V espacios lineales),

B(au+pBw,v) = aB(u,v) +BB(w,v), uwel, veV
B(u,av +Bw) = aB(u,v) +BB(u,w), ueUl, v,weV
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Algunos preliminares

Formas bilineales

B es una forma bilineal si

B:UxV—->R  (U,V espacios lineales),

B(au+pBw,v) = aB(u,v) +BB(w,v), uwel, veV
B(u,av +Bw) = aB(u,v) +BB(u,w), ueUl, v,weV

m Si existe una constante k > 0 tal que

[B(u,v)| < K lulllIvIl paratodo ueU,veV
entonces B es llamada una forma bilineal continua
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Algunos preliminares

Formas bilineales

B es una forma bilineal si
B:UxV—->R  (U,V espacios lineales),

B(au+pBw,v) = aB(u,v) +BB(w,v), uwel, veV
B(u,av +Bw) = aB(u,v) +BB(u,w), ueUl, v,weV

m Si existe una constante k > 0 tal que

[B(u,v)| < K lulllIvIl paratodo ueU,veV
entonces B es llamada una forma bilineal continua

m Dada una forma bilineal B : Hx H — R, donde H es un espacio producto interno, se dice que
B es H-eliptica, si existe una constante @ > 0 tal que

B(v,v) > o|lvI3 YveH.
H

Asi una forma H-eliptica es acotada inferiormente.
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Algunos preliminares

Teorema (El Teorema de La

Sea H un espacio de Hilbert y sea B : Hx H — R una forma bilineal, H-eliptica, continua definida en
H. Entonces, dado cualquier funcional lineal F definida en H, existe un tnico elemento u € H tal que

B(u,v) = F(v) VYveH

ademas,
=
lully < @ " lIFlIW
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Algunos preliminares

Teorema (El Teorema de Lax-Milgram)

Sea H un espacio de Hilbert y sea B : Hx H — R una forma bilineal, H-eliptica, continua definida en
H. Entonces, dado cualquier funcional lineal F definida en H, existe un unico elemento u € H tal que

B(u,v) = F(v) VYveH

ademas,
=
lully < @ " lIFlIW

Férmula de Green

| A\

Se empieza desde el Teorema de la divergencia (en dos dimensiones) o también llamado Teorema
de Gauss. Denotando por Vv el gradiente de v, es decir, Vv := (qu ¥ ), se obtiene la siguiente
formula de Green:

> Ixp

va-deQ:f va—ds—vawdQ
Q o On Q

y o = 6x1 Yy 4 S % N2 es la derivada en la direccion del vector normal exterior sobre la frontera 992
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Formulacién variacional

Problema 1D

Si uy v son funciones suficientemente suaves, entonces integrando por partes el primer término del
lado izquierdo de (1) y pidiendo que las funciones de peso se anulen en la frontera, v(0) = v(1) =0,

se tiene
1 1 ; 1
—f u”vdx:f u’v’dx—u’v|o:f u' v dx
0 0 0

Por tanto, (1) puede ser reemplazado por el siguiente problema variacional:

encontrar u € V tal que

1 1
f W'V +uv)dx = f f(x)vdx, YveV (2)
0 0
donde,
V= {v : veC[0,1], v/ es continua y acotada a trozos en [0,1],y v(0) = v(1) = 0}
B(u,v) =I(v), Vv e HY(Q)
donde

B(u,v) = j;(u’v’ +uv)dx  I(v) = j: f(x)vdx
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Formulacién variacional
Problema 2D

El problema modelo en su forma fuerte:

en QcR?

-V-(a1Vu) + agu=f

u=gi(x) sobre Ty

ou Dirichlety Neumann  (4)
ciu+ cza—n =go(x) sobre T,
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Formulacién variacional
Problema 2D

El problema modelo en su forma fuerte:

-V (a1Vu)+au=Ff en QcR? (3)

u=gi(x) sobre Ty
Dirichlety Neumann  (4)

ciu+ ng—z =go(x) sobre T, \/
In

Condicién de frontera Dirichlet homogénea

Se considera a (3) solo con condiciones de contorno Dirichlet homogéneas:
u(x) =0 sobre dQ (5)

La solucion clasica del problema (3), (5) es una funcién u € C2(Q2) N C(Q) que satistace la ecuacion
(3) en todo Q2 y cumple la condicién de contorno (5) para todo x € 992.

Para reducir las restricciones de regularidad antes dicha, se introduce la formulacion variacional del
problema (3), (5). Se dan los siguientes cuatro pasos:
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Formulacién variacional

Problema 2D

Se Multiplica (3) con una funcién test v € Cg"(Q)
-V-(a1Vu)v + aouv = fv
Integrar sobre Q
- f V- (a1Vu)vda + f aguvda = f fvda (6)
Q Q Q

La férmula de Green permite reducir el maximo orden de la derivada presente en la ecuacion.
Ademas, que v se anule sobre la frontera 9Q2 permite anular la integral en la frontera. Asi, de la
primera integral de (6) se tiene

—fV-(aNu)de:—f[Van -Vu]de—fa1Aude
Q Q Q
au
:—f[Va1 -VU]VdQ-i—fVU-V(éhV)dQ—I—f ajv—ds
Q Q 90 an

:—f[Veu ~Vu]de+fVu~[Va1v+a1Vv]dQ
Q Q

Agrupando con el resto de la ecuacion (6) resulta

fa1Vu‘Vde+faoude:ffde (7)
Q Q Q
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Formulacién variacional

Problema 2D

4 Encontrar el espacio de funciones mas grande posible para u, v y las otras funciones en (7) donde
todas las integrales son finitas. Originalmente, (7) fue derivada bajo la suposicién de regularidad
dequeueC?*(Q)NC(Q)yve C¢’- Toda integral de (7) permanece finita cuando estas hipétesis
se debilitan a

u,v e HY(Q), feLl?(Q)

Similarmente, las hipétesis de regularidad para los coeficientes ay y ag se pueden reducir a
ay, ap € L*(Q).

La formulacién variacional para el problema (3), (5) se define como sigue:

Dado f € L2(£2), encontrar una funcion u € H} () tal que
B(u,v) =1I(v), VYve HE)(Q)
donde
B(u,v) = f [a1Vu Vv + aouv]dn I(v) = f frda  YveH}(Q)
Q Q

| A\

Existencia y unicidad de la solucién

La existencia y unicidad de la solucién del problema variacional se sigue de probar que B es continua
y H])(Q)-eliptica, y | es continuo (Teorema de Lax-Milgram).

v
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Formulacién variacional
Problema 2D

Condicién de era Neumann

-V.-(a1Vu)+au=Ff en QcR>

% = sobre 992
on

donde g € C(£2). Las integrales de frontera no desaparecen como ocurrié en el caso de condiciones
de frontera Dirichlet homogéneas, surgiendo un integral en la frontera,

0
f[a1Vu-Vv+aouv]dQ—f a1—uvds:ffvdrz
Q a0 On Q

Al sustituir la condicién de frontera en la integral de frontera, se obtiene la formulacién débil siguiente:
dada f € L3(Q) y g € L2(8Q) encontrar u € V = H'(Q) tal que

B(u,v) = I(v) YveV
donde

B(u,v):f[a1Vu~v+aouv]dQ, I(v):ffvdﬂ-i—f ajgvds
Q Q aQ

Observe que, aunque la forma bilineal B(-, -) esta dada por la misma férmula que en el caso de las
condiciones de contorno Dirichlet, es diferente ya que el espacio V ha cambiado.
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Formulacién variacional
Problema 2D

Las condiciones de contorno Dirichlet son llamadas esenciales, ya que basicamente influyen en la
formulacién débil: estas determinan el espacio de funciones en que la solucién es determinada. Por
otra parte, las condiciones de frontera Neumann no influyen en el espacio funcional y pueden ser
incorporadas en la integral de contorno de forma natural. Por tanto, se les llama naturales. En
general, si se tiene el siguiente PVF

Au=f en Q,
Aol = go

Alu= gy
sobre 9Q2

Am-1U = gm—1
con A un operador diferencial de orden 2m, entonces las condiciones de frontera se dividen en dos
subconjuntos (segun el orden de A)):
Si el orden < m, son llamadas condiciones de frontera esenciales.

Z Siel orden > m, son llamadas condiciones de frontera naturales.
Habitualmente, el espacio V, conocido como el espacio de funciones admisibles, es definido por

V= {v e H™(Q) : v satisface toda condicién de frontera esencial}
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