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Problema bidimensional XXIV ESCUELA VENEZOLANA DE MATEMATICAS

El Método de los Elementos Finitos

Problemas de segundo orden: caso 2D

Elementos mensionales

Se empieza, suponiendo que el dominio Q c IR? es poligonal y que este se subdivide en elementos
bidimensionales de mg nodos.

Numeracion

local: (1), (2), (3)

Flg LII'a’ Discretizacién del dominio bidimensional 2 por elementos triangulares de tres nodos.

La aproximacion de Galerkin u,; queda dada entonces por

u(x) = Uy (x) = D" aigi(x.y) (1)
=il
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Problema bidimensional XXIV ESCUELA VENEZOLANA DE MATEMATICAS

El Método de los Elementos Finitos
Problemas de segundo orden: caso 2D

Elementos bidimensionales

El sistema de ecuaciones que surge de la discretizacion se obtiene sustituyendo la solucién
aproximada (1) en la forma débil tal como se hizo en el caso 1D, obteniéndose formas equivalentes

en 2D: c
Ki = B(91.4) = ). BO(41.4) = Z B¢, %)
e=1

E E
= I(¢,) = Z I(e)(¢i) = Z [(e)(¢§e))
e=1 =

Por lo tanto, resulta claro que los célculos a realizar para definir las contribuciones K,.](.e) y Fi(e)
cambian elemento a elemento en la malla, resultando engorrosos de realizar en términos de cada
elemento Q. de la malla. Asi, nuevamente, el concepto clave en el enfoque del MEF es la definicion
de un elemento de referencia Q junto a sus funciones de forma, tal como el descrito en el caso de
problemas unidimensionales.
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Problema bidimensional XXIV ESCUELA VENEZOLANA DE MATEMATICAS

El Método de los Elementos Finitos
Problemas de segundo orden: caso 2D

Elementos triangulares

Una funcién lineal en dos dimensiones es de la forma f(x, y) = a + bx + ¢y, con a, b y ¢ constantes.
Por lo cual, tres valores independientes de f deben ser especificados para que f pueda ser
determinada de forma Unica. Esto sugiere que los elementos mas simples deben tener tres nodos, es
decir, deben ser triangulos y los nodos los pondremos en los vertices del mismo.

Puesto que, la superficie solucion es plana en cada elemento, se tiene que la solucién uf[ = Uy

una funcién lineal de la forma

Qe es

U (X, y) = a+Bx+yy

las tres constantes «, 8y y son determinadas requiriendo que

U (X yi) = a+Bxityyi =a
up(x:y) = a+Bxityy =g
US (X Yk) = @+ B+ yyk = ak

donde /, j y k denotan los tres vertices del elemento triangular Q.
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Problema bidimensional XXIV ESCUELA VENEZOLANA DE MATEMATICAS

El Método de los Elementos Finitos
Problemas de segundo orden: caso 2D

Elementos triangulares

A resolver el sistema
1
@ = ﬁ[(xj)’k - xkYj)ai — (Xiyk = xkyi)aj + (Xiyj = XjYi)ak]
e
1
B = —[ =k —ypai— (yk —yi)a + (v - Yi)ak]
2Ac
1
Vo= ﬂ[(Xk - x)ai — (xk = xi)aj + (x - Xi)ak]
e
con
1 1 Xi Yi 1
A=l 1 %y | = 5lea=x00k =3 + (=)0 3)]
1 X
k Yk
el area del elemento triangular Q.
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Problema bidimensional XXIV ESCUELA VENEZOLANA DE MATEMATICAS

El Método de los Elementos Finitos
Problemas de segundo orden: caso 2D

Elementos triangulares

Sustituyendo los valores de @, By v en ug (x, y), se obtiene

1 = = o o
us(x,y) = [(a1 +b1X +TC1y)Ui + (32 + bax + Cay)u; + (3 + bax + 03y)uk]
donde

’aT,-:x,-yk—xkyj E:}/j_yk a:Xk_XI'
’éj:Xky/—Xiyk E:yk_yi a:X"_Xk @)
B = Xy — XY b =yi-y O = %=X

Entonces, la ecuacion se puede compactar como

ue(x.y) = u<p,(e) + ujcp](e) + Uk‘Pf(e),

lo cual permite identificar las funciones de forma del elemento por

(e) _

1 ..
@, =24 (a, + b,X + c;y) I=ijk (3)

Claramente, se cumple la condicién (pfe)(xJ,yJ) = 1sil=J,y cero en los otros casos (I,J = i, j, k).

y
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Problema bidimensional XXIV ESCUELA VENEZOLANA DE MATEMATICAS

El Método de los Elementos Finitos
Problemas de segundo orden: caso 2D

Elementos triangulares

Se quiere definir un elemento de referencia Q2 y una transformacion T : Q- Qe invertible, en un
sistema de coordenadas naturales o normalizado £5. El mas simple esta dado por el triangulo que
tiene sus lados sobre los ejes ¢ =0, n =0y 1-¢-n=0.

(0.0) wo ¢ e

Flg UI&’ Coordenadas naturales en un elementos triangulares.

4por supuesto, existe la posibilidad de requerir mas de un elemento de referencia en un problema. Por ejemplo, cuando elementos
triangulares y cuadrilateros son utilizados al mismo tiempo. Sin embargo, para simplificar, restringimos la atencién a un tnico elemento
de referencia.
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Problema bidimensional XXIV ESCUELA VENEZOLANA DE MATEMATICAS

El Método de los Elementos Finitos

Problemas de segundo orden: caso 2D

Elementos triangulares

A partir de (2) y (3), las funciones de forma del elemento triangular de tres nodos vienen dadas por
viEn)=1-¢é-n  wEn=§  wEn=n (4)

y las mismas se muestran en la Figura:

Figu A" Funciones de forma del triangulo de tres nodos.

La transformacién isoparamétrica, T, queda dada por
3 3
x= Y xgEn,  y=) ya(&n) ()
= =1

donde (x;, y;), con j = 1,2, 3, representan las coordenadas xy de los vertices en el sistema numérico
local.

v
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Problema bidimensional XXIV ESCUELA VENEZOLANA DE MATEMATICAS

El Método de los Elementos Finitos
Problemas de segundo orden: caso 2D

Elementos triangulares

Sustituyendo (4) en (5) e invirtiendo, se obtiene la transformacion T;' : Q¢ — Q, definida por
1
E=€y) = 5o |We- -2 - (- x) -y
e
1
n=n0ey) = 5| 0= m0e-x) + 05 -0y - )]
e

donde A. representa el area del elemento Q.. Entonces, a partir de (4) y (6) se obtienen las
funciones base en Q¢

d) =@, d0 =nEn), 60 (xy) =)
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Problema bidimensional XXIV ESCUELA VENEZOLANA DE MATEMATICAS

El Método de los Elementos Finitos
Problemas de segundo orden: caso 2D

Elementos triangulares: Derivadas y gradientes en el elemento de referencia

De acuerdo a la transformacién T,, una funcién puede considerarse como una funcién implicita de &
y 11, entonces usando la regla de la cadena

r ax
€ | | % @

[ a }_ ox Oy [
on

La matriz 2 x 2 en (7) es llamada la matriz Jacobiana de la transformacion y es denotada por J.
Obviamente, una condicién necesaria y suficiente para que el sistema (7) sea invertible es que el
determinante |J| de la matriz Jacobiana sea distinto de cero en (¢,77) € Q.
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Problema bidimensional XXIV ESCUELA VENEZOLANA DE MATEMATICAS

El Método de los Elementos Finitos

Problemas de segundo orden: caso 2D

Elementos triangulares: Derivadas y gradientes en el elemento de referencia

El funcional |J| es usualmente llamado el Jacobiano de la transformacion

ox dy  0dy ox
J=detd= ——- = — 8
|J| = de 9 o 9 on (8)
Asi, cada vez que |J| # 0, se puede escribir
9 9 J —J 9
[ax]_J_1laf R 22 12” ag] @
5 = detd | —ypy Ui =
donde las Jj son respectivas componentes de la matriz Jacobiana.
= Vg=JVg vy Vg =J"V4 (10)
Por lo tanto, las derivadas parciales son ahora representadas enteramente en términos de las
coordenadas &,n
9 % P 5
. & 9 3
H_X_J1[A]’ 6y_J2[i] (11)
on an

donde J; y Jo son la primera y segunda fila de J~".
Un resultado adicional es la relacién del diferencial de area respecto a las coordenadas naturales

dxdy = detJdédn
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Problema bidimensional XXIV ESCUELA VENEZOLANA DE MATEMATICAS

El Método de los Elementos Finitos

Problemas de segundo orden: caso 2D

Elementos triangulares: Matriz de rigidez elemental K(€)

Supongamos, sin perdida de generalidad, que para un problema bidimensional, los Kj; de la
discretizacion de la forma débil vienen dados por

E
e e e P
Kij = B(¢i. 4)) :Z ( )) con }q](.):LeV% )~V<,0j Vdo, ij=1,2,....m
e=1 ﬁ/—/
K
Sin embargo, las contribuciones a la matriz elemental de Q¢ son dadas Unicamente por las ¢;
relacionadas con los nodos del elemento. Es decir, <pf ), w}(e)’ <p,((e). Asi, usando la numeracién de
referencia local, se tiene que la matriz elemental es dada por:
(e) (e) (e)
Kt Kz Kig
(e) — (e) (e) (e)
K = K21 K22 K23
(e) (e) (e)
K Kz K

33
donde

K = fﬁ (' Ves@i) - (" Verigi)idedn, ij=1,2.3 (12)
estan completamente representados en términos de las coordenadas naturales 7.
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Problema bidimensional XXIV ESCUELA VENEZOLANA DE MATEMATICAS

El Método de los Elementos Finitos
Problemas de segundo orden: caso 2D

Elementos triangulares: Vector de carga elemental F(€)

A igual que para el caso de la matriz de rigidez, supongamos que el vector de carga de la
discretizacion esta dada por

E
Fi=1(¢i) = Z I(e)((p,(e)) con FI.(e) = fn f(,oie)dQ
€

e=1w—ou

Ao
i

El vector elemental, F(¢) = [F1(e), Fée), Fée)] , queda entonces representado (completamente en las

coordenadas naturales &n) por las contribuciones locales

1

FO = fﬁf@-ldldfdn (13)

v
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Problema bidimensional XXIV ESCUELA VENEZOLANA DE MATEMATICAS

El Método de los Elementos Finitos

Problemas de segundo orden: caso 2D

Ejemplo 1. Malla triangular

Se resuelve la ecuacién de Poisson
-Au=f(x,y) enQ=[-1,1]x[-1,1], u=0  sobre dQ

Un término fuente, f, tal que la solucién analitica esta dada por u(x,y) = 1/2(x3 - 1)(y? - 1). El
problema débil o variacional queda entonces dado por: encontrar u € V tal que B(u, v) = I(v)
Vv eV, donde

B(u,v) = LVU~VVdQ, I(v) = fQ(Z—xz - y?)vda (14)

yV= H(‘)(Q). Para la discretizacion, se reemplaza Q por un dominio Q2 formado por una malla de 8
elementos finitos triangulares de tres nodos y m = 9 puntos nodales, tal como se muestra en la
Figura:

Giovanni Calderén y Rodolfo Gallo | Introduccién al MEF: un enfoque matematico 14/24



Problema bidimensional XXIV ESCUELA VENEZOLANA DE MATEMATICAS

El Método de los Elementos Finitos

Problemas de segundo orden: caso 2D

Flgura: piscretizacion del dominio @ = [~1, 1] x [-1,1] .

- :oordenadas Conectividades
°1 25 ’1( ': Elementos  nodo1  nodo2  nodo3
1 1 2 o
S B
2
4 -1 0 i : 6 g
5 )
5 10 ° . 5 :
7 41 ° : . .
7 5 6 8
8 o 1
8 9 8 5
9 1 1
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Problema bidimensional XXIV ESCUELA VENEZOLANA DE MATEMATICAS

El Método de los Elementos Finitos

Problemas de segundo orden: caso 2D

Ejemplo 1. Malla triangular

Se construye un conjunto de funciones base global ¢;, i = 1, ..., m, usando elementos triangulares, a
partir de estas funciones, se define un subespacio Vi de V. La aproximacién de (14) entonces
consiste en buscar una funcién u, € Vy,

m
Uy (x,y) = Z ajpi(x,y) tal que u; = 0 en los nodos de 92

B(UH,VH):fQVUH-VVHdQ, l(vH):fQ(z-xz-yz)den (15)

para todo v;; € Vy tal que v,; = 0 en 9Qy. Sustituyendo u,; y v, y simplificando términos
(operaciones en las cuales ya estamos familiarizados), se obtiene el sistema de ecuaciones

m
D Kjg=F, i=1..m

Pasando ahora los calculos al elemento de referencia, §, se obtiene que la matriz de rigidez
elemental, Kée), y vector de carga, Fl.(e), estan dados por

59) — f Ve vplYda = f (I'Ver@i) - (J7 Ve iy

f f(ple do= f fgilJ|dédn
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Problema bidimensional XXIV ESCUELA VENEZOLANA DE MATEMATICAS

El Método de los Elementos Finitos

Problemas de segundo orden: caso 2D

Ejemplo 1. Malla triangular

El calculo de la matriz elemental y su ensamblaje en la matriz global se lleva a cabo elemento a
elemento:
Para el elemento k = 1, se tiene

llocal  lglobal  Xi Vi
1 1 a1 A
2 2 0 -1
3 4 -1 0

Xi+x -y1t+y2 [_ |1 0 — 1
X1 +X3 —y1t+Yys 0 1

Es decir, Q1 y Q tienen la misma forma, pues |J| = 1. Ademas,

Ki§1) = fﬁ Vengi - Vengidédn

donde
— -1 — 1 — 0
Vapr=| _4 |- Vagz =1 o | Venps = | 4
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Problema bidimensional XXIV ESCUELA VENEZOLANA DE MATEMATICAS

El Método de los Elementos Finitos

Problemas de segundo orden: caso 2D

Ejemplo 1. Malla triangular

Se tiene
K1q):f§2d§dn:2%:1 ng):fﬁ—wgdn:q%:_%
K1(;)=f§-1d§dn=—1%=—% K2(;)=f§1d§dn:1%:%
K = [ odean=o KD = [ dean=15 =35
Por lo tanto,

1 —1/2 -1/2
K(1):[ -1/2  1/2 0 ]
-1/2 0 1/2

Ensamblaje global del elemento Q4: K' ~» K

Local Global

kD kD k® O\ Fn Ko Ku
Ky Ky Ky {Au K A}.]
K KW ED) Ku Ko Ku
v
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Problema bidimensional XXIV ESCUELA VENEZOLANA DE MATEMATICAS

El Método de los Elementos Finitos
Problemas de segundo orden: caso 2D

Ejemplo 1. Malla triangular

La matriz de rigidez K global después de ensamblar el primer elemento esta dada por

KD kD 0o k§ 0 0 0 0 o0

KD kB o K o 0o 0 0 o0

0 0O 0 O O 0 0 0 O

KD kD o kP 0 0 0 0 o0

K=1 o 0 0 0 0 0 0 0 O
0 0O 0 O 0 0 0 0 O

0 0O 0 O O 0 0 0 O

0 0 0 0 0 0 0 0 O

0 0 0 0 0 0 0 0 O

v
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Problema bidimensional XXIV ESCUELA VENEZOLANA DE MATEMATICAS

El Método de los Elementos Finitos
Problemas de segundo orden: caso 2D

Ejemplo 1. Malla triangular
Para el elemento k = 2, se tiene

llocal  lglobal  Xi Vi

1 5 0 0 J— -1 0 — o =1
2 4 -1 0 o -1

3 2 0o -1

La matriz elemental para el elemento Q5

1 —1/2 -1/2
K(Z):l -1/2  1/2 0 ]
-1/2 0 1/2

Entonces,
V) (2) (2)
Ky K2 Kis Kss  Ks4 Ksz
KO =| k& KB K& |w| Kis Kia Ko
() () () K K K
Kai Kgp'  Kgg % 2 2 y
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Problema bidimensional XXIV ESCUELA VENEZOLANA DE MATEMATICAS

El Método de los Elementos Finitos

Problemas de segundo orden: caso 2D

Ejemplo 1. Malla triangular

por lo tanto, después de ensamblar el segundo elemento, la matriz de rigidez K queda dada por

[ k& k) 0o K9 000
Kgp K +‘o Kﬁ}l) +.‘0 000
000

Aﬁ) K3 +o K§i+ 0 000

K=1| o 000
0 0 0 0 0000

0 0 0 0 0 0000

0 0 0 0 0 0000

0 0 0 0 0 0000
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Problema bidimensional XXIV ESCUELA VENEZOLANA DE MATEMATICAS

El Método de los Elementos Finitos
Problemas de segundo orden: caso 2D

Ejemplo 1. Malla triangular

Ensamblando todos los elementos, la matriz de rigidez resultante es
1 -4 0o -1 0 0 0 0 0]
2 2
1 1
=% 2 =3 0o -1 0 0 0 0
o -4 1 o0 o0 -% o0 o0 o0
1 1
=% 0 0 2 - 0 -3 0 0
K= 0o -1 0o -1 4 1 0 -1 0
1 1
0 0 -3 0 - 2 0 0 —3
1 1
0 0 0 -5 0 0 1 =3 0
o o o0 o -1 o -F 2 -}
o o o o o -& o -1 1]
El vector de carga, F, se obtiene ensamblando las contribuciones elementales, F(¢), de forma
analoga a lo hecho anteriormente para la matriz de rigidez.
”
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Problema bidimensional XXIV ESCUELA VENEZOLANA DE MATEMATICAS

El Método de los Elementos Finitos
Problemas de segundo orden: caso 2D

Condiciones de contorno esenciales: Multiplicadores de Lagrange

El problema variacional B(u,v) = I(v) , en el caso de B simétrica, resulta equivalente al problema de
minimizacién: encontrar u tal que

J(u) = «f J(v)
veV
donde, V es el espacio de funciones admisibles y J es el funcional lineal dado por
1
J(v) = EB(V, v) —I(v)
De forma discreta, el problema queda dado por: encontrar el extremo a del funcional
1
J(a) = EaTKa—aTF (16)

donde Ka = F representa el sistema global del problema antes de imponer las condiciones de
contorno esenciales. Asi, si K es simétrica y definida positiva, a es un extremo de (16) si, y solo si,

dJ/oa = 0. Es decir,

%:0 & %{KT—i-K}a:F
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Problema bidimensional XXIV ESCUELA VENEZOLANA DE MATEMATICAS

El Método de los Elementos Finitos
Problemas de segundo orden: caso 2D

Condiciones de contorno esenciales: Multiplicadores de Lagrange

Por otro lado, al imponer las condiciones de contorno esenciales, dadas por el sistema Ga = g (m
ecuaciones lineales no necesariamente homogéneas), usando multiplicadores de Lagrange, resulta
el funcional

1
J(a, ) = EaTKa -a'F4+ A" (Ga-g)
Ahora, el extremo se alcanza para

aJ o p T
55 =0 © 2{K +Kla-F+"G=0

Es decir, para Ka — F + ATG. En forma matricial
K GT a F
= 17
6 o [l 3] 5] w
Se debe notar, que al imponer las condiciones de contorno esenciales el sistema global pierde su

estructura de almacenamiento, aumenta la dimension de la matriz, presenta ceros en la diagonal y,
en general la matriz resulta mal condicionada.
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