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XXIV ESCUELA VENEZOLANA DE MATEMATICAS

El Método de los Elementos Finitos

Problemas de segundo orden

hY
=
o
=X
@

modelo
Sea B : Vx V — IR una forma bilineal y | € V' . Entonces se quiere encontrar u € V tal que
B(u,v) =I(v) VveV (1)

Para un PVF de segundo orden, el espacio de funciones admisibles V consiste de todas aquellas
funciones en H'(Q) que satisface las condiciones de frontera esenciales.
Una aproximacién de Galerkin u, a la solucién de (1) puede ser encontrada construyendo un
subespacio finito dimensional V, de V, el cual es generado por un nimero finito de funciones bases
¢i. Entonces se plantea el problema de encontrar un u, € V, que satisface

B(Un,Vn) = I(vn) YvhpeV, (2)
El objetivo entonces es describir un método para construir funciones bases ¢; apropiadas; una vez
hecho esto, el problema se reduce a resolver

ZK,-,-a,:F,, i=1,2,...,N 3)
i

donde
Kj=B(¢i.¢;)) vy Fi=I(¢i) 4)
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MEF para problemas 2% orden Problema unidimensional XXIV ESCUELA VENEZOLANA DE MATEMATICAS

El Método de los Elementos Finitos
Problemas de segundo orden

La malla de elementos finitos

Se subdivide el dominio € en un nimero finito E de subdominios 21,2, ..., Qg, llamados los
elementos finitos. Estos elementos no se solapan y cubren €, por tanto, satisfacen

E
QNQ=0 paa (#], UQe:Q (5)
e=1
Para evitar complicaciones innecesarias, se asume que el dominio 2 es poligonal si es un
subconjunto de R?. Es decir, la frontera dQ c R? de Q se compone de segmento rectos. Bajo estas
condiciones el dominio entero se puede cubrir exactamente por elementos poligonales.

Flg UIa’ Discretizacién no aceptada

Flg LIFa! Discretizacion por elementos finitos del dominio Q2 en una malla compuesta por del dominio .

elementos cuadrilateros.
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XXIV ESCUELA VENEZOLANA DE MATEMATICAS

El Método de los Elementos Finitos
Problemas de segundo orden

Puntos nodales

Se identifican ciertos puntos en el dominio subdividido llamados nodos o puntos nodales. Los nodos
se asignan, por lo menos, en los vértices de los elementos, pero para mejorar la aproximacién, otros
nodos se pueden introducir, por ejemplo, en los puntos medios de los lados de los elementos. En
cualquier caso, hay un total de m nodos, los cuales son numerados 1,2, ..., my tienen vectores de
posicién x1, X2, . . ., Xm- El conjunto de elementos y nodos que componen el dominio €2 es llamado /a
malla de elementos finitos.

(a) (b)

Flg L&’ Configuracién de los nodos en los elementos del dominio Q.
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MEF para problemas 2% orden Problema unidimensional XXIV ESCUELA VENEZOLANA DE MATEMATICAS

El Método de los Elementos Finitos

Problemas de segundo orden

Funciones bases ¢;

Se procede a definir las funciones base de elementos finitos. En el procedimiento se debe tener
presente que las funciones bases definen un subespacio de V, asi que ellas deben ser funciones en
H'(Q) que satisfagan las condiciones de frontera esenciales. Se deja a un lado, por el momento, la
cuestion de las condiciones de frontera esenciales y se procede a construir un sistema de funciones
con las caracteristicas siguientes:

(i) Las funciones ¢; son continuas, esto es, ¢; € C(Q).

(i) Hay un total de m funciones bases, y cada funcién ¢; es distinta de cero solo en aquellos
elementos que estan conectado por el nodo i.

(i) ¢jesigual a1 en el nodo i, e igual a cero en los otros nodos:
sy =4 o 3= ®)
Ny 0 enlos otros casos
(iv) ¢§e) serd la restriccion de ¢; al elemento ., en otras palabras,

: (<pfe) es una funcién polinomial.) @)

90,(6) =i,
e
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MEF para problemas 2 orden XXIV ESCUELA VENEZOLANA DE MATEMATICAS

El Método de los Elementos Finitos

Problemas de segundo orden

Funciones bases ¢;

De (iii) y (iv) es claro que la funcién ¢§e) define un elemento (e) con las caracteristicas
@,y _ ) 1 sii=j

¢ (%)= { 0 enlos otros casos ®)
(e)

i

con los indices iy j recorriendo todos los nodos de .. Llamaremos a ¢; ’ funcién de base local.

nodos 1 Q2 Q, 3 (Qy 4 Q o

Flg UTa’ Ejemplo de funciones base ¢; y funciones de base local ¢¢ (o funciones de forma) para una malla en 1D (izquierda) y 2D
con elementos triangulares (derecha).
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MEF para problemas 2% orden Problema unidimensional XXIV ESCUELA VENEZOLANA DE MATEMATICAS

El Método de los Elementos Finitos
Problemas de segundo orden

Funciones bases ¢

Se tiene entonces que N, esta relacionado implicitamente con el tamafo de elemento H. De esta
manera, la solucién up y el espacio V, seran ademas denotados usando el subindice H (esto es, u, y
Vh). Asi, la solucién aproximada y las funciones de ponderacion a utilizar quedan dadas por

U () =D adi(x), v (x) =) bigi(x) ©
=1 i=1

Ejemplos especificos de funciones de ponderacion seran dados en el siguiente apartado.

Hasta el momento, no se ha dicho nada sobre las condiciones de frontera esenciales, las cuales
forman parte de la definicion de Vy. Asi, si se denota por Xy el espacio generado por las funciones
bases {¢;}]",, entonces

Vi = {VH € Xy : v, satisface las conds. de frontera esenciales}
= span{¢; : ¢; satisface las conds. de frontera esenciales}

De la misma manera, se denota por X. el espacio generado por las funciones wf, esto es,

X. = span {¢§e)} = {VH|QE’ v, € XH}
es decir, X, es el espacio que consiste de la restriccion de todas las funciones en Xy a Q.
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XXIV ESCUELA VENEZOLANA DE MATEMATICAS

El Método de los Elementos Finitos
Problemas de segundo orden

La solucién aproximada

(e)

Dado que ¢; ’ es la restriccion de ¢; a €2, se tiene que (4) se puede escribir como
E E
Kj=B(ond) = 3 BO(s1.07) = > B¢, 6% (10)
e=1 [CE S —
Kl©)

il

E E
Fi=1Ig) = D 19() = Y, e (¢!?) (1)
e=1

=l —
A

La evaluacion de Kj; y F; se reduce a la evaluacion de una serie de matrices Kf) y vectores Fi(e) para
cada elemento, y entonces se suman estas contribuciones sobre todos los elementos. Ya que ¢; = 0
para todo elemento que no tenga al nodo i como uno de sus nodos, claramente K,.l(.e) = 0 si los nodos
i'y j no pertenecen a .. Se sigue entonces, que una enumeracién apropiada de los nodos dara
lugar a una matriz K que tiene una estructura de banda en la cual todas las entradas distintas de
cero estan alrededor de la diagonal principal. =
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MEF para problemas 29° orden Problema unidime a XXIV ESCUELA VENEZOLANA DE MATEMATICAS

El Método de los Elementos Finitos

Problemas de segundo orden

La solucién aproximada

Debe quedar claro lo que se ha discutido: se puede construir una funcién base ¢; a partir de parches
formados por las funciones bases local <p§e) asociadas, al nodo i, como se muestra en la Figura:

®,

@ Gl

nodos 1 () 2 (), 3 3 (g 4 Qg 5 gpf’/

Flg UTr&’ Funciones base local <p,.e para una malla en 1D (izquierda) y 2D con elementos triangulares (derecha). Al unir las funciones

e . s - .
50’( ) de los elementos que comparten el nodo i, se forma la funcién base, ¢;, correspondiente al nodo i.
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MEF para problemas 2 orden XXIV ESCUELA VENEZOLANA DE MATEMATICAS

El Método de los Elementos Finitos
Problemas de segundo orden

Solucién del sistema de ecuaciones

El método numérico utilizado para resolver el sistema lineal de ecuaciones, Ka = F, reviste una
importancia fundamental en el desenvolvimiento computacional del MEF. En general, la seleccién de
dicho método dependera del tamafio del sistema a resolver.
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MEF para problern orden  Problema unidimensional XXIV ESCUELA VENEZOLANA DE MATEMATICAS

El Método de los Elementos Finitos

Problemas de segundo orden: caso 1D

Problema unidimensional

Sea Q = (a, b). El dominio es dividido en elementos Q1,Qp, ..., g, donde cada elemento Q. es un
segmento de longitud he. Supongamos que nos gustaria que Xy fuera el espacio de polinomios a
trozos de grado 1. Entonces X. es igual a P1(Q2¢). Ademas, ya que toda linea recta es de la forma
y(x) = a + bx, se sigue que, con un conocimiento de los valores de y en dos puntos de Q,, es
suficiente para determinar y(x) en Qe. Con esto en mente, se definen puntos nodales en las aristas
de todos los elementos, asi que cada elemento tiene dos puntos nodales. En vista de este simple
arreglo, se puede numerar los nodos secuencialmente de modo que €2, sera conectado a los nodos
eye+1.

Q] QQ QEI QE

1 2 § ©000 E B+

Flg Ura’ Malla de elementos finitos 1D.
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MEF para problemas 2°? orden  Problema unidimensional XXIV ESCUELA VENEZOLANA DE MATEMATICAS

El Método de los Elementos Finitos

Problemas de segundo orden: caso 1D

El siguiente paso es definir dos funciones de forma lineales ¢; °) y go,(e)1 que generan X, y satisfaga

(8). De los polinomios de Lagrange, las Gnicas funciones que cumplen todos los requerimientos
coinciden precisamente con los polinomios de Lagrange (es por esto que a los elementos se les
denomina Iagrangianos)
— X (&) _ Xit1 =X (&) oy (X=X)
00 = ﬂ(rx,) = f200="520 bl =" (12)
]#l

con X; < x < Xj+1 Y he = Xi+1 — X; (longitud del elemento). Se debe notar que toda funcién base ¢; es
una funcién lineal a trozos (tipo sombrero) formada al unir las funciones bases asociadas al nodo i.
Por lo tanto, cada funcion v,; en Xy es una funcién lineal a trozos de la forma

V() = X" bigi(x)
i=1

pe e
U

i1 Qe 4 i1 Qe i Qeqr dt1

Flg Ura’ Funciones de forma 1D.
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Problema unidimensional XXIV ESCUELA VENEZOLANA DE MATEMATICAS

El Método de los Elementos Finitos
Problemas de segundo orden: caso 1D

En lugar de definir funciones base locales para cada elemento se puede simplificar el trabajo
considerablemente creando un elemento de referencia €2 (sistema de coordenadas natural o
normalizado basado en la variable ¢). Esta situaciéon es mostrada en la Figura. Cada elemento Q¢

puede ahora ser visto como un mapeo de Q2 a ., mediante la transformacién
h 2
X= =&+ X ) E=—(x—-xc) (13)
2 he

donde x; = % (Xi+1 + xi) y he es la longitud de Qe. Asi, como £ vade —1 a +1, x vade X; a Xit1.

Te

Q Qe
=1 L. £=+1 & T4
Geometria normalizada Geometria real ! he !

Flg UI'E’ Definicién del sistema de coordenadas naturales ¢£. Geometrias real y normalizada del elemento.
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MEF para problern orden  Problema unidimensional XXIV ESCUELA VENEZOLANA DE MATEMATICAS

El Método de los Elementos Finitos
Problemas de segundo orden: caso 1D

Problema unidimensional

La ventaja es que se puede definir funciones de base locales 1 y g2 en Q con las propiedades

requeridas. Teniendo hecho esto, se utiliza (13) para mapear ¢ y g2 en gofe) y 9"1(3 , definiendo <p,.e y

(e)

(e)

®isq funciones en Q. que satisfacen
A0 =%©6. 0 =%) (14)
Para un elemento lagrangiano de dos nodos con &1 = —1y & = +1 (geometria normalizada), se
deduce a partir de (12) que
— 1 _ 1
1(6) = 3 (1-8), (&= 5(1 +¢) (15)

Es inmediato ver que sustituyendo el valor de ¢ dado por (13) y usando (14) se recupera la expresion
cartesiana de las funciones forma, por ejemplo

— 1 2 1
#7000 =71(8) = 5 (1- 7= (x = %)) = 7= (41 = %)
2 he he
En el futuro se definiran las funciones bases locales en un elemento de referencia, con la suposicién

de que las funciones de base locales reales pueden ser recuperadas por medio de una relacion tal
como (14).
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MEF para problemas 29 orden  Problema unidimensional

XXIV ESCUELA VENEZOLANA DE MATEMATICAS

El Método de los Elementos Finitos

Problemas de segundo orden: caso 1D

Considere el PVF
-u" =f(x) xeQ=(0,1),

u(0)=u(1)=0
El PVFV es: encontrar u e V = H(‘)(Q) tal que

1 1
f u'vidx = f f(x)vdx, YveV
0 0

El problema aproximado: encontrar u, € Vy tal
que

1 1
f Uy vy "dx = f f(x)v dx, Vv, €Vy
0 0

donde Vi = {v,, € Xu : v, (0) = v,(1) = 0}.

o Qy Q
1 2 3 4
J¢\
1 2 3 1
(&3
1 2 3 4
Ps
1 2 3 )
%
T 2 3 1

Flg UT&~ Funciones base lineales a trozos ¢; para una malla de
3 elementos generadas por funciones de forma, gaf‘, wg definidas
sobre cada elemento.

Para efectos del calculo, la malla de elementos finitos consta de tres elementos. Se quiere que Xy
sea generado por funciones base lineales a trozos, los nodos son requeridos en los extremos, y las
funciones bases ¢; son formadas al unir las funciones dadas en (12). Estas funciones generan a Xg.

v
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orden  Problema unidimensional XXIV ESCUELA VENEZOLANA DE MATEMATICAS

El Método de los Elementos Finitos

Problemas de segundo orden: caso 1D

Ejemplo: Problema unidimensional

Se tiene que 2?21 Kjjaj = Fj, para i = 1 : 4, donde cada Kj; esta dado por
= (k) d (k)
! dgi d¢, = fxm dg;” dg;
Kij = B(¢i, ¢j) =
G (9-4)) o dx dx o= 1; x dx  dx Z

k

<pfe) = 0 si el nodo i no es un nodo de Q.. Dado que K,.j(.e) = 0 si el nodo i 0 el nodo j no pertenece a
Qe, se tiene

Kin = K{, Kiz = Ki3), Kia =0, Kig =0

Kot = KS’, Koz = Kz(;) + Kz(g), Koz = K(z) Koa =0

Kay =0, Kaz = K2, Kag = K2 + k), Kaq = K

Kg1 =0, Ks2 =0, Kaz = Kg), Kaq = (3)

Agrupando los resultados, se tiene que la matriz global (matriz de rigidez) K queda dada por

1) 1)}
K]ﬂ K§2)=
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IEF para problemas orden  Problema unidimensional XXIV ESCUELA VENEZOLANA DE MATEMATICAS

El Método de los Elementos Finitos
Problemas de segundo orden: caso 1D

1 . ) . .
Por otro lado, para F; = fo fgidx, con i = 1 : 4 se tiene, con un razonamiento analogo al hecho

anteriormente, que
Xk+1
F,_Zf f dx—ZF

Asi, el vector de carga F, viene dado por

Observacion: Dado que ¢1 y ¢4 no satisfacen la condicion de frontera, se tiene que

Vy = {vH € Xy : vy (0) = v, (1) = 0] = span{ng,q)g] y el sistema final Ka = F se reduce al imponer
las condiciones de contorno. Resulta habitual que las condiciones de contorno sean impuestas una
vez construido el sistema global final.
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orden  Problema unidimensional XXIV ESCUELA VENEZOLANA DE MATEMATICAS

El Método de los Elementos Finitos

Problemas de segundo orden: caso 1D

Ensamblaje (1D)

Las expresiones de K y F pueden obtenerse ensamblando las contribuciones de cada elemento de la
malla:

© @ (@) do(® dp®
K(e):{ Ko K ] F<e>:[ i ] con 0 =[ A i A9 = [ 1o

Q. contiene los nodos xe ¥ Xe1. La informacion que proporciona la conectividad dice que, en el
elemento e, el nodo 1 (local) es el nodo e (global) y el nodo 2 es el nodo e + 1. Asi, la matriz
elemental, K(¢), se ensambla en la global a partir de:

Kff) — Kee Kfze) — Keet1
Kz(f) — Kette Kg(g) — Ket1,e+1
y el vector de carga elemental F(e) se ensambla en el vector global usando
(e) (e)
7 =

— Fe — Fett

Observacion: K(®) tiene tantas filas y columnas como grados de libertad posee el elemento. En
nuestro caso (problemas de campo escalar) un grado de libertad por nodo. Recuerde, ademas, que
en el ejemplo que se sigue se esté trabajando con elementos lineales (dos nodos).
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MEF para problern orden  Problema unidimensional XXIV ESCUELA VENEZOLANA DE MATEMATICAS

El Método de los Elementos Finitos

Problemas de segundo orden: caso 1D

Ensamblaje (1D)

Para facilitar el trabajo de célculo, en vez de operar sobre cada elemento 2., se utiliza el elemento de
referencia S'Z junto a las funciones de forma ya definidas. A partir de la transformaciéon Q — Qe se

tiene que = he/2. Esto permite transformar las integrales sobre ¢ en integrales sobre Q:
Xe-+1
f F(x)dx = f F&) 2 ot (16)
Xe
Por otro lado,
d‘pEE) d’\l d‘f -1 @
ax df dx [o/3
donde J := gg es el jacobiano de la transformacién o cambio de variable. Asi,
(e)
d (e) dy; +1 dgi
K — i g :f (J‘ )( )Jd 17
K erdX aax= [ () S e (17)
La solucion aproximada u,, puede ser evaluada en el interior de cada elemento a partir:
Me
W () = a(x) (18)
j=1

donde m, es el nimero de nodos por elemento, y x = x(¢) evaluada usando una transformacién
isoparamétrica.
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MEF para probler orden  Problema unidimensional XXIV ESCUELA VENEZOLANA DE MATEMATICAS

El Método de los Elementos Finitos
Problemas de segundo orden: caso 1D

isoparamétrica

Si la geometria del elemento se expresa en funcién de los nodos y las funciones de forma utilizadas
para describir la aproximacién de la incognita, la formulaciéon se denomina transformacion
isoparamétrica. Para elementos lineales resulta

x(€) = xip1(£) + Xit192(¢)

La transformacion dada en (13) resulta ser isoparamétrica, pues x(£) = %(1 - &)X+ %(1 + E)Xit1,

con x; y Xi;1 los nodos del elemento. De lo cual Z_)g( = 1 (xip1 = x) = he/2.

Aunqgue ya conociamos el resultado, hay que resaltar que en este caso particular pueden obtenerse
estas expresiones de una manera mas sencilla. No obstante, es preferible seguir un procedimiento
mas sistematico que facilitara la comprensién del desarrollo de elementos isoparamétricos mas
complejos.
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MEF para problern orden  Problema unidimensional XXIV ESCUELA VENEZOLANA DE MATEMATICAS

El Método de los Elementos Finitos
Problemas de segundo orden: caso 1D

Integracién numérica

Sea f(¢) una funcion para la que se desea calcular la integral en el intervalo [-1, +1], es decir,

1
0= [ e

La regla de integracién o cuadratura expresa el valor de dicha integral como la suma de los productos
de los valores de f en una serie de puntos conocidos en el interior del intervalo por unos coeficientes
(llamados pesos) determinados. Es decir, para una cuadratura de orden p, se tiene

p
b(f) = Z f(&)wi

i=1

donde wj es el peso correspondiente al punto de integracién i, y p el nimero de dichos puntos.
Resulta importante destacar que la cuadratura de Gauss-Legendre de orden n integra exactamente
un polinomio de grado 2n — 1 0 menor.
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