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RESUMEN

En muchas areas de las Matemaéticas y la Ingenieria existen problemas donde es
necesario encontrar los valores de x que satisfacen el sistema de ecuaciones no lineales
f(x) =0, con f : R" — R", x el vector incognita en el espacio R"” y cada componente,
fi, de f es una funcion de R™ en R. Este tipo de problema, representa en la actualidad,
uno de los temas basicos dentro del Analisis Numérico. Un caso particular del mismo, el
cual representara el problema base de este trabajo, esta dado para el caso en que n =1
(f(x) =0, con f una funcion real de variable real). En los altimos anos, numerosos au-
tores han introducido en la literatura una variedad de métodos numéricos, especialmente
para el caso de ceros simples y f una funcién real de variable real.

La eficiencia de estos nuevos métodos ha sido justificada s6lo mediante su orden
de convergencia o, en algunos casos, sobre la base de resultados numéricos (namero
de iteraciones) de unos pocos ejemplos. Este tipo de anélisis puede llegar a sesgar la
conclusiéon final sobre la superioridad o no de un método especifico. La comparacion
de dos o més métodos deberia tener en cuenta, entre otras, las siguientes propiedades:
orden de convergencia, costo computacional (ntimero de evaluaciones de f, f/, f”,...y
tiempo de CPU usado), constante asintotica del error, dependencia de la convergencia en
cuanto a la eleccion de las primeras aproximaciones. Por tal motivo, existe la necesidad de
definir un proceso para clasificar de forma méas precisa los métodos iterativos. Para este
fin, se presentan tres formulas que definen distintas clasificaciones tomando en cuenta
todas o algunas de la propiedades antes mencionadas. Estas formulas son aplicadas para
clasificar los métodos iterativos propuestos en las referencias [1-10].

En este trabajo se expondran los nuevos métodos iterativos propuestos en las refe-
rencias [1-10]. Se presenta en la mayoria de los métodos, su construccion y su anélisis de
convergencia. Para finalizar la eficiencia de los nuevos métodos se realizara en la experi-
mentacion numeérica, donde se introduce e implementa tres estrategias para clasificar los
métodos iterativos, a partir de los resultados las conclusiones del trabajo.
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Introduccion

En muchas areas de las Matemaéticas y la Ingenieria existen problemas donde es
necesario encontrar los valores de x que satisfacen el sistema de ecuaciones no lineales
f(x) =0, con f : R" — R", x el vector incognita en el espacio R" y cada componente,
fi, de f es una funcion de R™ en R. Este tipo de problema, representa en la actualidad,
uno de los temas béasicos dentro del Analisis Numérico. Un caso particular del mismo, el
cual representaré el problema base de este trabajo, esta dado para el caso en que n =1
(f(x) =0, con f una funcion real de variable real).

Los casos en que f es un polinomio de grado uno o dos fueron tratados con éxito
en el antiguo Egipto y Babilonia aproximadamente a principio del siglo IV, en donde,
emplearon métodos algebraicos para resolver tales ecuaciones. El caso donde f es un
polinomio de grado tres fue resuelto en el ano 1545 mediante métodos algebraicos por
el matematico italiano Georolamo Cardano® quién lo publico en su libro Ars magna.
Ahora, si f es una funcién polinémica de grado cuatro, este tipo de ecuacién fue resuelta
por métodos algebraicos en el afio 1545 por el matemético italiano Lodovico Ferrari* y
lo publico6 Georolamo Cardano en su libro Ars magna. Para las ecuaciones polinémicas
de grado superior a cuatro, muchos matematicos destacados trataron de hallar métodos

algebraicos para encontrar los ceros de los polinomios, pero fue en el afio 1824 cuando

3Georolamo Cardano nacio6 en Pavia, Italia, el 24 de septiembre de 1501 y muri6é en Roma el 21 de
septiembre de 1576. Cardano era médico de profesion, pero su celebridad es alcanzada por sus trabajos
en las matematicas (dlgebra),. llegando a ser el principal miembro de la escuela de Bolonia, que se
dedicaba principalmente al estudio del algebra. Es conocido por la resolucién algebraica de polinomios
de tercer grado. Sin embargo, a lo largo de la historia, se conoci6 que Cardado plagio, copié y publico
como propio el método de resolucion de ecuaciones de tercer grado de Niccold Fontana(mas conocido
como Tartaglia). Cardano hizo importantes contribuciones al Algebra, Probabilidad, Hidrodinamica,
Mecéanica y Geologia y publicé dos enciclopedias de Ciencias Naturales. Ademas, fue un jugador y
apostador empedernido (especialmente en los dados y ajedrez).

“Lodovico Ferrari nacié en Bolonia, Italia, el 2 de febrero de 1522 y muri6 en la misma ciudad
envenenado por su hermana el 5 de octubre de 1565. Llegd a ser uno de los mayores representantes de
la escuela de Bolonia (discipulo de Cardano). Uno de sus mayores aportes esta dado por la resolucion
algebraica de la ecuacion general de cuarto orden.



% Introducciéon

el matematico noruego Niels Henrik Abel® logré demostrar que no hay ninguna férmula
para hallar los ceros de todos los polinomios generales de grados superior a cuatro en
términos de sus coeficientes. Debido a esto, surgio la necesidad de encontrar soluciones
aproximadas tanto de las ecuaciones polinémicas de grado superior a cuatro como de
funciones no lineales mas generales; es decir, definir métodos numéricos que resuelvan
este problema. Estos métodos consisten en hallar, mediante un proceso iterativo, un
valor aproximado de x que satisfaga bajo ciertos criterios de error la ecuacién no lineal
f(z) = 0, tantos para el caso en que z representa una raiz (cero) simple como para raices
multiples.

A lo largo de la historia han surgido numerosos métodos iterativos para resolver el
problema; entre los més populares y por lo cual se les suele llamar clésicos, se pueden citar
a: Biseccion, Regula Falsi, Newton-Raphson, Secante y Miiller, entre otros, ver referencia
[11-14]. Si bien, el uso de estos se ha vuelto tradicion, en los ultimos anos numerosos
autores han introducido en la literatura especializada una variedad de métodos numéricos
que mejoran, en cierta forma, la precisiéon de los métodos clasicos. No obstante, en el
mayor de los casos, la eficiencia de estos nuevos métodos ha sido justificada sélo mediante
su orden de convergencia o, peor aun, sobre la base de resultados numéricos (nimero de
iteraciones) de algunos ejemplos. Este tipo de analisis puede llegar a sesgar la conclusion
final sobre la superioridad de un método especifico.

En general, en la comparacion de dos o mas métodos se deberia tener en cuenta, entre
otras, las siguientes propiedades: orden de convergencia, costo computacional (ntimero
de evaluaciones de f, f',f”, ... y tiempo de CPU usado), constante asintotica del error,
dependencia de la convergencia en cuanto a la elecciéon de las primeras aproximaciones.
Por tal motivo, existe la necesidad de hacer una clasificaciéon mas precisa de los nuevos
métodos iterativos introducidos en las referencias literarias recientes.

Con los antecedentes dados, el objetivo principal de este trabajo radica en llevar a
cabo una clasificaciéon mas precisa y ecudnime de los nuevos métodos iterativos, en la
cual se tome en cuenta las propiedades antes mencionadas. Para este fin, resulta ademas
necesario la construcciéon de las pruebas tedricas del orden de convergencia de aquellos
métodos iterativos que no la presentan en su referencia (por ejemplo, ver [5]). Para
llevar a cabo la clasificacion de los métodos, se trabaja sobre una base de funciones no
lineales lo méas general posible. Por otro lado, debido al gran volumen de referencias,
resulta imposible cubrirlas todas en este trabajo. Por lo cual, se han seleccionado 10
articulos para ser analizados (ver referencias [1-10]) a lo largo del trabajo. Sin embargo,

®Niels Henrik Abel nacié en Finds, Noruega, el 5 de agosto de 1802 y murié en Froland, Noruega,
el 6 de abril de 1829. Fue un célebre matematico; se dedico también a las funciones analiticas, &mbito en
el que desarroll6 un método general para la construccién de funciones periddicas reciproca de la integral
eliptica.



una estrategia similar a la planteada en este trabajo puede seguirse para el resto de las
referencias existentes.

Las implementaciones numéricas de los métodos que surgen de [1-10] es llevada a
cabo en MATLAB. No obstante, por considerarlo irrelevante, los codigos no son dados
explicitamente en el trabajo. Por otro lado, en muchos de los métodos el analisis del
orden de convergencia involucra un volumen de calculo algebraico considerable, para tal
fin se acude a MAPLE como manipulador simbolico.

El resto del trabajo queda dividido de la siguiente manera: en el Capitulo 1 se de-
sarrollan los preliminares tedricos necesarios para abordar adecuadamente el estudio de
la convergencia de los métodos iterativos que se han introducido en [1-10]. Se definen
algunos métodos numéricos clasicos que son usados en la definicién de los nuevos méto-
dos iterativos. FEn el Capitulo 2 se expondrin los métodos iterativos propuestos en las
referencias [1-10]. Se presenta la construccion de cada método y se estudia, en la may-
oria de los métodos, el anélisis de convergencia. En el ultimo capitulo se introduce e
implementa tres estrategias para clasificar los métodos iterativos. Se presentan los resul-
tados numéricos y las conclusiones generales del trabajo. En el Apéndice A se muestra
los comandos usados en MAPLE. En el Apéndice B se expone la base de funciones no
lineales usada en la experimentaciéon numérica. Por tltimo, la Bibliografia presenta las
referencias literarias usadas.






Capitulo

Preliminares

En este capitulo se expondran los preliminares matematicos necesarios para abordar
adecuadamente el estudio de la convergencia de los métodos iterativos introducido en
[1-10]. Estos nuevos método, en general, estan dados para aproximar el cero simple de
la ecuacion no lineal f(x) = 0, con f es una funcion real de variable real. Asi pues, el
objetivo principal de este capitulo es el desarrollo tanto de las herramientas matemati-
cas como de algunos métodos numéricos clasicos que posteriormente seran usados para
definir los nuevos métodos iterativos.

Se advierte, que los topicos que se desarrollaran en el presente capitulo no seran
tratados de forma detallada por completo, pues el objetivo es solamente dejar asentado
un material de repaso, cuyo conocimiento es importante para entender el resto de la tesis.
Muchos de estos temas se tratan de modo mas profundo en algunos textos de Anélisis
Numéricos, ver por ejemplo, las referencias [11-17], entre otros.

1.1. Orden de aproximacion O(h")

Definiciéon 1.1 Se dice que f(h) es de orden g(h) cuando h — 0 y h # 0, se denotard
por f(h) = O(g(h)), si existen nimeros reales M > 0 y k > 0 tales que,

[f(h)| < Mlg(h)|, siempre que |h| < k.

Ejemplo: Consideremos las funciones f(z) = 234222 y g(z) = 2%. Puesto que, 2® < 22
para |z| < 1, se obtiene, |23 + 222| < 3|22|. Por lo tanto, f(z) = O(g(z)). |

Definiciéon 1.2 Sean p y f funciones, se dice que p(h) aproxima a f(h) con un orden
de aprozimacion O(h™), lo que se denota por f(h) = p(h) + O(h"), si existe un nimero
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real M > 0 y un numero natural n tales que,

[f(h) = p(h)]
||

< M, para h suficientemente pequeno.

Al considerar el caso en que p(x) es la n-ésima aproximacion por polinomio de Taylor
a f(z) alrededor de zg, es decir

P (n+1)
E:f e a4 e o

)

para algtn c entre x y xg. Cuando x — xg — 0, por la definicién 1.1 se tiene que

(1‘ _ xo)n—i—l’

(n+1)(p
Of(a — a0y = 1)

asi f(z) = p(z) + O((x — 20)" "), es decir, p(z) se aproxima a f(z) con un orden de
aproximacion O((x — z¢)"*!). Luego, el Teorema de Taylor se puede enunciar de la
siguiente forma.

Teorema 1.1 (Teorema de Taylor.) Si f € C"a,b] y v9 € [a,b], entonces para
cada x € |a,b],

- f(k)(xo) k n+1
f(zo+h) :ZTh + O(h"™), donde h = x — xo.
k=0 '

1.2. Teoria de punto fijo

Definiciéon 1.3 Sea g una funcion y o un nimero real tal que o = g(), se dice que «
es un punto fijo de g.

Geomeétricamente significa: los puntos fijos de una funcién g son los puntos de inter-
seccion de la curva y = g(x) con la recta y = x.

Los problemas de btusqueda de raices y los de punto fijo son clases equivalentes en el
siguiente sentido: Dada una funcion g tal que g(z) = = — f(x), si a es un cero de f se
tiene que este es un punto fijo de g. De manera anéloga, si la funcién g tiene un punto
fijo en «a, entonces la funcion definida por f(x) = z — g(x) tiene una raiz en a.

El siguiente teorema establece condiciones para la existencia y unicidad de un punto

fijo.

Teorema 1.2 Sean a,b € R tal que a < b. Si g : [a,b] — [a,b] es una funcion continua
en [a,b], entonces:
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1. g tiene un punto fijo.

2. Supongamos ademds, que g es derivable en (a,b) y que |¢'(x)| < 1 para todo
x € (a,b), entonces g tiene un inico punto fijo.

Demostracion: Ver referencia [12], Capitulo 2, Seccion 2.1, pag. 48. ]

Proposicion 1.1 Sea g : [a,b] — R una funcion continua en [a,b]. Si {z,}32, es una
sucesion en [a,b] que converge a « € [a,b], entonces o es un punto fijo de g.

Demostracion: Como lim,_, o, z,, = «, se tiene que lim,_, oo Tn+1 = . A su vez, como
se tiene que, g es continua en [a,b] y por la relacién x,+1 = g(zy,), se obtiene

g(a) = g(nlinéo Tn) = nlimoog(xn) = nlimoo Tni1 = q.

Por lo tanto, « es el punto fijo de g. [

Para aproximar el punto fijo de una funcion g, se escoge una aproximacion inicial xg
y se genera la sucesion {x,}5°, dado por xp4+1 = g(z,) para cada n > 0. Esta técnica
recibe el nombre de iteracién de punto fijo.

El proximo teorema establece condiciones para la existencia de un punto fijo y para
la convergencia del proceso de iteracién de punto fijo.

Teorema 1.3 (Teorema de punto fijo) Sea A € (0,1). Si g : [a,b] — [a,b] es una
funcion continua en [a,b] y derivable en (a,b) tal que |¢'(x)| < A, para todo x € (a,b).
Entonces, para cualquier xg € [a,b], la sucesion generada por iteracion de punto fijo
Tn = g(Tn-1), n = 1 converge al inico punto fijo « € [a,b].

Demostracion: Ver referencia [11], Capitulo 2, Seccion 2.2, pag. 61. ]

La proposicién siguiente garantiza condiciones suficientes para que una funciéon de
iteracién de punto fijo definida en un intervalo cerrado que contenga el punto fijo sea
convergente.

Proposicion 1.2 Sea g : [a,b] — R una funcion continuamente diferenciable en (a,b)
que contiene al punto fijo o de g. Si |¢'(«)| < 1, entonces existe un § > 0, tal que la
iteracion de punto fijo converge a o para cualquier aprozimacion inicial xg € [a—3d, a+0]
C (a,b).

Demostracion: Si |¢/(«)] < 1 en [a,b], se tiene que, existe un namero real § > 0 tal
que |¢'(z)| < 1 para cada z € (& — 0, + ) C (a,b). Redefiniendo ¢ : [ — 6, + 0] — R,
se afirma que, g(z) € [@ — d,« + §] para cada x € [a — 6, + .
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Sea z € [aw — 0, + 4], aplicando el Teorema del Valor Medio, se tiene que, existe &
entre = y « tal que,
/ g(x) B g(a)
=77 1.1
ge) =00 (11)
Como £ esté entre x y «, es decir, la distancia £ al centro del intervalo formado por = y
«a es menor que su radio, esto significa

T+« |z — af
— 1.2
- 25| < 5 (12
De (1.2) se tiene que,

B r+al |r—a

E—al = |¢—a+3 (\‘5 . R
(1.3)

< ‘x;a|+|x;a‘—ym—a|<5

De (1.3) se obtiene & € (a — d, + §), por hipotesis se tiene que |¢'(§)| < 1. Por ser «
un punto fijo de g, es decir g(a) = . De (1.1) resulta

l9(z) — af =[g(z) — g(a)| = g'©)llz —a < |z —a| <0

esto significa que g(x) € [a — §,a + §]. Por lo tanto, g cumple toda las hipotesis de
teorema de punto fijo, entonces la iteraciéon de punto fijo converge a «, para cualquier
aproximacion inicial zg € [a — 0, a + ¢ |

Definicion 1.4 Se dice que v es una raiz de multiplicidad p € N\{0} de una funcion
f si existe una funcion h continua en « tal que f(x) = (x — )P h(x) y h(a) # 0. Las
raices de multiplicidad p = 1 se suele llamar raices simples o ceros simples.

El siguiente resultado proporciona un método facil para identificar las raices simples
de una funcioén.

Proposiciéon 1.3 f € Clla,b], tiene un cero simple en o € (a,b) si, y sélo si, f(a) =0

J'(a) #0.
Demostracion: Ver referencia [11], Capitulo 2, Seccion 2.4, pag. 82. ]

Definicion 1.5 (Orden de convergencia) Supongamos que {xy}o2, una sucesion que
convergente a a y sea ey := Ty — a para cada n = 0. Si existen dos constante positivas
C>0yp>0 tal que

lim |Tpg1 — _ len+ti] _

n— oo ‘xn —a‘p n— 0o ’en‘P
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Entonces se dice que una sucesion converge a o con orden de convergencia p y el
numero C se llama constante asintotica del error. Los casos p = 1,2,3 merecen una
consideracion especial:

» Sip =1 la convergencia de {x,}2, se llama lineal, necesariamente 0 < C' < 1.
» Sip =2 la convergencia de {x,}.2 se llama cuadrdtica.

» Sip =3 la convergencia de {x,}° se llama cibica.

También se puede definir el orden de convergencia de una sucesion {z,}22,
convergente a « si existen constante positivas C' > 0y p > 0 tal que

|xpt1 — ] < Cla, —alP, para algan C' > 0.

Observacion: En general, una sucesién con mayor orden de convergencia se aproxima
a la raiz mas rapidamente que una de orden inferior. La constante asintética influye en
la rapidez de convergencia, pero no es tan importante como el orden.

Teorema 1.4 Suponga que, p > 1 es un nimero natural, g € CP[a,b] y xo € [a,b] un
valor inicial de la sucesion Tp41 = g(xy), n = 0 convergente a a € (a,b). Si

gla)=a, gla)=g"(a)=-=g"D(a)=0, y gP(a)#£0,

entonces {xn 22, converge a a con orden de convergencia igual a p. Ademds,

()
li_ St £7(0)
n—oo  €ep p!

, donde e, = x,, — « para cada n € N.

Demostracion: Por ser ¢(?) continua, se puede aplicar el Teorema de Taylor a g(z,)
alrededor de a para cada n € N, entonces existe un ntimero real &, entre x,, y « tal que,

A ) 9?) (&)

pr— I _— ... —_— —_ 71 — J—
g(xn) = g(a) +g (a) (xn a) + + (p — 1)' (xn a)p + p! («Tn a)p'
Por lo tanto, como g(a) = a, ¢'(a) = ¢"(a) = --- = g® V(a) =0y ¢ (a) # 0 se tiene
(p) (p)
Tppl — Q= 9" &) (rp — )P, entonces 6n;1 . (5"),
p! en p!

donde, e, := x,, — « para cada n € N.
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Por otra parte, {z,}72, converge a a por hipotesis, como &, esté entre z,, y a para
cada n € N, se tiene que {&,}>2, converge a c. Por lo tanto,

_ (p)
lfm DT g e 97(0)
n— 0o (mn—a)P n—oo ep p!
(p)
i Lol _ 0Pl
n—oo |ep| p!

Asi, por la definicion 1.5 se tiene {x,,}5°, converge a v con orden de convergencia igual
a p. ]

Definicién 1.6 (Eficiencia computacional) Sea f(x) = 0 una ecuacion no lineal y
U la funcidn de iteracion que converge al cero a con un orden de convergencia igual a T.
Se dice que el numero /% es la eficiencia computacional de ¥, con d := Z?:o by,

en donde
» 1 es el nimero mdximo de derivadas de f realizada en ¥, y

» hy) es la cantidad de evaluaciones de 9 realizada en ¥,

Observacion: En general, una sucesién con mayor eficiencia computacional es més
eficiente que otra sucesién de menor eficiencia computacional.

1.3. Meétodos clasicos

En esta seccién se introducen algunos métodos iterativos que pueden considerarse
clasicos dentro de la literatura. Estos métodos seran necesarios para introducir los méto-
dos definidos en las referencias [1-10], pues la mayoria de estos métodos son del tipo
multipaso (multipunto o también llamados predictor-corrector) y usan a los métodos
clasicos como primer paso (predictor). Los métodos clasicos que se expondran son: Bi-
seccion, Regula Falsi, Newton-Raphson y Miiller.

Meétodo de Biseccion. Sea f : [a,b] — R una funcién continua tal que f(a)f(b) < 0,
entonces por el Teorema del Valor Intermedio o Teorema de Bolzano se tiene que existe
una raiz o € [a,b] tal que f(a) = 0. Supongamos que, « es simple y la Gnica raiz de
f en [a,b]. El método de biseccion consiste en conseguir la aproximacion mediante un
proceso de decision, tomando el punto medio ¢ = (a + b)/2 del intervalo [a,b] y luego
analizar las tres posibilidades que pueden darse:

1. Si f(a)f(c) < 0 entonces hay una raiz en [a, c|.

2. Si f(e)f(b) < 0 entonces hay una raiz en [c, b].
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3. Si f(c¢) = 0 entonces c es la raiz.

Si ocurre el caso (1.), o bien el caso (2.), (supongamos, como sucede en la mayoria de
las aplicaciones practicas, que el caso (3.) no se cumple) entonces se ha encontrado un
intervalo de la mitad de longitud que el intervalo original. Para continuar con el proceso,
se renombra el nuevo intervalo como [a,b] y se repite el proceso hasta que el intervalo
sea tan pequenio como se desee o ocurra el tercer caso.

Teorema 1.5 (Convergencia del Método de Biseccion) Supongamos que f €
Cla,b]l y f(a)f(b) < 0. Sea {cp}22, la sucesion de puntos medios de los intervalos
generados por el método de Biseccion. Entonces existe o € [a,b] tal que f(a) = 0 y,
ademds,
—a
len — a < BT paran =0,1,2,3,...

Demostracion: Ver referencia [11], Capitulo 2, Seccion 2.1, pag. 60. [

Método de la Regula Falsi. Sea f : [a,b] — R una funcién continua en [a, b] tal que
f(a)f(b) < 0, por el Teorema del Valor Intermedio o Teorema de Bolzano se tiene que
existe una raiz « € [a,b] tal que f(a) = 0, y supongamos que « es simple y la tnica
raiz de f en [a,b]. El método de la Regula Falsi consiste en conseguir la aproximacion
mediante una recta secante que pasa por los puntos (a, f(a)) y (b, f(b)) que intersecta
al eje OX en el punto (¢, 0), donde ¢ sera la aproximacion a la raiz de f, luego

b—a
f(b) = f(a)

Ahora, se analiza las tres posibilidades que pueden darse:

c=b- f(b)

1. Si f(a)f(c) < 0 entonces hay una raiz en [a, c].
2. Si f(e)f(b) < 0 entonces hay una raiz en [c, b].

3. Si f(c) = 0 entonces c es la raiz.

Si ocurre el caso (1.), o bien el caso (2.), (supongamos, como sucede en la mayoria de
las aplicaciones practicas, que el caso (3.) no se cumple) entonces se ha encontrado un
intervalo de menor longitud que el original, para continuar con el proceso, se renombra
el nuevo intervalo como [a,b] hasta alcanzar la tolerancia prescrita o ocurra el tercer
€aso.

Teorema 1.6 (Convergencia del método de Regula Falsi) Sea f una funcion dos
veces continuamente diferenciable en [a,b] con o una unica raiz en [a,b]. Supongamos

que f(a)f(b) <0, f'(a) #0, y f” no cambia de signo en [a,b]. Si

f(z)
f'(=)

w—

M:

)

2 acla)
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conw =0b ow = a segun el caso, entonces el método de la Regula Falsi converge a «
con una convergencia lineal.

Demostracién: Ver referencia [14], Capitulo 2, Seccion 2.1, pag. 31. [ |

Método de Newton-Raphson. Sea, f una funcion dos veces diferenciable. Supon-
gamos que, o una raiz simple de f(x) = 0y xg es una aproximacion inicial a a.. El método
de Newton-Raphson, consiste en conseguir la aproximacién usando la recta tangente a
la curva f, que pasa por el punto (zo, f(x0)). Esta recta intersecta al eje OX en el punto
(21,0), donde x1 sera la aproximacion a la raiz de f, luego

_ f(=o)
O F(wo)

Para continuar, se renombra xy = x1 y se repite el proceso tanto como desee.

r1 =

Teorema 1.7 (Convergencia del Método de Newton-Raphson) Sean f € C?|a,b]
y a € [a,b] tal que f(a) = 0. Si f'(a) # 0, entonces existe 6 > 0 tal que la sucesion
{xr}32, definida por el proceso iterativo,

Tl—
Tp = g(Tp-1) = Tp—1 — JM’ para k =1,2,3,...,

converge a « cualesquiera que sea la aproximacion inicial xg € [ov — 0, v + 6.
Demostracion: Ver la referencia [11], Capitulo 2, Secciéon 2.1, pag. 69. [ |

Meétodo de Miiller. El método de Miiller, utiliza tres aproximaciones iniciales, xg, 21
y z2 a la raiz de f(z) = 0, y determina la siguiente aproximacion al considerar la
ecuacion de la parabola que pasa por los puntos (zo, f(z0)); (1, f(x1)) v (22, f(x2)).
La interseccion con el eje OX en el punto (z3,0), define la aproximacion a la raiz de f.
Para hallar x3, primero se encuentra los coeficientes de la ecuaciéon de la parabola.

y(x) = ap(x — x2)2 + ai(x — z2) + ag,

dados por:
(21 — 22)[f(20) — f(z2)] — (w0 — 22)[f(21) — flz2)]

(zo — z2) (21 — 22)(T0 — 71)
f(z2) — f(71)

a) = ﬁ-ﬂfﬂz—ﬂ?l)ao? y az = f(x2).

apg =
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Para asegurar la estabilidad del método hay que elegir la raiz del polinomio de la siguiente

forma,
2 as

T3 = Ty — - — )
aj + sign(ai)+/as ao as

Para continuar con el proceso, se eligen de las tres aproximaciones iniciales las dos mas
proximo a x3, y luego se renombra como xg,x1 v T2, se repite el proceso tanto como
desee.

Aunque hace falta realizar muchos célculos adicionales en el método de Miiller, éste
sOlo hace una evaluacion de la funcion f en cada iteracion después de realizar la primera
iteracion. En cada paso el método realiza el radical \/a? —4agag, por tanto, puede
aproximar las raices complejas cuando a% —4agaz < 0.

1.4. Criterios de parada.

Resulta comtin que un proceso iterativo se detenga ya sea porque alcanzé un maximo
nimero de iteraciones o porque logré alcanzar una tolerancia del error (prescrita por el
usuario) entre la soluciéon aproximada y la solucion exacta del problema. Para este tltimo
propoésito existen criterios de parada que dependen tanto de la multiplicidad de la raiz
como del orden de convergencia de la funcién de iteraciéon. Debido a que los métodos
a ser analizados estdn propuestos para ceros simples y sus ordenes de convergencia son
mayores a uno, dos criterios de parada son implementados: para una tolerancia e del
error se pide que

‘f(-rn)| <€ o |xn+1_xn| <€

A continuacion se analizan los criterios.
Criterio 1: |f(x,)| < e. Para analizar este criterio, supongamos que f es diferenciable

en algin intervalo I C R que contenga «, considere que x,, € I para cada n € N. Sea x,,
la n-ésima aproximacion a «, por el Teorema del Valor Intermedio se tiene

f(xn) = f(2n) — fla) = f,(gn)(xn —a), con &, €int(Tn,q),

donde int(z,, o) representa el interior entre los valores de z,, y . Por lo tanto,

Ty — Q= J(2n) . (1.4)

f'(&n)

De (1.4) se tiene 3 casos:
1. Si |f'(a)] & 1, entonces |z, —a| = |f(z,)| < e.

2. Si |f'(a)| <« 1, entonces |z, — af > .
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3. Si|f(a)| >> 1, entonces |z, — o] K &.

Consecuentemente, este criterio de parada no funciona para raices multiples, pues si
f'(a) = 0 entonces se cumple el caso (2.), lo cual produciria una parada del proceso
iterativo sin haber alcanzado la tolerancia prescrita. En cambio, para ceros simples, el
criterio funciona si se cumple el caso (1.) o el caso (3.); aunque, para este tltimo se
estarfa haciendo iteraciones innecesarias.

Criterio 2: |z,4+1 — x| < &. Sea 41 = g(x,) ¥y Tn = «, aplicando el teorema del valor
intermedio se tiene que existe &, entre z, y « tal que

Tpt1 — a = g(zn) — g(a) = ¢'(6n) (20 — @) = g(a)(zn — ). (L.5)
De (1.5) resulta,
Tpp1 —Tn = (Tpy1 —a) — (2 — @)
~ g(a)(zn —a) = (2n — @) = (zn — a)(¢'(a) = 1).
Por lo tanto,

o~ Tn+l — Tn

T g1

Luego, si ¢'(a) = 1, entonces |z, —a| = |z, 41—y, para este caso podria no ser un buen
criterio para aquellos métodos que presentan una convergencia lineal, pues ¢'(a)) # 0. Si
-1 < ¢'(a) <0, entonces |z, — a| < |zp41 — x| por lo tanto, el criterio es bueno.

Ty —

El caso del método de Newton,

Zn)

Tptl = Tp — m, para cada n > 0.
n

Por lo tanto,

f(an) f(xn)

=— ~ = —(z, — ), con &, € int(r,,a).

TP S R 1T (%

Si |Zp41 — x| < &, entonces |z, — a| < . Asi este criterio funciona para este método.

1.5. Meétodo de descomposicion de Adomian

En esta seccion se expondran el método de descomposicion de Adomian, el cual es
usado para introducir algunos métodos iterativos definidos en las referencias [1-10].

Considérese la ecuacion no linea de la forma f(x) = 0, & € R un cero simple de
f- Se supone que la ecuacién no lineal puede se transformado de la siguiente manera
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h := ¢+ N(h), donde ¢ es una constante y N es una funciéon no lineal. La técnica
de descomposicion Adomian consiste en calcular la solucion de h mediante una serie
convergente de la forma

h:= ihn, (1.6)
n=0

y la funciéon no lineal N se descompone como:
N (h) = Ay, (1.7)
n=0
donde los A,, son funciones llamadas polinomios de Adomian, dependen de hg, hi,

ho, ..., hy, y estan dados por:

1 d"

" nldan

N (ZM)] n=0,1,2,3,...
1=0 A=0

Los primeros tres polinomios de Adomian son:

Ay = (}![N (ZAh)] = N(ho).

1=0 A=0
1 d G 7 / G % “). i—1 !
A = u(p\[N(Z)\hi ] = [N (ZAh) (ZM h)] = h1 N'(ho).
i=0 A=0 =0 =1 A=0
1 d? >
=0 A=0
1 oo o0 2 (0.) o0
— " iy il / iy 0 i—2p
= 5|V (Zﬂm) <§m hz> + N (Zﬂm) <;z(z—1))\ h1>

A=0
1 1
= 5[}@ N"(ho) 4 2ha N'(hg)] = 5}& N"(ho) 4+ hy N'(hg).

Otros polinomios de Adomian pueden ser generados de manera similar.
Como h =c+ N(h), de (1.6) y (1.7) se tiene,

o oo
g h, =c+ g A,.
n=0 n=0
Por ser la serie h convergente, se tiene la siguiente relacion:

ho=cy hpy1 = A, paran > 0. (1.8)
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Para ilustrar la idea del método de Adomian, se construird el método de Newton-
Raphson. Sea I C R un intervalo, f : I — R una funcién de clase C® en I, f(z) = 0
una ecuaciéon no lineal y « una raiz de f. Aplicando el Teorema de Taylor a f(z — h)
alrededor de x, se tiene

f"(x)

flz=h)=f(z)+ fl(x)(x—h—2)+ S (x —h — )%+ O(h?).
Por lo tanto, ,
f(x—h) = f(z)—hf'(z)+h? f2('x) +O(h®).
Para un A suficientemente pequeno, se tiene
2
fla—h) =0 f(@) ~ hf(x)+ o ().
Asi, )
f(@) | h* f(z)
)
=c nde c := M = h—Q (@)
Al tomar h := ¢+ N(h), donde ¢ := () N(h) = 3 Fla)

Para n = 0, de (1.6) se tiene que, h = hg, de (1.8) se obtiene que, hy = c¢. Como
f(x—h) =0, es decir,

f(x)

f'(x)

Asi, se construye el método iterativo de Newton-Raphson para xg suficientemente cerca
de «, la iteracion viene dada por:

a=r—h~cr—hy=rx—c=z—

f(@n)’

T+l = Tn + n > 0.



Capitulo

Métodos iterativos para resolver
ecuacliones no lineales

Como ya se ha dicho, un problema bésico en Analisis Numeérico, consiste en encontrar
los valores de x que satisfacen la ecuacion no lineal de la forma f(x) = 0. Aunque es
tradicion usar el método de Newton-Raphson o cualquiera de los métodos dados en el
capitulo anterior para resolver el problema, en los recientes anos numerosos autores han
introducido en la literatura una variedad de métodos numéricos para tal fin, especial-
mente para el caso de ceros simples y f una funcién real de variable real. Estos métodos
mejoran, en cierta forma, la precision de los métodos clasicos. No obstante, en el mayor
de los casos, la eficiencia de estos nuevos métodos ha sido justificada solo mediante su
orden de convergencia o, peor aun, sobre la base de resultados numéricos (nimero de
iteraciones) de algunos ejemplos.

En este capitulo se expondran los nuevos métodos iterativos propuestos en las referen-
cias [1-10]. Se presenta la construccion de cada método y se estudia, en la mayoria de
los métodos, el anélisis de convergencia.

Se advierte que debido al volumen de operaciones algebraicas necesarias en algunas
pruebas, se usara el software MAPLE para facilitar la manipulacién. El Apéndice A
muestra las lineas de comandos usadas a lo largo del capitulo.

2.1. Meétodo iterativo de Abbs

El método iterativo de Abbs es introducido por Abbasbandy en [1], y el mismo esta
basado en el método de descomposicion de Adomian.

Construcciéon del Método. Sea I C R un intervalo, f : I — R una funcién de clase
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C3 en I y a € I una solucion de la ecuaciéon no lineal f(z) = 0. Aplicando el Teorema
de Taylor a f(z — h) alrededor de x, se obtiene,

f"(z)
2!

fl@=h)=f@@)+ f(z)(@—h-2)+ (z —h—x)* + O(h?).

Para un A suficientemente pequeno, se tiene

2
fle—h)=0m f(x) —h ) + o (@),

f() B (@)
y -

f'(x) 2 fl(z)

Aplicando el método de descomposicion de Adomian a h (ver secciéon preliminar) para

n = 2, se tiene de (1.6) que h = hg + hi + hg, de (1.8) se obtiene que hg = ¢, hy = Ag y

ho = A1, donde

Tomando ¢ :=

N(h) :

, resulta que h = ¢+ N(h).

v P10 P@U@)P
2 = N o) = Moy = ol

Como f(x —h) =0, se tiene que

CTETIRTTEE T AP@E 2P
Para xg suficientemente cerca de a, el método iterativo de Abbs esta dado por:
Cl = Ty — f(@n) _ f2(@n) £ () _ F3 (@) [ (2n)]?

i " [ (zn) 2[f"(wn)]? 2[f" ()]

fz) L)@ Pl @)P

, n>0. (2.1)

Analisis de convergencia. El método iterativo de Abbs (2.1) requiere de una evalua-
cion de f, 'y f” en cada iteracion. Se debe resaltar, que en general la evaluacion de
derivadas de funciones no lineales resulta méas costosa que la evaluacion de la funcién.
Este método presenta una convergencia ctbica, su demostracion esta dado en el siguiente
teorema. Por lo cual, la eficiencia computacional del método es: /4 = 31/3 ~ 1,442.

Teorema 2.1 Sean I C R un intervalo, f : I — R una funcion de clase C® en Iy a € 1
tal que f(a) =0. Si f'(x) # 0 para cada x € I, entonces existe § > 0, tal que el método
iterativo de Abbs es converge a o con al menos un tercer orden de convergencia, para
cualquier aproximacion inicial xg € [ — §, a + 0] C I y satisface la ecuacion error,

1
En+l = _6 f’(a)

e3 +0(ed), donde e, := x, — a para cada n € N.
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Demostracion: Considere la siguiente funcién de iteracion F' : I — R dada por,

f@)  P@f@) Pl @)

@ 2Af@)P 2[f"(x)]P

Como f'(z) #0 paracadaxz €Iy f©) continua en I, se tiene que F es continua en
I, entonces se tiene que

F(x) :=

Fla)=a, Fl(a)=F'(a)=0 y F%a)=-

es decir, a es un punto fijo de F'y |[F'(a)| < 1. Por la proposicion 1.2, se tiene que,
existe 9 > 0 tal que la iteraciéon de punto fijo de F converge a «, para cualquier
z9 € [a — 6, + 8] € I. Dado que F®(a) = 0 solo en caso particulares, cuando
a2 (a) = 0, por el teorema 1.4 se tiene que el método iterativo de Abbs converge a
a con al menos un tercer orden de convergencia.

Por otra parte, considere la sucesion z,41 = F(z,), para cada n > 0, con
zo € [@ — d,a + ¢]. Como F (4) es continua en I, se puede aplicar el Teorema de Taylor
a F(z,) alrededor de « hasta orden cuatro, se obtiene

F3) ()
3!

F(z,) = F(a) + F'(a)(zp — o) + F'(a)(z, — o) + (xp — a)3 +O((xy, — a)4).

Al definir e, := z,, — a como el n-ésimo error para cada n € N, se tiene,

F®) 113
Ipt1 — Q@ = 6(0) e?z + O(ei)a es decir, epq1 = —6 ff/(iyo)é) 6131 + O(ei)
lo que termina la prueba. [

En el Apéndice A, pagina 55, se escriben los comandos MAPLE que se usan para
el analisis de convergencia del método de Abbs.

2.2. Meétodo iterativo de BSC

El método iterativo de BSC es introducido por Mario Basto, Viriato Semiao y Fran-
cisco L. Calherios en [2]. El método que se propone es: dado una funciéon f dos veces
diferenciable y x( suficientemente cerca de la raiz «, la iteracién viene dada por:

f(n) f2(@n) f"(xn)

Tpyl = Tp — — n > 0. (2.2)

Fan) 20" (xn)l? =2 f(zn) [ (2n) f(xn)’

Analisis de convergencia. El método iterativo de BSC (2.2) requiere de una evaluacion
de f, f'y f” en cada iteracion. Se debe resaltar que, en general, la evaluacion de derivadas




16 Métodos iterativos para resolver ecuaciones no lineales

de funciones no lineales resulta mas costosa que la evaluacién de la funcién. Este método
presenta una convergencia cibica, su demostraciéon esta dado en el siguiente teorema, y
la eficiencia computacional del método es: /4 = 31/3 ~ 1,442.

Teorema 2.2 Sean I C R un intervalo, f : I — R una funcion de clase C® en [y a € 1
tal que f(a) = 0. Si f'(x) # 0 y [f'(2)]> # f(x)f"(x) para cada x € I, entonces eriste
6 > 0, tal que el método iterativo de BSC' converge a o con al menos un tercer orden de
convergencia, para cualquier aprozimacion inicial xog € [ — 6,0 + 6] C I y satisface la
ecuacion de error,

1 /P(a)
6 f(a)

entl = — e3 +0(e}), donde e, := x, — a para cada n € N.

Demostraciéon: Considere la funcién de iteracion F': I — R dada por,

f(z) f2(x) f"(x)

FO= " ) 2P — 206 /) 77

Como f/'(z) #0 paracadaxz € Iy f©) continua en I, se tiene que F es continua en
I, se tiene

Fla)=a, Fl(a)=F'(a)=0 ¥y F(3)(a) _

es decir, a es un punto fijo de F'y |F'(«)| < 1. Por la proposicion 1.2, se tiene que,
existe 9 > 0 tal que la iteraciéon de punto fijo de F converge a «, para cualquier
zo € [a—0,a+8] € I. Dado que F®)(a) = 0 s6lo en caso particulares cuando f®)(a) = 0,
por el teorema 1.4 se tiene que, el método de BSC converge a o con al menos un tercer
orden de convergencia.

Por otra parte, considere la sucesion z,41 = F(z,), para cada n > 0, con
zo € [ — d,a + ¢]. Como F® s continua en I, se puede aplicar el Teorema de Taylor
a F(z,) alrededor de « hasta orden cuatro, se obtiene

3 ()
3!

F(zn) = F(a) + F'(a) (zn — @) + F" (o) (xn — o) + (2 — @)’ + O((zn — )").

Al definir e, := z, — @ como el n-ésimo error para cada n € N, se tiene,

FO)(a)

13 (a) 4
6 n

En+1 = _6 f/(Oé) + 0(64)

ey +O0(ey),  es decir,

Tp4+1 — Q=

lo cual concluye la prueba. [
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2.3. Meétodo iterativo de NU

El método iterativo de NU es introducido por Nenad Ujevié en [3], consiste en una
familia de método iterativo de dos pasos tipo predictor-correcto y el mismo esta basado
en reglas de cuadratura conjuntamente con el método de Newton-Raphson.

Construccion del Método. Sean a,b € R tal que a < b, x € [a,b) y K; : [a,b] — R la
funcién por parte dada por:

b
t—SGI , sité€ [a,xl,
Ki(z,t) :=
b
_a—L—LS’ site (x,b],

y suponga que, f € C'[a,b]. Integrando por partes, se tiene

l%ﬁ@iﬁ%ﬂt: AIG—&j”>fwﬁ+Lf< “Z%)fmﬁ

= (-2 o] (- ) ] - [ o

a x

= Y@ 26 @)+ ) - [ o, (2.3

de donde resulta que

b _ )2
/ Kl(w,t)f’(t)dt' <O (2.4)

Considere ademaés la siguiente funcion Ks : [a,b] — R, = € [a,b) dada por:

t—a, sité€la,x],
Ko(x,t) :=
t—>b, site (z,bl.

Integrando por partes, resulta.

b x b
/Kg(x,t)f'(t)dt = /(t—a)f’(t)dt+/(t—b)f’(t)dt
x b
= [(t—a) O — / F(0)dt + [t — B F(E)]) — / F(t)dt.

b
:(MmﬁM—/f@ﬁ. (2.5)
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no lineales

Por otro lado,

/ang(x,t)dt _ /j(t_a)dH/:(t—b)dt: [t;—at}:—l—[t;—at]i

(2.5), (2.6) y (2. 7) se obtiene,

/Kgl’t dt— /Kgxtdt/f

/f it~ (s ”“’) F0) - F(a)]
Por lo tanto,

)" (t)dt — bia/abKQ(x,t)dt/abf"(t)dt’ —

b |:K2($,t)dt - ﬁ /bKQ(iU, 8)d3:| f’(t)dt‘ <

(b—a)?
1

Denotando los restos por,

£ llso-

(2.6)

(2.8)
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De (2.4) y (2.9) resulta,

Q

b —a
[ rwar = @ 26 + 10

[ 0@ = 0-asw- (- 50) 0 - s

si a esta suficientemente cerca a b. Asi por las dos integrales anteriores se obtiene,

b—a
; ) 176 ra

a+b
2

(@) + 27(2) + FO)] ~ (b— a) f(a) - (a: -

Si se supone que, f(b) = 0 entonces

b—a
4

(@) + 2 @) = (b — a) f(a) + ( _ath ) f(a).

Considere la ecuacién siguiente cuando b — b

b—a = a+b
Fl@+26@) = G-+ (- 50 S
2f(a) +2f(x) ~ 4/ (@) + 27 (@)] = —af(@)+ (@~ DF(a) + (@) + 27 (@)
TBF@) ~2(@)] = —af@) + (& ~ a)f(a) + () + () + 27 (@)

b
BI@) = 2f@)] = (- a)fe)+ B (@) - 2f ()],
:_ f(a)
b = a+4(x—a)m.
De las consideraciones anteriores concluye que b ~ b, asi f(b) ~ 0. Tomando = como

f(a)
f'(a)’
Si se escoge Tp41 = b, T, = a 'y z, = = entonces de (2.10) y (2.11) se obtiene el método
iterativo de NU dado por:

(2.10)

rT=a—\

con 0<A<L1 (2.11)

_ f(zn)
WS moAEGy
(2.12)
Tn+l = Tp+ 4(Zn - xn) f(xn) n =0,

3f(xn) = 2f(2n)’
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para zg suficientemente cerca de b, donde 2, es el predictor y z,41 es el corrector.

Analisis de convergencia. El método iterativo de NU (2.12) requiere dos evaluaciones
de f y una de f’ en cada iteraciéon. Este método presenta una convergencia lineal si
A # 1/2en (2.12) y es cuadratica si A = 1/2, su demostracion esta dada en los siguientes
teoremas. La eficiencia computacional del método es: 21/3 ~ 1,260.

Teorema 2.3 Sean f € C?(c,d), b € (c,d) tal que f(b) =0 y X € (0,1]. Si f'(a) # 0,
f"(a) # 0 y 3f(a) — 2f(x) # 0, donde x:a—/\j:,((g
tonces existe § > 0 tal que el método iterativo de NU converge a b, para cualquier
xo € [b—0,b+ 6] C (¢,d).

para cada a € (c,d), en-

Demostracion: Considerese la siguiente funcion de iteracion ¥ : (¢,d) — R, dada por:

f(a)
a+4(x —a) )
U(a) = 3f(a) —2f(x)

sia#b,

b, sia=h.

Denote por ), la primera derivada de x con respecto a a, considérese los siguientes
limites.

imz = lim |a— f(a)} =
i_}b i_}b[ A () b. (2.13)
e, = iy 1AL SOr@]
Cle " = i_)b [1 A Fla)? =1-A\ (2.14)
De (2.13), (2.14) y usando la regla de L’'Hospital se tiene,
@) @ )N
i@ S e - e (219)
De (2.15) se obtiene,
, fla) . 1 1 1
h3(@) -~ 2f() ety JG)  3-2(1-A) 1t2X (2.16)
f(a)

Como f'(a) # 0, f"(a) # 0, 3f(a) — 2f(x) # 0 para cada a € (¢c,d) y f € C%(c,d), se
tiene que W’ es derivable en I\ {b}. Considere la primera derivada de W en I \ {b}.

L A = D f(a) f'(a)[3f(a) = 2/(2)] = f(a)3'(a) = 2" (x)aa]

V@ = Sy~ 2f () 3/(@) = 2f(@)P

+4(z — a)
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De (2.13) hasta (2.16) resulta,

o 4N ) f(a) [f(a)]? 3f(a) — 2f'(x)x),
A Wia) = 1‘1+2A‘“iﬁ%[3f<a>—2f<x>‘ F(a) [37(a) — 2 (x)]
[ (),
39
B B 4\ B 1 ; f'(a)
IR S Wk Wiy W L @]
[ - f(a)]
AN 1 1 AN
SR IS S iy WU R ai s W B S

Por lo tanto, ¥ es derivable en b para cualquier A € (0, 1]. Notese que,

4\

! — J—
Vo) = ‘1 1+ 2)

’ <1

Como b es un punto fijo de ¥ por la proposicién 1.2, se tiene que, existe § > 0 tal que
para cualquier xg € [b — 6,0+ d] C (c¢,d) la sucesion zp41 = ¥(zy), n > 0 siempre es
convergente a b. m

Teorema 2.4 Sean f € C*(c,d), b € (c,d) tal que f(b) = 0 y A € (0,1] \ {3}. Si

f/(a) # 0; f/l(a) 75 0 Y 3f(a) — 2f(,’1,') ;é (); donde ©r = a — )\ff,((CCLL))

entonces el método iterativo de NU tiene una convergencia lineal.

para cada a € (c,d),

Demostracion: Considerese la siguiente funcion de iteracion ¥ : (¢,d) — R, dada por:

a+4(x —a) f(a)

————— sia#b,
U(a) = 3f(a) —2f(x)

b, sia=h.

Por el teorema 2.3 se tiene que, existe § > 0 tal que el método iterativo de NU converge a

4\
b, para cualquier g € [b—§,b+ 8] C (c,d) también se tiene que, ¥'(b) =1 — ) #0
para cualquier A € (0,1]\ {3}, por el teorema 1.4 resulta que, el método iterativo de NU
presenta una convergencia lineal. [ ]

Teorema 2.5 Sean f € C(c,d), b € (c,d) tal que f(b) = 0. Si f'(a) # 0, f"(a) # 0
y 3f(a) — 2f(x) # 0, donde x = a— % J{f<(€;>)

iterativo de NU presenta una convergencia cuadrdtica.

para cada a € (c,d), entonces el método
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Demostracion: Considerese la siguiente funcion de iteracion ¥ : (¢, d) — R, dada por:

f(a)
a+4(x—a) ——————,
U(a) == 3f(a) —2f(z)

b, sia="b

sia#b

Por el teorema 2.3 se tiene que, existe § > 0 tal que el método iterativo de NU converge
a b, para cualquier zg € [b—4,b+0] C (¢, d) también se tiene que, U'(b) = 1—\/(1+2)),
como A = 1/2 resulta que, ¥/(b) = 0.

Por otra parte, se quiere calcular U (b), para esto, denote por 2, a la primera derivada
de x con respecto a a y ! la segunda derivada de x con respecto a a. Considere las
siguientes funciones h : (c, d)\{b} — Ry ®:(c,d)\{b} — R dado por:

f(a)
h(a)

h(a) :=3f(a) —2f(z) y P(a):=

respectivamente. Por la tanto para a # b,

U(a) = a+4(zx—a)P(a),
V'(a) = 1+4(z; — )(a) + 4(z — a)®(a),
U(a) = 4zq®(a) +8(x, — 1)@ (a) + 4(z — a)2"(a),

donde,
Vo) = S eon gla) = @) - S @
" (a) = 53((62), con, p(a) := ¢'(a)h(a) — 2g(a)h/(a).

Considérese los siguientes limites

lime = lim [a— A ]{/((Z)J = b. (2.17)
i, = lim [1-5(1-%)] :%. (2.18)

1[f"(a)f"(a) + f(@) f"(@)lf'(@)* = f(a)f"(a)2f"(a) f"(a)

lim2"(a) = lim > )
1 £(b)

= 270 (2.19)
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1
De (2.16) tomando A = 3 resulta,

, @) -
Y o) = lim Sy = I e —of) 2 (220)

De (2.17) se obtiene,

HII%) h(a) = HH%)[?)f(CL) —2f(z)] =0.
De (2.17) y (2.18) se tiene,
lim 1/ (a) = 11'113)[3]"(@) —2f'(x)xl] = 2f'(b) # 0.

a—b

De (2.17), (2.18) y (2.19),

lim (a) = lm[3f" (a) — 2" ()[at]? — 2f' (@)al] = > F(6) # 0.

a—b

Por lo tanto,

lim g(a) = lm[f'(a)h(a) — f(a)l'(a)] = O,

a—b a—b

lim g'(a) = lm[f"(a)h(a) — f(a)h"(a)] =0,

a—b a—b

lim ¢"(a) = Um[f®(a)h(a)+ f"(@)W (a) — f'(a)h"(a) — f(a)h®)(a)]

a—b a—b

= OB #0.

De los limites anteriores y aplicando 2 veces la regla de L’Hospital se tiene,

/
() W ()
Jim @'(a) b h2(a)  amb 2h(a)h (a)

I { O N ¥ (0
a—b 2[h'(a)]?2 + 2h(a)h'(a) 16 f'(b)

£0. (2.21)

De los limites anteriores resulta,

lim p(a) = lim(g'(a)h(a) — 2g(a)h(a)] =0,

a—b a—b

lim p'(a) = lim[g"(a)h(a) — g'(a)l(a) — 2g(a)h"(a)] =0,

a—b a—b

lim p”’(a) = lim [9(3) (a)h(a) — 3¢'(a)h" (a) — 2g(a)h(3)(a)] =0.

a—b a—b
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Luego,
gy pla) pla) p(a)
M a) =l S ) T () M Sha) (0 = SRR () (a)”
Por lo tanto,
(3)(a)
lfm ®"(a) = If b ~L 2.92
b @7 (a) = iy S (@) T 18h(@) W ()b (@) + 32 (a)h @ (a) (2.22)

para algin L € R, pues 6[h/(a)]® + 18h(a)h (a)h”(a) + 3h*(a)h®) no converge a cero
cuando a — b. De (2.17) hasta (2.22) se tiene,

I
b
h’nz U (a) = 11%[43:;{(1)@) + 8(z!, — 1)®'(a) + 4(x — a)®"(a)] = 0,75 fc,((b)) # 0.
" f"(b) : T
Por la tanto, ¥"(b) = 0,75 0 # 0, por el teorema 1.4 se tiene que el método iterativo
de NU presenta una convergencia cuadratica. [

2.4. Meétodo iterativo de Chun

El método iterativo de Chun es introducido por Changbun Chun en [4], y el mismo
estd basado en el método de descomposicion de Adomian, mejorando el orden de precision
de los métodos iterativos de Abbs, BSC y NU, entre otros.

Construccion del método. Sea I C R un intervalo, f : I — R una funcién de clase
C? en I y a € I una solucién de la ecuacion no lineal f(z) = 0. Aplicando el Teorema
de Taylor a f(z — h) alrededor de z, se tiene,

flz —h) = f(z) + f(2)(@ — h — z) + O(h?).
Llamando g(h) = O(h?), se tiene que

g(h) = hf'(z) = f() + f(z — h).
Para un h tal que f(x — h) =~ 0, se obtiene

f(z) _g(h)
YN =)

y, tomando ¢ := se tiene que h = c+ N(h).
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Aplicando el método de descomposicion de Adomian a h (ver secciéon 1.5 de prelimi-
nares), para n = 2 de (1.6) se tiene que, h = ho+h1+ ha, de (1.8) se obtiene que, hg = c,
hl = A1 y h2 = AQ, donde,

f(z)
flz—
ho = /(@) hy = N(ho) 9lho) _ ( f (:c)>

f(@) T P@ T f
x_f(ﬂﬂ)) <x_f(93)> /<x_f(fv)>
hy = th/(hO) _ hlg,(ho) _ / < f/(l‘) _ / f/(-r) / f/(l‘) '
f'(x) f'(x) [f"(@)]?
Como f(z — h) = 0, resulta que,
_ SO € B £ ) I A N C W)

a=r—h=~zx (@) 2f’(a:)+ [F(2)]? , donde z=u=x o)
Para xg suficientemente cerca de a, el método iterativo de Chun esta dado por:

Zn+1 = Tp — ]{/((5;‘7;))’

( ) (2.23)
_ f(zn) f(zng1) | feng) [/ (2o
Tl = e f,<1'n) 2 f,(ﬂfn) * [f,(l’n)]Q ’ n=o

Analisis de convergencia. El método iterativo de Chun (2.23) requiere dos evalua-
ciones de f y dos de f’ en cada iteracion. Este método presenta una convergencia de
orden cuatro, su demostracion esta dado en el siguiente teorema. Ademés, la eficiencia
computacional del método es: 41/4 ~ 1,414.

Teorema 2.6 Sean I C R un intervalo, f : I — R una funcion de clase C® en Iy
a €I tal que f(a) = 0. Si f'(x) # 0 para cada x € I, entonces existe § > 0, tal que el
método iterativo de Chun converge a o con al menos un cuarto orden de convergencia,
para cualquier aproximacion inicial xg € [o — 0, e+ 0] C I y satisface la ecuacion error,

e :§ f'(a) ’ e4+O(e5) donde e,, := T, — « para cada n € N
n+1 S f/(Oé) n n/s n - n .

Demostracion: Considerese la siguiente funciéon de iteracién F' : I — R dado por,

PR (O () iC) f(z)

=z + donde z=2x—

TP P T rr =TT @)
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Por ser f'(z) # 0 para cada x € I y f©) continua en I, asi F®) es continua en I, se
tiene que

" 3
Fla)=a, Fla)=F'a)=F9a)=0 y FD@)=15 (;8‘;) ,

es decir, @ es un punto fijo de F' y |F'(a)| < 1. Por la proposicion 1.2, se tiene que,
existe & > 0 tal que la iteracion de punto fijo de F siempre es converge a «, para
cualquier zo € [a — 6, a4 8] C I. Dado que F®(a) = 0 so6lo en caso particulares cuando
f(2) (o) = 0, por el teorema 1.4 se tiene que, el método iterativo de Chun converge a «
con al menos un cuarto orden de convergencia.

Por otra parte, considere la sucesion z,4+1 = F(z,), para cada n > 0, con
xo € [ — §,a + J]. Como F®) es continua en I, se puede aplicar el Teorema de Taylor
a F(zy) alrededor de o hasta orden cinco, se obtiene

F(3)(a)
3!

F(x,) = F(a) + F'(a)(z, — a) + F"(a) (2, — a) + (xn — @)

F(4)(a)
4!

Al definir e, := z,, — a como el n-ésimo error para cada n € N, se tiene

+ (zp, — a)4 + O((xp, — a)5).

F4) 7 3
Tpyl — @ = 4!(a) et +0(e3)  esdecir, epyq = g (é/(ﬁ) et +0(ed).
lo que termina la prueba. [

En el Apéndice A, pagina 56, se escriben los comandos que se usan para el analisis
de convergencia del método de Chun con el software de MAPLE.

2.5. Meétodos de NRF y RFN

Los métodos de NRF y RFN son introducido por Muhammad Aslam Noor y Faizan
Ahmad en [5|. Los métodos son derivados usando en conjunto el método de Newton-
Raphson y el método de Regula Falsi.

Método de NRF. Sean a,b € Ry f € Cl[a,b] tal que f(a)f(b) < 0, por el teorema
del valor intermedio o de Bolzano se tiene que existe a € (a,b) tal que f(a) = 0, de
multiplicidad uno (simple). El método de NRF consiste en definir un nuevo intervalo,
en cada paso, mediante la aproximaciéon obtenida por el método de la Regula Falsi y el
método de Newton-Raphson. El algoritmo es como sigue:
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Algoritmo de NRF.

Entrada: f € Clla,b] tal que f(a)f(b) < 0; € tolerancia; max ntimero maximo de
iteraciones.
Salida: « solucién aproximada a f(x) = 0.

1. n=0.

2. Mientras n < max hacer los pasos 3 hasta 6.

bf(a) —af(b)

3. Calcular xp41 =

f) = fla)
4. Si |xpy1 — xp| < € entonces a = w41, detener.
5. Si f(a)f(znt1) < 0 entonces a = a — JJ:,((C;)), yb=2Tpi1-
. f(b)
E t a=x, b=>b— :
n caso contrario: a = x,y1y 0

6. n=n+ 1, ir al paso 2.

Analisis de convergencia. El método de NRF requiere dos evaluaciones de f una de f’
en cada iteracion. Este método presenta una convergencia ciibica, su demostracion esta
dada en el siguiente teorema. La eficiencia computacional del método es: 31/3 ~ 1,442.

Teorema 2.7 Sea f € C?[a,b], con a y b tal que f(a)f(b) <0, a un cero simple de f
en [a,b] = [ag,bo], y zo € [a,b] la condicion inicial del método de Newton-Raphson tal
que Mla —zo] < 1, con M := max,e(qy | f"(2)/2f'(x)|. Ademds supongamos que f" no
cambia de signo en [a,b], entonces la sucesion de iterados {xy} producida por el método
NRF converge al cero simple o con un orden tres de convergencia.

Demostracion: El algoritmo produce una sucesion de intervalos [ay,, b,], n = 0,1,2, .. .,
con ag = a'y bg = b tales que « € [an, by] y [an+1,bnt1] C [an, by] para cada n, cualquiera
sea el signo de la segunda derivada de f. Sin perdida de generalidad se puede suponer
que f”(x) > 0 en [a,b]; en otras palabras, f es convexa. En este caso, el segmento de
recta que une los puntos (an, f(an)) y (b, f(by)) estara siempre por encima de la grafica
de f por iteracion, cualquiera sea el signo de la primera derivada. Ahora, si f'(a) >0y
xo = bo (condicion inicial para el método de Newton), entonces el error para los métodos
de Regula Falsi y Newton esta dado por:

€ntl = Q@ —Apt] = éff’((zz)) (v — ap)(b— ), con Ny, &, € (an,b) (2.24)
€yl =bpr1 —a = ;J:/(((Z;)(bn —a)?, con 6, € int(a,by) (2.25)
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para cada n € N respectivamente.

Sin =0, el método de NRF en este caso utiliza al método de Newton para modificar
el extremo derecho del intervalo, by, por b; y es sustituido en la ecuacion de (2.24),
si m = 1 by es sustituido por bg en la ecuacion (2.24), similar ocurre cuando n — oo,
obteniendo una sucesion del error para el método NRF dado por:

ema—a = 2 4@ —a),  con o € (ao,bo),
2f"(&)
S ()
g =a—ay = ——(a—a1)(by — ), con n1,&1 € (a1, b1),
S )= a) (a1,0)
Enil = Q —Gpy1 = f”/(ﬂn) (o — ap)(bpy1 — @), con Ny, & € (an, by). (2.26)
2f'(&n)
1 "
Debido a que el maximo valor de / /(nn) ocurre en M := max / /(ac) sobre todo
2f (fn) z€la,b] 2f ({L‘)
cuando n — oo, de (2.26) se tiene que,
o — apt1| < Mo — apl|lbps1 — af. (2.27)
Como el método de Newton converge a « para xg = by de (2.25)
|bps1 — a| < M|b, — af?. (2.28)

De (2.27) y (2.28) resulta que

|an+1 — al < Mz\a — ap||bn — a\Q < |la— anHMao\Qn,

con gq := by — a (error inicial para el método de Newton). Al ser M|ep| < 1 (condicion
necesaria para la convergencia del método de Newton) resulta que lim,, o |[@—an41] =0
y por lo tanto a,, — «. Es decir, la sucesion de iterados {a, } de método de NRF converge
a la raiz simple a.

Por otro lado, de (2.27) y (2.28) se obtiene que,
|t — any1| < M?|a — anl|bp — af* = M?|a — ay]|(by — an) + (an — a)]2. (2.29)
Debido a la hipotesis (f” > 0y f' > 0) se tiene que,
b — an < 2(a — ay), (2.30)

pues el método de Newton converge més réapido a a que el método de Regula Falsi. En
otras palabras, b, estd mas cerca a a que a,. De (2.29) y (2.30) se tiene que,

|t — any1| < M?|a — an]|2(a — an) + (an — a)|* = M?|a — a,|>.
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A partir de la desigualdad anterior se obtiene un orden de convergencia ciibica para el
método de NRF. En el caso en que f” > 0 pero f'(a) < 0 resulta que o — a siempre es
constante para el método de Regula Falsi. Por lo tanto, b, —a, < 2(a—b,,) y un anélisis
similar al anterior puede hacerse llegando nuevamente a un orden de convergencia ctbi-
co. Para el caso en que f” < 0, se cambia el f por —f y se hace un razonamiento analogo.m

Método de RFN. Com las mismas hipétesis del método anterior, el método de RFN
consiste en aproximar la raiz de f, en cada paso, usando el método de la Regula Falsi y,
el valor obtenido es usado como condicién inicial para el método de Newton-Raphson.
El algoritmo es el siguiente:

Algoritmo de RFN.

Entrada: f € Cla,b] tal que f(a)f(b) < 0; ¢ tolerancia; max niimero méximo de
iteraciones.
Salida: « solucion aproximada a f(x) = 0.

1. n=0.

2. Mientras n < méax hacer los pasos 3 hasta 6.

bfl@) —af) o fGn)
FO) = fla) 7T Pz

4. Si|zp4+1 — xy| < € entonces o = xp41, detener.

3. Calcular z, =

5. Si f(a)f(zp+1) < 0 entonces b = xp41,

En caso contrario: a = x,41.

6. Sean =n+ 1, ir al paso 2.

El algoritmo requiere tres evaluaciones de f y una de f’ en cada iteracion.

2.6. Meétodos de RFNM y BM

Los métodos de RFNM y BM son introducidos por Giovanni Calderén en [6], el
primer método es una modificacion de RFN introducido en [5] y el método de BM es
derivado por el autor al combinar el método de Bisecciéon con Miiller.

Método de RFNM. Sean a,b € Ry f € C'[a,b] tal que f(a)f(b) < 0, por el teorema
del valor intermedio o de Bolzano se tiene que existe a € (a,b) a un cero simple de
f en [a,b]. El método consiste en definir un nuevo intervalo a partir de las aproxima-
ciones encontrada por los métodos de Regula Falsi y Newton-Raphson. El algoritmo es
el siguiente:
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Algoritmo de RFNM

Entrada: f € Clla,b] tal que f(a)f(b) < 0; e tolerancia; max ntimero maximo de
iteraciones.
Salida: « solucion aproximada a f(x) = 0.

1. n=0.

2. Mientras n < méax hacer los pasos 3 hasta 6.

bf(a) — af(b) f(zn)
f(b) = f(a) f'(zn)

4. Si |zp4+1 — xy| < € entonces o = xp41, detener.

3. Calcular z, =

Y Tntl = Zn — A

5. Si f(a)f(zp+1) < 0 entonces a =z, y b = Tp41

En caso contrario: a=x,41 y b= 2,

6. Sean =n+ 1, ir al paso 2.

Método de BM. Con la misma hipotesis del método anterior, el método consiste en: los
valores de f en el punto medio del segmento [a, b] y sus extremos a y b son usados para
definir el polinomio de Miiller. La raiz del polinomio de Miiller define una aproximaciéon
al cero a. Luego, para la siguiente iteracion se define el intervalo [a,b] como el menor
segmento que contiene a a: es decir [a, (a+b)/2] o [(a+b)/2,b]. El algoritmo del método
es el siguiente.

Algoritmo de BM

Entrada: f € Cla,b] tal que f(a)f(b) < 0; € tolerancia; méx ntmero maximo de
iteraciones.
Salida: « solucion aproximada a f(x) = 0.

1. n=0.

2. Mientras n < méax hacer los pasos 3 hasta 7.

_atb o (c=b)lf(a) = f)] — (a —D)[f(c) — f(b)]
3. Calcular, c= ; 0 (@—b)(c—b)a=0

2
f(bz))_f(C) +(b—clag;  ax=f(b) y ralz=b—

2&2

a; — \/a% — 4dapas

ag, a1 'y ao definen los coeficientes del polinomio de segundo grado

P(x) = ag(x — b)%2 + a1(x — b) + az (Miiller).

al =
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4. Si a <rafz< b, entonces 1 =raiz
2a2

a1 + \/a% — 4agas

5. Si |zp41 —an| <€ o0 |f(xnt1)| < €, entonces a =raiz, detener.

En caso contrario: z,.1 =b—

6. si f(a)f(xnt1) <0, entonces b = raiz.
si f(a)f(c) > 0, entonces a = ¢
En caso contrario: a =raiz

si f(b)f(c) > 0, entonces b = ¢

7. Sean =n+ 1, ir al paso 2.

Analisis de convergencia. Aunque hace falta realizar muchos calculos adicionales en
el método de BM, sélo hace dos evaluaciones de la funcién f en cada iteracion, después
de realizar la primera iteraciéon que realiza cuatro evaluaciones. El método presenta una
convergencia cubica, su demostracion esta dado en el siguiente teorema. La eficiencia
computacional del método es: 31/2 ~ 1,732.

Teorema 2.8 Sea f € Cla,b] con a y b tales que f(a)f(b) < 0. Si a es un cero simple
de f en [a,b], entonces la sucesion {x,} producida por el método de BM converge a o
con a lo sumo un tercer orden de convergencia.

Demostraciéon: El método de BM produce una sucesion de intervalos [ay, b,], para
n=0,1,2,3,..., con ag = ay by = b tales que x,,a € [an,by] (z, la n-ésima iteracion
realizada por el método de BM), f(an)f(bn) <0y [ant1,bn41] C [an, by]. Note que,

bp — agp
2 )
bl—al
2 )

by —a1 <

by —az <

b —a bp—1 —an—1
n n ~ 2 il
pues la longitud del intervalo producido por el método de BM es menor o igual que la
longitud del intervalo generado por el método de Biseccién en cada iteraciéon. Usando

induccién matemética resulta que,

b() — ap
an

by, — an, < , para cada n € N. (2.31)

Como z, & € [ap, by,] para cada n € N de (2.31) se tiene que,
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bo — ag
2’!1
Al tomar limite en (2.32) cuando n — oo resulta que, lim |z, — a| = 0, es decir z,, — a.
n—oo

|33n - O‘| < ‘bn - an| < (2.32)

Por otra parte, se quiere ver que {x,} converge a o con una convergencia cubica.
Para probar esto, sea

Poyi(z) = aO,n—&-l(fU - bn+1)2 + al,n—l-l(x —bpy1) + a2,n+1

el polinomio que interpola a f en los nodos ap+1, bpt1 ¥ nt1 := (@nt1 4+ bnt1)/2, donde

(cnt1 = b)) [f(an+1) = f(bnt1)] = (@nt1 — but1)[f(ent1) — f(bn+1)]
(an+1 = bpt1)(Cnt1 = bns1)(@nt1 — Cnt1)

apon+1 =

)

J(bny1) — flent1)

bn+1 — Cn+1

A1 = + (bpt1 — cng1)aomt1 Y @2n+1 = f(bpt1)

entonces, el error de interpolacién polinomial es dado por

ant1+ by ®) Tin
@) = Praal) = (@ = auir)(a = byr) (o - 2ttt ) Fohest)
con Np+1 € (@pt1,bns1). Como f(a) = 0, resulta que
®) (),
~Pt(0) = (0~ )20~ bn) + (0= )@~ b)) (2.39)

Expandiendo P,,11(«) alrededor de x,,+1, se tiene que, existe &,41 entre z 41 y « tal
que

Pot1(a) = Pop1(@nt1) + (@ = @pp1) Py (Entr)-

Como P, y1(zpt1) = 0 se tiene que,

Pri(a) = (a— xn+1)P1;+1(§n+1)'

Sustituyendo P,41(«) en (2.33) resulta que,

f ) (nn+1)

— 7 (2.34
0P (e Y

a—api1 = —[(@ = an1)*(@ = bp1) + (@ = api1) (@ = byg1)?]

Se quiere ver que, existe M > 0y m € N tal que

f ) (nn+1)

—— = | < M, vparacadan >m,
12P1/1+1(£n+1)
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para ver esto, suponga que las derivadas de P,,11 y f tiene el mismo signo (sobre todo
cuando n — 00), sin perdida de generalidad, se puede suponer que existe m; € N tal
que f' >0 en [an41,bny1] para cada n > my, es decir P > 0 en [ay41,byq1]. Ahora,
si P41 es creciente, entonces P/ (a,) < Pl (&,) < P/ (b,) para cada n

; o . 1 f(an) - f(bn) f(cn) — f(bn)
nh—{{olo(bn Cn)ao,n - nh—{glo(bn Cn) ap — Cp |: Ap — bn Cn — bn
—  lim flan) — f(bn) _ flen) = f(bn)
n—o0 an — by, cn — by,
= f'la) — f'(a) = 0. (2.35)
De (2.35) resulta,
lim P)(b,) = lim a1, = lim [f(bz):f(cn) + (b, — cn)ao’n} = f(a),
lim P)(a,) = Um 2ag,(an —by)+ain, = Um —4ag,(bn —cn) + a1y

= 0+ f'(e) = f'(a).
Por lo tanto, P} (&,) — f'(«), es decir, dado € = f/(«)/2 existe ma € N tal que
f'(a)
2 )
esto significa que, P/ (&) € (f'(@)/2,3f'(«)/2), es decir f'(a)/2 < P (&), luego el

maximo valor de

para cada n = mao,

|1P(&n) — f(a)] <

méx] ’f(?’) (:U)’

x€la,b

6[f' ()]

/ ) (77n+1)

———— =2 | ocurreen M =
12PT/L+1(§H+1)

Para el caso en que f' < 0 en [an41,bn+1] para cada n > mq, se cambia f por —f y se
hace un razonamiento analogo.

De (2.32), resulta que,
o = 1| < M|(@ = ans1)*(@ = bogr) + (@ = @) (@ = bog1)?]. (2.36)

En la n-ésima iteracion, la raiz del polinomio de Miiller, x,,, que esta dentro del inter-
valo [an, by] pasa a definir el nodo a,,4+1 0 by,4+1 segin sea el caso (paso 5 del algoritmo).
Entonces, se puede suponer, sin perdida de generalidad, que el error en la n-ésima ite-
racion e, := a — &, = a — a,41 (pues en caso contrario, & — x, = @ — by41, el desarrollo
resulta equivalente) y por lo tanto de (2.36) se tiene que
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lent1] < 2Men|?, (2.37)
siempre y cuando |a — by41] < o — apt1]. A partir de (2.37) se obtiene un orden de
convergencia cibica para el método BM. Sin embargo, si |a — apt+1| < |a — bp41| de
(2.36) se tiene

< Mlei (o — ani1 + ang1 — bng1) + enle — ang1 + ans1 — bpgr)’|
< M[2lenf® + 3lenl?|ant1 = bus1| + lenllants — boy1 ]

< 2Mlen|(len| + lant1 = bota])?
tomando limite en la desigualdad anterior se tiene

€n

< 2M,

n—oo |g,|3

por lo tanto en este caso a lo sumo presenta una convergencia ciibica. Lo cual termina
la prueba. [

2.7. Meétodo iterativo de KMS

El método iterativo de KMS es introducido por Khalida Inayat Noor, Muhammad
Aslam Noor y Shaher Momani en [7], es un método iterativo de dos pasos tipo predictor-
corrector. El método es derivado al combinar el método iterativo de Newton y House-
holder.

Construccion del método. Sea I C R un intervalo, f : I — R una funcién de clase
C3 en I y o € I una solucién de la ecuaciéon no lineal f(z) = 0. Aplicando el Teorema
de Taylor a f(x — h) alrededor de z, se tiene,
1
Fle 1) = f(@) — b f'@) + 02 T2 o),
Para un A suficientemente pequeiio, se tiene

2
fle—h)=0m f(x) ~h ) + o (@),
1@ o T)
P Y VT ey

Aplicando el método de descomposicion de Adomian a h para n = 1 de (1.6) se tiene
que, h = hg + hq1, de (1.8) se obtiene que, hg = ¢y hy = Aj, donde,

W@ R P
ho=e=Fey Y M= A= N =S = e

Entonces, h = ¢+ N(h), donde ¢ :=




Método iterativo de KMS 35

Como f(z — h) =0, se tiene

fl@)  fPa)f"(x)

a=x—h~x— —

f/(l') 2[f/(l')]3 )
PR (C N S GV (CY)
n+ n f/(-%'n) Q[f/(xn)];g s

A partir de (2.38) se define el método iterativo de Householder para un zg suficien-
temente cerca de a.

n > 0. (2.38)

Combinando el método de Newton-Raphson como predictor con la iteracion de
Householder como corrector, se obtiene el método iterativo de KMS, para un xy su-
ficientemente cerca de la raiz de f

- f(@n)
G en )

Tpil = Yn — f(yn) _fQ(yn)f”(yn)
" " Pl 2Pl

Analisis de convergencia. El método iterativo de KMS (2.39) requiere dos evalua-
ciones de f, dos de f’ y una de f” en cada iteracion, esto presenta una grave problema,
debido al evaluar la derivada de una funcién elemental puede ser muy dificil, pues re-
quieren més operaciones aritméticas para calcularlo que la misma funcién. Este método
presenta una convergencia de sexto orden, su demostracién esta dado en el siguiente
teorema, asf la eficiencia computacional del método es: 61/5 ~ 1,431.

(2.39)

n = 0.

Teorema 2.9 Sean I C R un intervalo, f : I — R una funcion de clase C° en [y a € 1
x
tal que f(a) =0. Si f'(x) 0 y f’ (x — ff/(( ))
x
6 >0, tal que el método iterativo de KMS converge a o con al menos un sexto orden de
convergencia, para cualquier aprozimacion inicial xog € [ — 6,0 + 6] C I y satisface la
ecuacion error,

> # 0 para cada x € I, entonces existe

o BU@PBY @)~ fP(a)f (@)
o 6![f ()5

en +O0(ey),
donde ey, := x, — « para cada n € N.

Demostracion: Sea F': I — R una funcion de iteracion definida por:

2(z 2(2(2)) " (2(z
F) iy JCE)  PEOWGEE)

f'(2(x)) 2" (2())P?
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Como f'(x) #0y f <x — ;/((a;))

F() es continua en I, usando MAPLE para facilitar la manipulacion algebraica, se tiene

> #0paracadaz € ly f(g) continua en I, resulta que

Fla)=a, Fl(a)=F"(a)=F%()=F%)=F0a)=0 vy

()13 ”aZ—(?’)a’a
FO(q) = B [3[f[;,(£)]5 I ()]

es decir, a es un punto fijo de F'y |F'(«)| < 1. Por la proposicion 1.2, se tiene que, existe
0 > 0 tal que la iteracion de punto fijo de F converge a «, para cualquier zg € [ —d, a+
§] € I. Dado que F©®(a) = 0 solo en caso particulares cuando 15[f"(a)]?[3[f"(a)]? —
B (a)f'(a)] = 0, por el teorema 1.4 se tiene que, el método iterativo de KMS converge
a « con al menos un sexto orden de convergencia.

Por otra parte, considere la sucesion z,41 = F(z,), para cada n > 0, con
zo € [ — 6, + d]. Como F(7) es continua en I, se puede aplicar el Teorema de Taylor
a F(x,) alrededor de « hasta orden siete, se obtiene

3) (4)
Flan) = F(a) + F'(a) (2 — 0) + F"()(an — ) + - 3,(0‘) (2n— )P+ - 4,(0‘) (2 — )t
FG) F©)

+5'(a)(xn —a)’ + 6‘(04) (zn — )%+ O((zn, — )").

Al definir e, := z,, — a como el n-ésimo error para cada n € N, se tiene,
F(6)
Tn41 — @ = 6‘(a> g + O(e’r?L)a
es decir,
_ [ (@PBI" (@) = fP () ()] 6 7

En+l1 = 6'[]”(0[)]5 €n + O(en)

lo cual termina la prueba. [

2.8. Meétodo iterativo de MH

El método iterativo de MH es introducido por Muhammad Aslam Noor, Khalida Ina-
yat Noor y Mahmood Hassan en [8], es un método iterativo de dos pasos tipo predictor-
corrector. El método es derivado por una modificaciéon de la iteracién de Householder en
combinacién con el método de Newton-Raphson.
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Construccion del método. Sea I C R un intervalo, f : I — R una funcién de clase
C? en 1. Considere el método iterativo de Householder (2.38)

2l =y — f(an) _ fz(xn)f”(xn)
" " () 2[f'(zn)]?

Al reemplazar la segunda derivada de la iteracion anterior por diferencias finita, es decir,

f”<1’n) _ I (yn) — f/(xn)7

Yn — Tn

se tiene que,

I I T ) T 2 @) Y= m

Al combinar el método de Newton-Raphson con la iteracién anterior, se obtiene el
método iterativo de MH. Para z( suficientemente cerca de la raiz de f.

- f(zy)
yn - n f’(xn),

. 3f/(-1'n) - f/(yn) f(xn)
2f"(xn) f(zn)

f(zn) fz(xn) f'(yn) — f/(xn)

n>=0
(2.40)

Ipn+1 = Tn

Analisis de convergencia. El método iterativo de MH (2.40) requiere una evaluacion
de f y dos evaluaciones de f’ en cada iteracion, esto presenta una grave problema, debido
al evaluar la derivada de una funcién elemental puede ser muy dificil, pues requieren mas
operaciones aritméticas para calcularlo que la misma funcién. Este método presenta
una convergencia ctbica, su demostracién esta dado en el siguiente teorema, luego la
eficiencia computacional del método es: 31/3 ~ 1,442.

Teorema 2.10 Sean I C R un intervalo, f : I — R una funcion de clase C° en Iy
a € 1 tal que f(a) = 0. Si f'(x) # 0 para cada x € I, entonces existe § > 0, tal que
el método iterativo de MH converge a o con al menos un tercer orden de convergencia,
para cualquier aproximacion inicial xg € [o — 0, + 0] C I y satisface la ecuacion error,

16" + [P () f'(a)
12 [f'()]?

e2 +0(el), donde e, := x, — a para cada n € N.

Ent+1 =

Demostracion: Sea F': I — R la funcion de iteracion definida por:

3f'(x) — f’(Z)] f(x)
2f'(x) f'(x)

f(x)
f'(z)

, donde z=1z-—

F(x)::r—{
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Como f'(x) # 0 paracadaxz € Iy f©®) continua en I, resulta que F®) es continua en I,
entonces

2+ fO () f'(a)
[f'()]? '

es decir «, es un punto fijo de F y |[F'(a)| < 1. Por la proposicion 1.2, se obtiene
que, existe § > 0 tal que la iteracién de punto fijo de F converge a «, para cualquier
zo € [a—d,a+6] C I. Dado que F®)(a) = 0 s6lo en caso particulares cuando 6[f”()]?+
@ (a)f' (o) =0, por el teorema 1.4 se tiene que, el método iterativo de MH converge a
a con al menos un tercer orden de convergencia.

Por otra parte, considere la sucesion z,41 = F(z,), para cada n > 0, con
zo € [ — d,a + ¢]. Como F (4) es continua en I, se puede aplicar el Teorema de Taylor
a F(x,) alrededor de a hasta orden cuatro, se obtiene

Fla)=a, Fl(a)=F'"(a)=0 y F&(a)= ;6@“/(0)]

F3) ()
3!

F(x,) = F(a) + F'(a)(z, — a) + F"(a)(z, — a) + (2 — @) + O((zn, — a)b).

Al definir e, := z,, — a como el n-ésimo error para cada n € N, se tiene,

F3)
Tyl — O = 3‘(04) e2 +0(el),
es decir,
_ L6+ [P () (@) 4 4
Cn+l = 12 [f/(Oé)P €n T+ O(en)
lo que termina la prueba. [

2.9. Meétodo iterativo de Koul.i

El método de Koul.i es introducido por Kou Jisheng, Li Yittian and Wang Xiuhua en
[9], es un método iterativo de dos paso tipo predictor-corrector. El método es derivado
por una modificacién de la iteraciéon de Homeier.

Construccion del método. Se considera el método iterativo definido en [18] para
encontrar una solucién aproximada a las raices simple de ecuaciones no lineales de la
forma f(z) = 0, para z( suficientemente cerca de la raiz de f, el método iterativo viene

dado por
_ f(an)

Zn = In f,(l_n)a

B f(zn) 1 1
Tt = T (f’(fvn)+f’(zn)>’ et

(2.41)
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Al reescribir la iteracion (2.41) se tiene,

oyt = @ fxn) 1 n 1
T | Pl [f%zn) + f'(n)
2

L (242)
[

J'(zn) + f'(2n)

Reemplazando la media aritmética con el valor del punto medio

f (W) en (2.42) se obtiene el método iterativo de KouLi dado por:

2
B 1 f(2n)
_ _fmm< 1 1 ) |
Pt = = Pl T o) ) "7

para un zg suficientemente cerca de la raiz de f.

Analisis de convergencia. El método iterativo de KouLi (2.43) requiere una evaluacion
de f y dos evaluaciones de f’ en cada iteracion, esto presenta una grave problema, debido
al evaluar la derivada de una funcion elemental puede ser muy dificil, pues requieren mas
operaciones aritméticas para calcularlo que la misma funcién. Este método presenta una
convergencia cibica, su demostracion esta dado en el siguiente teorema. Ademas la
eficiencia computacional del método es: 3'/3 ~ 1,442.

Teorema 2.11 Sean I C R un intervalo, f : I — R una funcion de clase C° en Iy
a €1 tal que f(a) = 0. Si f'(x) # 0 para cada x € I, entonces existe § > 0, tal que el
método iterativo de KoulLi converge a o con al menos un tercer orden de convergencia,
para cualquier aproximacion inicial xg € [o — 0, v+ 0] C I y satisface la ecuacion error,

1 f¥(a)
31 fa)

1
Entl = —103ei + O(efl), donde e, = x, — a para cadan € N y ¢c3 =

Demostraciéon: Sea F : I — R la funcién de iteracion definida por

w1 | @
Fle)= <ﬂ@Y*wm»—ﬂuQ’ donde y=r=5 50

Como f'(x) #0 paracadax € Iy f©®) continua en I, resulta que F®* es continua en I,
entonces se tiene

Fla)=a, F(a)=F'(a)=0 y F®a)=—
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es decir «, es un punto fijo de F'y |F'(a)] < 1. Por la proposicion 1.2, se obtiene
que, existe & > 0 tal que la iteracion de punto fijo de F converge a «, para cualquier
zo € [a—d,a+6] € I. Dado que F®)(a) = 0 s6lo en caso particulares cuando f®)(a) = 0,
por el teorema 1.4 resulta que, el método iterativo de KouLi converge a o con al menos
un tercer orden de convergencia.

Por otra parte, considere la sucesion z,+1 = F(z,), para cada n > 0, con
zo € [@ — d,a + ¢]. Como F (1) es continua en I, se puede aplicar el Teorema de Taylor
a F(zy) alrededor de « hasta orden cuatro, se obtiene

FO)(a)
3!

Al definir e, := x,, — a como el n-ésimo error para cada n € N, se tiene,

F(x,) = F(a) + F'(a)(zy, — o) + F'(a)(z, — a) + (2 — ) + O((zn — a)b).

F®
Tn+1 — Q@ = 3‘(a) 62 + O(efl)a
es decir,
11 f(d)(a) 3 4
w1 = =27 0
lo que termina la prueba. [

2.10. Meétodos iterativos de ChunYoonl y ChunYoon2

El método iterativo de ChunYoonl y ChunYoon2 es introducido por Chang Chun and
Yoon Mee Ham en [10], los métodos iterativos son de dos paso tipo predictor-corrector.
Estos métodos son derivados por una modificacién de la iteraciéon de KouLi propuesto

en [9].

Construccion del método y analisis de convergencia. Sea f: I — R, con I C R
una funcion de clase C? en I, considere el método iterativo de KouLi de tercer orden de
convergencia propuesto en [9], lo cual viene dado por:

L 1fG)
Zn = n 2f/($n)7 (244)
flan) |1 ! n=0 (2.45)

Tn+l = Tn — 9 f(xn) + 2f"(zn) — f'(xn) ’

con g un valor inicial lo suficientemente cerca de la raiz de f. Desarrollando la expansién
de Taylor de f(z,) alrededor de x,, se tiene

f/l (xn)
2

f(zn) = fn) + f(xn) (20 — x0) + (20 — zn)2 (2.46)
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Calculando f'(z,) de (2.46) y combinando con (2.44) se obtiene,

Fon) = £'n) + £ = ) = o) = L0
Sustituyendo (2.47) en (2.45) resulta,
ey = 1y flan) L 1
2T e (e - KL g
— f(@n) 1 + f'(zn) }
T2 [ fxe)  [F(@a)? = fz) £ (@)
Por lo tanto,
— 1 fxn) [20f(@n)]* — f(an)f" (x0)
R s a1 ki = e em (249
Considérese,
Y = Tp — 0 J(@n)f (@) (2.49)

[f'(2n)]2 = Af () f' (20)

donde € y A son nimeros reales arbitrario. Cuando # =1y A = 0, de (2.49) se deduce
la iteracién de Newton Raphson.

Para aproximar f”(x,) de la iteracion (2.48) se considera la expansion de Taylor de
f(yn) alrededor de z,, y combinando (2.49) se obtiene,

Flun) = Fn) + FGn) o = 20) + 58" ) — 20’

Of @)l '@l Lo F2(@a)lf'(@a)]f" (20)

= @) = B A ) ) T2 @) — A ) ) B

Al definir Ly, := [f'(zn)]*> — Af(x,), se sustituye en la ecuacion anterior y se despeja
J"(xy,), por lo tanto

2[f(yn) — f(xn)]L%(mn) + 2Ln(xn)
02 f2 () [f (xn)]? 0f(n)

[f (yn) — f ()] L3 () + 0 (n)[f' (20)]?
02 2 () [f' ()] ’

f// ([Bn) —

= 2

(2.50)

Sustituyendo (2.50) en (2.48) se tiene,
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Lf(yn) — f(fl?n)]Li(xn) + Gf(a:n)[f'(xn)]2
P -2t | P P2 e [ ) |
[[f(yn) — f(zn)|L (20) + <9f($n)[f’(ﬂ?n)q
02 f2(xn) [f' (zn)]?

f(xn) 92f(xn)[f/(mn)]4 — [f(yn) — f(xn)]L?z(xn) - Hf(xn)[f/(xn)]zl—/n(xn)
f'(@n) 02 f () [f (2n)]t = 2[f (yn) — f(@n)]L2(2n) — 20 f (20) [ (20)]* L (20)

:ﬁn—

 flan) [flyn) = flan)lLy (@n) + 0 (@a) [ (@) (=0Lf (2n)]* + Ln(2n))
F'(@n) 2[f (yn) — f@n)LE (2n) + Of () [f"(20) 2 (—0[f' (20)]? + 2L (2n))
Por lo tanto, se obtiene una familia de métodos con dos pardmetros libre de segunda

derivada y requiere dos evaluaciones de la funcién y una de la primera derivada por
iteracion. Para zq suficientemente cerca del cero de f la iteraciéon viene dada por,

::L‘n

f(zn) RnL?z(xn) + Hf(xn)[f/(mn)]Z[(l —0) [f,(xn)]2 — A (@)
F/(@n) 2R L2 (20) + 0 f (2n) [f'(20)12[(2 = O)[f/(2n)]? — 21 f (1))

donde \,0 € R, L,, = [f'(zn) — M (2)]%, Rn = f(yn) — f(xn) ¥ yn es definido en (2.49).
Para la familia (2.51) se tiene el siguiente resultado de convergencia.

Tpil = Ty — (2.51)

Teorema 2.12 Sean I C R un intervalo, f: I — R ya € I un cero simple de f. Si xq
esta suficientemente cerca de o y 8 = 1 entonces el orden de convergencia de la familia
(2.51) es cuarto y satisface la ecuacion error

A
entl = (6363 - 0203) ei + 0(62)7

f'(a)
(k)
donde e, := T, — «, ¢} 1= i!f’EZ; y A €ER.
Demostracion: Ver referencia [10]. |

Sif = 1en (2.51) se obtiene una familia de métodos de cuarto orden de convergencia,
para xg suficientemente cerca del cero de f la iteracién viene dada por,

f(zn) MnL?z(xn) - /\f2(xn)[f/(xn)]2
f(@n) 2My L2 (xn) + f (@) [f/(20)2([f/ (20)]% = 20 f (20))

Tpil = Ty — (2.52)
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donde A € R, L,, = [f'(x) — M (2n)]?, My, = f(yn) — f(2n) ¥ yn es definido por
Yn = Ty — f(xn)f/(xn)
! b ) = M) ()

Si A =1 en (2.52) se tiene el método de ChunYoon 1 de cuarto orden de conver-
gencia, para xg suficientemente cerca del cero de f. La iteracién viene dada por,

Tusr = 2 — L) [ (on) = S (en)l A (n) = @)l ()]
T P ) 2f () — Fea)LE@a) + ) [ PO @)l = 2f (@)’

donde Ly, = [f'(xy) — f(xn)]? ¥ yn es definido por
Yn = T — f(@n) f'(zn)
! T[] = fan) ()

Si A = —100 en (2.52) se tiene el método de ChunYoon 2 de cuarto orden de
convergencia, para zg suficientemente cerca del cero de f. La iteracion viene dada por,

oot =, — ) [f (yn) — f ()] L3 () + 100f2 () [ (n)]*
T ) 21f (yn) — Faa)]LE () + f@n) [ () P([f ()2 + 200f (20))”

donde L,, = [f'(zn) + 100f(2)]? ¥ Yn es definido por

f'(@n)]? +100f (20) f'(20)

El método de ChunYoonl y ChunYoon2 requiere dos evaluaciones de f y una evaluacién
de f’ en cada iteracion respectivamente. Esto presenta una grave problema, debido a
que el célculo de la derivada de una funcién elemental puede ser muy costoso, pues
requieren més operaciones aritméticas para calcularlo que la de la funciéon. Como el
método presenta un cuarto orden de convergencia y requiere de tres evaluaciones de

funciones en la funcion de iteracion. Ademaés, la eficiencia computacional para ambos
métodos es: 41/3 &~ 1,58740.

ynzxn_[






Capitulo

Clasificaciéon de los métodos y
experimentaciéon numérica

Como ya se ha dicho, es comiin que se clasifique o se concluya sobre la superioridad o
no de un método, s6lo por su orden de convergencia (ver Cuadro 3.1) o por el namero de
iteraciones que realiza el método sobre un determinado ntimero de ejemplos. Este tipo
de analisis puede llegar a sesgar la conclusiéon sobre la superioridad o no de un método
especifico. Por ejemplo, para la funcion 43 (ver Apéndice B) los resultados obtenidos
para alcanzar una tolerancia de error de 10~ son mostrados en el Cuadro 3.1, donde
los métodos de BM y BSC tienen el mismo orden de convergencia y el mismo ntimero de
iteraciones realizadas, pero con un nimero de evaluaciones de funciones (por iteracion)
distinta: 2 evaluaciones de f para el método BM y 3 evaluaciones (f, f’, f”) para el
método BSC. Este hecho repercutira en un mayor tiempo de calculo en BSC, por lo cual,
en la practica, resulta mas eficiente el método BM que el método BSC. Por tal motivo,
algunos autores realizan la clasificaciéon de los métodos iterativos por su eficiencia com-
putacional (Definicién 1.6) en donde se involucra el orden de convergencia y el namero
de evaluaciones de funciones (f, f o f”) por iteracion. La clasificacion de los métodos a
partir de la eficiencia computacional es dada en el Cuadro 3.2, resultando en los primeros
lugares los métodos que realizan menos evaluaciones de funciones y perdiendo posiciones
aquellos que més evaluaciones realizan; ver, por ejemplo, los métodos BM y KMS en los
Cuadros 3.1 y 3.2. Sin embargo, la eficiencia computacional no toma en cuenta que tipo
de funcion se esta evaluando; esto es, si es f o alguna de sus derivadas. Por ejemplo, en
el Cuadro 3.2, se le da la misma eficiencia computacional al método NRF y al método
MH, el primero con dos evaluaciones de f y una de f’, mientras el segundo tiene una
evaluacion de f y dos evaluaciones de f’. No obstante, en la practica, la evaluacion de
derivadas de funciones no lineales resulta méas costosa que la evaluacion de la funcién.
En otras palabras, el método NRF resultara, en el mayor de los casos, més apropiado
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Métodos | Orden | Numero de iteraciones | Nf | Nf' | Nf”
KMS 6 2 2 2 1
ChunYon 1 4 5 2 1 0
ChunYon 2 4 31 2 1 0
Chun 4 3 2 2 0
BM 3 6 2 0 0
NRF 3 5 2 1 0
KouLi 3 3 1 2 0
MH 3 3 1 2 0
Abbs 3 36 1 1 1
BSC 3 6 1 1 1
RFN 3 3 2 1 0
RFNM 3 3 2 1 0
Newton 2 5 1 1 0
NU 2 5 2 1 0

Cuadro 3.1: Clasificacién por orden de convergencia. Los término N f, Nf' y N f”, representan el ntimero de
evaluaciones de f, f’ y f" respectivamente (por iteracién). El numero de iteraciones es calculado usando la
funcion 43 (ver Apéndice B). Para efecto de la comparacién, la condicién inicial de los métodos que parten de
un punto, g, se toma en el extremo izquierdo del intervalo [a, b].

que el método MH.

Del analisis anterior, se concluye que la comparacién de dos o més métodos deberia
tener en cuenta, entre otras, las siguientes propiedades: orden de convergencia, costo
computacional (ntimero de evaluaciones de f, f', f”,... y tiempo de CPU usado), cons-
tante asintotica del error, dependencia de la convergencia en cuanto a la eleccién de las
primeras aproximaciones. Por tal motivo, existe la necesidad de definir un proceso para
clasificar en forma mas precisa los métodos iterativos, tanto los métodos introducidos en
este trabajo como los que dia a dia aparecen en las referencias literarias especializadas.
Para este fin, se presentan tres férmulas que definen distintas clasificaciones tomando
en cuenta todas o algunas de la propiedades antes mencionadas. Estas férmulas son
aplicadas para definir una clasificacion de los métodos iterativos propuestos en las re-
ferencias [1-10]. Para esto, se trabaja sobre una base de funciones no lineales, lo més
general posible (ver Apéndice B).

Debido a que la mayoria de los métodos iterativos que se desean clasificar en este
capitulo son del tipo multipaso y, en general, utilizan al método de Newton-Raphson
como método predictor (primer paso), es conveniente iniciar estos métodos dentro del
radio de convergencia de Newton (ver Proposicion 1.2). De esta manera queda claro que
la no convergencia de alguno de los métodos no es debida al método de Newton. Por
otro lado, algunos de los métodos a estudiar (BM, NRF, RFN y RENM) se inician sobre
un intervalo [a, b], donde se pide que f(a)f(b) < 0. Debido a esto, existe la necesidad de
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Métodos | Eficiencia computacional (r1/9)
BM 1.732
ChunYon 1 1.587
ChunYon 2 1.587
RFN 1.442
RFNM 1.442
NRF 1.442
KoulLi 1.442
MH 1.442
Abbs 1.442
BSC 1.442
KMS 1.431
Chun 1.414
Newton 1.414
NU 1.260

Cuadro 3.2: Clasificaciéon por eficiencia computacional, donde 7 es el orden de convergencia y d es el namero
de evaluaciones de funciones.

seleccionar un intervalo que este contenido en el radio de convergencia de Newton.

A continuacion se definen y se analizan las tres formulas:

3.1. Primera formula de clasificacion

Como ya se ha comentado, una forma de clasificar los métodos iterativos es por su
eficiencia computacional (rl/ ¢ donde 7 es el orden de convergencia y d es el nimero de
evaluaciones de f, f/, f”,...). Sin embargo, debido a que la evaluacion de las derivadas
de funciones no lineales resulta mas costosa que la evaluacion de la funcién, se introduce
una férmula, la cual llamaremos medida de eficiencia, que ademas de la eficiencia

computacional, /%, toma en cuenta el nimero de evaluaciones de £, ", ...,y tiempo
de CPU usado. Para un método iterativo ¢ la medida de eficiencia ¥; esta dada por
1
U, = ril/dz + —, (3.1)
Pi

donde

= 7; es el orden de convergencia del método 7. En caso que no se posea informacién
sobre el orden, se puede calcular una aproximacion. Si {z,,} es la sucesion generada
por el método ¢ convergente a «, el orden de convergencia puede estimarse a partir

de
. In [(zn+1 — @)/ (zn — o)
Y In|(zpe1 — @) /(2 — Q)|
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n
" d; = Z h;m, con n el nimero maximo de derivadas de la funcién f (en el caso
=0
de esta tesis, n = 2) y, h;(j) es la cantidad de evaluaciones de f) realizada en el
método 1.

n

Ty s
"= Z %(:) h}m, en donde

J=0

F es la suma de todas las funciones de la base.

Ty es el tiempo usado para evaluar FU) en un vector. En el caso del trabajo,
se realizo con un vector de 100000 nodos contenido en el dominio de F'. Para
la base de funciones dada en el Apéndice B estos tiempos (segundos) quedan
dados por:

Ty = 44,7485, Tp = 50,3311 v Tpr = 58,2339.

e T} representa el tiempo total usado para evaluar ', F/, F” ... Por la tanto,
n 2
Ty =Y Tpwy = Y Tpe = 153,3135.
j=0 j=0
Tr .
o “E9 o5 el costo para evaluar f(). De esta manera
t

TF TF/ TF//
— =0,2919, — =10,3283 —— =0,3798.
j—yt ) ) Tt ) y Tt )

En el Cuadro 3.3 se presentan la clasificacién de los métodos iterativos generada por
(3.1). A partir de esto se puede concluir, que el método de Newton ocupa el segundo
lugar, debido a que realiza una evaluacién de la funcién y una de derivada por iteracion,
obteniéndose un cambio considerable en comparacion con el Cuadro 3.2 (clasificacion de
los métodos por eficiencia computacional) que se encuentra en el décimo tercero. Se debe
resaltar, que los deméas métodos del Cuadro 3.3 excepto el método BM, que se mantiene
en el mismo lugar del Cuadro 3.2, tienen algunas variaciones en sus posiciones.

3.2. Segunda férmula de clasificacion

Una propiedad importante que no es tomada en cuenta por la formula (3.1) es la
sensibilidad del método a la condicion inicial (estabilidad). En otras palabras, a tomar el
punto inicial, zg, el método puede resultar convergente o divergente. En este ultimo caso
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Métodos | r | r/d | pl/d41/0p
BM 3| 1.732 3.445
Newton 2| 1.414 3.027
ChunYoon2 | 4 | 1.587 2.684
ChunYoonl | 4 | 1.587 2.684
RFNM 3| 1.442 2.539
RFN 3| 1.442 2.539
NRF 3| 1.442 2.539
KouLi 3| 1.442 2.497
MH 3| 1.442 2.497
BSC 3| 1.442 2.442
Abbs 3| 1.442 2.442
NU 2 | 1.260 2.356
Chun 4 ] 1.414 2.220
KMS 6 | 1.431 2.048

Cuadro 3.3: Clasificacién de los métodos iterativos generada por la férmula 3.1.

es necesario redefinir a gy mas proximo a la raiz a para poder lograr la convergencia.
Por tal motivo, se introduce un peso a la féormula 3.1, quedando definida la medida de
eficiencia, V;, del modo siguiente:

. 1\ Nejem-p—m;
U, = <ri1/dz+) ejem p—mi. (3.2)

Vi Nejem - p
donde

s Nejem es la cantidad de funciones en la base de datos,

= p es el namero total de nodos que serédn usados como condicién inicial. Estos nodos
dependen de cada funcién de la base y deben pertenecer al radio de convergencia

de Newton,
Nejem
= my= E v}, en donde vj es el namero de veces que diverge el método ¢ para el
J=1

ejemplo j, durante las p ejecuciones.

Observacion: Para efectos de la clasificaciéon, un método iterativo sera considerado
convergente, si satisface la tolerancia prescrita del error y converge a una raiz simple .
El método iterativo sera considerado divergente si ocurre uno de los siguientes casos:

1. Si es divergente de forma natural.

2. Si es convergente a un niimero que no es raifz.
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3. Si excede el ntumero de iteraciones maxima.

En el Cuadro 3.4 se presentan la clasificacion de los métodos iterativos generada por
(3.2). A partir de esto se puede concluir, que el método de ChunYon 1y 2 intercambiaron
sus posiciones que son dados en la tabla anterior, ya que el método ChunYon 2 presentan
divergencia en algunas funciones de la base. Se debe resaltar, que los demés métodos
mantuvieron sus posiciones debido a que son convergentes.

Métodos | eV A 1/p | PV 1) M
BM 3| 1.732 3.445 3.445
Newton 2| 1.414 3.027 3.027
ChunYoonl | 4 | 1.587 2.684 2.684
ChunYoon2 | 4 | 1.587 2.684 2.626
RFNM 3| 1.442 2.539 2.539
RFN 3| 1.442 2.539 2.539
NRF 3| 1.442 2.539 2.539
KouLi 3| 1.442 2.497 2.497
MH 3| 1.442 2.497 2.497
BSC 3| 1.442 2.442 2.442
Abbs 3| 1.442 2.442 2.442
NU 2 | 1.260 2.356 2.356
Chun 4] 1.414 2.220 2.220
KMS 6 | 1.431 2.048 2.048

Cuadro 3.4: Clasificacion de los métodos iterativos generada por la formula 3.2. Donde M es la expresion que
multiplica a (r'/¢ 4+ 1/¢) dado en (3.2).

3.3. Tercera formula de clasificacion

En lugar de ver la cantidad de veces que un método diverge para condiciones iniciales
dentro de cierto radio alrededor de la raiz a, podemos preguntarnos, cuantas iteraciones
adicionales son necesarias para lograr la convergencia a medida que se define la condicién
inicial mas lejos de la raiz a. En otras palabras, como es la velocidad de convergencia
de un método cuando la condicién inicial esta lejos de la raiz a ser aproximada. Para
medir esta propiedad se le suma un peso, entre (0, 1], a la medida de eficiencia (3.1). La
misma queda dada por

. 1
v, = Tl-l/dz + a —0; (33)
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donde

con

51' =

n;

max{n; }L

)
1

Nejem

con n; 1= Z Nk y
k=1

= m es la cantidad de métodos que se desean clasificar.

s Nejem es la cantidad de funciones en la base de datos.

p+1

E: k

j=1
Nk =

= 7, es la cantidad de iteraciones promedio del método 7 en el ejemplo k.

= Cada intervalo de la base se divide en p partes iguales. Por lo tanto, para cada

ejemplo al método se le aplican p 4+ 1 corrida.

nm,

k

ij

corrida j.

p+1

es la cantidad de iteraciones que realiza el método ¢ en el ejemplo k en la

= En el caso que el método sea divergente, se penaliza con el nimero méximo de
iteraciones de los métodos convergente en esa corrida.

Para ilustrar la idea del calculo de d, considérese 4 métodos que se desean clasificar
en la base de dos funciones (Nejem = 2), cada intervalo de la base se divide en tres
partes iguales (p = 3) o cuatro corridas por ejemplo y, un ntimero méaximo de iteraciones
de 1000. Supongamos que, al ejecutar el ejemplo 1 (kK = 1) se obtienen los resultados

dados en el Cuadro 3.5.

Meétodos | Corrida 1 | Corrida 2 | Corrida 3 | Corrida 4
1 10 50 16 8
2 div 15 18 6
3 3 1001 20 div
4 9 7 11 5

Cuadro 3.5: Numero de iteraciones realizada en el ejemplo 1 (k = 1) sin penalizacién. El término div significa
que el método es divergente.

Como el método 3 en la corrida 2 excede el numero de iteraciones méximas, se tiene
que es divergente. Al penalizar todos los métodos que son divergente, por el nimero mé-
ximo de iteraciones de los métodos convergentes en esa corrida, se obtienen los resultados

dados en el Cuadro 3.6.
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Meétodos | Corrida 1 | Corrida 2 | Corrida 3 | Corrida 4
1 10 50 16 8
2 10 15 18 6
3 3 50 20 8
4 9 7 11 5

Cuadro 3.6: Numero de iteraciones realizada en el ejemplo 1 (kK = 1) con penalizacion.

Por lo tanto,

10+50+16+8 84

ni1 = R

3+50+20+8 81

n3 =

4 4 4 47
1041541846 _ 49 Lo _9+T+1145 32
21 4 —47 41 — 4 —4

Para la siguiente funcion (k = 2) se realiza un analisis similar. Se tiene

n1=n11+n12=Z+n12 n1=n21+n22zz+n22

n3=n31+n32=Z+n32 n1=n41+n4zzz+n42

Por lo tanto,

5 = — 1 Gy = — 12
' méx {ni}d 7 méx {nii,’

max {n; }_,’ méx {n; }:_,

Observacioén: Para efecto de la comparacién, la condicién inicial de los métodos que
parten de un punto, g, se toma en uno de los extremos del intervalo [a, b]. Al dividir el
intervalo [a, b] en p partes iguales, sus respectivos nodos que dividen el intervalo es dado

en el siguiente conjunto L := {y1 = a, Y2, ...,yp = b}. La eleccion de la condicién inicial

xo y el nuevo intervalo [a, b] esta dado en el siguiente algoritmo:
l. seak=1
2. mientras k < p hacer los Pasos 3 hasta 6
3. xo = Yk

4. Si f(xo)f(yp) < 0 entonces a =z y b=y,

En caso contrarioa =1, y b = xg
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5 k=k+1
6. Ejecutar los métodos para calcular 6.

En el Cuadro 3.7 se presenta la clasificacion de los métodos iterativos generada
por la formula (3.3). A partir de esto se puede concluir, que los métodos de Newton y
NRF descendieron considerablemente de posicion segin la comparacion anterior. Esto es
debido a que el método de Newton necesita una buena aproximacién inicial para lograr
la convergencia cuadrética (ver, Proposicion 1.2). Por otro lado, los métodos Abbs y
KMS remontaron posiciones debido a que su orden de convergencia depende en menor
parte de la condiciéon inicial.

Meétodos r| eV e 10 | PV 10— Lo
BM 31 1.732 3.445 2.750
ChunYoonl | 4 | 1.587 2.684 2.162
ChunYoon2 | 4 | 1.587 2.684 2.105
Newton 2] 1.414 3.027 2.073
RFNM 3| 1.442 2.539 2.069
RFN 3| 1.442 2.539 2.013
Kouli 3| 1.442 2.497 1.969
Abbs 3 | 1.442 2.442 1.838
MH 3| 1.442 2.497 1.793
BSC 3| 1.442 2.442 1.704
Chun 41 1.414 2.220 1.635
KMS 6 | 1.431 2.048 1.617
NRF 3| 1.442 2.539 1.539
NU 2 | 1.260 2.356 1.446

Cuadro 3.7: Clasificacion de los métodos iterativos generada por la férmula 3.3.






Apéndice

Comandos usados en Maple

Nota:

2

» Para definir una funcion, por ejemplo f(z) = z=, se utiliza el siguiente comando.

> f:=unapply(x~2,x) ;

= Si se quiere definir una funcién compuesta para f y g funciones, se utiliza el
siguiente comando.

> f:=unapply ((f@g) (x),x);

» Para calcular la derivada n-ésima de f(g(z)) se utiliza el siguiente comando.

> (D@6n) (f0g) (x);

» Para calcular la derivada n-ésima de f y luego evaluarla en g(z) se utiliza el
siguiente comando.

> (((D@en) (£))eg) (x);

A continuacion se presenta las lineas de c6digo MAPLE usada en los calculos.

» Método de Abbs, la funcién de iteracion viene dada por.

T 2x //fL' 31. //x2
o) e L0 P@S@) PR

=z

Cfi@) A @)P 2[f"(x)P

Los siguientes comandos se utiliza para calcular F(«), F'(a), F"(a) y F®)(a).

> F:=unapply (x-£f (x)/D(£) (x) - ((£(x)) "~ (2)*(Dee2) (£) (x))/(2*(D(£) (x))~(3) -
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((£(0))~(3)*((DEO2) (£) (x))~(2))/ (2% (D(£) ()~ (5)) ,x) ;
f(z) Lf(@)* (D)) 1 f (@) (DP)(f))(2)?

Fi=g—>z— — = — =

DUNE) 2 (D)) 2 (D))=
> algsubs(f (\alpha)=0,F(\alpha));

(0%

> algsubs(f(\alpha)=0,D(F) (\alpha));

0
> algsubs (f (\alpha)=0,D(D(F)) (\alpha));

0
> algsubs(f (\alpha)=0, (D@@3) (F) (\alpha));

(D®)(f) (@)
D(f)(a)

» Método de Chun, la funcion de iteracion viene dada por.

e g J@ ) SR fz)
Py == 50 =2 T e @)

Los siguientes comandos se utiliza para calcular F(a), F'(a), F"(a) y FO®)(a).

> z:=unapply(x-£f(x)/D(£) (x),x)
f(x)
(D(f))(x)

> F:=unapply (x-£(x)/D(£) (x)-2*(£0z) (x) /D(£) (x)+((£fez) (x)*((D(£))@z) (x))/
(D(£) (x))°2,%);

Z2i=r— > —
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algsubs (f (\alpha)=0,F(\alpha));

(07

algsubs (f (\alpha)=0,D(F) (\alpha));

0
algsubs (f (\alpha)=0,D(D(F)) (\alpha)) ;

0
algsubs (f (\alpha)=0, (D@@3) (F) (\alpha));

0
> algsubs(f(\alpha)=0, (D004) (F) (\alpha)) ;

15((DP)(f))()?

(D()(a)?






Apéndice

Base de funciones

A continuacién se da una lista de funciones que se aplicaran a cada método iterativo
estudiado en este trabajo, con una tolerancia de error de 107!, Para los métodos que
se inician de un punto z( se toma en unos de los extremos del intervalos [a, b].

funcion intervalo
= fi(z) =23 —222 -5 [2.2313,13.0000]
= f2(x) =z — cos(x) 0.0001,2.4846]
= fy(z)=1-1 0.5001,1.4999]
s fa(z)=e"" -1 [—10.0000,1.6931]
o fo(x) = T30 g [2.9470,3.3410]
s f5(z) =1/x —sin(z) + 1 [—0.9978,—0.3112]
 fr@w) =z —-2—€" [—0.5671,14.0000]
» fs(z) =2 —(1—x)° [—10.5000,1.5331]
= fo(z) = €” — 3a? 0.5975,2.2091]
= fio(z) = 23 + 42 4 82 + 8 [~13.0000,—0.7300]
= fi1(z) =sin?(z) — 22 41 [—13.0000,—1.0929]
s fro(z) =22 —e® — 32 +2 [—12.0000,2.0480]
= fis(z)=(z—1)3 -1 [1.7369,13.0000]
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[—1.8248,—0.9004]
[—2.2630,—0.4516]
[1.5875,13.0000]
[—10.0000,0.3667]
[—0.8581,1.7299)]
[0.8647,13.0000]
[—0.5431,0.5431]
[—11.0000,0.4226]
[—12.0000,0.1835]
[—0.2964,0.3723]
0.9281,11.2000]
[—0.7853,0.7853]
[1.1548,13.0000]
[—0.8001,—0.3408]
0.0001,11.4000]
0.6724,3.2003]
[1.4865,3.3161]
[0.7517,10.9000]
[1.6379,4.5537]
[—6.9876,0.2775]
[—3.4989,0.1386]
[—1.7494,0.0693]
[—10.4000,0.4422]
[0.8788,11.5000]
[0.8747,11.5000]
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[0.1944,11.9000]
[0.1000,0.3000]
[0.7039,2.2556]
[0.4682,2.5287]

[—0.3573,2.4226]

[—0.6501,6.0770]
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