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Resumen. La resolucién numérica de un problema de contorno requiere controlar la calidad de la solu-
cién aproximada. Hoy en dia se prefiere que este control sea en base a cantidades de interés determi-
nadas por el usuario y no en la tradicional medida energética del error. La representacion del error en
estas cantidades de interés no son Unicas y pueden darse en funcién de los elementos de la malla o medi-
ante representaciones nodales; resultados recientes demuestran que la representacién nodal resulta mas
eficiente, tanto de forma numérica como de implementacién. En un proceso adaptativo, ademads de la
representacion y estima del error es necesario definir y analizar un criterio de remallado, éste traduce
los resultados obtenidos del estimador de error en una distribucién espacial del tamafio de elemento que
conlleve a una malla 6ptima. En este trabajo se define y analiza un proceso adaptativo que surge al usar
representaciones nodales del error junto a un criterio de remallado que resulta 6ptimo para cantidades
de interés. La experimentaciéon numérica muestra la eficiencia y las propiedades de convergencia del
proceso adaptativo.
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1. INTRODUCCION

En las aplicaciones practicas, la resolucién numérica de un problema de contorno requiere
controlar la calidad de la soluciéon aproximada. Este control puede lograrse mediante un pro-
ceso de adaptatividad de la malla para aproximar eficientemente la solucién del problema. Si
bien, en el pasado, se utilizaba generalmente una medida energética para definir el error, en el
presente se prefiere que la medida del error sea en base a cantidades de interés que determina
el usuario. Estas cantidades suelen ser de interés en el campo de la ingenieria y representan
regularmente: tensiones, desplazamientos o gradientes térmicos, entre otras. La representacion
del error en estas cantidades de interés involucra las soluciones del problema original (primal)
y de un problema adjunto (o dual) asociado, que se pueden combinar de diferentes maneras; es
decir, la representacion del error no es Unica.

En Calderon and Diez (2006) se analiza en detalle el comportamiento de las técnicas de
suavizado (introducida originalmente por Zienkiewicz and Zhul (1987) para el caso de estima
de tensiones en norma de energética) para definir estimas del error en cantidades de interés,
éstas son evaluadas en distintas representaciones del error que se definen a parir de la solucién
primal o dual. En estos casos se deben estimar desplazamientos en lugar de tensiones. A partir
de este andlisis se concluye que las representaciones nodales del error, usando el residuo débil
asociado a la solucién primal o dual, son las que presentan mejores resultados tanto numérica-
mente como de implementacion, ya que para su evaluacion s6lo se necesita estimar una solucion
(primal o dual). Ademas, estas representaciones nodales del error no presentan el salto de flujos
de la solucion aproximada en la frontera de los elementos, los cuales si estdn presentes en la
representacion del error en funcién de los elementos que forman la discretizacién del dominio
(Bangerth and Rannacher, 2003).

Una vez se ha estimado el error, un componente fundamental dentro de un proceso adaptativo
estd dado por el criterio de remallado. Por lo tanto, es necesario definir y analizar criterios de
remallado para el proceso adaptativo orientado al control del error en cantidades de interés. En
este contexto cada autor sigue su propia receta, basada a menudo en consideraciones heuristicas
y sin ninguna exigencia en el disefio y optimalidad de la malla, ni en la representacion del error
utilizada (Prudhomme and Oden, [1999; Peraire, 2003} Pares et al., 2003)).

Recientemente, los autores, en Diez and Calderon (2007), siguiendo las ideas introducidas
en L1 et al. (1995) y Onate and Bugeda (1993), definen y analizan criterios de remallado para
cantidades de interés usando las representaciones del error definidas en Calderon and Diez
(2006) pero sin estimar errores; es decir, la evaluacion del error se hizo de forma exacta. Los
autores logran ademds probar la optimalidad de uno de los criterios propuestos.

La idea principal de este articulo consiste en juntan los resultados obtenidos en Calderon and
Diez (2006) y Diez and Calderon (2007) para implementar un proceso adaptativo orientado al
control del error en funcion de una cantidad de interés. Es decir, se define y analiza el proceso
adaptativo que surge al usar las representaciones nodales del error y el criterio de remallado
que resulté 6ptimo para cantidades de interés. La estima del error se lleva a cabo siguiendo las
técnicas de suavizado introducidas en Calderon and Diezl (2006).

El resto del articulo se estructura de la siguiente manera. En el siguiente apartado se intro-
duce el problema modelo, el problema dual y se derivan las representaciones del error a ser anal-
izadas. En 3 se definen los estimadores y se discuten aspectos practicos de su implementacion.
En 4 se desarrolla el criterio de remallado (6ptimo) a ser aplicado en el proceso adaptativo.
Finalmente, en 5, se presentan los resultados numéricos y las conclusiones mds relevantes.
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2. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA
2.1. Problema modelo y ecuacion del error

La funcién incognita w es la solucién de un problema general de contorno definido en 2 C R,
d > 1, un dominio abierto, acotado y con frontera 0f2 suave. La formulacion variacional del
problema queda dada como sigue: encontrar u € ¥ tal que

a(u,v) =L(v), Yve ¥, (1)

donde los espacios funcionales 7"y % difieren en los valores del contorno Dirichlet: las fun-
ciones de ¥ verifican la condicion de contorno Dirichlet y las funciones de 7 su contraparte
homogénea.

La solucién aproximada w,, de (1) usando el método de elementos finitos (MEF) pertenece al
espacio funcional discreto #5; C ¥, inducido por la discretizacion del dominio €2 en elementos
Qr, k=1,..., ng1en, tal queﬁ = ngk Q,NQ; = () para k # j,y verifica

a(uH,'v) = E(’U), Yv € Yo C Y4, )

con %o la contraparte discreta del espacio %;. El error numérico asociado, e := u — u,,
pertenece al espacio % y satisface la ecuacion del error

ale,v) = l(v) — a(uy,v) = RF(v), Yv e %, 3)
donde RF define el residuo débil asociado a la solucién aproximada wu,, del problema primal.

2.2. Cantidad de interés, problema dual y representacion del error

El objetivo que se desea alcanzar se centra en controlar la calidad numérica de la solucién
primal u,, mediante una cierta cantidad de interés representada por un funcional lineal 7 (-).
Para expresar el error en la cantidad de interés, 7 (e), se define el problema adjunto o dual:
encontrar z € 7 tal que

a(v,z) = TJ(v), Yv e . 4)

Entonces, dado que v puede ser reemplazada por e, pues e € ¥, se obtiene la representacion
del error

J(e) =a(e, z) = R*(2). 5)

Desafortunadamente, la soluciéon z del problema dual (4) presenta la misma dificultad de
resolucion que el problema primal (1). Por lo tanto, es necesario introducir la solucion de ele-
mentos finitos z,, € ¥y que satisface:

a(v,z,) =J(v), Yv € Y. (6)
El error asociado se denota por € := z — z, y verifica la ecuacion del error
a(v,€) = J(v) —a(v, z,) = R°(v), Vv e %, (7)

donde RP define el residuo débil asociado a la solucién aproximada z,; del problema dual.
Usando la propiedad de ortogonalidad de Galerkin (a(e,v,,) = 0 Vv, € 7o), la repre-
sentacion del error dada en (5) puede ser modificada introduciendo una funcion arbitraria v ,.
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En particular, tomando v,, como la solucién del problema dual (6) en ¥4y, estoes v,, = 2z, la
representacion del error en la cantidad de interés se expresa a partir de (5) y (7) como:
J(e) = R"(e) = R’(e). ®)

Observacion 1. La representacion del error J(e) = a(e,€), que surge a combinar (5) y la
propiedad de ortogonalidad de Galerkin, requiere para su evaluacion estimar el error en los
dos problemas primal y dual, resultando en desventaja con las representaciones dadas en (8)
que requieren solo estimar el error en uno de los dos problemas. Por otro lado, si los errores
estimados vienen dados pore* = e —1; y € = € — 1), con 1y, 12 € Y9, entonces

J(e) =ale, €) =a(e”, €)+ a(n,n). 9)

Obviamente, el término a(7y, 772) no necesariamente es pequeno y puede deteriorar la calidad
de la estima (para mayores detalles ver Calderon and Diezl (2006)). Por estos motivos, en este
trabajo sélo consideraremos las representaciones del error dadas en (8)).

2.3. Representacion nodal del error

En un proceso adaptativo es necesario disponer de una distribucién local del error en todo el
dominio €2. Esto generalmente se logra restringiendo los operadores integrales a cada elemento
Q. de la malla. Por ejemplo, usando el residuo primal para la representacion del error se tiene

Nelem Nelem

J(e)=) Rile)=) arlee),

donde ay(-,-) y Ri() representan las restricciones al elemento 2 de la mallade a(-,-) y R"(-),
respectivamente. No obstante,

Ri(€) = ax(e, €) + / n - Vueds
B

Qg

es una medida local del error dificil de interpretar e implementa; pues, ademds de la integral
de linea resulta necesario estimar la solucién primal w. En consecuencia, una estrategia distinta
para la distribucion local del error debe ser planteada.

Utilizando la propiedad de particion de la unidad que verifican las funciones base N;, ¢ =
1...Dpoin, del espacio de aproximacion ¥4, es decir >_.74" N;(x) = 1, para todo = € (2, y la
linealidad de R (+) se tiene que

J(e) :RP(eZNZ) =Y " R*(N;e), (10)
=1 =1

donde cada contribucién RF(N; €) se puede calcular ficilmente una vez se conoce € y esté aso-
ciada al soporte de /NV; denotado por w; (denominado estrella y formado por el conjunto (patch)
de elementos conectados al nodo i de la malla). Asi pues, las contribuciones RP(N; €) al error
J (e) estan asociadas a los nodos x;, no a los elemento €2, del dominio €. Esto es poco habi-
tual pero presenta ventajas en el cdlculo (las contribuciones locales no presentan saltos de flujo
en la frontera de w;) y en los procesos de remallado, donde la informacién que requieren los
malladores automaticos se expresa preferentemente en los nodos.
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Andlogamente, se establece una distribucion asociada a la representacion mediante el residuo
dual. Asi, las representaciones del error dadas en (8) inducen las siguientes representaciones de
la distribucion espacial del error:

DNpoin Npoin

J(e) = ZRP(Ni €) = ZRD(N,- e) (11)

3. ESTIMA DEL ERROR ORIENTADA AL RESULTADO

En las representaciones del error deducidas en la seccidn anterior, los errores primal e y
dual € son desconocidos (u y z incognitas). Consecuentemente, el objetivo ahora consiste en
aproximar las soluciones de los problemas primal y dual, y utilizarlas en la representacion del
error que se desee. Desde un punto de vista practico, se usan las soluciones de referencia u, y 2z,
en lugar de las soluciones exactas u y z. Obviamente, calcular u, 0 z, es equivalente a calcular
los errores de referencia e := u, — u, 0 € := z_— z_. Sin embargo, el cdlculo global
de u, y z, en %, conlleva un costo computacional prohibitivo, por lo cual se hace necesario
definir procesos que resulten admisibles computacionalmente para definir estimas de u, y z, .
El proceso de estima a posteriori del error que se presenta sigue las ideas introducidas por
Wiberg et al. (1992); Wiberg and Li (1994) y proporciona aproximaciones u*y z* de u, y z,,
respectivamente, que se obtienen postprocesando las soluciones w,; y z,. En otras palabras, se
estiman desplazamientos en lugar de tensiones.

En estos tipo de estimadores por postproceso (suavizado) es habitual estimar tensiones en
lugar de desplazamientos (SPR, Zienkiewicz and Zhu (1987, 1992a,b)). Sin embargo, en esta
opcidn se hace necesario la estima de los errores de tensiones (o flujos) de los problemas primal
y dual, y s6lo puede ser aplicada en la representacion del error (9) y no con las representaciones
dadas en (11).

Con el fin de facilitar la exposicidn, se utilizara la solucién del problema dual para introducir
las estimas (J(e) = RF(€)). Sin embargo, los resultados son equivalentes para la estima de la
solucion del problema primal.

La meta es obtener z* € %, a partir de z,, tal que 2* ~ z, o que mejore la calidad (mas
suave) de la solucién z,,. Se asume, que el espacio de referencia seleccionado es h-refinado; es
decir, hay un cierto factor de refinamiento r (r = 2,3,4,...)talque h = H/r (¥4 C 74). No
se estd considerando la posibilidad de enriquecer el espacio de referencia aumentando el orden
de la interpolacidn, esto es, usando enriquecimiento de tipo “p” aunque el procedimiento seria
similar.

La solucién mejorada z* tiene que incorporar la informacion (necesariamente no local) que
z, puede facilitar sobre las curvaturas. Para conseguir que z* contenga esta informacién se
sigue el siguiente proceso.

Todo elemento, €2, de la malla generada por 74 tiene asociado un patch de elementos, wy
(distinto del patch conectado al nodo % de la malla), formado por todos los elementos que lo
rodean (ver Figura|l). El suavizado se realiza localmente, en cada patch de elementos, centrado
en cada elemento de la malla. Los valores de z,; en los nodos del patch (marcados con o en la
Figura 1) son usados como entrada para definir una funcién polinémica z° (z* € [P,]?, con P,
el espacio de polinomios de orden n) en wy, mediante un proceso de minimos cuadrados. En dos
dimensiones: z° := [z zz‘j]T con z; y z, los polinomios a definir para los desplazamientos en
x'y y, respectivamente. Estos polinomios son evaluados en los nodos de la malla de referencia,
contenidos en €2, para definir los valores nodales de z* (nodos marcados con e en la Figural).
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Qy,

Figura 1: Ilustracion del proceso recovery en 2D. Cada elemento de la malla €2, (grafica de laizquierda) es asociado
con un patch wy, (sombreado en la grafica del centro) y los nodos correspondientes de la malla H (marcados con
o). Un polinomio es ajustado a los valores de los nodos-o usando un criterio de minimos cuadrados (para cada
componente del vector desplazamiento). Este polinomio se evaliia para obtener los valores mejorados en la malla
de referencia h (nodos marcados con e en la grafica de la derecha).

Es decir,

* o S
z Qk_th’

donde II, es el operador de interpolacién nodal sobre #;. El promedio de todos los valores
computados se utiliza para los nodos de la malla h implicados en diferentes patch.
Los polinomios de cada componente de z° en el patch wy, se describen como

s __ L —
z, = Pa, y z, = Pay,

donde P es el vector fila de la base de polinomios que se utiliza y, a, y a, son los vectores
columna de parametros (coeficientes de los polinomios) a determinar.

Por ejemplo, para elementos bilineales, se selecciona un polinomio cuadratico completo (6
grados de libertad) para definir cada componente de z°. Es decir,
]T

P=[laoyay2®y’] y a,=][af a§ af a af af con a=uzu,y.

Para determinar a,, se hace un ajuste por minimos cuadrados usando los valores nodales de z,,
en el patch wy. Asi, para cada componente de z*, se minimiza el funcional

2 2
F(ao) = [ (o= 500 = [ (lzo - Paudo,
Wk Wi
donde [z, ], representa los valores de z, en la coordenada o (v = z, ). Obsérvese que [z, ]a
es una funcién escalar (no es un vector).
La condiciéon de minimo resulta en

Aa, = b, y Aa,=b

Y
donde
A:/ PTPdo bI:/PT[zH]IdQ by:/PT[zH]de.
Wy W Wk

El orden de la matriz cuadrada A es igual a la dimension de la base P (es decir, A es 6 x 6).
Asi, el nimero de ecuaciones a resolver en cada patch es pequefio. Ademads, se tiene la misma
matriz A en la solucién para cada componente de z° y por lo tanto s6lo una factorizacion de
ésta es necesaria.

El hecho de usar una base cuadratica completa (6 grados de libertad) para ajustar los valores
nodales de z,, en wy, permite evaluar los patch de tres elementos (nimero minimo de elementos
en un patch) sin ninguna dificultad.
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En la implementacion numérica, para evitar el posible mal condicionamiento de A se reescala
la base de polinomios. Asi, la base P se define como

P=1[1Xp A

donde
—hx y u

son coordenadas adimensionales; ,,, y,, representan el centro del patch y h,, h, las longitudes
caracteristicas del patch, esto es, z,,, —h, /2 <z <z, +h,/2 y v, —h,/2 <y <y, +h,/2,
de manera que A\ y y se mueva entre —1 y 1.

Utilizando el suavizado de desplazamientos descrito anteriormente se obtienen u* y z* que
permiten estimar los errores e* = u* — u, y € = 2" — z,,. Sustituyendo e* y €* por e y € en
(11) se obtienen los estimadores

Npoin Npoin

Si=)Y R(N;e€) Sy =Y R°(N;e) (12)

=1 =1
4. CRITERIO DE REMALLADO

Hasta el momento se han introducido representaciones y estimas del error en cantidades de
interés. No obstante, para conseguir la solucién que cumpla con una precision requerida a priori
(solucion aceptable) utilizando una malla con el menor nimero de grados de libertad (malla
optima) es preciso, ademads de la representacion y estima del error, un proceso adaptativo. Para
concretar este proceso adaptativo es necesario definir un criterio de remallado, éste traduce los
resultados obtenidos del estimador de error en una distribucion espacial del tamafio de elemento
que conlleva a una malla 6ptima. En este trabajo s6lo nos concentraremos en procesos adapta-
tivos tipo h (tamaifio de elemento) ya que resultan més generales y al mismo tiempo sencillos
de aplicar cuando se dispone de un generador de mallas.

Si el criterio de remallado es derivado apropiadamente, la nueva malla debe proporcionar
una solucion aproximada que satisface los requisitos de exactitud a un costo computacional
minimo. Las particularidades asociadas a los criterios de remallado en cantidades de interés
estan relacionadas especialmente con dos factores: las contribuciones locales del error tienen en
general diferentes signos y, la distribucién espacial del error no es Unica.

El cambio de signo en las contribuciones locales del error ocasiona que, en algunas partes
del dominio, refinando la malla disminuya el error en la cantidad de interés mientras que en
otras zonas el refinamiento de la malla tiene el efecto contrario. En este sentido, uno podria
pensar en compensar los errores que vienen de distintas zonas para controlar el error final. No
obstante, una estrategia de remallado basada en compensar las contribuciones del error seria
inestable, requiriendo una alta precision tanto para la estima del error como para el generador
automatico de mallas. En la préctica, en lugar de promediar las contribuciones del error con sig-
nos opuestos, es mucho mds apropiado utilizar los valores absolutos del error y refinar todas las
zonas donde las contribuciones del error son grandes (en valor absoluto), independientemente
del signo que posea. Obviamente, este tipo de estrategia conduce a definir mallas muy conser-
vadoras, con una gran cantidad de elementos, especialmente si la distribucion espacial del error
tiene contribuciones locales con signos opuestos que se compensan entre ellas.

Por otro lado, la carencia de unicidad para la distribucion del error permite que el error en
la cantidad de interés pueda ser descrito por diferentes expresiones equivalentes, dando como
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resultado distintas distribuciones locales del error. Obviamente, si el criterio de remallado se
basa en los valores absolutos de las contribuciones locales del error, las distribuciones espaciales
del error preferidas son aquellas que tienen todas o la mayoria de las contribuciones locales con
el mismo signo. Asi, el hecho de usar valores absolutos tiene el menor efecto posible en la malla
que resulta al aplicar el criterio de remallado.

4.1. Marco general para los criterios de remallado

Es comun que el output de un criterio de remallado sea el tamafio de elemento para la nue-
va malla. Sin embargo, los generadores autométicos de mallas (ver, por ejemplo, Sarrate and
Huerta (2000)) requieren la informacion sobre el tamafio de elemento deseado para la nueva
malla expresada en los nodos de la malla actual. Asi, para llevar esta informacion a los nodos
se requiere de un postproceso que involucra un suavizado de la distribucion del tamafio real de
los elementos; este hecho, introduce errores al proceso, especialmente donde las variaciones del
error sean rapidas. No obstante, a partir de (12) se pueden definir criterios de remallado cuyo
output esté dado en los nodos de la malla y no en los elementos.

Sea & el error funcional que se desea controlar. En un proceso de adaptatividad normal, &
es la norma de energia del error (al cuadrado), a(e, e), en adaptatividad orientada al resulta-
do & es precisamente 7 (e). La cantidad & se puede descomponer en contribuciones nodales
& =S &, con & = RP(Nse) o & = RP(N;e), seglin sea el caso. Cada contribucion
nodal actda sobre un parte del dominio, €2;, que contiene al nodo en cuestion, con una medida
(tamafo nodal de elemento) denotada por H;. Si los elementos en la malla son lo suficiente-
mente regulares (no demasiado distorsionados), podemos suponer, al igual que para el tamafio
de elemento, que el tamafio nodal de elemento H; esta dado por

Hi = [Qz} l/d, con Qz = wi/nen s

y D, €l nimero de nodos por elemento.

Todas las cantidades que hacen referencia a la nueva malla se denotan con un acento cir-
cunflejo (). El tamafio nodal de elemento en la nueva malla deberia ser denotado con H; para
Q= 1, ..., Dpein. Sin embargo, el criterio de remallado proporciona el mismo tamafio nodal de
elemento en la nueva malla para todos los elementos que se forman a partir de la region (2;.
Asi, resulta mds conveniente usar la notacién H; para denotar el tamafio nodal de elemento en
la nueva malla asociado a la region §2;. R

La meta es entonces derivar una expresion para H; como funcién de &; y H;, tal que la nueva
malla cumpla los requisitos de precisién exigidos a un costo computacional minimo (malla
optima,).

4.2. Hipotesis requeridas y derivacion del criterio de remallado

Derivar un criterio de remallado requiere establecer hipdtesis, tanto en la convergencia local
de las soluciones como en la distribucién del error en la malla 6ptima. En principio, una estima
a priori es necesaria para las contribuciones nodales del error. Para esto, se admite que las
contribuciones nodales convergen localmente de forma andloga a como ocurre en los elementos.
Es decir

& < C(H,)Y, parai=1,... npoin, (13)

donde C' es una constante independiente del tamafo de la malla y « es el orden de convergencia
de dicha contribucion local. En la derivacion del criterio de remallado se asume que la estima
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es Optima, en el sentido que la desigualdad dada en (13) es reemplazada por la igualdad (ver, Li
et al. (1995)). Asi la siguiente igualdad se cumple:

& = C<Hz’)a> para i =1,... »y Dpoin - (14)

El valor de « se deriva de las estimas a priori del error (representacion en elementos) usualmente
en norma de energia debido a que las contribuciones locales del error son definidas a partir
de una representacion del error que implica productos de energia de las cantidades de error
(J(e) = a(e, €)). Este orden de convergencia se asume ademads para la nueva malla, esto es

%:C(Hg)“, para i = 1, ... Dpoin- (15)

En segundo lugar, una hipétesis se debe hacer para la distribucion del error en la malla
optima. Esto resulta, usualmente, en establecer una cierta uniformidad en la distribucién del
error. En nuestro caso, la nueva malla se busca tal que todas las contribuciones nodales del
error sean iguales. Es decir, todos los @f‘i para Q= 1,...,Dpin, son iguales y no dependen de’i.
En Diez and Calderon (2007) se prueba que esta suposicion deriva en un criterio de remallado
Optimo para adaptatividad orientada al resultado, en el sentido que provee la malla con el menor
numero de elementos y el error asociado a ésta resulta inferior a un cierto valor de tolerancia
prescrito.

El error prescrito para la nueva malla, &, es un dato conocido. Asf, este criterio de remallado
requiere que

éA"; = (;(;/ﬁpoin, para i =1,... Bppin. (16)
Al deducir C' de la ecuacién (14) y sustituir en (15) se consigue
& ﬁz @ -~ é()\ 1/a
— = @f‘;( ) y, consecuentemente, H; = [A—] H;, 17)
npoin (Hi)a Cg;, npoin

donde el nimero de nodos de la nueva malla, ﬁpoin, es aun desconocido. Al suponer valida la
hipétesis de regularizacion de la malla se puede predecir el valor de Np.i,. Se asume que el

nimero de elementos en la nueva malla que ocupan la zona €; de la malla actual sera [H; /H;]<.
Asf, la siguiente expresion para n.;, €s dada

R DNpoin HZ d
fotn = D | =] - (1)

i=1
Sustituyendo (17) en (18) se obtiene que

Npoin /\d/Oé Npoin

~ g;ﬁpoin dfo npoin d/a
npoin_z |: éa/\ :| - g@\d/a Zz:;(éi) 9

=1

por lo tanto

1 Npoin Oé/(Oé—d)
n oin — [ = g)z d/a . 19
Froe = | 72 ) (19)

De esta manera Ny, se puede evaluar una vez se hayan calculado todos los errores locales &;
en la malla actual, pues el error en la nueva malla, &, es una cantidad prescrita.

818



Al abordar otras caracteristicas para definir una malla 6ptima se pueden derivar otras expre-
siones para definir criterios de remallado (ver Diez and Calderdn (2007)). Sin embargo, como ya
ha dicho, es el criterio implementado en este apartado el que resulta 6ptimo para adaptatividad
orientada al resultado.

El orden de convergencia local, «, depende de la distribucion del error que se escoja. Al
escoger v,, = z,, la distribucién del error queda dada, de forma indistinta, a partir de (8)
o (11). El orden de convergencia local que corresponde a cualquiera de estas distribuciones
estd dada por o = 2p + d, donde p es el grado de la interpolacion y d la dimensién del dominio.
Sin embargo, se pudiera buscar un v,; para el cual la distribucion del error resulte 6ptima para
el proceso adaptativo. Un analisis en profundidad sobre como escoger el v,, que resulte 6ptimo
para el proceso adaptativo estd dado en Diez and Calderdn (2007).

4.3. Factor de correccion

En el desarrollo del criterio de remallado se ha supuesto implicitamente que todas las con-
tribuciones locales del error son positivas o, mas generalmente, todas tienen el mismo signo
(ecuacion (16)). Como se dijo previamente esto supone tomar valores absolutos en las contribu-
ciones locales dando como resultado una estrategia de remallado muy conservadora. De hecho,
en estos casos la suma de todos los &; es mucho mas grande que J (e).

Una estrategia para obtener una representacion local del error que corrija el efecto que pro-
duce el fendmeno de cambio de signo en la contribuciones locales consiste en usar un factor de
correccion apropiado. La idea se centra en que dicha representacion debe tener el mismo signo
que a(e, €) para todas las contribuciones locales y sin embargo, la suma de sus magnitudes sea
igual a J(e).

Se introduce el factor

S g (e, ) T(e)
= T Tipoin ~ X Dpoin . (20)
U= S ae 0] - S a(e )

Obviamente, la representacion del error

éai - ﬁ’ai(e7 6)’

DNpoin

verifica que & = ) ;2" &; y todas las contribuciones locales tienen el mismo signo de 7 (e).

El factor 3 es menor o igual a uno (en valor absoluto) y es pequefio si la distribucién de error
a;(e, €) presenta el fenémeno de signos opuestos en sus contribuciones.

Se espera que esta correccion trabaje apropiadamente si el orden de convergencia de los
errores locales corregidos permanece constante y puede predecirse. Es decir, si (13) se cumple
y « es conocido. Evidencias numéricas demuestran que el valor de § no varia mucho a lo
largo del proceso adaptativo y, por consiguiente, la cota a priori (13)) también se cumple para la
representacion corregida. Asi, resultard mds ventajoso definir el criterio de remallado mediante
el uso del factor de correccion, debido a que los valores absolutos no tienen ningin efecto en la
malla resultante.

5. CONTROL ADAPTATIVO DEL ERROR

La estrategia mds simple para controlar el error de la aproximacion mediante una cantidad
de interés consiste en un proceso iterativo que implemente todas las técnicas dadas a lo largo de
este articulo. Esta estrategia resulta muy general y no requiere informacién del tipo de problema
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a tratar. Los principales pasos que conforman el algoritmo (para la representacion del error
J(e) = RP(e)) son dados a continuacion:

1. Se define la malla inicial sobre la cual se calcula las soluciones primal w,, y dual z,,.
2. Utilizando el suavizado de desplazamiento se estima el error dual: €*
3. Calcular la distribucién espacial del error a partir de S := > .7 RP(N; €*)

4. Si J(e) ~ &) < TOL (tolerancia prescrita), PARAR (fin del proceso).
La solucién u,, cumple la precisién requerida.
En caso contrario:

a) Calcular los I?Il para definir la nueva malla de célculo.

b) Calcular el factor de correccién (3 y modificar la distribucion espacial del error
obtenida en el paso 3.

¢) Generar la nueva malla.

5. Definir la malla nueva como la malla inicial e ir al paso 1.

6. EXPERIMENTACION NUMERICA

En este apartado se presentan los resultados numéricos obtenidos al aplicar el algoritmo
adaptativo propuesto anteriormente. El comportamiento y precision de las estimas y criterio de
remallado se analiza en un caso térmico estacionario (problema sintético). El error estimado
en cada iteracion del proceso adaptativo es comparado con el que se obtiene al usar las solu-
ciones de referencia u, y z, . Estas soluciones de referencia son determinadas por un factor de
refinamiento de h = H/4 (es decir, cada elemento de la malla H es dividido en 16 nuevos
elementos). Al usar soluciones de referencia, la calidad de la estima se mide usando el indice
de efectividad

Si
(e’
Todos los célculos, tanto los de las soluciones primal, u,,, y dual, 2z, como los de la soluciones
de referencia son hechos usando elementos bilineales (p = 1).

jeff —

con 7 =1,2.

Se resuelve (1)) para el caso térmico (problema de Poisson) en el dominio 2 = (0, 1) X
(0, 1), con condiciones de contorno u(x,y) = x y un término fuente, f, tal que la solu-
cién exacta, dada en la Figura 2/ (izquierda), tiene la expresion analitica: u(z,y) = (0.6 +
e~ 105(1-(2-0.5)?/25°~(y=05)*/.25")% [ a cantidad de interés se define por J (u) := Jo u(z)p(x—
xo)de, con (x) = Cexp(—¢e?/(e? — |x|?)) si || < ey Osi|z| > ¢, g = (0.5, 0.5),
e = 0.3 y la constante C se toma tal que [, ¢¥(x — xo)de = 1.

El proceso adaptativo se inicia en una malla uniforme de 100 elementos con un error relativo
en la cantidad de interés del 200 % (7 (€™")/J (u,) = 200 %) y se quiere alcanzar una solucién
con un error inferior al 0.05 %.

Para comparar la efectividad alcanzada a lo largo del proceso adaptativo, se lleva paralela-
mente un calculo en mallas uniformes de 100 (malla inicial), 400, 625, 1600, 2500, 3600, 6400
y 10000 elementos. Para la presentacion de los resultados, la solucién de referencia utilizada
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Figura 2: Izquierda: Solucién primal u, . Derecha: Solucién dual z,

—— [R°(Ng)l en M.U.
—0— R"(Ng)|

—0— R (Ng)
—0— BIR"(Ng)l
—A— B IR (N

Error relativo
=
o

‘ ‘
10° 10° 10
NUmero de nodos

Error relativo

10°F

=
S}

=
o

107

,,,,,, \,

—k— |RD(Nie)| en M.U.
—0— IR°(Ne)|

—— R°(NeY)
—0—BIR°(Ne)l
—A— B R(NeY)

10

10° 10
Numero de nodos

Figura 3: Convergencia del error relativo. o y [J referencia, ¢ y A estimado, * mallas uniformes.

para evaluar el error relativo estd dada por la mejor solucién (u, ) encontrada en las mallas de

referencia.

Los resultados obtenidos del proceso adaptativo se resumen en las figuras 3, 4 y 5. La Figura
3 muestra los errores relativos (estimado y de referencia) alcanzados para las estimas propuestas
&) (izquierda) y &, (derecha). Los indices e efectividad son dados en la Figura 4 y la Figura 5
ilustra la sucesion de mallas que se obtienen a lo largo del proceso adaptativo.

I malla 0

0.8 I malla 1
: i [ Tmalla2

I malla 3

08

0.6

04

Figura 4: Histogramas para los indices de efectividad normalizados. Estima & = RF(e*) (izquierda) y & =

RP(e*) (derecha).
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Los resultados dados en la Figura 3 nos muestra que el criterio de remallado trabaja apropi-
adamente en las dos estimas propuestas, alcanzando el criterio de aceptabilidad a partir de la
primera iteracién. La estabilizacion del error alrededor del 0.1 x 10~* nos prueba la rapida
convergencia que presenta el criterio.

Aunque la estima &) presenta un mejor .# **f que el obtenido por & (ver Figura 4) se puede
concluir que la precision de las dos estimas es equivalente. Pues, de una a otra, la diferencia en
cuanto a nimero de elementos requeridos por el criterio de remallado es insignificante y en am-
bos casos el error alcanzado puedo considerarse semejante. Ademads, la perdida de efectividad
de &, se debe a que la solucion del problema primal presenta cambios mas rapidos que los que
posee la solucion del problema dual. Por lo tanto, en la practica, la seleccion de la estima a ser
aplicada depende de que tan suave sean las soluciones primal y dual.

IRP(eN:)]

Malla 1

Malla 2

Malla 3

8095 el 0.002% 4135 el 0.003% 8136 el 0.003% 4047 el 0.003%

Figura 5: Sucesién de mallas obtenidas en el proceso adaptativo.

Debido al error que se produce al usar la estima resulta apropiado aplicar sélo un porcentaje
del factor de correccion, (3, para el proceso adaptativo. En los resultados mostrados se ha tomado
un 3 minimo en 0.5. Aun asi los resultados obtenidos son semejantes a los obtenidos por &7 y
&5 pero con un nimero de elementos significativamente menor en todas las mallas.
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