Capitulo

Espacios vectoriales lineales

La ruta de este capitulo

Este es el capitulo central de esta obra, en el cual discutiremos los conceptos fundamentales sobre espacios
vectoriales abstractos, sus propiedades y sus miltiples expresiones: vectores de R"™, matrices, polinomios,
funciones continuas (entre otras). Ademds, introduciremos la notacién de bra'y ket que facilita mucho la
organizacion de los conceptos y, que nos acompaiiard por el resto de este libro. Haremos una constante
referencia a los conceptos que fueron discutidos en el capitulo anterior en el marco de los vectores en R3. Como
en el capitulo 1, cada una de las secciones presenta ejemplos con la utilizacién de la herramienta de cémputo
algebraico Maxima, que consideramos parte fundamental de estas notas y nos permite mostrar el alcance de
los conceptos abstractos.

Para empezar, en la préxima seccidn, iniciamos con una discusién somera sobre grupos y sus propiedades.
Seguimos con la seccién 2.1.3, en la cual presentamos el concepto de espacio vectorial lineal para describir
varios de sus escenarios que usualmente se presentan desconectados. Hacemos un esfuerzo por ilustrar, bajo
un mismo enfoque, su aplicacién desde R™ hasta los espacios vectoriales de funciones continuas Cj, 3. Luego,
en la seccién 2.2.3.1, abordamos los conceptos de distancia (métrica), norma y, finalmente el de producto
interno. Esta dltima definicién nos permite equipar los espacios vectoriales, no solo con norma y distancia,
sino también dotarlos de geometrfa, definiendo dngulos entre vectores abstractos. Nos detenemos un momento
para discutir el significado de dngulo entre vectores pertenecientes a espacios vectoriales reales y complejos.
En la seccién 2.3 mostramos el concepto de variedades lineales, discutimos el criterio de independencia
lineal y, a partir de éste definimos las bases para los espacios vectoriales. Apoyandonos en el criterio de
ortogonalidad construimos bases ortogonales para varios espacios vectoriales, discutimos los subespacios
vectoriales ortogonales y las proyecciones ortogonales. El capitulo lo finalizamos mostrando la utilidad de
expresar funciones como combinacién lineal de vectores ortogonales y, como este tipo de expansiones constituye

la mejor aproximacién a la funcién.

2.1 Grupos, campos y espacios vectoriales

En los cursos bdsicos de matemadticas nos ensefiaron el concepto de conjunto: una coleccién de elementos
de una misma naturaleza, y aprendimos una variedad de operaciones aplicadas a los elementos que conforman

los conjuntos y a los conjuntos mismos. Es probable que en esos tiempos nos quedara la sensacion de la poca
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utilidad de todos esos conceptos de la teorfa de conjuntos, pero como veremos en esta seccion, la nocién de
conjuntos es fundamental para desarrollar todas las ideas que conforman lo que se conoce como el dlgebra
abstracta. En el estudio de las estructuras algebraicas se incluyen las teorfas sobre: grupos, anillos, campos,
espacios vectoriales, redes, dlgebras; que merecen ahora nuestra atencién. Comenzaremos con la estructura de
grupo, y nos daremos cuenta de que una buena cantidad de objetos matemadticos, en apariencia muy diferentes,
tienen incorporadas la estructura de grupo. La nocién de grupo no llevara entonces al importante concepto de
espacios vectoriales abstractos que discutiremos en la seccién 2.1.3 y a la definicién de los espacios métricos,
seccién 2.2.1.

2.1.1 Grupos

Considere el siguiente conjunto no vacio G = {g1, 92,93, "+ ,9gn, -+ } y la operacién interna O (la ley
del grupo). Entonces los elementos del conjunto forman un grupo respecto a la operacién [Isi Vg; € G se
cumplen las siguientes condiciones:

1. Cerrada respecto a la operacién O: {g; € G,g9; € G} = g, = ¢9: 0 g; €G.
Asociativa respecto a la operacién O: g, O (¢; O g5) = (g9 O.g5) O gj.

wo»

Existencia de un elemento neutro: 3 g€ G = ¢g; g =g, =gly;.
€6 = g0g =g '0g=¢

(2

&

Existencia de un elemento inverso: g; € G = dg;

Si adicionalmente se cumple que:

9]

Conmutativa respecto a la operacién [: g; (1 g; = g; 1 g;; el grupo se denomina grupo abeliano*

Suele denotarse al grupo G como (G, ) para indicar el tipo de operaci6n.

2.1.1.1 Algunos grupos:

o Losenteros Z = {---—3—2,—-1,0,1,2,3,--- } respecto a la suma.

o Los racionales Q = {a/b} respecto.a la suma y a la multiplicacion.

o Los niimeros complejos C = {eie} respecto a la multiplicacién.

o Las rotaciones en 2 dimensiones (2D), y las rotaciones en 3D (grupo no-abeliano).

o Las matrices de dimensién n X m respecto a la suma (grupo abeliano).

Consideremos el siguiente grupo de tres elementos: G = {1,a,b}, con § = 1 y la operacién [J. Por

construccidn, si queremos que la operacién de dos de los elementos provea un tercero distinto, entonces la
UNICA “tabla de multiplicacién” posible sera:

SHE-EE |
S| ||

b
b
1
a

= S e |2

Notemos que el grupo mds simple serd aquel conformado dnicamente por el elemento neutro: G = {1}y,
como veremos mds adelante, se puede definir subgrupos si un subconjunto de los elementos de un grupo g; € G
también forman un grupo.

Podemos resumir, sin demostracion, las principales propiedades que presenta un grupo (G, ).

1. El elemento identidad o neutro es dnico.

INiels Henrik Abe (1802-1829) Pionero en el desarrollo de diferentes ramas de la matemética moderna, la teoria de las integrales de
funciones algebraicas. https://es.wikipedia.org/wiki/Niels_Henrik_Abel
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2. Paratodo g € G existe un inverso tnico g~! € G.
3. Para todo elemento g € G se cumple que: (g*1)71 =g.
4. Para cualesquiera g, y go € G, se cumple que: (g10gz) " = g ' 0gy "

El niimero de los elementos de un grupo puede ser finito o infinito. En el primer caso se denominan
grupos finitos y el nimero de elementos que contenga, el cardinal del conjunto, se conoce como el orden del
grupo. Un grupo finito que se construye a partir de una operacion con un tnico miembro se denomina grupo
ciclico, y el caso mds elemental es G = {1, 9,9%,9%, -, g"il}. Obviamente hemos definido aqui: g2 = gy
y ¢° = ¢°0g = ¢OgOg y asi consecutivamente hasta ejecutarse n — 1 veces, entonces se retoma el elemento

identidad, estoes: g" 10 g = g" = 1.

2.1.1.2 Subgrupos

Dado un grupo (G,0) y H un subconjunto de G, H C G. Si H es un grupo bajo la-eperacién [, definida
para G, entonces diremos que H es un subgrupo. De manera equivalente: si H C G entonces H es un subgrupo
si para cualesquiera hy y ha € H se cumple:

1. hiOhg € H.
2.h'eHVheH.
Es decir, 1 € H y H es cerrado para la misma operacién que define G y para sus inversos.
Existe una condicién necesaria para que un subconjunto de un grupo finito G sea un subgrupo, esta

condicién se conoce como el teorema de Lagrange, que dice lo siguiente:

Teorema 2.1 (Teorema de Lagrange)

Si (G, 0) es un grupo finito y H un subgrupo de G, entonces el orden de H divide al orden de G.

Por otro lado, sea (G,0) un grupo y g € G, se puede demostrar que el conjunto H = {¢"}, con n
perteneciente al conjunto de los nimeros enteros, es un subgrupo de G. Con la propiedad adicional de que H es
el subgrupo, que contiene a g, mas pequeio de G.

Como mencionamos con anterioridad, un grupo finito que se construye a partir de operar con un tnico
miembro se le denomina grupo ciclico, en este caso de dice que H es un subgrupo ciclico generado por g. A
este elemento se le llama el generador de H y se acostumbra a denotarlo con H =< g >.

Para finalizar, definiremos el. orden de un elemento de un grupo. Sea un elemento g € G, el orden de g es
el menor entro positivo n tal que: g" = 1. Cuando este entero positivo no existe se dice que g tiene un orden
infinito.

Ejemplo 2.1 El conjunto de la rotaciones del espacio ordinario cuando rotamos un dngulo ¢ alrededor del eje
z, ecuacion (1.13), forman un grupo.
Denominaremos a este grupo por R4 = {Gy,}, con 0 < ¢ < 27. Donde con G, esteremos indicando un

giro alrededor del eje 2 y la operacién que nos define las rotaciones la definiremos de la siguiente forma:

G Gpy = Gpi44s -
Entonces podemos ver que:

1. O es una operacién cerrada ya que dos rotaciones resulta en otro rotacion:

Go U Ggy = G462 = Gos € Rag -
2. [es asociativa:
(g¢1 U g¢2) U g(ba = g¢1 g (g¢2 U g¢3) .
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3. Existe el elemento neutro, g%, que no hace ninguna rotacion:
G U Ggo = Ggo U Ggy = G, -
4. Existe el elemento inverso, G, _, ya que podemos rotar en un sentido y en sentido inverso:
G O Gy, =Gy, UGy, = Go -
5. Es conmutativa ya que las rotaciones no se afectan por el orden en que son producidas:
Gy UGy, = G, U Gy, -

<
Ejemplo 2.2 Consideremos el grupo G = Z X Z, es decir, el conjunto de duplas (z;, y;) de nimeros enteros,
y la operacién:

(z1,y1)0(22,92) = (21 + T2, 91 + ¥2) -
Aqui el stmbolo + es la suma convencional de nimeros enteros.

Probemos que tenemos un grupo.

1. La operacién [ es cerrada para la suma:

(w1,91)0(z2,92) = (v1 + 22, y1 + y2) = (23,43) € G.
2. La operacién [ es asociativa:

((1'17 y1)D($2, yz)) D(9537 y3)

(w1 + w2, y1 + y2)0(3, y3) =((v1 + 22) + 23, (Y1 + y2) + y3)
(z1+ (22 +a3), 11 + (2 +93)) = (21, 91)0 (22, y2)O (23, ¥3)) -

3. Existe el elemento neutro, (0,0):

(z1,91)8(0,0) = (0,0) O(x1,91) = (21,91) -
4. Existe el elemento inverso, (—z1, —y1):

(z1,91)0(=21,~y1) = (=21, —y1)O(z1,91) = (0,0).
5. La operacién [J es conmutativa;

(@1, y1)0(z2, y2) = (22, y2)0(21, 1) -

<
Consideremos el conjunto de las permutaciones de 3 objetos, cuyos elementos pueden ser
representados como se muestra a continuacion:

P — 1 2 3 Py — 1

0= 1 3 ; 1= 9
1 3 1

Ps = s Py =

y laoperacion de composicion de permutaciones:

123 123 123
Py (DPs = _ _Pp,
1OFs {213]6{132} {231} ‘

Ejemplo 2.3

w o N
=N
w w
—_
=
o
| —
w =
— o NN
W
1

w N
— W
—
~
ot
I
[ —
w =

es decir, luego de intercambiar las primera y segunda posicion, intercambio la segunda y la tercera. La tabla de
multiplicacién del grupo quedara:
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O [Py | Py | Py | P3| Py | P
Py | Py | Py | Py | Ps | Py | Py
Py |Py | Py |Ps5 | Py | P3| Py
Py | Py | Py [Py |P5 | Py | Ps
P3 | P3| Ps | Py | Po | P | Py
P, | Py | Py | Ps | Py | Ps | Py
Ps |Ps |Pg [Py [Py | Pp | Py

Ver el ejercicio 3 de 2.1.6.

2.1.1.3 Grupos Isomorfos

Muchas veces podemos comparar la estructura entre grupos buscando relaciones entre -ellos, esto lo
podemos hacer estudiando, por ejemplo, cémo “se multiplican”. La bisqueda de estas relaciones no llevan
al concepto de isomorfismo de grupos. Podemos decir que dos grupos son isomorfos porque tienen aspectos
en comun dentro de sus estructuras algebraicas, es decir, tienen las mismas propiedades. De esta manera, los
isomorfismo permiten clasificar los grupos por sus relaciones de equivalencia.

A continuacién, veremos algunos ejemplos de grupos y sus tablas de “multiplicacién”.

Ejemplo 2.4 Consideremos el siguiente conjunto y una operacion que define la “multiplicacién”? médulo X,
es decir, (a * b)modx

1. Guoas = {1,3,5,7}. Tenemos la operacién multiplicacion médulo 8 y la tabla de multiplicacién del

grupo es
xmod8 | 1 [ 3|5 |7
1 11357
3 311|7/|5
5 517113
7 7151311

Pare entender como funciona la tabla anterior, recordemos la regla que estamos utilizando. Por ejemplo,
para los elementos 3'y 7, tenemos lo siguiente: 3 - 7 = 21 y el residuo de dividir 21 entre 8 es 5, por lo
tanto

(3 Tmods = (21)moas =5 <= 21+8=2x8+5.

y se denota: 21 mod 8 = 5.

2. Guoqos = {1,5,7,11}, con la operacién multiplicacién médulo 24:

2Vamos a considerar lo que se conoce como Arimética Modular. Sabemos que para la divisién de dos enteros a y b (b # 0) existe un
anico entero ¢ tal que a = ¢b+ r con 0 < r < |b. Y como es conocido: a, b, ¢ y r son: el dividendo, el divisor, el cociente y el
resto, respectivamente. Cuando r = 0 se dice que a es divisible por b. En esta “arimética”tan particular se establece una relacién de
congruencia sobre los enteros: para un entero positivo n, dos enteros a y b se llaman congruentes médulo n (mod n) si a y b tienen el
mismos resto r cuando se dividen entre n, y se denota a = b mod n.
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xmod24 | 1 11
1 1 11
5 5 1] 7
7 7011|115
11 1y 7151

Diremos que los grupos Gmods ¥ Gmod24 SON isomorfos porque tienen tablas equivalentes de multipli-
cacion. Esto es, dado un grupo genérico G = {1, A, B,C} o de manera equivalente {1, O, d, A} sus
tablas de multiplicacién serdn las que se muestran a continuacién:

x| 1|A|B|C x| 11O 0O|A
1/1|A[B]|C 1|1 |Oo|O]|A
AlA|1|C|B| & |O|O|1|Aa]D
B|B|C|1|A o|lo|lal1l|O
cl|c|B|A|1 AlalD|O]1

Note que A~! = A, delamisma manera A = A™!, es decir, que siempre la operacién de dos elementos da
uno distinto a los operados. Esto tiltimo también se puede representar de la manera siguiente: Ax A1 = 1,
es decir, el resultado es el elemento neutro del grupo. Tenemos entonces una operacién sobre los elementos
del grupo que es biyectiva.

Consideremos ahora el siguiente ejemplo con otros dos grupos.isomorfos
Ejemplo 2.5

1. Guogs = {1,2,3,4}, y la operacién multiplicacién médulo 5:

xmod5 | 12|34 xmod5 | 1 [2]4 |3
1 11234 1 112|413
2 214(1|3 & 2 214131
3 371142 4 41312
4 4131211 3 31124

Note que las tablas anteriores se diferencian por el hecho de que se cambi6 el orden de los elementos, por
lo tanto, son dos tablas-de multiplicacién diferentes porque los elementos de los grupos estan dispuestos
de manera diferente.

2. Gx ={1,i,—1, =i}, y la siguiente operacién multiplicacion:

x 1| |-1]-
14 |-1]|-
i d | -1 ] -] 1
0 B U /A I B )

S A I B A A Y |

Por lo tanto, los grupos G« y G045 Son isomorfos con una tabla de multiplicacién como la que se muestra
a continuacion:
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x| 1|A|B|C

1|1 ]|]A|B|C

A|lA|B|C| 1

B|B|C|1]|A

cC|C|1|A|B
<

2.1.2 Campo

Definiremos como un campo (o cuerpo) el conjunto K = {ay, as, a3, -+ ,ay, -} sobre el cual estdn

definidas dos operaciones: suma (+4) y multiplicacién (-) y que satisfacen las siguientes propiedades:
1. Forman un grupo abeliano respecto a la suma (4) con el elemento neutro representado por el cero: 0.
2. Forman un grupo abeliano respecto a la multiplicacién (-). Se excluye el cero'y se denota el elemento
neutro de la multiplicacién como 1.
3. Es distributiva respecto a la suma (4). Dados a;, v y oy, se tiene que: ;- (ag + o) = o - o + ;- oy
Ejemplos tipicos de campos lo constituyen el conjunto de los nimeros racionales Q, los nimeros reales R
y los niimeros complejos C. Normalmente se refiere estos campos como campos escalares.

La nocién de campo nos permite introducir el importante concepto de espacio vectorial.

2.1.3 Espacios vectoriales lineales

Sea el conjunto de objetos V = {|v1), |va),|v3), -+, |v;),~ - }. Se denominard V un espacio vectorial
lineal y sus elementos |v;) vectores, si existe una operacién suma, B, respecto a la cual los elementos |v;) € V
forman un grupo abeliano y una operacién multiplicacién por un elemento de un campo, K = {«, 8, v--- },
tal que3:

1. Ves cerrado bajo la operacién B: |vg) = |v;) B |v;) € V V |u;) ,|v;) € V.

wo

Blve) ¥ |vi),|vj), k) € V.
Ui> \ |U~L> ev.

Existe un elemento simétrico para cada elemento de V: 3 |—v;) / |v;) B |—v;) =10) V |v;) € V.

)
La operacién B es conmutativa: |v;) B |v;) = |v;) Blvs) V |vi), |v;) € V.
La operacién H es asociativa: (|v;) B |v;)) B |vg) = |vi) B (|vy)

= |

Existe un tnico elemento neutro |0): |0) B |v;) = |v;) B |0)

V es cerrado bajo el producto por un nimero: « |v;) € V V a € K'y cualquier |v;) € V

a(Blvi)) = (@B) vi) V |vi) € Vya, B K.

(a+ B)fus) = alui) BBJv) ¥ i) € Vya,BeK.

a(foi) B [v)) = alvy) Bafv) V |vi),|vj) EVya K.

DLy =v)y VY |v) €eVyleKk.

Es importante resaltar lo siguiente: existen dos objetos neutros, el vector |0) € V y el elemento 0 € K

0 2Nk

—
=

y también dos operaciones producto diferentes, el producto de dos niimeros dentro de K y el producto de un
v) € V.
Notemos también que podemos definir subespacios S vectoriales dentro de los espacios vectoriales. Ellos

a € K por un vector

serdn aquellos conjuntos de vectores que cumplan con los requisitos anteriores pero ademads cerrados dentro

de los mismos conjuntos de vectores. Se puede ver entonces que la condicién necesaria y suficiente para que

3También suele decirse: un espacio vectorial V sobre K.
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S C V sea un subespacio vectorial de V es que para cualesquier |u;) y |v;) de S y para cualesquier oy 5 de K

se tiene que: o |u;) + B |v;) € S.

2.1.4 Algunos espacios vectoriales

1. Los conjunto de los nimeros reales V = R y el conjunto de los nimeros complejos V = C con el campo
K de reales o complejos y definidas las operaciones ordinarias de suma y multiplicacion.
Cuando el campo K es el conjunto de los niimeros reales se dird que es un espacio vectorial real de
niimeros reales si V= R, pero si V = C se dird un espacio vectorial real de niimeros complejos. Por su
parte, si K = C diremos que es un espacio vectorial complejo. Siempre se asociard el campo de escalares
al espacio vectorial: se dird que es un espacio vectorial sobre el campo de los escalares. Es decir, si el
campo es real (complejo) se dird que el espacio vectorial es real (complejo).

2. Elconjunto V=R" =R x R x --- x R, vale decir el producto cartesiano de R; cuyos elementos son
n—uplas de niimeros, con la operacién suma ordinaria de vectores en n—dimensionales y la multiplicacién

por nimeros.

|z) = (21,22, 23, zn) A |y) = (Y1, 92,43, 3¥n)
lz) B ly) = (z1 +y1, 22 + Y2, 23+ ¥3, Tn +Yn)
alz) = (axy, azg, axs, -+ axy) .
Este espacio vectorial es de dimension finita.
Igualmente, serd un espacio vectorial V.= C"'= C X C X --- x C, en donde los elementos z; € C. Si
para este caso el campo, sobre el cual se-define el espacio vectorial C™ es real, tendremos un espacio
vectorial real de nimeros complejos.
Es obvio que en el caso V = R, para el cual |z); = (21,0,0,---,0) y |y); = (¥1,0,0,---,0)
o cualquier espacio de vectores formados por las componentes, i.e. |z), = (0,0,0,--- ,z;,---0) y
ly); = (0,0,0,--- ,y;, - - - 0) formardn subespacios vectoriales dentro de R™.
En el caso especifico de R?, y en donde hemos desarrollado todo un conjunto de conceptos mateméticos,
es bueno comentar sobre la equivalencia que hemos tomado como obvia entre dos definiciones diferentes:

o Los vectores a = (a',a?,a®) y b = (b!,b?,b3) con sus respectivas operaciones para la suma
a+b = (al 4b% a® +b% a® +b%) y multiplicacién por un escalar A\a = (Aa!, Aa?, Aa?), con {a},
{b'ry X € R.

o Los vectores geométricos, es decir, segmentos orientados en el espacio con un origen comun y
donde la suma se definié mediante la regla del paralelogramo y el producto por un escalar como el
alargamiento o acortamiento de los segmentos o flechas con el posible cambio de direccidn.

Aunque ambos son vectores de R3 es bueno tener claro que se trata de objetos diferentes que viven en
espacios vectoriales diferentes. Se puede decir también que son dos representaciones diferentes para los
vectores. Es buena la ocasidn para sefialar que existe una manera de pasar de una representacion a otra,
esto se hace por medio de una funcién que asigne a una triada (2!, 22, 23) una y sélo una flecha (y
viceversa), conservando por supuesto las operaciones de suma y multiplicacién por niimeros. A este tipo
de funciones se les denomina un isomorfismo.

Para finalizar, también es posible ver R® simplemente como un conjunto de puntos donde se pueden
definir superficies inmersas, como por ejemplo una esfera, $2, centrada en el origen y de radio R. En
un punto g sobre la esfera es posible generar un plano tangente a la esfera y en ese punto construir un

espacio vectorial con todos los vectores cuyo origen estd en ¢, y por lo tanto, son tangentes a la esfera.
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9]

9.

En el lenguaje de la geometria diferencial y las variedades a este conjunto de vectores se le denota con:
TqSQ. Lo anteriormente dicho se puede generalizar para R".
El espacio E* constituido por vectores |x) = (x1, 22,3, - &y, -+ ) contables pero con infinitas com-
ponentes.
\m)z(rl,xg,x3,~~,In,---) A |y>:(y1’y27y37...’ym...),
lz) B ly) = (z1 +y1, 22 + Y2, 23+ y3,+ ,Tn + Yn, )
alz) = (azy,ax9,qxs3, - ,QLp, ),

con la siguiente restriccion:

n
lim Zﬂcl =L, con L finito.
=1

n—00 4

El conjunto de las matrices n X n, reales o complejas, con el campo K real o complejo.
lu) = Moy, A |v) = Nap,
[0 B [v) = Moy + Ny = (M + V)
alu) = aMy, = (aM),, -

ab

Es también obvio que se podrdn formar subespacios vectoriales cuyos elementos sean matrices de dimen-
sién menor an X Mn.
El conjunto de los vectores geométricos, o vectores cartesianos, en 2 y 3 dimensiones, con las propiedades

habituales de suma vectorial y multiplicacién por un escalar.

. El conjunto de todos los polinomios con coeficientes reales: P = {ag, a1z, aga?, - ,ana™,-- }, con

H la suma ordinaria entre polinomios y la multiplicacién ordinaria de polinomios con nimeros.
Espacios Funcionales (de los cuales los polinomios son-un caso particular). En estos espacios los vectores
serdn funciones, la suma serd la suma ordinaria entre funciones y la multiplicacién por un escalar también
serd la multiplicacién ordinaria de una funcién por un elemento de un campo:
1) =1@) A g =g(x),
[y Blg) = f(x) +g(x) = (f +9) (2),
alf) = (af) (=) = af(z).
El conjunto de todas las funciones continuas e infinitamente diferenciables, definidas en el intervalo
[a,b] : Cionye
El conjunto de todas las funciones complejas de variable real, 1(x), definidas en [a, b], de cuadrado
integrable (es decir para las cuales fab dx | (a:)|2 sea finita). Este espacio se denomina comdinmente £2
y puede ser definido dentro de un rango [a, b], finito o infinito, y para més de una variable.
El conjunto de todas las soluciones de un sistema de ecuaciones lineales y homogéneas, por ejemplo:
a+3b+c = 0

4a + 2b + 2¢ 0

Este sistema tiene como solucién al conjunto: {a,b = a/2,c = —5a/2}. La suma de estos elementos y
la multiplicacién por un nimero conforman un espacio vectorial en el sentido de que son soluciones del

sistema de ecuaciones.
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2.1.4.1 Subespacios

Supongamos que tenemos un conjunto S de elementos de un espacio vectorial lineal V que satisface las
siguientes propiedades:
1. El vector neutro de Vestd en S.
2. Si|s1),|s2) € S, entonces |s1) B |s2) € S.
3. Si|s) € Sy aes un elemento del campo K, entonces « |s) € S.

De esta manera, las operaciones que hacen de V un espacio vectorial también estan definidas para S. Se
puede demostrar que S es también un espacio vectorial lineal, es decir, satisface el conjunto de axiomas 2.1.3.
Al conjunto § C V que satisface las propiedades 1 y 2 mds los axiomas 2.1.3 se le denomina un subespacio
vectorial lineal (o simplemente subespacio) del espacio vectorial lineal V.

Notemos que el conjunto conformado con el vector neutro como tnico elemento: S = {|0)} € V es el
subespacio vectorial mds pequefio de V. Por otro lado, el espacio completo V es el subespacio mas grande
posible de V. Se acostumbra llamar a estos dos subespacios los subespacios triviales de V.

Notemos que el espacio vectorial R? no es un subespacio de R3 porque R? ni siquiera s un subconjunto
de R3. De la misma manera, un plano en R3 que no contenga el origen no es un subespacio de R3, porque el

plano no contiene el vector cero de R3.

2.1.5 La importancia de la notacion

En los ejemplos antes mencionados hemos utilizado para representar un vector abstracto la notacién de |v)
y con éstos construimos un espacio vectorial abstracto V = {|v1) ,|v2) ,|v3), - -, |vn)}. Un espacio vectorial
abstracto serd un conjunto de elementos genéricos que satisfacen ciertos axiomas. Dependiendo del conjunto
de axiomas tendremos distintos tipos de espacios abstractos, la teoria desarrolla las consecuencias 16gicas que
resultan de esos axiomas. En matematica el concepto de espacios abstractos es reciente (1928) y, aparentemente,
se le debe a Maurice Fréchet*.

Los elementos de esos espacios se dejan sin especificar a propdsito. Ese vector abstracto puede representar,
vectores en R™, matrices n x n o funcienes continuas. La notacién |v), que se denomina un ket y al cual le
corresponde un bra (u| proviene del vocablo inglés braket que significa corchete y serd evidente mds adelante
cuando construyamos escalares braket (u |v). Esta util notacién la ideé Paul Dirac3, uno de los fisicos més
influyentes en el desarrollo de la Fisica del siglo XX. En Mecdnica Cudntica un estado cudntico particular suele
representarse por una funcién de onda ¢(z), que depende de la variable posicién z o de una funcién alternativa
que puede depender de la variable momentum p. En la notacién de Dirac, el simbolo |¢)) denota el estado
cudntico sin referirse ala funcién en particular y también sirve para distinguir a los vectores de los escalares
(nimeros complejos) que vienen a ser los elementos fundamentales en el espacio de Hilbert de la Mecanica

Cuantica.

4Maurice Fréchet (1878-1973). Versatil matemadtico francés, con importantes contribuciones en espacios métricos, topologia y creador
del concepto de espacios abstractos. https://es.wikipedia.org/wiki/Maurice_Fréchet

5Paul Adrien Maurice Dirac (1902-1984). Ademads de contribuir de manera determinante en la comprensién de la Mecénica Cudntica,
es-uno de los creadores de la Mecédnica Cudntica Relativista la cual ayudé a comprender el papel que juega el espin en las particulas
subatémicas. https://es.wikipedia.org/wiki/Paul_Dirac
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Figura 2.1: Transformaciones que dejan invariante un tridngulo equildtero. Concatenacién de una rotacion,
‘R 2= con una reflexién, X4, respecto a un plano que pasa por A
3

2.1.6 Ejercicios

1.

Diga cuales de los siguientes grupos son abelianos: {Z,+}; {Zn,+ V,n € IN}; {IN, +}y el grupo
{Z7 }

2. Sea S el conjunto de todos los niimeros reales excluyendo —1 y defina la operacion Ll tal que:

alb=a+b+ab.
Donde + es la suma estandar entre nimeros reales. Entonces:
(a). Muestre si [S, ] forman grupo.

(b). Encuentre la solucién en S para la ecuacién 2 0 x '3 = 7.

. Considere un tridngulo equildtero que se muestra en la figura 2.1. Se pueden identificar operaciones de

rotacién alrededor de un eje perpendicular a'la figura que pasa por su baricentro x y, reflexiones respecto a
planos, X4, Xy X, que dejan invariante la figura del tridngulo. El lector puede consultar los ejemplos
2.1,2.2 y 2.3 para fijar ideas.

Ahora bien, se puede definir la operacién concatenacion de rotaciones y reflexiones que dejan igualmente
invariante al tridngulo, tal y como mostramos en la mencionada figura 2.1. Note que lo ilustrado en la

figura, puede esquematizarse como:

(Aa,BB,C7). Rar (A%,Ba,CH) Xy (A7,BA.Ca).

(a). Construya la tabla de multiplicacién para Ga, vale decir Gp = {I, {R:}, {ﬁj} , {Xk}} y la
operacion es concatenacién tal y como mostramos en la figura 2.1. Donde Z es la operacién
identidad, {R;} es un conjunto de rotaciones en sentido horario, mientras que {7@} €s un conjunto
de rotaciones en el sentido antihorario, y { X} el conjunto de las reflexiones que dejan invariante el
tridngulo.

(b). Muestre que el conjunto de estas operaciones forman el grupo: Ga.

(c). Identifique cadaunadelas R; y ﬁj, y muestre ademads, que forman un subgrupo ciclico de orden 3.
De igual modo identifique las reflexiones y muestre que, cada una de las reflexiones y la identidad,
{Z, X;}, forman también un subgrupo ciclico, pero de orden 2.

(d). Considere las siguientes matrices:

1B 1 B
1 2 2 2 2
]I_( 0)’ A: ’ B: '
01 B 1 Vi1

2 2 2 2
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1 V3 1 3

10 2 2 2 2
@:< ) D B

0 1 _V3 1 V3 1

2 2 2 2

Muestre que forman grupo bajo la multiplicacion de matrices y que ese grupo es isomorfo a Ga .
(e). Considere el conjunto de permutaciones de 3 objetos y la operacién composicién de permutaciones

que discutimos como ejemplo en la seccidn 2.3 ; Es ese grupo isomorfo a G A ? Justifique su respuesta.
(f). ¢Qué puede decir de las operaciones simetrias que dejan invariante un tridngulo isésceles? ; formaran

grupo? ;y si el tridngulo es escaleno, cuales son las operaciones de simetria que lo dejan invariante?

4. Considere las siguientes funciones:
z—1 T

i@ =v, h@=1, K@=, (@)= f@=1-8 )=

Muestre que forman grupo bajo la operacion: f;(z) ® fj(x) = fi(f;(x)), y que ese grupo es isomorfo a

G, del gjercicio anterior.
5. Definamos una operacién binaria ll como:
cBy=x+y+azxy,
conz,y,a € Ryademés a # 0.
(a). Demuestre que B es asociativa.
(b). Muestre que M genera un grupo en {R — (=)}. Es decir, Vo,y € R A 2 # =,y # =L,
entonces: B y forma un grupo.
6. Muestre que el siguiente conjunto de transformaciones en el plano xy forman un grupo y construya su
tabla de multiplicacién.
(@. I={z—2 AN y—y}
b). I={z—= -z A y— —y}
©. Iy={z—= -z N y—>y}
d. y={z—z AN y— —yk
7. Considere un conjunto’S conformado dnicamente por nimeros reales positivos. Consideremos las si-
guientes reglas sobre S: Por “suma"de dos nimeros entenderemos su producto en el sentido usual, y el
“producto”de un elemento » € Sy un nimero real A entenderemos r elevado a la potencia de A, en el
sentido usual ;S es un espacio vectorial?
8. Considere el conjunto de vectores en el plano conformado por vectores localizados en el origen y cuyos
puntos finales permanecen siempre en el primer cuadrante jEste conjunto es un espacio vectorial?
9. Muestre que también serdn espacios vectoriales:
(a)-~El conjunto de todas las funciones f = f(z) definidas en z = 1 con f(1) = 0.Si f(1) = ¢
(Tendremos igual un espacio vectorial? ;Por qué?
(b). Los vectores (x,y,z) € V3 tal que sus componentes satisfacen el siguiente sistema de ecuaciones
lineales:

a1 + a2y +aizz =0
a1 + a2y + azzz =0

a31T + azy +aszzz =0.
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10. Sea Py, el conjunto de todos los polinomios de grado n, en z, con coeficientes reales:
n—1

pn) = p(x) = ap + a1z + aga® + -+ + ap 12" =Y aa’
i=0

(a). Demostrar que P, es un espacio vectorial respecto a la suma de polinomios y a la multiplicacién de
polinomios por un nimero (nimero real).
(b). Si los coeficientes a; son enteros P, serd un espacio vectorial? ;Por qué?
(c). ¢Cudl de los siguientes subconjuntos de 7P, es un subespacio vectorial?
I. El polinomio cero y todos los polinomios de gradon — 1.
II. El polinomio cero y todos los polinomios de grado par.
III. Todos los polinomios que tienen a  como un factor (grado n > 1).
I'V. Todos los polinomios que tienen a z — 1 como un factor.
I'1. Un subespacio P es generado por: |v1) = 23 + 2z + 1, |22) = 22 — 2, |23) = 22 + 2 {Cudl(es) de los
siguientes polinomios pertenece al subespacio P?
(a). 22 =2z +1.
(b). o +1.
(c). —%xB + %xZ —x— 1.
(d). x—5.

12. Resuelva los ejercicios anteriores utilizando Maxima.

 Practicando con Maxima

En este mddulo utilizaremos algunas de las herramientas disponibles para incorporar el dlgebra discreta.
Comenzaremos con la introduccién a los conjuntos. Podemos operar con conjuntos pero primero debemos
definirlos. Existen varias posibilidades, como mostramos a continuacion:

(%il)  A:{1,2,34,56,7,8,9};
(%o0l) {1,2,3,4,5,6,7,8,9}

(%i2) Biset(1,3,5,7,9);
(%02) {1,3,5,7,9}

(%i3) C:set(2,4,6,8);
(%03) {2,4,6,8}

(%i4) D:makeset(i/j, [1,j], [[1,3], [2,3], [3.,3], [4,3]1]);

4
(07004) {§7§717§

Notemos que es igual definir los conjuntos con llaves, con la funcién set o makeset. Podemos preguntar si

determinado elemento perteneces, 0 no, a un conjunto.

(%i5) elementp(7,A);
(%05) true

(%i6) elementp(7,C);
(%06) false

Operaciones elementales con conjuntos:

(%i7) UBC:union(B,C);
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(%07) {1,2,3,4,5,6,7,8,9}

(%i8) is (A=UBC);
(%08) true

(%i9) Cv:intersection(B,C);
(%09) {}

Para Maxima el conjunto vacio es {}.
(9%i10) setdifference(A,C);

(%010) {1,3,5,7,9}

Esto es, el conjunto con los elementos del conjunto A que no pertenecen al conjunto C'.
Si queremos el conjunto de todos los subconjuntos del conjunto {a, b, ¢} le podemos pedir al programa

que nos lo muestre:

(%ill) powerset(a,b,c);
(070011) {{} ) {a‘} ) {aa b} ) {a7 b7 C} ) {a7 C} ) {b} ’ {b’ C} ? {C}}

El producto cartesiano de los conjuntos A y B es el conjunto conformado por los pares (a, b):

AxB={(a,b)/ac A,becB}.

(%i12) cartesian_ product(B,C);
(%012) {[1,2],1,4],[1,6],[1,8],[3,2],[3.4], [3,6],[3,8],15,2], [5, 4], [5,6], [5,8],[7,2],

) [77 4} ) [77 6] bl [77 8] 9’ [97 2} ’ [97 4] ? [97 6] I [97 8]}
Le podemos pedir al programa la suma de los pares del producto cartesiano anterior:

(%%i13) makeset(a+b, [a,b], cartesian_ product(B,C));
(%o013) {3,5,7,9,11,13,15,17}

Maxima trata a los conjuntos y a las listas como objetos de distinta naturaleza, lo que permite trabajar con

conjuntos cuyos elementos puedan ser también conjuntos o listas, es decir, subconjuntos.

(Y%il14) lista:makelist(i,i,1,25);
(%014) [1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17, 18, 19,20, 21, 22, 23, 24, 25]

La lista anterior la convertiremos en un conjunto, para este fin debemos utilizar el comando setify.

(%i15) E:setify(lista);
(%o015)-1{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14, 15,16, 17, 18,19, 20, 21, 22, 23,24, 25}

De este tiltimo conjunto podemos construir el subconjunto conformado por los nimeros primos:
(%i16) Primos:subset(E,primep);

(%o0l16) {2,3,5,7,11,13,17,19,23}

Con cardinality podemos saber cuantos elementos contiene un conjunto:

(%i17) cardinality( %);
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(%017) 9

La funcién de Maxima que nos permite calcular las tablas que utilizamos en la seccién 2.1 es la funcién
mod. Veamos el siguiente ejemplo:

(%i18) Gms8:1,3,5.7;
(%018) {1,3,5,7}

Todos los productos posibles entre los elementos de este conjunto son:

(%i19) makeset(a.b, [a,b], cartesian_ product(Gm8,GmS8));
(%019) {1,3,5,7,9,15,21,25,35,49}

Los modulo 8 para algunos de los nimeros anteriores son:
(%i20) mod(21,8); mod(35,8); mod(49,8);

(%020) 5

(%021) 3

(%022) 1

Para generar el grupo Gy,,q5 escribimos:

(%i23) setify(makelist(mod(i,5),i,1,4));
(%023) {1,2,3,4}

En la seccién 2.1.1.2, definimos el orden de un elemento g € G. Consideremos el siguiente conjunto de

nimeros enteros:
Zy5 ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14} .

Se podria demostrar que el orden de g € G es igual al nimero de elementos de < g > y lo dejaremos como
ejercicio.

Vamos a calcular el orden de todos los elementos de Z 5, sabiendo que el orden de cada uno de esos
elementos divide a 15, que es el cardinal de Z5.

Probemos primero con el niimero 6 € Z;s.

(%i24) setify(makelist(mod(6+i,15),i,0,14));
(%024) -{0,3,6,9,12}

El orden de 6 € Z5 es:
( 90i25) length( %);
(%025) 5
En la siguiente instruccién lo haremos para todos los elementos de Z5.
(%i26) makelist([j,length(setify(makelist(mod(j*i,15),i,0,14)))].j,0,14);
(%026) [[0,1],[1,15],[2,15],[3,5], 4, 15],5,3],[6,5],[7,15],[8,15],[9, 5], [10, 3], [11,15],[12,5],
[13,15], [14, 15]]
La salida no es més que una lista [x,y] con cada elemento = € Zi5 y su orden y. Por lo tanto, el conjunto de

6rdenes es: {1, 3,5, 15}, todos divisores de 15, como estipula el teorema de Lagrange.
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2.2 Espacios métricos, normados y con producto interno

En estd seccidon vamos a introducir una funcién de distancia, de manera que si tenemos un par de puntos
o elementos de un espacio vectorial podemos hablar de que existe una cierta distancia entre ellos. Se dice que
la funcién distancia induce una topologia sobre el espacio vectorial. Comenzaremos definiendo el concepto de

métrica sobre espacios vectoriales y con esta estructura llegar a la nocién de norma.

2.2.1 Meétricas y espacios métricos

El concepto de métrica surge de la generalizacion de la idea de distancia entre dos puntos de la recta real.
Un espacio vectorial serd métrico si podemos definir una funcién:
d:VxV-=R/V|z),|y),|z) €V,
tal que se cumple lo siguiente:
d(jz),ly)) =20, st d(lz),[y) =0 = |z)
2. d(|), |y)) = d(ly) , ).
3.d(xy,y)) <d(|z),|z)) +d(|ly),|z)) (La desigualdad triangular).
Asi, diremos que (V, K, H, d) es un espacio vectorial lineal, métrico.

y)-

Podemos enumerar algunos ejemplos de espacios métricos:
1. Espacios reales R™.

(a). Para R, es decir la recta real, la definicién de métrica es: d (|z) , \y}) =|z—y.

(b). Para R?, es decir el plano, una definicién de métrica es: d (|z) , |y)) = 1/ (z1 — y1 + (w2 — y2)2.
También podemos construir otra definicién de métrica como: d (|x> ) = |z — | + |22 — 2l
La primera de estas métricas se conoce como métrica euclidea y la segunda como métrica Manhattan
o métrica de taxistas. Es claro como el mismo espacio vectorial genera varios espacios métricos,
dependiendo de la definicion de métrica. Para estos casos particulares, las métricas “miden” el
desplazamiento entre dos puntos de forma distinta: en drones (métrica euclidea) o vehiculos terrestre
en ciudades.

(c). En general para espacios reales R"™ una posible definicién de métrica serd:

AUy =A (21— 11)? + (22 — 1) + (55 — 432+ + (30 — ).

Esta definicion de métrica no es mas que una generalizacion del teorema de Pitdgoras y se denomina

“distancia euclidiana”.
2. Espacios unitarios n—dimensionales, o espacios complejos, C™. La definicion de distancia puede cons-

truirse como:

R L
y es claro que se recobra la idea de distancia en el plano complejo: d (|z) , |y)) = |z — y.

3. Para los espacios de funciones C[ oy UNa posible definicién de distancia serfa:

a(lf):19)) = ren[gfg]lf( )—g@)].

d<|ac>,|y>>:{1 Sr#y

0 sixz=y

4. La métrica trivial o discreta

Ejemplo 2.6 Como vimos en la seccién anterior, en el campo de los nimeros complejos el valor absoluto de
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z =z +1iyes |z| = /2?2 4+ y2. La métrica que podemos asociar a este espacio vectorial viene dada por:

d(|z1), 122)) = lll21) = e2)ll = V{21 = 22l 21 = 22) = V(@1 — 22)% + (51 — )2,

con: |z1) = x1 +iy1 y |22) = x2 + iyo.

<

2.2.2 Normas y espacios normados

El concepto de distancia (o métrica) es la propiedad mds elemental que se le puede exigir a un espacio
vectorial. Mucho mds interesante son aquellos espacios vectoriales que estdn equipados con la idea de norma
y, a partir de alli, se obtiene la distancia. La norma tiene que ver con el “tamafio” del vector y la métrica con la
distancia entre vectores.

La norma, A (|v;)) = |||vs)]|, de un espacio vectorial V = {|v1) , [v2), |vs), - -+ , |y )} serd una funcién:

N:VoR/VY |y)evV,
que cumple con:
Ll =0, st [lloi)| =0 = [oi) = 0).
2. Nlecoill = laf [va)l.
3. 1vs) + v |l < vadll + [lJvg) || (Desigualdad triangular).
La definicién de norma induce una métrica de la forma:

d(Jvi) ; vz)) = lvi) = [vj)

Denotaremos un espacio vectorial normado® como (V, K, 8; ||-||), espacio que también es conocido como

. @1

un espacio de Banach’. Esto significa que todo espacio normado es a su vez un espacio métrico, pero no todo
espacio métrico es normado.

De la definicion de distancia (2.1) resulta que la métrica asi definida es invariante bajo traslaciones de
vectores. Esto es, si; |Z) = |x) + |a) A _|§) = |y) + |a), entonces, d (|z),|y)) = d(|Z),]7)). Y ademds es
homogeénea: d (A |z) , Aly)) = |Ald (|2}, |v)).

Como ejemplos de espacios normados podemos mostrar los siguientes:

1. Los espacios reales, R™ y los espacios complejos C™. Para estos espacios de Banach, la norma se define

como:

N /)l + foal? + sl + -« + |l =

n
D il
i=1

Para un espacio en R? se cumple que |||z)|| = /2% + 23 + 22, por lo tanto, la idea de norma generaliza
la nocién de “tamafio” del vector |x). Es claro que la definicion de distancia se construye a partir de la

norma de la forma:

2 2 2 2
d(lz),1y)) = lll=) =yl = \/\1‘1 —ul" + v — vl 4 oz —ysl” 4 A =l
Este espacio se llama espacio normado euclidiano de dimensién n.

2. Parael espacio lineal de matrices n X n, reales o complejas, con el campo K real o complejo, una definicién

SEl concepto de espacio normado fue formulado en 1922 de manera independiente por: S. Banach, H. Hahn y N. Wiener.

7Stefan Banach (1892-1945) Matematico polaco, uno de los fundadores del andlisis funcional moderno, con sus mayores contribuciones
a la teorfa de espacios topolégicos. https://es.wikipedia.org/wiki/Stefan_Banach
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de norma es:
m n

1M =D 1 Ma|

a=1 b=1

y la correspondiente definicién de distancia:

d(|z),|y) = |M = N[ =" |Map — Ny -
a=1 b=1
3. Para los espacios funcionales C[flob] una posible definicion de norma seria:

1)1 = i 1£0)]

otra posible definicioén puede ser:

2qt.

b
1Al = / £(8)

2.2.3 Espacios euclidianos

El siguiente paso en la construccion de espacios vectoriales mas ricos es equiparlo con la definicion de
producto interno, y a partir de esta definicién, construir el concepto de norma y con éste el de distancia. La idea
de producto interno generaliza el concepto de producto escalar de vectores en R3 e incorpora a los espacios
vectoriales abstractos el concepto de ortogonalidad y descomposicion ortogonal. Histéricamente, la teoria de
espacios vectoriales con producto interno es anterior a la teorfa de espacios métricos y espacios de Banach y
se le debe a D. Hilbert®. Adicionalmente, la semejanza entre la geometria euclidiana y la geométrica de R™ ha
hecho que espacios en los cuales se puedan definir, distancia, dngulos, a partir de una definicién de producto

interno, se denominen también espacios euclidianos.

2.2.3.1 Producto interno

En un espacio vectorial V = {|v1) , |v2) ,|vs) ;- - - , |vn)}, la definicién del producto interno de dos vectores

la denotaremos como (v;| v;) y es una aplicacion:
Z(|vi)ylvs)) : VXV =K, Y |v),lv;) € V.
Es decir, asocia a ese par de vectores con un elemento del campo K.

Las propiedades que definen el producto interno son:
Lo (v vi) = [[Ju)|? € KA (vi]wv) >0 Y )eV, si (v]v)=0 = |v)=|0).

2. (il vjp= (il o)™ ¥ Jui) s [uy) € V.

3. (vil.av; + Bug) = a (v vj) + B(vi| vk) V |vi), |v),|vk) €V A a,B8 € K.
4. {aw; + Bujlvg) = o (v v) + B* (vjl vg) Y |vi), Jv) k) €V A o, 8 € K.
5. <111| O> == <0| vi> =0.

La segunda y cuarta propiedad resultan del hecho de que si el campo es complejo K = C, entonces:
(av| aw) = o (vi| vi) = i (vi| vi) = — (vi| vi)
lo cual contradice el hecho de que la norma tiene que ser positiva. Por eso la necesidad de tomar el complejo

conjugado. Se dice entonces, que el producto escalar es antilineal respecto al primer factor y lineal respecto al

8David Hilbert(1862-1943) Matemadtico aleman defensor de la axiomdtica como enfoque primordial de los problemas cientificos. Hizo
importantes contribuciones en distintas dreas de la matematica, como: Invariantes, Campos de Nimeros Algebraicos, Andlisis Funcional,
Ecuaciones Integrales, Fisica-Matematica y Cdlculo en Variaciones. https://es.wikipedia.org/wiki/David_Hilbert

98



2.2 Espacios métricos, normados y con producto interno

segundo.

A partir de la definicién de producto interno se construyen los conceptos de norma y distancia:

ol = v wil wi) -y d(Jvi), [vg) = [lJvi) = )]l =

2.2.3.2 La desigualdad de Cauchy-Schwarz: los angulos entre vectores reales y complejos

Todo producto interno (v;| v;) definido en un espacio vectorial normado V = {|v1) , |v2) , |vs) , -« - , |vn)}

cumple con la desigualdad de Cauchy-Schwarz:
2
(vl o) < (vl vi) Qs vy = Kwil o] < Mllvad ]l Nlopl - 22)
Es claro que si |v;) = |0) A |v;) = |0) se cumple la igualdad y es trivial la afirmacién.

Para demostrar la desigualdad, tomemos dos vectores |v;) A |v;) cualesquiera, entonces podemos construir

un tercero: |vg) = «|v;) + B |v;) (a0 y 5 tendrdn valores particulares), por lo tanto:
(vk| v) = (av; + Buj| av; + Boj) >0,
esto significa que:
(i + Buj| avi + Buj) = (avi| avi) + (awi| Buj) + (Busl aws) + (Bu;| Bvj) > 0
= |af® (v;] vi) + a* B (vi] v;) + B (v} vi) + 1B (vj] v;) > 0.
Si a = (vj] v;), se tiene que:
(3] vg) (il vi) + B {vi| wg) +8" (vl 1B = 0
(] vg) (il vi) = =B (vil 0g) — B2 (ws] vi) = |6,
seguidamente seleccionamos: 8 = — (v;| v;), y por lo tanto: 8* = — (v;] v;), consecuentemente:
(vj] v5) (vil vi) (vil vi){vil v5) + (Wil v;) (o] vi) — (wj| vi) (il vj)
(vjl v;) (vil vi) (wil ). (o5 vi) = (il 03] - u

Ahora consideremos lo siguiente, de la desigualdad de Cauchy-Schwarz y la definicién de norma se

=
>

desprende que:
2
Aol )
i) 1 1) 1 ol ez
por lo tanto podemos definir el “dngulo” entre los vectores abstractos |v;) A |v;) como:

cos(O¢) = Mol i)l (2.3)

NS

donde hemos denotado como O¢ el dngulo genérico que forman los vectores reales o complejos.

<1,

Si estamos considerando espacios vectoriales reales -en los cuales el campo corresponde a los niimeros
reales- entonces el dngulo definido entre vectores abstractos reales corresponde al que intuitivamente siempre

hemos considerado para los vectores cartesianos y que discutimos en la seccién 1.1.4.1,

cos(OR) = M con 0<OR<mT,

RN

donde se toma O = 0 para vectores colineales y O = 7 para vectores opuestos (antilineales). Si bien es cierto
que esta definicién coincide con la de los vectores cartesianos, hay que resaltar que la estamos extendiendo para
cualquier vector abstracto, vale decir: funciones reales, matrices, y todos los objetos matematicos que cumplan
con las reglas para los espacios vectoriales expuestas en 2.1.3.

Para el caso de espacios vectoriales complejos la situacién es mds sutil y significa definir un dngulo entre

dos vectores abstractos y complejos, sin embargo podemos abordar el problema suponiendo:
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1. un espacio complejo n—dimensional de n—uplas de ndmeros complejos |z) <> (z1, 22, - + - 2,) asociado
(isomorfo) a un espacio vectorial real de 2n dimensiones, con vectores representados por 2n—uplas de
nimeros reales |w) <> (Re(z1),Re(z2), - Re(z,),Im(z1),Im(z2), - - - Im(z,)), donde hemos repre-
sentado Re(z;) y Im(z;) como las partes reales e imaginarias de z;, respectivamente o,

2. directamente a partir de una definicién de producto interno entre vectores complejos implementado por:
(wil ) = S0y whg.

Ambas aproximaciones no son del todo independientes pero igualmente justificadas®.
Consideremos el segundo caso, esto es: directamente a partir de una definicién de producto interno entre
vectores complejos. Para este caso consideramos un dngulo complejo, y cos(©¢) una funcién de variable

compleja, que puede ser expresada en su forma polar como:

cos(O¢) = il vp)l = cos(O¢) = pe?, con p=]|cos(O¢)| <1.

s Tl

Entonces podemos asociar p = cos(Op) y definir O, en el rango 0 < Oy < 7/2, como el dngulo
hermitico entre los vectores complejos |v;) y |vj). Mientras que ¢, definido en =7 < ¢ < ', corresponde
al pseudo dngulo de Kasner, que representa la orientacién o rotacién del dngulo hermitico y no tiene mayor
significado al cuantificar el dngulo entre esos dos vectores. Esta diferencia de significados puede intuirse cuando
multiplicamos |v;) y |vj), por una constante compleja: |¥;) — «; |v;) ¥ comprobamos que el dngulo O

permanece inalterado y no asi el dangulo de Kasner©.

2.2.3.3 Teoremas del coseno y de Pitagoras

A partir de la definicién de norma se obtiene:
2
i) = TollI” = (vi = vj] vi = v) = sl vi) = (wil v3) = (il V)" + (vj] vj)
(vil vi) + (ujl vj) = 2Re ((vi] v5)) ,
con lo cual hemos generalizado el teorema del coseno para un espacio vectorial abstracto:
2 2 2
oz} — o I” = o™ + 1ol = 2[[foa) || l|vs) ]| cos(©a) - 2.4)
De tal forma que para espacios vectoriales reales tendremos:

o) = fo) I = W) 2 o) 1 = 2 [l | o)l cos(®) ,  con 0< O <,

y para espacios vectoriales complejos:
2 2 2
oz} = Top 7= [llo 7+ [l 1" = 2 [[va) [ [1lvj)[| cos(Or) cos(@),  con 0 < Op < /2.

Para el caso que los vectores |v;) A |v;) sean ortogonales, esto es (v;| v;) = 0, tendremos el teorema de

Pitdgoras generalizado:
2 _ 2 2 2
(llvi) = Top 1" = [lloi) + [olI” = v ll” + o) [I” - (2.5)
Veamos algunos ejemplos de espacios vectoriales con producto interno.

1. Espacios euclidianos reales, R" y espacios euclidianos complejos C".

Los vectores en estos espacios euclidianos pueden ser representados por

|T> = (.1'1,.732,"‘.%»”) A ‘y> = (y17y27"' 7yn) 5

9Scharnhorst, K. (2001). Angles in complex vector spaces. Acta Applicandae Mathematica, 69 (1), 95-103.

10Pyede consultarse Reju, V. G., Koh, S. N., y Soon, Y. (2009). An algorithm for mixing matrix estimation in instantaneous blind source
separation. Signal Processing, 89 (9), 1762-1773.
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y el producto interno queda definido por:
n
(@l y) = 2y + 23ys + 25ys, Ty = Y T}V, (2.6)
i=1
es claro que esta definicién de producto interno coincide, para R? (y R?) con la idea de producto escalar

convencional que consideramos en las secciones 1.1.4.1 y 1.2.6.1, vale decir:
a=a;l+a,j
= a-b=a.b, +ayb,.
b = b1+ by)
Ahora bien, el lector puede comprobar que para vectores en R? también se puede proveer una definicién

de producto interno diferente:
a®b = 2a.b; + azby + ayby + ayby,

igualmente vélida, con lo cual es claro que en un mismo espacio vectorial pueden coexistir diferentes
productos internos.

Por su parte, la norma es:

lla)ll = Vel @) = \Ja} + a3 +af, - +wB =

La distancia también recupera la idea intuitiva de distancia euclidiana:
d(lz),1y) = ) — Il = Viz=yl 2= y)

2

d(2),19) = /@1 — 91)% £ @a— o) + (35— ya)? + ++ (30 — ).

El teorema del coseno queda como:

n

n n n
Yoty =Y al Y yi 2| a?
i=1 =1 =1

i=1

mientras que el teorema de Pitdgoras es:

n

n n
Z(%‘eri)? = Zx?Jrny,
i=1 i=1

i=1
es obvio que para R? tanto el teorema del coseno como el teorema de Pitdgoras retoman su forma
tradicional.

Finalmente la desigualdad de Cauchy-Schwarz se expresa de la siguiente manera:

n 2 n n
2 2
i=1 i=1 =1

. Para los espacios de funciones continuas C[C()],Ob] una posible definicién de producto interno seria:
:

([ )l <) Nyl =

b
(] g>:/ dz f* (2) g (),

de la cual se deriva la siguiente expresion para la norma:

b
A2 = (1 £) :/ de (@) .

a
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La distancia entre funciones quedard definida como:

d(1£),19) = 15~ o)l = VI =gl T—9) = U1 ) = (F1 9) — (F1 9)" + (gl 9)

a(f).19) = \/ / dz |f(z) — g(a)?
- \//abdx =2 ([[ar @ o) + [ ar o

El teorema del coseno puede ser escritos como:

b b b
/ dz |f(z) + g(a)? = / do (@) + / d |g(x)?

o (/:dz f(ae>|2)é (/abdz g<z>|2>%cos<@>,

Joda f* (@) g(a) _
(P 17@)P)” (2 dr 19 (p?)®

Y como era de esperarse el teorema de Pitdgoras queda:

b b b
/ do |f(z) + g(x)? = / do |f(@)P % / da () ?

para funciones f(z) y g(x) ortogonales, mientras que para este caso, la desigualdad de Cauchy-Schwarz

/abdmf*(x)g(:c) </abd1: |f(x)]? /abdx lg(z)[?

Ejemplo 2.7 Consideramos el espacio vectorial de polinomios de grado g < n definidos en el intervalo [0, 1] o

donde:

cos(@) =

S€ expresa:
2

en el intervalo [—1, 1] segin el caso. Suponiendo las siguientes definiciones de producto interno en P™:
1

(4o b= / D@y (o lon) = /0 p(z)q(x)dz.

Vamos a encontrar la distancia y el dngulo entre los vectores: |z1) = z(z — 1) y |x2) =z

En general, la definicion de distancia es:

d(|z1),|m2)) = /(w2 — 21 |22 — 21),

por lo tanto para {gp, |p,) = f_ll p(z)q(x)dz la distancia sera:

1
1
Viey —x1 |22 —21) = \// [2(z—1) — 2] dz = BV6907
-1
y para {qn |pn) = fo x)dz, serd:

1
Vize =2y o2 —m1) = \//0 (z(x —1) —2)’de = 1—25\/%

Con respecto a los dngulos:

(z1 [22)
0 = arccos .
(\/(901 lz1)/ (22 |$2>)

Para (g, |pn) = f—1 p(x)q(x)dz tenemos:
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0 = arccos ( {21 o) > = arccos fll (z(z—1))wde
NEYN T NPT

1
= arc cos <_EV 15\/6) = 2,4825 rad .

Para (g, [pn) = f, p(z)q(x)d

6 = arccos < (@1 |22) > = arccos fol (¢(z —1)) (2)dz
W\/W \/jol (x(x _ 1))2 dx\/fol 22da

1
= arccos ( \/15\@> =24825rad  {El mismo angulo!

<

2.2.4 Ejercicios

1. Consideremos el espacio vectorial conformado por los vectores geométricos en R ;Serdn espacios
euclidianos para las siguientes definiciones de producto interno?
(a). El producto de las longitudes de los vectores.
(b). El producto de las longitudes por el cubo del coseno del angulo entre ellos.
(c). El producto como dos veces el producto escalar usual entre vectores.
2. Considerando estas definiciones de producto interno en P,:
1 1
@ (alp) = [ oo, B ol = [ plelae)is.
(a). Encuentre los dngulos en el “tridngulo” formado por los vectores: |x1) = 1,|z2) = ¢, |z3) =1 —¢.
(b). Encuentre la distancia y el angulo entre los siguientes pares de vectores en Ps:
L jz1) =1; |xg) =
L |z1) = 223 |we) = a2
3. Sea E’ un subespacio euclidiano de dimensién k, E' C E, y sea |v) un vector que no necesariamente €s
un elemento E’. Podemos plantearnos el problema de representar |v) de la forma: |v) = |g) + |h); donde
|g) € E' y|h) esortogonal a |g). La existencia de la expansi6n anterior nos muestra que el espacio total E,
de dimensi6n n, es la suma directa de los subespacios E’ y su complemento ortogonal E* de dimensién
n — k.
Nota: El conjunto de los vectores de E que son ortogonales a todos los de E':
L= {lo) €E | (vlg)=0V]g) € B}
serd un subespacio de E y se denomina complemento ortogonal de E’.
Encuentre el vector |v), como la suma del vector |g), expandido por los vectores |g;), y el vector
perpendicular |h) cuando:
. |h) = (5,2,-2,2), lg1) = (2,1,1,—a), |g2) = (1, 8,3,0).
(b). |h) =(=3,5,9.3), [g1) = (1,1,1,7), [92) = (20, —1, 1, 1), [g3) = (2, =74, -1, —1).
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4.

6.

Considere el espacio vectorial de matrices complejas 2 x 2 con la siguiente definicién

(a |b) = Tr(ATB) = (A"):B! = (A")!B] .
Compruebe si ésta es una buena definicién de producto interno.
Nota: Las matrices complejas 2 x 2 estdn conformadas por cuatro nimeros complejos, z1 = =1 + y1,
29 = T9 + Y2, 23 = 3 + 1yY3, ¥ 24 = x4 + 1y4. Entonces, hemos denotado por (AT)§- la matriz adjunta
de A;-. Vale decir, una matriz adjunta de otra serd su traspuesta conjugada. Por traspuesta entendemos
cambiar filas por columnas manteniendo intacta la diagonal, A;- — Ag (ver seccién 4.4.3). Por otro
lado, hemos definido como Tr(A) la traza de una matriz como la suma de los elementos de la diagonal,
Tr(A) = Al A continuacién ejemplificamos estas dos definiciones:
2y 25

Z1 22

Ao =AM &

. y Tr(A) =2z + 29.

zZ3 Z4 Z9 2y
Ambas definiciones serdn discutidas con rigor en las secciones 4.2.3 y 4.3.4, respectivamente. Sin
embargo, este par de definiciones funcionales —la adjunta de una matriz es su traspuesta conjugada y su

traza sera la suma de los elementos de la diagonal— serdn suficiente para desarrollar este ejercicio.

. Sean |p,) = p(z) = Z?:_ol a;irt;  |gn) = q(z) = Z?:_ol b;z' € Py, y considere la siguiente definici6n:
n—1
(@n [pn) = agbo 4 arby + agba + ... + ap_1by_y = Zaibi
i=0

(a). Muestre que ésta es una buena definicién de producto interno.
(b). Con esta definicién de producto interior ;Se puede considerar P, un subespacio de C, ) ? ; Por qué?
Los vectores en R? en coordenadas cartesianas los definimos como a = d’ lei) = agl+ ay) + azl; y

definimos una “tabla de multiplicacién” entre ellos de la forma <ei lej) = 6; conti,j =1,2,3,estoes:

e ey) (33 [k
1 1/0]0
j 0[1]0
k 0lo]1

Un cuaternidn cartesiano puede escribirse de manera andloga a los vectores cartesianos, vale decir:
'a> = a" |Q<1> =ad’ + a’ |%> =ag+ a1+ ayj + azl;a

con o = 0,1,2,3y donde las a* (con i = 1,2, 3) son niimeros reales que representan las componentes
vectoriales en coordenadas cartesianas de los cuaterniones, mientras que la a®, también un nimero real
se le llama componente escalar!!.

Los cuaterniones fueron inventados por el matematico irlandés William Rowan Hamilton a mediados del
siglo XIX, y por decirlo de alguna manera, son hibridos o generalizaciones a un plano hipercomplejo.
Un vector cartesiano es un cuaternién con la componente escalar nula. Hoy encontramos aplicaciones

del dlgebra de cuaterniones en Fisica'? y mds recientemente ha tenido alguna utilizacién en computacion

URecuerde que estamos utilizando la convencién de Einstein: ¢® |go) = ® + Zj: 1 ¢ |g5). Es decir, hemos supuesto que: |go) = 1, 1a
unidad en los nimeros reales. Adicionalmente, nétese que los indices griegos «, 3, - - - toman los valores 0, 1, 2, 3, mientras que los
latinos que acompailan a los vectores cartesianos toman los siguiente valores j, k, = 1,2, 3.

12Hace algunas décadas se dio una discusion sobre la importancia de utilizar esta representacién en Fisica Cudntica. Pueden consultar:

o
°
o

Berezin, A. V., Kurochkin, Y. A., & Tolkachev, E. A. (1989). Quaternions in relativistic physics. Nauka i Tekhnika, Minsk.
Girard, P. R. (1984). The quaternion group and modern physics. European Journal of Physics, 5(1), 25.

Horwitz, L. P., & Biedenharn, L. C. (1984). Quaternion quantum mechanics: second quantization and gauge fields. Annals of
Physics, 157(2), 432-488.
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gréfica que discutiremos en el proximo problema dentro del contexto del dlgebra geométrica y las dlgebras
de Grassman.

Basandonos en este esquema podemos definir la “tabla de multiplicacién” para los cuaterniones cartesianos

ey @lg) | 1] o) | e | las) |
1 1 lg1) lg2) lg3)
lq1) lq1) -1 lg3) | —lg2)
lg2) lg2) | — las) -1 lq1)
lgs) lgs) lg2) | —lq1) -1

Nétese que por el hecho de que:

45) ©lg;) = =1 = |q1) ©la1) = lg2) © |g2) = lgs) © lgs) = =15
se puede pensar que un cuaternion es la generalizacién de los niimeros complejos a mds de una dimensién
(un ndmero hipercomplejo), donde la parte imaginaria tendria tres dimensiones y no una como es
costumbre.
Esto es,
la) = a®lga) = a® o) + a7 |gj) = o +a” |ar) o |gaht o |as)

1 “parte compleja”

Siendo consistente con esa vision de generalizacién de un nimero complejo, definiremos el conjugado
de un cuaternién como:
40 j
)= =b"|q0) — ¥ |ay)

con j=1,2,3.
Es decir, en analogia con los nimeros complejos el conjugado de un cuaternién cambia el signo de su
“parte compleja vectorial”.
Igualmente, definiremos la suma entre cuaterniones de la siguiente manera:

|a) = a®[qa)

=9 = ga) = la) +[b) = (a® + %) |ga) = = (a” +b%) .

[b) = 0% |qa)
Esto quiere decir que los vectores se suman componente a componente. Mientras que la multiplicacién
por un escalar queda definida por a |¢) = ac® |gq ), s decir se multiplica el escalar por cada componente.
Con la informacidn anterior, responda las siguientes preguntas:
(a). Compruebe si los cuaterniones, |a), forman un espacio vectorial respecto a esa operacién suma y

esa multiplicacién por escalares, andloga a la de los vectores en R? en coordenada cartesianas.

(b). Dados dos cuaterniones cualesquiera |b) = (bo,b) yry = (7"071‘), y su tabla de multiplicacidn,

muestre que el producto entre esos cuaterniones |d) = |b) ® |r) podrad representarse como:
d) = [b) ©|r) «— (%, d) = (" =b-r, "’b+'r + b x 1) ,
donde - y x corresponden con los productos escalares y vectoriales tridimensionales de siempre.
(c). Ahora con indices: dados |b) = b* |ga) ¥ |7) = r*|¢a), compruebe si el producto |d) = |b) © |r)

puede ser siempre escrito de la forma:
|d) = 10) © |r) = algo) + D57 |qj) + A bsr|gi)

donde a representa un nimero, S (o >5g (recuerde que los indices latinos toman los valores j, k, [ =
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(d).

(e).

().

(2)-

(h).

)

K).
D).

1,2,3, mientras o = 0, 1,2, 3), donde S indica 7% = S¥, que la cantidad S¥ es simétrica, y
por lo tanto (569, + S767) |g;).
Mientras AUl representa un conjunto de objetos antisimétricos en j y k:13

AVRIE —y AT — — AR5y (AT — A7) i)
Identifique las cantidades: a, S(/) y AUK en términos de las componentes de los cuaterniones.
(El producto de cuaterniones |d) = |a)®|r) serd un vector, pseudovector o ninguna de las anteriores?
Explique por qué.

Compruebe si las matrices de Pauli y la identidad

01 0 —i 1 0 . 10
o1 = , 02 = , 03 = , op=1= R
! 10 2 i 0 s 0 —1 0 0 1

pueden representar la base de los cuaterniones {|q1) , |g2) , |¢3) ,|q0)}. Seguidamente muestre que

WH<ZJQ,
—w z

pueden ser consideradas como cuaterniones, donde z = z+4iy y w = a+ b son nimeros complejos.

matrices complejas 2 x 2 del tipo:

Las Matrices de Pauli aparecen en mecénica cudntica cuando se tiene en cuenta la interaccion del
espin de una particula con un campo electromagnético externo y en estas notas las consideraremos
en varios momentos (ver, por ejemplo los ejercicios de las secciones 4.3.8 y 4.7.5)

Muestre que una representacion posible para la base de cuaterniones son: la matriz identidad y las
matrices reales 4 x 4 de la forma:

0 1 0 0 00 0 -1 00 —-10
10 0 0 00 -1 0 00 0 1
lq1) = 0o 0 o 1l lg2) = o1 o0 o | lgs) = Lo 0 o
0 0 —1 0 10 0 0 0 -1 0 0

Compruebe si la siguiente es una buena definicién de producto interno:
7T ]
(a[b) =la)* ©[b) .
Modifique un poco la definicién anterior de tal forma que:
1 r——o —
(alb) =3 (]t} = lar) © {a ) © lav)]
y compruebe si esta definicion compleja del producto interno cumple con todas las propiedades.

Noétese que un cuaternién de la forma | f) = f© + f! |g1) es un niimero complejo convencional.

. Compruebe si la siguiente es una buena definicion de norma para los cuaterniones:

() = lla)ll = Vi{ala) = /o) @ |a).

Compruebe si un cuaternion definido por:
=_ lo*

= P

puede ser considerado como el inverso o elemento simétrico de |a), respecto a la multiplicacién ©.

Compruebe si los cuaterniones |a) forman un grupo respecto a una operacién multiplicacién ©.
Los vectores en R? en coordenadas cartesianas, |v), pueden ser representados como cuaterniones,

donde la parte escalar es nula v’ = 0 — |v) = v/ |g;). Compruebe si el siguiente producto conserva

13Para familiarizarse con las expresiones vectoriales con la notacién de indices puede consultar la seccién 1.4.
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7.

Consideremos otra vez el espacio R? expandido
por la base ortonormal estdndar {i,j, l;} Supon-
gamos en este espacio el producto de dos vectores
ay b (o |a)y |b) en la notacién de vectores abs-
tractos de Dirac) definido a la manera del dlgebra
geométrica. Esto es:

con a - b el producto escalar estindar de R3,
representando la parte conmutativa de ab y a A
b su parte anticonmutativa. Esta tdltima parte se
relaciona con el producto vectorial estdndar de la
representacion de Gibbs como: a A b = ia X b,
coni =i Aj -k un pseudoescalar.

la norma:

|v) =la) © |v) @ la) .

2 2 2 .
Estos es: [||o/)]|2 = (vl’) + (UT) + (&’) = (1) + (0?)% + (0¥)° = [[0)]? .
En el mismo espiritu de los cuaterniones considerados previamente estudiemos el siguiente problema.

1>

|a>©\b>Eab:a-b—i—a/\b7

Figura 2.2: Se ilustran los vectores ortonormales
estdndares {1, J} y como siempre k =1 x j.

Este formalismo ha tenido cierto impacto en computacion grafica y lo vamos a utilizar para modelar
transformaciones de objetos en el espacio. Considere el caso 2D representado en la figura 2.2, en el
formalismo de dlgebra geométrica el objeto tridgngulo lo asociamos con vector abstracto |A), mientras
que el objeto cuadrado lo representaremos como |O), y el tercer objeto por |1}).

Entonces:

(a). Exprese los vectores: |A),|0),|f) en términos de la base ortonormal estindar {i,j, R} (o
i), 1j) , |k)) en el formalismo de dlgebra geométrica.

(b). Exprese |A) (D) en término de la base geométrica. Vale decir, si |O,) es un objeto geométrico
este podrd representarse en términos de una base: |¢) ,|o) , |B) , |i), donde |€) es un escalar; |o) es
un vector, | B) un bivector y, finalmente |¢) un pseudoescalar.

(c). Encuentre la norma de cada uno de ellos y la distancia entre |A) y |1}).

(d). Considere ahora la operacién: A |A) = ‘A>

L./ Si A3 es el operador reflexién respecto |j), exprese en términos geométricos ‘A> = Ay |A)

yAp (2 OIM).

14Esta representacion para objetos fisicos ha tenido cierto éxito en Fisica cldsica y cudntica; se puede consultar:

()

o

Hestenes, D., & Sobczyk, G. (2012). Clifford algebra to geometric calculus: a unified language for mathematics and physics (Vol.
5). Springer Science & Business Media.

Hestenes, D. (1971). Vectors, spinors, and complex numbers in classical and quantum physics. Am. J. Phys, 39(9), 1013-1027.
Hestenes, D. (2003). Spacetime physics with geometric algebra. American Journal of Physics, 71(7), 691-714.

Dressel, J., Bliokh, K. Y., & Nori, F. (2015). Spacetime algebra as a powerful tool for electromagnetism. Physics Reports, 589,
1-71.

Goldman, R. (2002). On the algebraic and geometric foundations of computer graphics. ACM Transactions on Graphics (TOG),
21(1), 52-86.

Hildenbrand (2011). From Grassmann’s vision to geometric algebra computing. Springer Basel.

Hildenbrand, D., Fontijne, D., Perwass, C., & Dorst, L. (2004). Geometric algebra and its application to computer graphics. In
Tutorial notes of the EUROGRAPHICS conference.

Vince, J. (2008). Geometric algebra for computer graphics. Springer Science & Business Media

y las referencias allf citadas.
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II. Si Ag ) es el operador de rotacién alrededor de un bivector |B) un dngulo 6. Encuentre
Azsap) (12) QM) con |B) = [j) + [k).
III. ;Cémo interpreta Ud. la ecuacién de autovalores A |A) = 2 |A)?

(e). Considere el caso 3D en el cual ‘A> representa un tetraedro regular con la base representada por la
figura2.2y ‘Ij> , un cubo, también con su base representada en el plano de la misma figura.

I. Exprese los vectores: ‘A> , ‘lj> en términos de la base ortonormal estdndar {LLR} y el
formalismo de dlgebra geométrica.
II. Exprese (‘A> ©) Hr)) ® ]A) en término de la base geométrica.

III. Encuentre la norma de ‘A> y la distancia entre ’A> Yy Aria-p) ‘G>

IV, Exprese [Arz, ), Baya ] [O3):con [R5y, Brjan] = Az /sy —Befagp Aujz-i)-
8. En Geometria Diferencial podemos considerar a R? como un conjunto de puntos (una variedad o espacio
topolégico), es decir, R3 no es un espacio vectorial como se definié con anterioridad. En un punto ¢
cualquiera podemos generar un plano IR2, entendido también como un conjunto de puntos, y definir el
siguiente conjunto Tq]R2 = {el conjunto de todos los vectores geométricos (flechas) con origen en ¢
que son tangentes al plano IR?}. Notemos que la idea la podemos extender para cualquier superficie, por
ejemplo, una esfera $2 (embebida en R?) y sobre la esfera seleccionar un punto arbitrario . A partir
de este punto ¢ generar un plano y construir el conjunto TqSZ = {el conjunto de todos los vectores
geométricos con origen en g que son tangentes a la esfera $2}.
(a). (Es TqIR2 un espacio vectorial?
(b). Claramente podemos seleccionar otro punto arbitrario, pero diferente de ¢, digamos p y construir el
conjunto Tp]RZ. (Son estos dos espacios isomorfos?
9. Consideremos ahora el conjunto de todas las funciones diferenciables f : R®> — R. Esto es, que existen
todas las derivadas parciales en ¢ € R3:
Do f (2D, 0y f(x4), 0. f(2") € RV (2) € R®.
Note que hemos supuesto un sistema de coordenadas cartesiano z* = (x,y, z) en R3 y que las derivadas
son evaluadas en q.
Consideremos el espacio tangente TqR3 en un punto g arbitrario y un vector |ug) € TqR3 con componentes
(ul, u?, ug), podemos definir el siguiente operador (operador derivada direccional) en g siguiendo a |ug):
|Uy) = (ulﬁx +u?dy, + u?’&z)q .
Por lo tanto:
Ug) | = (000 + 18y +0?0:)  f = u' (8:f)g + 40y f)g +u?(0:1)q -
Es posible entonces construir el conjunto de los operadores derivadas direccionales que actian sobre las
funciones f:
Dy(R®) = {|Ug) = (u' + u8y +u*0:) ¥ |ug) € T,R%}.

¢) (Es D, un espacio vectorial?

d) ¢Los espacios D, y T,R? son isomorfos?
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Practicando con Maxima

1. Espacios y subespacios vectoriales Sea el espacio vectorial V = K", definido en K = R y donde
n es un entero positivo. Consideremos el caso n = 4. El producto de un elemento de K*, digamos
|z) = (1,29, T3, 24) por un escalar a € K resulta en otro elemento de K*.

Primero introducimos los elementos como listas:
(%il) X:[x1,x2,x3.x4]; Y:[yl,y2,y3.y4]; Z:[z1,22,23,74];
(%01)  [z1,x2, 73,24

(%02)  [y1,Y2, Y3, Ya]
(%03) (21, 22, 23, 24]

(%id) alpha*X=Y;
(%04) [orxy, axo, axy, axq] = [y1,Y2, Y3, Yd]

El resultado es un elemento del espacio vectorial K*.
Lasumade |z) = (21, %2,23,%4) ¥ [y) = (Y1, Y2, Y3, Ya) serd:

(Y%i5) X+Y=Z;
(%05)  [y1 + x1,Y2 + T2, Y3 + T3, Y4 + T4] = [21, 22, 23, 24]

con (z1, 22, 23, 24) € K*.
Podemos ver rdpidamente que el conjunto de vectores que tienen la forma (z1, 9, 23,0) conforman un
subespacio de K*, ya que:

(%i6) map(":",[x4,y4,241,[0,0,0]);
(%06)  [0,0,0]

(%i7) X:[x1,x2,x3,x4];Y:[yl,y2,y3,y4];Z:[z1,22,23,74];
(07007) [x15x27m370]

( 0]008) [yh Y2,Ys3, 0]
(%09)  [21, 22, 23,0]

(%i10) alpha*X+beta*Y=Z;
(%010) [By1 + ax1,By2 + axs, fys + axs3,0] = |21, 22, 23, 0]

Para recobrar las variables x4, y4, 24 escribimos:

(%oill) kill(x4,y4,z4)$

(Tei12), X:IX1X2,x3,x41; Yily Ly2,y3,y41; Z:[21,22.23,741;
(90012) [x1, 22, T3, 4]

(9013)" [y1, Y2, Y3, Y]
(Y0014) [21, 22, 23, 24]
Para calcular el producto interno entre vectores es necesario utilizar la biblioteca eigen.

(%il5) load("eigen")$

(%i16) innerproduct(X,Y);
(%016) z4ys + z3Ys +22y2 + T1 Y1
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Consideremos ahora V = K", definido en K = C, con n = 3. Por lo tanto, los vectores serdn ahora de la

siguiente forma: z = (1 + iy1, T2 + Y2, T3 + iy3).

(%i17) Z1:[x1+ %i*yl,x2+ %oi*y2,x3+ Joi*y3]; Z2:[ul+ Toi*v1,u2+ %i*v2,u3+ %oi*v3];
(%017) [iyy + x1,iy2 + 2,1 y3 + x3]

(%018) [iv1 + u,ive + ug,ivs + ug)

Y los escalares de la forma o = a + 7b.

(%i19) alpha:a+ %i*b;
(%019) ib+a

El producto por el escalar « es:

(%i20) Z3:alpha*Z1;
(%020) [(ib+a) (ty1+2x1),(tb+a) (iy2 +x2),(ib+a) (tys + x3)]

(%i21) map(rectform,Z3);
(%021) [i (ay1 +bx1) —byr +azi,i (ays +bxe) —bys +awxa,i (ays +bas) — bys + axs)

(%i22) map(realpart,Z3),factor; map(imagpart,Z3),factor;
(%022) [—(byr —ax1),— (by2 —axa),— (bys — axs)]
(%023) [ays +bx1,ays +bxe,ays + bas)

Calculemos ahora el producto interno:
AR (.Z'l + iyl)*(ul + i’l)l) + (.Z'Q + iyg)*(UQ + i’Ug) + (1'3 + iyg)*(U{g + i’Ug) .

(%i24) ZA:innerproduct(Z1,22);
(%024) (vs —iug) yz+ (v2 — iug) yo + (v1 — tu1) y1 + (1v3 + uz) T3+ (ive + ug) T2 + (v1 + v1) 71

(%i25) Re:map(realpart,Z4)$ Im:map(imagpart,Z4)$

(%i26) Re+ %i*Im;

(%026) i (—usys — u2ys — Ury1 + V33 + Va2 + V121) + V3Y3 + Vay2 + V1Y1 + U3T3 + Uaxe + Uy X1
(%i27) kill(al)$

. Producto de polinomios Consideremos el siguiente producto escalar entre elementos de un espacio

vectorial de polinomios:
b
Wil = [ pitoi(oae.
a

Vamos a encontrar la distancia y el dngulo entre los vectores |x1) = x(x — 1) y |x2) = « en dos intervalos
diferentes: [0,1] y [-1,1]

Debemos introducir los objetos a multiplicar:

(%il) Pl:x*(x-1); P2:x;

(%0l) (z—1)=x

(%02) =z

Ahora calculamos las distancias entre los vectores para ambos intervalos. Haremos gala de algunas

posibilidades que ofrece el programa para escribir las expresiones.
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(%i3) sqrt(integrate(((P1-P2)" 2),x,-1,1))=sqrt(integrate(((P1-P2)" 2),x,-1,1));

1
(%03) [1((m—1)x—x)2 dx:%

(%id) sqrt(Cintegrate(((P1-P2)" 2),x,0,1))=sqrt(integrate(((P1-P2)" 2),x,0,1));

1 2%
Y04 -1 —2)? dzx =
(%004) /O((w )x—x)° dzx iE:

El dngulo entre los polinomios definidos en el intervalo [—1, 1] es:

(%i5) ’integrate((P1*P2),x,-1,1)/(sqrt(’integrate((P1*P1),x,-1,1))*sqrt(’integrate((P2*P2),x,-1,1)));
ffl (x—1) 22 dx
\/fil 22 dx \/fil (x —1)% 22 du
(%i6) ev(Y%,integrate);
15
(%06) — \3/7
22/3

(%i7) acos(%),numer;
(%07) 2,482534617763384

(%05)

Y ahora, el dngulo entre los polinomios definidos en el intervalo [0, 1]:

(%i8) ’integrate((P1*P2),x,0,1)/(sqrt(’integrate((P1*P1),x,0,1))* sqrt(’integrate((P2*P2),x,0,1)));
fol (x—1) 22 da

\/fol 22 dx \/fol (x —1)? 22 da
(%19) ev( %,integrate);

( 07009) — @

443
(%i10) acos(%),numer;
(9010) 2,482534617763384

(%08)
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2.3 Variedades lineales

Si tenemos una cantidad de vectores: {|w1) , |[w2), |[ws),...} € V, entonces una variedad lineal generada
por este conjunto se entenderd como el conjunto de todas las combinaciones lineales finitas:

afwi) 4+ Blwa) +y|ws) + -,
donde los coeficientes: o, 3,7, ... pertenecen al campo K.

Se puede comprobar que esta variedad lineal es un subespacio de V. Claramente, todo subespacio que
contenga los vectores {|w1),|wa),|ws), ...} también contiene todas sus combinaciones lineales, por lo tanto,
la variedad lineal generada de esta manera es el subespacio mas pequefio que contiene al conjunto de estos
vectores.

Una variedad lineal sencilla de construir en V = R? la constituye un par de vectores no colineales.
La variedad lineal generada por estos dos vectores serd el conjunto de todos los vectores paralelos al plano
determinado por este par de vectores no colineales. Mientras que la variedad lineal generada por los vectores:
{i,j, k} € R? es el mismo espacio entero R3.

Pasemos ahora a considerar el problema de construir una base para una variedad lineal y a partir de alli
determinar la dimensién de la variedad.

2.3.1 Dependencia/Independencia lineal

Siguiendo la misma linea de razonamiento que en las secciones 1.1.3 y 1.2.5, generalizamos el concepto
de dependencia e independencia lineal de R? y R?.

Dada la ecuacion
0) = C |v1) + Co [v2)++ Cs |ug) -+ C on) = > Cy Jvi) 2.7
i=1

las cantidades C; son llamados los coeficientes de la combinacién lineal.
Podemos afirmar que:
o Si esta ecuacién se cumple para algiin conjunto de {C;} no nulos, se dird que el conjunto de vectores
correspondiente {|v;)} son linealmente dependientes.
o Por el contrario, si esta ecuacion sélo puede ser satisfecha para todos los C; = 0, entonces se dird que el
conjunto de vectores correspondiente {|v;)} son linealmente independientes.
Notemos que la suma que aparece aqui es necesariamente una suma finita, y cuando un determinado conjunto
de vectores es linealmente dependiente, entonces uno de ellos se puede escribir como combinacién lineal de los
demds.

2.3.2 | 'Bases de un espacio vectorial

Ahora bien, dado un espacio vectorial V = {|v1), |va), |vs)---,|vn)}, si encontramos que el conjunto
de {|un)} es linealmente dependiente, entonces siempre es posible despejar uno de los vectores en términos de
los demas, vale decir:

n—1
on) = C1 |o1) + Ca [v2) + Cs |vg) -+ + Coy Jon1) = D Ci |vi) .
=1

Seguidamente podemos proceder a comprobar si {|v1) , |ve), |vs) -+, |vn—1)} €sun conjunto de vectores

linealmente independientes, es decir: CL =0 =Cy =---=Cp_1=0.
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En caso de no serlo se procede otra vez a despejar uno de los vectores en términos de los anteriores y

aplicar el criterio de independencia lineal:

n—2
[on-1) = C 1) + C Jva) + C [vs) -+ Cps [vn2) = > Ci |vi)
i=1

nuevamente se comprueba si se cumple: Cr=Cy = 6’3 =...=C, 9=0.
En caso contrario, se repite este procedimiento hasta encontrar un conjunto: {|v1) , |v2), |vs) -+, |vn—j)}
de vectores linealmente independientes. Esto es: C’l = éQ = ég =...= un,j =0.

Por lo tanto:
n—j
|’Un_j+1> =C1 |v1) + Oy Jua) + Cs Jug) -+ Ch—j |’Un_j> = Z Ci |vg) .
i=1

Diremos entonces que {|v1), [v2) , |v3),- -+, |vp—;)} forman una base para el espacio vectorial V.
Es importante sefialar, que la dimension de V sera el nimero de vectores linealmente independientes, que
para este caso serd: dim V =n — j.

Entonces, se puede comprobar que, dado un vector arbitrario |z) € V; se tiene que:
n—j
2) =" Ci|vi) ¥ |2) €V,
i=1
y el conjunto {C, C,C3, - - - Cp,—; } serd tinico.

Diremos que el nimero minimo de vectores: |v1), |v2); |vs),--- ;|vn—;) que expanden V conforman
una base de ese espacio vectorial, y que el nimero finito de cantidades C1, Co, C3, - - - Cy,—; , constituyen las
componentes de |x) relativas a la base {|v1) , |va)}, =+, [vn—j)}.

Queda claro que el vector cero, |0), es linealmente dependiente, y cualquier conjunto de vectores que lo
contenga es un conjunto linealmente dependiente de vectores.

De lo anteriormente expuesto se puede concretar la siguiente definicién para una base de un espacio

vectorial V:

Definicion 2.1 (Bases de un espacio vectorial)

Un conjunto finito de vectores:

B= {|U1> ) |U2> ) |’U3> [ 7|vn>} € Va
se les denominard base del espacio vectorial V'si los vectores: |v1) , |ve), |v3),- -, |vn), son linealmente

independientes y expanden V. Diremos entonces que /5 es un sistema generador de V.

Es facil darse cuenta que si V lo expanden n vectores linealmente independientes, cualquier otro vector
|x) € V-seré linealmente dependiente. Igualmente, todas las bases de un espacio vectorial V, de dimensi6n
finita, tendrdn el mismo nimero de elementos y ese nimero de elemento serd la dimensién del espacio, es decir,
la dim V' = nimero de vectores que forman una base del espacio.

La base mads familiar en el espacio tridimensional real es el conjunto de vectores ortogonales y unitarios:
{i,j,f(}. Por lo tanto, como ya sabemos, la dimensién del espacio vectorial V = R3 es 3. Al conjunto de
vectores {i,j,f{} le podemos asociar tres ejes coordenados: {z,y, 2} (decimos que le anclamos un sistema
de coordenadas), de manera que las componentes C7, Cy, C; de un vector |v) respecto a esta base son las
proyecciones de |v) a lo largo de los ejes coordenados.

El concepto de base de un espacio vectorial es de fundamental importancia, ya que una vez especificada

la base las operaciones sobre los elementos del espacio vectorial abstracto se pueden realizar ahora sobre los
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nimeros que representan las componentes del vector con respecto a la base. Esto significa que cuando sumamos
dos vectores de un espacio vectorial abstracto V, sus componentes (respecto a una base) son sumadas. Cuando
multiplicamos un vector de V por un elemento « del campo K, todas sus componentes son multiplicadas por c.
Adicionalmente, dentro de un espacio vectorial V se pueden encontrar subespacios y dentro de esos
subespacios un conjunto de vectores base.
Vale decir, siV |z) € V:

|1'> = Cl ‘v1> e Cn—j |U7’L—j> + Cn—j+1 |vn—j+1> T Cnfk |Unfk> + Cnkarl ‘vn7k+1> T Cn |vn> s

S1 S2 S3

con: [x) = |z1) + |x2) + |z3) y |®1) € S1;  |x2) € S2;  |z3) € S3. Entonces diremos que V es la suma
directa de S1,S2 y S3 y lo denotaremos como: V =81 @ Sy & Ss.

También es bueno sefialar que, una vez fijada una base, las componentes de un vector segtin esa base, son
unicas y que dada una base de un espacio vectorial, se pueden construir otras bases diferentes de ésta, como
veremos mds adelante.

Ejemplo 2.8 Independencia lineal: Presentamos otros ejemplos sobre dependencia/independencia lineal.

1. Si consideramos el espacio vectorial V = {|v1) , |v2),|vs) , - - , |vn)} serdn ejemplos de independencia
lineal:
o |vg) = f(t) = t*, para k = 1,2,3,---. Es claro que un polinomio de grado n + 1, no podr4 ser

expresado en términos un polinomio de grado n, en otras palabras; "1 # Yo Ci th.
o |ug) = f(t) = e®*, con ay,as,as,--- coeficientes constantes. También salta a la vista que no
podremos expresar una de esas funciones exponenciales como una combinacidn lineal.
2. Siconsideramos: |v1) = cos?(t), |va) = sen?(t) y [us) = 1, esclaro que [v1) , |v2) y |v3) son linealmente
dependientes por cuanto: |v1) + |va) = |vs). Nétese que si:
[v1) = cos(t), [vz) = sen(t) y |vs) =1,
entonces |v1) , [v2) y |vs) serdn vectores linealmente independientes.
3. Consideremos ahora otro ejemplo en P2,
lz1) =1, |@e) =2 —1, |a3)=22, |zg)=2?+22+1.
Podemos ver que este conjunto es linealmente dependiente ya que siempre podremos expresar:
|z4) = 3|x1) + 2x2) + [23) -

<

2.3.3 La matriz y el'determinante de Gram

Para un conjunto de vectores: {|v1), |v2),|vs), -, |vn)} € V, existe una forma directa de comprobar la
independencia lineal del conjunto. Dado un vector |z) € V tendremos que |x) = C? |v;), entonces, al multiplicar
, resulta:

(W zy = CH{v! vy) + C? (! |va) + C3 (! Jug) + -+ C™ (v |vp)
(W z) = CH{v? [vr) + C? (v? |va) + C® (v? |ug) + -+ + C™ (v* |vp)

ambos lados por <vi

(" ) = C{u" 1) + C% (v [va) + C% (v" o) + -+ + C™ (V" |vn)
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donde las C*, C?,C3, - -- C™ son las incégnitas. Por lo cual, para que este sistema tenga solucién se impone

que el determinante:

(W' o) (ot fvg) (0l fog) o (or fun)
2 2 2
Gl O U M Ol (VR R )
2 o {5l b |
(0 Jor) (" fo2) (V" Jvs) - {on [on)
Esto es, que el determinante de Gram'$ sea distinto de cero implica que el conjunto: {|v1), |v2), -, |vn)}

es linealmente independiente. La inversa también es cierta.

La matriz de Gram aparece de manera natural cuando estudiamos el poducto interno en un espacio vectorial.
Sea V" un espacio vectorial de dimensién n con una base B = {|v1),|v2), |vs), - s|vn)}. Consideremos
también que en V™ existe un producto escalar (z |y). Entonces, para dos vectores cualesquiera |z) y |y)

expandidos en esa base 3 resulta lo siguiente:

n n n n

_ * At ey
E TV § Yjvj —E i E Yj <U |vj)
i=1 j=1 i=1 j=1

>y (v )
> i (v )

(x [y)

(21 23 @3-~ a7)

Z?:l y; (V" |vy)

<v1 |v1) <1)1 |1)2) <v1 |vn> Y1
BN I e (70 S Ul U2) B Ol U Y2
= (] 25 x3---2p) . . .
N D O Y B A (1Y) Yn
Por lo tanto:
(@ly) = (1)) G ly) @.8)

La matriz G se llama la matriz de Gram para el producto escalar respecto a la base 3. En el caso de espacios
vectoriales reales la matriz de Gram es simétrica: G;; = G;, y en el caso complejo es hermitica o autoadjunta:
(Gﬁj)* = Gj, es decir, es igual a su transpuesta compleja conjugada.

Ejemplo 2.9 El espacio vectorial V" tendrd dimension n y una de las posibles bases {|v;)} serd:
|v1) = (1,040,--+,0) , |va) =(0,1,0,---,0), |vs) = (0,0,1,---,0),..., |vn) =(0,0,0,---,1) .
Esta base se conoce con el nombre de base canénica, la base con la que aprendimos el dlgebra vectorial en
R®: {i} = {i,j. k}.
<

Ejemplo 2.10 Es fécil ver que la matriz de Gram para el producto escalar respecto a la base canénica {i;} en

15]Jgrgen Pedersen Gram (1850-1916) Es conocido mayormente por el método de ortogonalizacidn, pero aparentemente fue ideado por
Laplace y utilizado también por Cauchy en 1836. https://en.wikipedia.org/wiki/J\T1\orgen_Pedersen_Gram
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R™ es la matriz identidad. Para dos vectores |z) y |y) tenemos

10 0 Y1
01 0 -
(wly) = (212223 70) ]
00 --- 1 Yn

= T1Y1 +Toy2 + -+ TpYn -

<
Ejemplo 2.11 El espacio de polinomios, P", de grado g < n tendrd como una de las posibles bases al conjunto:
{1, 213, t"}, porque cualquier polinomio de grado < n podrd ser expresado como combinacidn lineal
de estos n + 1 vectores. Mds atn, el espacio de todos los polinomios, P°°, tendrd como una posible base al
conjunto de funciones:{l, 2,83, } En este caso P° serd infinito dimensional.

<
Ejemplo 2.12 Consideremos el espacio de polinomios 73 y la base { 1,t, t2} con el producto interno definido

v, q) = %llp(t)q(t)dt.

Por lo tanto:

[ NSRS

1 ! 1 ! 1 1
<1,1>:7/ dt=1, <1,t):7/ tdt =0, (1,13 = /tht:f,---
2/ 2/ . 3

De esta manera, la matriz de Gram respecto a la base dada es:

1.0 3
Gpaey=[0 35 0
1 1
3 0 3

2.3.4 Ortogonalidad y bases ortogonales

En un espacio vectorial con producto interno, dos vectores |v1) A |v2) serdn ortogonales si su producto
interno se anula
|’U1> 1 ‘U2> -~ <’l}2|’l}1> =0.

Se denomina un conjunto ortogonal de vectores {|e1), |e2), |es), -, |en)]} si:
. . : 0 sii#j
2 .o
<el|ej>:6;’“|ej>” ) 27_7:1,273,-"777, y con 6;_{ .. .
1 sit =
En este caso , es facil ver que la matriz de Gram es una matriz en diagonal.
Ademds, se denominard un conjunto ortonormal de vectores {|&1) ,|62),]é3) -, |én)} si:
@lej) =6, i,j=1,2,3,...,n,
es decir, cuando |||e;) | = 1y la matriz de Gram serd la matriz identidad.
Un conjunto ortogonal de vectores {|e1), |e2), |es), -+ ,|en)} € V es linealmente independiente. Mds
atin, para el caso particular de un espacio euclidiano este conjunto conforma una base ortogonal para V. La

demostracion es sencilla, para un determinado espacio vectorial V una combinacién lineal de los vectores:
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2.3 Variedades lineales

{le1), le2), les),-- ,|en)} se anula. Veamos:
! [X5 Clea)] =0 = XL, 06 =0 = C'=0
n @ [XL, Clen)] =0 = YL, C6=0 = C*=0
Y Clley=10) = § ([[XiL Cle)] =0 = XL, C%=0 = C°=0
1 . .

e[y Clle)] =0 = YL, Cor=0 = C"=0
entonces, queda claro que: {|e1), |e2), |es), -, |e,)} son un conjunto de vectores linealmente independientes.
Sila dimensién de Ves n (dim V = n) y tenemos n vectores linealmente independientes, entonces esos n
vectores {|e1), |e2), |es), - ,|en)} forman una base ortogonal para V, y por lo tanto, las componentes de un
vector en esa base se pueden expresar de manera simple:
s @) (el

Vi eV > fe) =D Cle = (e/le) = (e {Z @l = (olles) el

En el caso de un conjunto ortonormal de vectores {|é;)} € V", las componentes de cualquier vector quedan

determinadas de una forma todavia mds simple y con consecuencias mucho mas impactanteS'

Sifle)P=1 = C'= (&'|z) = |z)= Z Cle) _Z (&'z) ;) = Z &) (&' z) .
i=1

1

Es bueno recalcar la relacion de cierre'®
n

> el =1, 2.9)
i=1
con lo cual es trivial demostrar la férmula de Parseval:
n

V), ly) €V = {ylz) = (yl (Z Iéi>(éi> 2y =" wle(@lz) = ) (ylen)(ales)”,
i=1 i=1

i=1
para el caso de |x) = |y) se llega a la generalizacién del teorema de Pitdgoras:

(zlz) = [[l2)]? ZI

Consideremos un par de ejemplos de bases ortogonales en espacio funcionales:
Ejemplo 2.13 Funciones trigonométricas: Uno de los ejemplos mds emblematicos es el caso de las funciones

continuas, reales de variable real y definidas en [(), 27r], Cﬁ)"%], con el producto interno definido por:

27
(flg) = /0 dz f(z) g(x), 2.10)

esto es, el conjunto de funciones {|e;)} representadas por:

leo) =1, |ean—1) =cos(nz) y |es,) =sen(nz), conn=1,23 - 2.11)

16La relacién de cierre expresa una propiedad importante de los vectores base: si los |&;) se multiplican por la derecha por los (&', el
resultado, luego de sumar para todos los vectores, es el operador lineal unitario. Se dice también que el conjunto de vectores {|é;)}
forman un conjunto completo.
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Es claro que {|e1), |e2), |es), -+ ,|en), - -} es un conjunto de funciones ortogonales por cuanto:
fozﬂ dz sen(nzx)sen(mzx) = 0
0 si n#m = fozﬂ dz cos(nx)sen(mz) =0

fo% dz cos(nz) cos(mx) =0
<en ‘em> = ZL |Hen>H2 = f027r dz =27 si n=m=20

lea)? si n=m = fo%dx cos?(nz) =7 si n=m=2k~1

fOZW drsen?(nz) =7 si_n=m =2k
conk=1,2,3,---.

Claramente, podremos construir una base ortonormal de funciones: {|é1) , |62) ,- -+ ,|é,), - } delaforma:

1 1 1
— = ——sen(nz).
™

o) = Word le2n—1) = ﬁCOS(nx) y len) = v

Por lo tanto, dada una funcién definida en el intervalo [0, 27], podremos expresarla en términos de la base

ortogonal como:
2Tz f(z) = C° si i=0

)
lf) = Z Clle)) = Cf = <ei |f)y = OZde f(z) cos(nx) = C* 1 si §=2n—1
i=1
fo% dz f(z) sen(nz) = C?" si i=2n
donde los C? son los coeficientes de Fourier.
<
Ejemplo 2.14 Polinomios de Legendre: Otro de los ejemplos tipicos son los llamados polinomios de Legendre,
P, (z), definidos en el intervalo [—1, 1]. Estos polinomios pueden ser generados a partir de la Férmula de

Rodrigues?”
1 4"

W@(;ﬂ—lﬂ n=0,1,2... (2.12)

Pi(z) =
con Py(x) = 1.
Algunos de estos polinomios son los siguientes:
Pu(x) = 2} Pa) = %(31;2 1), Py(e) = 5(52° - 3), Pafa) = é(35m4 — 3022 43),...
los polinomios de Legendre son soluciones de la ecuacion diferencial:
(1—2?)y" =22y + XA+ 1)y =0.
Es fécil comprobar que los polinomios de Legendre |P,) = P,(x) son mutuamente ortogonales con un

producto interno definido como,

1
2
~1
y con una norma definida por,
1
2
1P = (PP} = [ PRa)de = 2 .14

7Benjamin Olinde Rodrigues (1794-1851). https://es.wikipedia.org/wiki/0linde_Rodrigues
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Por lo tanto, cualquier funcién en el intervalo [—1, 1] puede ser expresada en esa base.

U =S ap (py = S AR )
f(x)—lf)—g ; |Pk>—§<P]€ By 1P - (2.15)

Si f(x) es un polinomio, entonces

m o0 o0
k
x) = anx" = Za | P) = Za”Pn(:c),
n= k=0 n=0
y los coeficientes a” se determinan facilmente a través de un sistema de ecuaciones algebraicas. Por ejemplo,
para el caso de f(z) = 22 tendremos

flz) = 2% = aOPO(x) +alP (z) + aQPQ(a:)

L)+ 2Py(a).

1

0, 1 2(0..2

- z 1) =
a+ax+2a(3x ) 3 3

Quedara como ejercicio demostrar que para el caso

1737 > (Px |g) -
-V Z (Py, | Pe) ’“>_ Z 2n—1 2n+3)

1

wel) = [ swm@ar= [ 11 \/7 Pi(v)da

2.3.5 Ortogonalizaciéon

con

<

Hemos visto que un conjunto de vectores ortogonales forman una base para un espacio vectorial. Ahora
bien, siempre es posible construir un conjunto de vectores ortogonales a partir de un conjunto de vectores
linealmente independientes. El método de “ortogonalizacién” se conoce como el método de Gram-Schmidt's,
en honor de estos dos matematicos alemanes que no lo inventaron pero hicieron famoso al método que, al
parecer, se le debe al matematico francés P.S. Laplace.

Consideremos, por ejemplo, un conjunto de vectores linealmente independientes, {|v1) , |v2) , |[vs) , -+, |vp)}
que expanden un espacio euclidiano real de dimensién finita, E™. Entonces, siempre se podrd construir un con-
junto ortogonal de vectores, {|e1) , |e2), |es), - ,|en)}, que también expandan E™, de la siguiente forma:

1. Hacemos coincidir uno de los vectores de la base dada con nuestro primer vector ortogonal:

le1) = [v1) -
2. A partir de |e;) y otro de los vectores dados construimos un segundo vector:
(e']va)

le2) = [v2) — (eler) ler)  \ (e’ler) =0.

3. De esta manera podemos seguir calculando los otros vectores de la base ortogonal hasta completar los n
vectores dados:

18Erhard Schmidt (1876-1959). Matematico aleman fundador del primer instituto de matemadticas aplicadas de Berlin. Alumno de

Hilbert, Schmidt hizo sus mayores contribuciones en el campo de ecuaciones integrales y teoria de funciones en el espacio de Hilbert.
https://es.wikipedia.org/wiki/Erhard_Schmidt
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JRR N Gl ) SRR Gl L Y (€’er) =0
) = 1) = @) %2 ety IV ' { (Hlea) =0
(e*le1) =0
_ (€[va) (€[va) (e'[va)
lea) = o) — 751 les) — 75 le2) — g lex) \ (e!e2) =0
(€3les) (€?|e2) (e!ler) (eles) = 0
(e™e1) =0
n=ligily e"leg) =0
en) = o) = 3 ) Ve
i=1 g :
(e™enz1) =0

Entonces, siempre es posible construir una base ortogonal a partir de un conjunto de vectores linealmente
independientes y una definicién de producto interno. Esta base serd unica en E™ —para cada definicién de
producto interno— y si existe otra, sus vectores serdn proporcionales. Mds aun, cada espacio vectorial V" de
dimension finita tendrd una base ortogonal asociada®.

Ejemplo 2.15 Consideremos un par de ejemplos del método de ortogonalizacién sencillos, y uno mas elaborado:

1. Para el caso de R? es muy claro. Si tenemos dos vectores |v1)'y |v2) linealmente independientes:

1 0
)

y si elegimos |e1) = |v3), entonces, |e2) vendrd dado por:

_ (e!vr) (1 0\ (1
|62>:”1>_<e1|e1>|el>;5|62>:(1)_<1>_<0>’

tal y como se esperaba, el otro vector ortogonal es el candnico.

2. Un subespacio de V*, expandido por los siguientes vectores

1 2 -1

3 0 1
V1) = y v2) = ) v3) = B
C R D TSRS I IR EVES B

2 3 0

“Hemos construido la base ortogonal para un espacio de dimension finita, pero el procedimiento es vélido para espacios de dimensién
infinita
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tendrd una base ortogonal asociada dada por:

-1 2 -1 1
1 (etva) 0 1 1
e1) = |vg) = 7 |e2) = |vg) — e|) = — (-1 =
e =lesy=| |l =l = rpylen = [ =G| 1
0 3 0 3
5
4
1 -1 5
(e?|vy) (etfv1) 3 ( 9 ) 1 1 4
e3) = |v — e1) = ol -1 =
les) = [v1) <eg‘62>|2> <1|el>|1> 1 3 ) (1) 0 i
2 3 0 4
_1
4
Y la base ortonormal asociada sera:
1
-1 1 L
o= AL Y2y e WS T ) 1
(e ler) 2 0 (2]e) 6. | 1 (@es) ~ 2|
0 3 5
_1
5

En este ejemplo hemos mostrado que {|e1), |e2) ,|es)} son linealmente independientes y, por lo tanto,
base de un subespacio de V*. Cabria preguntarse’ ;Cémo construimos un cuarto vector, linealmente
independiente a los anteriores, que expanda todo V*?

3. Suponga el espacio de polinomios, P™, de grado g < n definidos en el intervalo [—1, 1]. Este espacio
vectorial tendrd como una de las posibles bases al conjunto {|m;)} = {1, 2,83, t”} con el producto
interno definido por:2°

1
(i) = / dt () (t)

-1

Procederemos a construir una base ortogonal {|P;)}, y tomaremos como vector de inicio a |mp):
‘P0> = ‘71'0) =1.
El siguiente vector sera:

o (' Py = [1 dtt =0
Py = [m1) — <<PO||1;0>>|P0> .
! (PO |Py) = [ dt =2

20En este punto es importante sefialar la importancia de la definicién de producto interno. Si esta definicién hubiera sido (f| g) =
f_ll dz f(z) g(z)v1—2a? 0 (f| g) = f_ll dz L\/iz) las bases correspondientes a estas definiciones de producto interno serfan

1—x
distintas.
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El siguiente:
(n2 Py = [' dt? =2

7 |Pp) 72 | Py) 1 )
|Py) = |m2) _<<1m|P1>| 1) _(<P°|PO>|P0> :tz—g = (r? Py = [l dtP =0
(PU|P) = [" a2 =2
Para el cuarto:

i | Py 3
B) = i) ey - Sy - Sy
P

(w8 |Py) = [1 e B2~ 3 =0, (P?|Py) = [ e A= X
Queda como ejercicio comprobar la ortogonalidad de los vectores recién calculados:
(PY|Py) = (P! |P2) = (P? |P3) = .- = 0.
Esta base ortogonal estd formada por los polinomios de Legendre, discutidos en la seccion 2.3.4. Es
decir, si ortogonalizamos una base de monomios {|m;)} mediante la definicién de producto interno:
(flg) = f_ll dz f(z) g(x), obtendremos la base de polinomios-ortogonales de Legendre.

Podemos resumir los cdlculos anteriores, construyendo también la base ortonormal a partir de los mono-
mios {|m;)} como se muestra a continuacién:
")

|7n) | Pn)

1 1 >
t t \/gt
t? -1 %ﬁ (3t2 —1)
t3 3 — 3t %ﬁ (5¢% — 3t)

TR N P g\/g (354 — 3012 + 3)

>

S

<
2.3.6 Ejercicios
1. Diga si los siguientes conjuntos de vectores en P3 son o no linealmente independientes.
(). |.1'1> =2z, "T2> :w2+17 |.Z'3> =x+1, ‘{E4> =z? -1
(b). |z) =a(x—1), |zo) =2, |as)=2>, |z4) =223 22
2. Probarque los polinomios: |21) = 1, |z2) =z, |z3) = 32% — L y |24) = 523 — 32, forman una base

en P,. Expresar [p) = 22, |¢) = 2® en funcién de esa base.
3./Encontrar la proyeccién perpendicular de los siguientes vectores en C|_ 1) (espacio de funciones continuas
en el intervalo [-1,1] y con el producto interno definido por: {f| g) = ﬁ1 dz f(z) g(x)) al subespacio

generado por los polinomios: {1,z, 2> — 1}. Calcular la distancia de cada una de estas funciones al
subespacio mencionado.

(a). f(z) =2™, nentero.

(b). f(x) = sen(z).
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(©). f(z) =322

4. Utilizando el método de Gram-Schmidt encuentre una base ortonormal para los siguientes conjuntos de

vectores:
(). Jv1) = (1,0,1), |v2) = (0,1,1) y Jv3) = (1,0,0). En R.
(b). |v1) = (2,-4,5,2), |va) = (6,5, —1,—6) y |vz) = (10,13, —4, —3). En R,

5. Considere el espacio vectorial de las matrices complejas 2 x 2 hermiticas. Tal y como demostraremos
con rigor en la seccién 4.3.2.2 y lo detallamos en la seccién 4.4.9, una matriz hermitica (o autoadjunta)
serd igual a su adjunta. Esto es, una matriz serd igual a su traspuesta conjugada (AT)é — (A*)Z = Ag :

. 2] =2 real
A<—><Z1 Z2>_AT_<21 zi) es decir 25 =24 real
Z3 24 25 2 . .
z5 = z3 complejos
Entonces
(a). Muestre que las matrices de Pauli {0y, 01, 09,03} presentadas en los ejercicios de la seccién 2.2.4
forman una base para ese espacio vectorial.
(b). Compruebe que esa base es ortogonal bajo la definicién de producto interno (a |b) = Tr(A'B) que
introdujimos en los ejercicios de esa misma seccidn.
(c). Explore si se pueden construir subespacios vectoriales de matrices reales e imaginarias puras.

6. Utilizando Maxima reproduzca el ejemplo 2. que expusimos-en la pagina 120. Es decir, suponga el
espacio de polinomios, P", de grado ¢ < n definidos en el intervalo [—1,1]. Este espacio vectorial
tendrd como una de las posibles bases al conjunto {|m;)} = {1, 12,43, - - ,t"}, pero en este caso con
el producto interno definido por:

1
(] g) = /1dx F@) o(e)v/T—22.

Encuentre la base ortogonal correspondiente. A esta nueva base se le conoce como polinomios de
Chebyshev de segunda especie?!.

7. Otra vez, utilizando Maxima, reproduzca el ejercicio anterior, pero con la definicién de producto interno:

1 xr T
o) = [ 4w 1220,

A esta nueva base se'le conoce como polinomios de Chebyshev de primera especie.

Practicando con Maxima \

1. Independencia Lineal: En 2.3.5 vimos que si en la ecuacién
|0) = C1 |v1) + Ca [v2) + C3 [vg) -+ + Cy |vn,)

con todos los C; = 0, entonces se dird que el conjunto de vectores son linealmente independientes. Para

el segundo ejemplo de esa seccion (ejemplo 2.) se obtuvo el siguiente sistema de ecuaciones:
Chy +20y, —-C3 = 0

3CH <+C% = 0
-y +(CYy =0
2C7 430, 0

que procedemos a resolver usando el comando linsolve:

2lhttps://en.wikipedia.org/wiki/Chebyshev_polynomials
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(%il) linsolve([C14+2*C2-C3=0, 3*C1+C3=0, -C1+C2=0, 2*C1+3*C2=0], [C1,C2,C3]);
solve: dependent equations eliminated: (4)

(%01) [C] = 0, Cg = 0, Cg = 0]
. Bases para espacios vectoriales: En este ejercicio aprenderemos a calcular una base a partir de un
conjunto de vectores perteneciente a un determinado espacio vectorial. Por ejemplo, si en R tenemos el

siguiente conjunto de vectores:

lv1) = (1,2,3,4,5), |v2) = (0,-1,1,2,3), |vg) =(3,2,1,0,—1), |vg) = (—4,-3,-2,—-1,0).

(%il)  v1:[1,2,3.4,5]; v2:[0,-1,1,2,3]; v3:[3,2,1,0,-1]; v4:[-4,-3,-2,-1,0];
2,

(%o0l) [1,2,3,4,5]
(%02) [0,—1,1,2,3]
(%03) [3,2,1,0, —1]
(%04) [—4,-3,-2,—1,0]

Con los vectores dados construimos la siguiente matriz

(%i5) M:matrix(v1,v2,v3,v4);
1 2 3 4 5
o -1 1 2 3
3 2 1 0 -1
-4 -3 -2 -1 0

(%05)

Como veremos mads adelante, el Rango de una matriz indica el nimero maximo de vectores fila o columna
linealmente independientes.

(%i6) rank(M);
(%06) 3

Podemos aplicar el método de eliminacién gaussiana a la matriz M para obtener una nueva matriz
escalonada. El célculo ademds se hace normalizando el primer elemento no nulo de cada fila. Esto se

logra con el comando echelon(M).

(%i7) echelon(M);
. 2 1 9 _1

3 3 3

o1 -1 -2 -3
(%07) 5 .
000 0 0 O

Por lo tanto, cada fila de la matriz anterior conformard un conjunto de vectores linealmente independiente.

Los podemos aislar de la matriz con el comando row(M,i), que devolverd la :—ésima fila de la matriz M.

(%i8) el:row(%o07,1);

(%08) (1 21 0 -1)
(%i9) e2:row(%07,2);

(%09) (0 1 -1 -2 —3)

(%i10) e3:row( %07,3);
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5 7
(%010) (00 1 5 1)

Es trivial verificar que el conjunto: {el, €2, €3} es linealmente independientes.

(%ill) solve(alpha*[1,2/3,1/3,0,-1/3]+beta*[0,1,-1,-2,-3]+gamma*[0,0,0,5/3,7/3],[alpha,beta,gammal]);
solve: dependent equations eliminated: (3)

(%011) [[a=0,8=0,v=0]|

Consideremos otros ejemplos, dados los vectores a = (1,3) y b = (—1,1) {Serdn linealmente indepen-
dientes?

(%%i12) solve(alpha*[1,3]+beta*[-1,1],[alpha,beta]);

(%012) [[a =0, =0]]

Los vectores a = (1,2,3) y b = (4, 8,12) (Serédn linealmente independientes?

(%i13) solve(alpha*[1,2,3]+beta*[4,8,12],[alpha,beta]);
solve: dependent equations eliminated: (2 3)

(%013) [[oo = —4 %ry, B = %ry]]

Aqui oo = —40.
Sea ahora {e;} = {(1,1,1),(1,2,1),(0,0,2)} una base para R3. Vamos a calcular las componentes del
vector a = (3,2, 1) respecto de esa base.

Primero verifiquemos si efectivamente es una base:

(%il14) solve(alpha*[1,1,1]+beta*[1,2,1]+gamma*[0,0,2],[alpha,beta,gamma]);
(%014) [[a=0,8=0,7=0]]

(%%il5) solve([3,2,1]-ax*[1,1,1]-ay*[1,2,1]-az*[0,0,2],[ax,ay,az]);
(%o013) [[ax =4,ay =—1,az = —1]]

Por lo tanto, a = 4e; — ey — es.

En la base candnica las componentes del vector a serdn:

(%%il16) solve([3,2,1]-ax*[1,0,0]-ay*[0,1,0]-az*[0,0,1],[ax,ay,az]);
(%016) [[az = 3,ay =2,az = 1]]

Es decir, a = 31+ 2j + k.

(%il7) kill(all)$

. Ortogonalizacién con Maxima Anteriormente hicimos los célculos para hallar una base ortogonal a

partir del siguiente conjunto de vectores linealmente independientes:

1 2 -1
3 0

v) = D ) = s |us) =

v1) . |v2) ) |vs)
2 3

La funcién gramschmidt(x) es la que ejecuta el algoritmo de ortogonalizacién de Gram-Schmidt sobre



2.3 Variedades lineales

el objeto x. Si x es una matriz el algoritmo acttia sobre sus filas. Antes de usar la funcién es necesario

cargar la biblioteca eigen.

(%eil) load("eigen")$
(%i2) v:matrix ([-1, 1, 0, 0], [2, 0, 1,3], [1,3, -1,2]);

-11 0 O
(%02) 2 0 1 3
1 3 -1 2

Notemos que el vector |vs) es el que hemos puesto en la primera fila de la matriz. Ahora procedemos al

célculo:

(%%i3) e:gramschmidt(v);

5 5 7 1
(%03) [[4,1,0,0},[1,1,1,3],[27,?,7277727”

El resultado viene en forma de una lista: [e[1], e[2], e[3]]. Simplificando resulta:
(%i4) e:expand( %); fs o

(%004) [[—17 1,0,0],[1,1,1,3], {17 YRR _Z”

Podemos verificar que son ortogonales:

(%i5) map(innerproduct, [e[1], e[2], e[3]],[e[2], e[3], e[1]]);
(%05) [0,0,0]

Normalizamos ahora cada uno de los vectores:

(%%i6)  e[1)/sqrt(innerproduct(e[1],e[11));

(07006) _—E,E,O,O}
(%i7)  e[2)/sqrt(innerproduct(e[2];e[2]));
(%07) ! ! 1 V38

_mv 27\/37 ﬁv 7
(%i8) e[3])/sqrt(innerproduct(e[3],e[3]));

(1.1 7 1
(%o08) _57 22710° 10

La funcién gramschmidt(x,F) nos permite definir un producto interno diferente a innerproduct. Veamos
como se hace para el otro ejemplo donde el conjunto de vectores linealmente independientes estaba dado
por: {1,15,152,2537 e ,t"}.

(%i9) producto(f,g):=integrate(f*g, t, a, b);
b
(%09) producto(f,g) := / fgdt
a

(%i10) e:gramschmidt ([1, t, t" 2,t” 3,t” 4], producto), a= -1, b=1;
312 -1 t (512 —3) 35t* — 3042 +3

3 5 ’ 35
(%ill) e:expand(e);

(%010) [l,t7
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1 3t 6t2 3
%oll) |1,6,82 -2 - ¢t - — 4+ =
(00 ) s Uy 3a 57 7 +35

Verifiquemos si son ortogonales:
(%i12) map(producto, [e[1], e[2], e[3]], [e[2], e[3], e[1]]), a=-1, b=1;
(%012) [0,0,0]

Para normalizar cada uno de los vectores procedemos como en el caso anterior pero primero hacemos
a=—-1lyb=1.

(%il13) a:-1b:1
(%%i14) e[1]/sqrt(producto(e[1], e[1]));
(%014) !

V2

(%il5) e[2]/sqrt(producto(e[2], e[2]));
V3t

%015) ——
( 0 ) \/5
(%i16) e[3]/sqrt(producto(e[3], e[3]));
2_ 1
(%016) M

23
(%i17) e[4]/sqrt(producto(e[4], e[4]));
HVT (8 - %)

(%017) .
22
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2.4 Aproximacion de funciones

Armados de los conocimientos previos podemos pasar a aplicarlos en un intento de aproximar funciones.
La aproximacion de una funcién tiene varias facetas y seguramente en cursos anteriores hemos hecho este tipo de
aproximaciones una buena cantidad de veces cuando necesitdbamos convertir una expresion, que nos resultaba
muy complicada, en otras mds sencillas y casi equivalentes. Por ejemplo, cuando aplicamos la aproximacién
lineal: f(z) =~ f(zo) + f'(z0)(z — zp), con z muy cercano a zo ;Cuéntas veces no hemos utilizado la
aproximacion: sen(z) ~ z? También aproximamos funciones cuando en el laboratorios nos veiamos en la
necesidad de “ajustar con la mejor curva” una serie de puntos experimentales.

Consideremos primero algunos conceptos importantes.

24.1 Complementos ortogonales y descomposicion ortogonal

Volvamos a retomar la idea de los subespacios y su complemento ortogonal, ejercicio 3./de la seccién
2.2. Sea un subespacio § C V. Un elemento |3;) € V se dice ortogonal a S si (s*|0;) = 0V |s;) € S, es
decir, es ortogonal a todos los elementos de S. El conjunto {|v1) , |U2), |U3) , - , |Um)} de todos los elementos
ortogonales a S, se denomina S—perpendicular y se denotacomo S . Es facil demostrar que S Lesun subespacio,
atn si § no lo es.

Dado un espacio euclidiano de dimensién infinita V : {|v1),|ve),|vs) -+, |vn), -+ } y un subespacio
S C V con dimensi6n finita: dim S = m. Entonces, V |v;) € V puede expresarse como la suma de dos vectores
Isk) €S A |sp)t € ST Estoes:

o) = lsi) +1si) ™, ls)€S A |si)t €St
La norma de |vg) se calcula a través del teorema de Pitdgoras generalizado:

o) = M) 12+ s

La demostraci6n es sencilla. Primero se prueba que la descomposicién ortogonal |vg) = [sk) + |sk

)L es

siempre posible. Para ello recordamos que S C V es de dimension finita, por lo tanto existe una base ortonormal

{Ié1),]é2),]é3),--- ,|ém)} para S. Es decir, dado un |vj) definimos los elementos |sy) y |sk>l como sigue:
m
sy = (op &) &) A lsk)t = Jok) — [sk) - 2.16)
i=1

Notese que (v |€;) |é;) es la proyeccién de |vg) a lo largo de |&;) y |sk) se expresa como la combinacién
lineal de la base de S, por lo tanto, estd en S. Por otro lado:
A ~ ~ ~ A A N ~ 1 ~
st (vistle) = (V81 — (M) = (e — | Do @ | ) =0 = skt L Jeg)
j=1
1o cual indica que |s;)> € ™.
)L

Podemos ir un poco mds alld y ver que la descomposicion |vg) = |sg) + |si)™ es tnica en V. Para ello

suponemos que existen dos posibles descomposiciones, vale decir:

luk) = [sk) + [s6) " A Jue) = [tk) + [te)",  con [sp) Alte) €8 A [si)t A [t)t e St

Por lo tanto:
o) = [k = (Isi) + 1sw)") = (1) + [50)) =0 = Js) — 1) = [ta)* — Isw)* -

Pero |s;) — |tx) € S, es decir, ortogonal a todos los elementos de 8© y [sz) — [tx) = [tx)" — [sx) ™.
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2.4 Aproximacidén de funciones

Con lo cual |s;) — |tg) = |0), que es el tnico elemento que es ortogonal a si mismo y en consecuencia la
descomposicién |vg) = |sp) + |sx) " es tnica.

Finalmente, con la definicién de norma:
2 2
o)l = [Jlsw) + s || = (G551 51 ) (Isd + D)) = (sFlse) +4 (50 = Wl I+ 1)

Asi, dado §™ un subespacio de V de dimension finita y dado un |vi) € V el elemento:

m

sk) €S = [sk) = > (on les) [es) ,
i=1
serd la proyeccion de |v) en S.

En general, dado un vector |z) € V'y un subespacio de V con dimensién finita, S C V y dim S = m,
entonces la distancia de |z) a S™ es la norma de la componente de |x), perpendicular a S™. Més aiin, esa
distancia serd minima y |z)¢m la proyeccién de |x), en ™ serd el elemento de §"* mds préximo a |z) y, por la
mejor aproximacion.

Ejemplo 2.16 Sea el espacio vectorial V : R3 con los vectores base: |z1) = 1, |#a) = k y Ja3) = j+ky
consideramos el subespacio S : {x +y = 0} C R3. Podemos calcular una base en S parametrizdndola de la

manera siguiente:

T =—p
r+y=0= S y=pu
v
Por lo que una base en S puede ser: |e;) = —i+jy |es) = k. Si tomamos un vector |z) € R? con coordenadas

(z,y, z), para que éste vector |z) € S se tiene que cumplir que: (z |e;) = 0. Podemos utilizar la matriz de

Gram, que conocemos para la base dada, para calcular el producto escalar a través de las ecuaciones:

100 -1

<.72|01> = (37,y72) 01 1 1 =0 = —r4+y+2=0
012 0
100 0

(@lea) = Amypz) [0 1 1 0|=0= y+2:=0
01 2 1

El par de ecuaciones: —z + y + z = 0y y + 2z = 0 vienen a ser representacion cartesiana de S*. La

matriz de los coeficientes de ese sistema de ecuaciones es:

-1 1 1 Lo 1Y) | [ e+z=0
0 1 2 01 2 y+22=0

por lo que una base para esa representacion cartesiana puede ser:

x=-
r+2z=0 B 5

y+2:=0 ym T
Z2=[

es decir, S* : {(—1,-2,1)}.

Notemos que partimos de un espacio vectorial V de dimensién 3, la dimensién de S es 2 y por lo tanto, la
de Stes 1.

El lector debe comprobar que efectivamente {(—1,—2,1)} es ortogonal a cada uno de los vectores base
deS:{(-1,1,0),(0,0,1)}.

<
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2.4.2 Condiciones para la aproximacién de funciones

Sea V = {|v1),
S™ C V, con dimensién finita, dim § = m, y sea un elemento |v;) € V. La proyeccién de |v;) en 8™, |s;) , serd

v2),|vs), -+, |un), -+ } un espacio euclidiano de dimensién infinita, y un subespacio

el elemento de $™ mds préximo a |vg). En otras palabras:
oz} = fsi)ll < lllvi) = [t ¥ [t:) € S
La demostracidn se sigue asi:
2 2 2
vi) = [ti) = (lvi) = [8)) + (Isi) = [t2)) = Mva) — [t = Nllve) = [s) I + Illse) = [E)]1”
yaque |v;) — |s;) = |sp)" € ST A |si) — |t:) € S,y vale el teorema de Pitdgoras generalizado.

Ahora bien, como:
2 2 2
lsi) = [E)1° 2 0 = Nllvi) = [t I = Nllve) = Is)I” = Nlva) = [t [l = oz} —Asi)ll -
En la seccidn 2.3.4 consideramos la expansion de funciones continuas, reales de variable real, definidas en

[0, 27], Cﬁfm, mediante funciones trigonométricas y con el producto interno definido por:

2m
(g = [ do 1) gla);
Jo
En ese entonces consideramos, para ese espacio vectorial, una base ortogonal definida por:
leo) =1, |ean—1) =cos(nx) y l|es,) =sen(nz), conn=1,23, -

Por lo tanto, cualquier funcién definida en el intervalo [0, 27| puede expresarse en términos de esta base

como mostramos a continuacion:

LY =0 C fes) -
i=1

Los C"* son los coeficientes de Fourier. Es decir, cualquier funcién puede ser expresada como una serie de

Fourier de la forma:

flz) = %ao + Z [ay, cos(kx) 4 bsen(kx)] ,
k=1
donde: e -
ap = ;/0 dz f(x)cos(kx) A by = ;/0 dz f(x)sen(kz) .

Es claro que para la aproximacion de funciones por funciones trigonométricas cuyos coeficientes son los

o0

coeficientes de Fourier constituyen la mejor aproximacién. Por lo tanto, de todas las funciones F(z) € C[o 27]

las funciones trigonométricas, 7 (z) minimizan la desviacion cuadritica media:

2 27
/ mwﬂm—mmfz/ dz (f(z) - T(x)? .
0 0

2.4:3» El método de minimos cuadrados

Una de las aplicaciones mds importantes en la aproximacién de funciones es el método de minimos cua-
drados. La idea es determinar el valor mds aproximado de una cantidad fisica, c, a partir de un conjunto de
medidas experimentales: {1, 9, x3, - - , T, }. Paraello asociamos ese conjunto de medidas con las componen-
tes de un vector |x) = (z1, 22, 23, -+ ,&,) en R™ y supondremos que su mejor aproximacion, que llamaremos

c|1) = (c,c,c,- - ,c), serd la proyeccion perpendicular de |x) (las medidas) sobre el subespacio generado por
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|1). Esto es:
lz) =c|l) = c= ) _ztatas - tan
(1) n ’

que no es otra cosa que construir -de una manera sofisticada- el promedio aritmético de las medidas. Es claro

que la proyeccién perpendicular de |x) sobre |1) hace minima la distancia entre el subespacio perpendicular

generado por |1) y el vector |x), con ello también hard minimo su cuadrado:

n
2 2 2
[d(lz) ,c )P =z —e)|* = (@ —cle—c) = (zi — ).
i=1
Esta manera sofisticada, que se deriva del formalismo utilizado, muestra el significado del promedio
aritmético como medida mds cercana al valor “real” de una cantidad obtenida a partir de una serie de medidas
experimentales.
Obviamente, este problema se puede generalizar para el caso de dos (o n) cantidades si extendemos la

dimensién del espacio y los resultados experimentales se expresardn como un vector de 2n dimensiones
|z) = (T11, Z12, T13, * * * T1n, T21, T22, T23, * - T2n)

mientras que los vectores que representan las cantidades mds aproximadas serdn:

¢ |11) = | ci.e1,61,- 0+ ,€1,0,0,0,---0 | A ca]la) =(0,0,0,---,0, Ca,C2C2,--C2) .

n n
Ahora {|11), |12) } expanden un subespacio vectorial sobre el cual |z) tiene como proyecci6n ortogonal a:
c1|11) +c2]1l2) y consecuentemente |[z—c;1; — calg) serd perpendicular a {|1;) , |12)}. Por lo tanto:
of = (z]l1) _azn+zip+rs, - +2in A Jey = (@f12)  @o1 + mop + w03, - + Tom .
(1 1) n (12 [12) n
Quizd la consecuencia mds conocida de esta forma de aproximar funciones es el “ajuste” de un conjunto

de datos experimentales {(x1,y1) , (z2,y2), (Z3,y3), - 5 (Tn, yn)} alaecuacién de una recta y = cx. En este
caso, el planteamiento del problema se reduce a encontrar el vector c|z), en el subespacio S (|x)), que esté lo
mds cercano posible al vector |y).

Como en el caso anterior, queremos que la distancia entre |y) y su valor mds aproximado ¢ |z) sea la menor
posible. Por lo tanto, |||cz: — y)||* serd la menor posible y |ca — ) serd perpendicular a S (|z)), por lo que:

(2 [oxry) 20 o= LY _ Tyt ays b aays o+ Tngn
(z |z) a?+ad+al+-+ad
Si la recta a “ajustar” es y = cx + b el procedimiento serd uno equivalente: proyectar sobre los vectores y

obtener ecuaciones. Si representamos |b) = b|1), tendremos:
(r ly) = o |z) + (2 ) = S wayi = o0 a? + Y0
ly) =elz) +1b) =
(ly) =clblz) +{bb) = i, yi=cXl, i +bn
Que no es otra cosa que un sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas: ¢ y b. Por simplicidad y
conveniencia continuaremos con el andlisis del caso b = 0, vale decir, aproximando las medidas experimentales
a una recta que pase por el origen de coordenadas y = cz. El lector podra extender el procedimiento para caso
b# 0.
Para tratar de entender (y extender) lo antes expuesto, consideremos tres ejemplos que muestran la ver-
satilidad del método y la ventaja de disponer de una clara notacién. Primeramente, mostraremos el caso mds
utilizado para construir el mejor ajuste lineal a un conjunto de datos experimentales. Buscaremos la mejor

recta que describe ese conjunto de puntos. Luego mostraremos la aplicacion del método para buscar la mejor
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funcién multilineal, es decir, que ajustaremos la mejor funcién de n variables con una contribucién lineal de sus
argumentos: y = y(z1, %2, - ,Zy) = C1Z1 + C2Za + - - - + Cp Ty Este caso tendrd una complicacion adicional,
por cuando realizaremos varias mediciones de las variables. En los ejemplos de la seccién 2.18 analizaremos

varios casos en los cuales extendemos el método.

2.4.4 Interpolacion polinomial de puntos experimentales

Muchas veces nos encontramos con la situacién en la cual tenemos un conjunto de (digamos n) medidas
o puntos experimentales {(z1,y1), (z2,y2), -, (Tn,Yn)} y para modelar ese experimento quisiéramos una
funcién que ajuste estos puntos, de manera que: {(z1,y1 = f(z1)), (2,92 = f(22)), + , (Tn, Yyn="f(zn)) }+

El tener una funcién nos provee la gran ventaja de poder intuir o aproximar los puntos ' que no hemos
medido. La funcién candidata mas inmediata es un polinomio y debemos definir el grado del polinomio y la
estrategia que aproxime esos puntos. Puede ser que el polinomio no sea lineal y entonces queramos ajustar esos
puntos a un polinomio tal que éste pase por los puntos experimentales.

Queda entonces por decidir la estrategia, esto es, construimos la funcién como “trozos” de polinomios
que ajusten a subconjuntos: {(z1,y1 = f(x1)), (x2,y2 = f(x2)), -, (Tmyym = f(zm))} con m < n de
los puntos experimentales. En este caso tendremos una funcién de interpolacion para‘cada conjunto de puntos.
También podemos ajustar la funcién a todo el conjunto de puntos experimentales de manera que el maximo
grado del polinomio que los interpole serd de grado n — 1.

Para encontrar este polinomio, y a manera de ejemplo, lo expresaremos como una combinacién lineal de
polinomios de Legendre, una base ortogonal que hemos discutido con anterioridad en la secciones 2.3.4 y 2.8.

Esto es:
Y1 = f(.l‘1) = C’OPO(;vl) + C’lpl(ml) + -+ Cn_lpn_l(.rl)
nt s = f(x2) = C'Py(x2) + C'Pr(aa) + -+ C" 1Py (
(@) :ch|Pk> :ZC’“Pk(Jz) N %/2 flx2) 0(x2) 1(2) 1(22)
k=0 k=0

yn = f(zn) = COPy(zy,) + C Py (xp) + -+ + C" 1P _1(zy)
que no es otra cosa que un sistema de 1 ecuaciones con n incégnitas: los coeficientes {C°, C!, ... C" 1},

Al resolver el sistema de ecuaciones y obtener los coeficientes, podremos obtener la funcién polindmica
que interpola esos puntos. Una expansion equivalente se pudo haber logrado con cualquier otro conjunto de
polinomios ortogonales, ya que ellos son base del espacio de funciones.

Ejemplo 2.17
Series de Fourier Un ejemplo sencillo para aprender el mecanismo del cdlculo de los coeficientes para la

aproximacion de funciones en series de Fourier lo podemos hacer para la siguiente funcion.
f(.r):.rQ, —m<z<T.

Los coeficientes seran:

I 272 17 4 cos 4(=1)"
ag = 7/ 2dz = ,  Qp = —/ z2 cos(nz)dz = CObgmr) = ( 2) , bp=0Vn.
- 3 i - n n

Se puede verificar que si f(x) es par (f(—z) = f(z)) sélo la parte que contiene cos(nz) contribuird a la

serie.
Si f(x) es impar (f(—2x) = —f(x)), lo hard sé6lo la parte que contiene sen(nx).

Por lo tanto:

T

2 o0
f(l:)::L’Q:?—i—élZ
n=1

—_1)» 2 4 1
( n2) cos(nx) = % —4cos (z) +cos(2z) — 3 cos(3z)+1 cos(dx)—---.
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<
Ejemplo 2.18
Minimos cuadrados:
Mostraremos como se puede utilizar el método de minimos cuadrados para ajustar un conjunto de datos
experimentales a un polinomio de cualquier grado. Veamos estos tres primeros casos:
1. La situacién mds simple serd el conjunto de datos experimentales: (z1, y1), (x2,%2), -+ , (Tn, Yn), y NOS
preguntamos ;Cual serd la recta, y = cz, que ajusta mds acertadamente a estos puntos? Es inmediato

darnos cuenta que la pendiente de esa recta sera:

(= [y)
ly) =clz) = c= T le)
Consideremos los puntos experimentales: {(1,2),(3,2),(4,5), (6,6)}, entonces:

2 1

2 3 (xly) 246420436 32

= = = = c= = = — = 1,03226.
ly) =clz) 5 | 7° 4 T lwle)  1+9+16+36 31

6 6

(Cudl seria el ajuste para el caso de una recta y = cz + b? Queda como ejercicio para el lector utilizar el
esquema descrito en las ecuaciones (2.4.3) y encontrar los pardmetros ¢ y b para este nuevo ajuste.

2. El segundo caso que consideraremos serd la generalizacién a una contribucion lineal de varios parametros,
i.e. un “ajuste” multilineal a la mejor funcién, y = y(z1,@0,+- - , ;) = 'y + c?a9 + - - - + ¢y, El

procedimiento anterior puede generalizarse de forma casi inmediata:

(@' ly) = ' (@l o) £ (! [a2) +--- + ™ (2! |ay)
mo 2 |y> = cl{z? |x1> +02 2 |1:2> 4™ 72 :E)
) =Y ¢l fz) = () = o { (a? |25
Jj=1 :
<xm |y> = ¢l <xm |g;1> +¢2 (a;m \:c2> 4o qcm (xm |93]> .
Es decir, un sistema de m ecuaciones con m incognitas que corresponden a los “pesos”, cl,c?,--- ,c™,

de las contribuciones a la funcién multilineal.
Supongamos ahora un paso mds en este afdn de generalizar y consideremos que ejecutamos n experi-
mentos con n > m. De esta forma nuestro problema adquiere un grado mayor de riqueza y las medidas

experimentales estardn representadas ahora por:
(Y1, 11, B2, Tamj Y2, T21, T22,* * * T2m; Y3, T31, T32,°** T3m5 " * * Yn, Tnl, Tn2, Tnds *** Tnm)
por lo tanto, podremos construir m vectores:
|Z1) = (@11, - 21n) 5 [22) = (T21, s 220) 5 |Tm) = (@t Tnn) 5 [Y) = (Ymd, -+ 1 Yn)
y el conjunto {|Z1),|Z2), - ,|Zm)} expande el subespacio S (|Z1),|Z2), - |Zm)), que alberga la

aproximacién de |y). Otra vez, la distancia de este subespacio al vector |y), serd minima, y por lo tanto,
serd la mejor aproximacion:
~ - 2 _ - — -
[d(S (& 17:)),19))]" = (S (€' [7:)) =y |S (€ [7:)) —v)
y |S (€"|&)) — y) serd ortogonal a los |;):
m

@S (@) —y) = (@D _cl#) —y)=0 V¥ i,j=123--m.

i=1
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Finalmente, el problema queda de la misma manera que en el caso multilineal (2.):

(@' |y) = & (@' &) +E (@ |@0) + -+ (@ |y)
LI (22 y) = &' (&% |71) + & (2% |22) + - +E" (2% |7;)
ly)=> &) = : .
=1 :
@mly) = e (@ |71) +E (@™ |Fa) + - +E" (@™ |T))

. Se puede extender el razonamiento anterior y generar un ajuste “lineal no lineal”. Esto es: el ajuste lineal

es en los coeficientes, pero la funcionalidad de la ley a la cual queremos ajustar los datos puede ser un
polinomio de cualquier orden. Ese es el caso de una pardbola que ajusta, por ejemplo, al siguiente conjunto
de puntos experimentales:
{(07 1)7(173)7(277)7(?” 15)} < y:ax2—|—bx+c.

Las ecuaciones toman la siguiente forma:

1= 0 +0 +c

3= a +b +c

7= 4a +2b +c

15= 9a +3b +e¢
y los vectores construidos a partir de los datos experimentales seran:
|z1) = (0,1,4,9) , |x2) =1(0,1,2,3), |z3)=(L,1,1,1), |y)=(1,3,7,15).

Una vez mds, la ecuaci6n vectorial serfa: |y) = a|z1) + b|xe) +¢|xs), y las ecuaciones normales (2.)

para este sistema se construyen como:

a=—6
136 = 98a +36b +14c 13 .
62= 36a +14b +6¢ = b= 113 :>y:_6x2+?m_€.
26 = 1l4a +6b +4c
c=-%2
5

. Para finalizar analicemos el caso tipico de aproximacién por minimos cuadrados. Se sospecha que una

determinada propiedad de un material cumple con la ecuacién y = ax; + bxg y realizamos 4 mediciones

independientes obteniendo:

Y1 15 Y2 ].2 Y3 10 Yq 0
11 | = 1 ; zo1 | = 2 ; z31 | = 1 |; T41 | = 1
12 2 22 1 32 1 T42 -1

Es claro que tenemos un subespacio de m = 2 dimensiones, que hemos hecho n = 4 veces el experimento

y-que los vectores considerados arriba serdn:
lz1) = (1,2,1,1) , |z2) =(2,1,1,-1), |y) = (15,12,10,0) .

Por lo tanto, vectorialmente tendremos: |y) = a|z1) + b|x2), es decir, las ecuaciones normales (2.) se

escribirdn de la siguiente manera:

= Yy=-—x1+ 2.
da +7b =52 Y ! ?

a:ﬁ
Ta +4b =49 N 45 56
11 11

‘Cﬂ
(=]

b=

=
—_
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2.4 Aproximacidén de funciones

2.4.4.1 Aproximacion polinémica

Consideremos los puntos experimentales representados en la figura 2.3:
{(2,8),(4,10),(6,11), (8,18), (10,20), (12,34)} .

Es importante hacer notar que debido a que los polinomios de Legendre estén definido en el intervalo [—1, 1] los
puntos experimentales deberdn reescalarse a ese intervalo para poder encontrar el polinomio de interpolacién
como combinacioén lineal de los polinomios de Legendre. Esto se puede hacer con la ayuda del siguiente cambio
de variable:

mz(bfa)t2+b+a’ dx:b;a

donde a y b son los valores minimos y maximos de los datos, respectivamente.

dt,

En este caso podemos ver que a = 2y b = 12, y por lo tanto:
xr=5t+7yde=5dt = t=(x—-"7)/5ydt=dx/5.
Ahora los datos quedan de la siguiente forma:

{(71,8)7 <f§, 10> , (fé,H) , <é,18> , (g,20> ,(1,34)} .

Ahora bien, necesitamos encontrar los coeficientes de la serie
5
f(z) =" C*Py(a) = COPy(a) + C'Py(&) + - + O Ps(x)
k=0
y el sistema de ecuaciones que resulta es el siguiente:

(-1,8) = 8=C"'-Ct+C?-C3+C+-C°

(-2,10) = 10=C"-3C"+ FO*+ £ C* -+ JLC°

(=5,11) = N=C'—LC' - [+ L+ 0= 5 C°

(3,18) = 18=C041C' - HC?— L3+ ZL O+ 25 CF

(320) 2, 20=C°+3C + 3 C* - £ C3— $C* - JECF

(1,34) = 34=0C"+C'+C?*+C3+C*+CP
Al resolver este sistema obtendremos los siguientes resultados:
o 2249 ol 3043 o2 _ 1775 o3 _ 175 c 625 o5 _ 14375

144" ~ 336 = 5047 T 2167 ~ 3367 T 3024
con lo cual:
2249 3043 1775 175 625 14375
=f(z) = P2z)— 2p 22 pa)+ o p .
Pl)=1@) =50+ 536 ©+ 5o £ (22) = 355 P B2) + 555 P (o) &+ 5500 P (5,)

y la interpolacién queda representada en la figura 2.3.

Noétese que mientras mds puntos experimentales se incluyan para la interpolacién, el polinomio resultante
serd de mayor grado y, por lo tanto incluird oscilaciones que distorsionardn una aproximacién mas razonable.
Por ello, la estrategia de hacer la interpolacién a trozos, digamos de tres puntos en tres puntos, generard un

mejor ajuste, pero serd una funcién (un polinomio) continua a trozos.



2.4 Aproximacidén de funciones

L @ Datos experimentales === Polinomio de chcudrcl

10 4 L]

x

Figura 2.3: A la izquierda los puntos experimentales: {(2,8), (4, 10), (6,11), (8, 18),(10,20), (12,34)} yala
derecha la funcién polinémica que los interpola.

2.4.5 Ejercicios

1. Demuestre que con las identidades siguientes:

eikz 4 e*ikw eikz o e*ikz
kr) = ————, sen(kr) = ———,
cos(kx) 5 : (k) 5
la serie de Fourier definida para funciones en el intervalo (¢,¢ + 27) se escribe en su forma compleja
como:
1 o0 oo )
f(x)= 540 + Z [a cos(kx) + bsen(kx)] = f(z) = Z cpet®
k=1 k=—o00
con:
1 t4-2m )
Ck f(z)e *2dg .

:%t

Y que para funciones definidas en el intervalo (I, + 2L) como:
(o]

ikna 1 421 ikna
fx) = cke L, conc = —/ flx)e” 1 dz.
2L J,

k=—o00

Nota: Para los siguientes ejercicios supondremos la utilizacién del programa Maxima.
2. Para las siguientes funciones determine la serie de Fourier calculando los coeficientes como en la seccién

2.4 y compare los resultados con los cdlculos hechos en el ambiente de manipulacion simbdlica.
(a). f(z) =2 sen(x),si —7 <z < .
B). f(x) =€ si—T<z<m.
©). f(z)=z,si0 <z <2
(d). fle)=2xz—-1,si0<z<1.

3. Considere el espacio vectorial, C°

de funciones reales, continuas y continuamente diferenciables

[—1,1]
definidas en el intervalo [—1, 1]. Es claro que una posible base de este espacio de funciones la constituye el
conjunto de monomios {1, I A L } por cuanto estas funciones son linealmente independientes.

(a). Sisuponemos que este espacio vectorial estd equipado con un producto interno definido por (f|g) =
fil dz f(z)g(x), muestre que esa base de funciones no es ortogonal.

(b). Utilizando la definicién de producto interno (f|g) = fjl dz f(x)g(z) ortogonalize la base
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2.4 Aproximacidén de funciones

(c).

(d).

2 .3 .4 ;
{1, T, xe, a0, } y encuentre los 10 primeros vectores ortogonales, base para CFSLI]‘ Esta
nueva base de polinomios ortogonales se conoce como los polinomios de Legendre.
Modificando un poco la definicién de producto interno para que ahora sea

(flg) = / dr f(@)g(e)T=).

ortogonalize la base {1, z, 2 2, xt } y encuentre otros 10 primeros vectores ortogonales base

oo

para el mismo C[71 1 Esta nueva base de polinomios ortogonales se conoce como los polinomios
,

de Chebyshev.
Suponga la funcién h(x) = sen(3z)(1 — 22):
I. Expanda la funcién h(x) en términos de la base de monomios y de polinomios de Legendre,
grafique, compare y encuentre el grado de los polinomios en los cuales difieren las expansiones.
II. Expanda la funcién h(z) en términos de la base de monomios y de polinomios de Chebyshev,
grafique, compare y encuentre el grado de los polinomios en los cuales difieren las expansiones.
I1I. Expanda la funcién h(zx) en términos de la base de polinomios de Legendre y de Chebyshev,
grafique, compare y encuentre el grado de los polinomios en los cuales difieren las expansiones.
I'V. Estime en cada caso el error que se comete como funcién del grado del polinomio (0 monomio)
de la expansion.

(Qué puede concluir respecto a la expansion en una u otra base?

4. Parecido al ejercicio anterior, considere el espacio vectorial, Cﬁ)ol]’ de funciones reales, continuas y

continuamente diferenciables definidas en el intervalo [0, 1]. Es claro que otra posible base de este espacio

de funciones la constituye el conjunto de funciones exponenciales {17 et e 3 oo ... } por cuanto,

al igual que el caso anterior estas funciones también son linealmente independientes. Adicionalmente,

considere aqui la funcién g(z) = cos(3z>)(1 — x?),

(a).

(b).

(c).

(d).

Suponga que este espacio vectorial estd equipado con un producto interno definido por

1
oy = /0 dz f(2)g(z),

y muestre que esa base de funciones {1, et e?t 3T et ... } no es ortogonal.

Utilizando la definicién de producto interno ortogonalize la base {1, e 2% 3 el ... } y encuen-
tre los 7 primeros vectores ortogonales, base para C[%‘jl], ie. {1, F1(x), Ea(x), Es3(x), E4(x),--- }.
Encuentre el valor de los coeficientes, C; de la expansién

7
gM(.r) ~ Z Cil‘l s
=0

utilizando la definicién de producto interno anterior y estime también el error €, en esta aproxima-

cion -
gM(ar) = ZC’M +en -
=0

Expanda en serie de Taylor la funcién anterior
7

AOEDY di(;)

n=0

estime el error e7 y compdrelo con el caso anterior.
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2.4 Aproximacidén de funciones

(e). Ahora encuentre el valor de los coeficientes, C’i de la expansién

7
g5(@) ~ 3 G,
m=0

utilizando la definicién de producto interno anterior y, del mismo modo, estime también el error e

en esta aproximacion

7
ge(x) = Z Cr€™ + €5 .

m=0
(Qué puede concluir de la comparacién de los errores €, ey €g?

(f). A continuacién encuentre el valor de los coeficientes, C; de la expansion
7
gEo(x) ~ Z OmEm(x) )
m=0
y estime también el error €, en esta aproximacion
7
gEo(fE) = Z CmEm(lE) +€Fo -
m=0

. (Otra vez, qué puede concluir de la comparacién de los'errores €ns, €7, €E Y €67
(2). Grafique las funciones g(z), gar(x), gr(x), ge(x) y ggo(x) y compare con los errores.

5. Al medir la temperatura a lo largo de una barra material obtenemos los siguientes valores:

zi(em) | 1,0 2,0 3,0 40 /50 60 7,0 80 90
T;(°C) | 14,6 18,5 36,6 30,8 59,2 60,1 62,2 79,4 99,9

Encuentre, mediante el método de los minimos cuadrados los coeficientes que mejor ajustan a la recta
T =az +0.

6. Los precios de un determinado producto varian como se muestra a continuacion:

Afio 2007 /2008 2009 2010 2011 2012 2013 2014
Precio | 133,56 132,2 # 138,7 141,5 1442 144,5 148,6 153,8

Realice una interpolacién polinomial que permita modelar estos datos.

Practicando con Maxima

1. Series de Fourier
Existeuna biblioteca llamada fourie en Maxima que contiene instrucciones para el cdlculo simbdélico de
series de Fourier de una funcién f(z) en el intervalo [—[,[]: fourier (f,z,[). También encontraremos
un conjunto de comandos en el paquete para calcular los coeficientes y para manipular las expresiones
resultantes.

(%%il) load(fourie)$

En el ejemplo anterior aproximamos la funcién:
flx) =22
Veamos como se trabaja con el programa para calcular la serie de Fourier. Los resultados aparecerdn en

la forma de listas temporales y entre ellas los coeficientes. Las listas temporales serdn indicadas con la
notacién (%t ).
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2.4 Aproximacidén de funciones

(%i2) f£:x72;

(%02) a2
( Y0i3) fourier(Qf,x, %Jopi);
(t3)  ap = %
9 (71'2 sig(ﬂ'n) 2 si:ngrrn) 42 czz(wn))
(Ttd)  a, =
(%t5) b, =0 i

(%05) [%t37 Yoty %t5]

Lo anterior se puede simplificar con el comando foursimp:

(%i6) foursimp( %);
2

(%t6) ap = %
4 _1 n
(Gt7) ay = . )
n
(%t8) by, =0

(%08) [%tﬁ, Yotr, %tg]

Podemos evaluar la lista de los coeficiente hasta el término k. Aqui lo haremos hasta k = 4 y el resultado
lo lo asignaremos a la variable F. Por otro lado, usaremos ( %08), la tltima salida, como entrada para

siguiente comando.

(%i9) F:fourexpand( %008,x, Yopi,4);

4 4 2
(%09) cosi z) _ COSQ(S z) +cos(2z) —4 cosx + %

Construiremos ahora en un mismo grafico la funcién original y los primeros 5 términos de la serie, de
esta manera podremos comparar el resultado de la aproximacion. Las opciones para realizar los diferentes

graficos en Maxima se pueden consultar en el manual de programa.

(%i10) wxplot2d([Ef], [x,=%0pi, Yopil,[legend, "F", "x" 2"])$

(%010)

10 =

9 x2 —

8 F

7 L

6 L

5 L |
4 | ]
3 L ]
2 L

1 L |
0
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2.4 Aproximacidén de funciones

Veamos que sucede si escribimos:

(%%ill) totalfourier(f,x, Jopi);
2

(%tl1) ag = %

2 <7r2 siz(wn) 2 si:ll(;rn) + 2m cgz(wn))
(9t12) a, =

™

(%t13) b, =0

2
(%t14) ag = 3

4 (-1)"
(t15) ap = LCU

n
(%t16) b, =0
[e o]

(=)™ cos (nx) =2

(%016) 4;T+?

En este caso fueron aplicados de manera simultdnea los comandos fourier y foursimp para finalmente

presentar la serie en forma de una sumatoria.
(%il7) Kkill(alD$

. Minimos Cuadrados

Maxima puede estimar los pardmetros que mejor se ajusten a una funcién f = (z,y) para un conjunto
de datos, utilizando el método de minimos cuadrados. El programa buscard primero una solucién exacta,
si no la encuentra buscard una aproximada. El resultado lo presentard como una lista de ecuaciones. La
funcién a utilizar serd Isquares.

Vamos a considerar los ejemplos estudiados con anterioridad:

(a). En el primer ejemplo los datos eran los siguientes:

(z,y) = (1,2),(3,2),(4,5),(6,6) .
Es necesario hacer uso de la biblioteca Isquares y los los datos deben introducirse en forma de

matriz.

(%il) load(Isquares)$
(%i2) 'datos: matrix([1,2],[3,2],[4,51,[6,6])$

Por conveniencia, para mas adelante hacer un grafico, convertimos la matrix “datos” en una lista.
Esto es sencillo si utilizamos el comando args:

(%i3) datosL: args(datos);

(07003) [[]—7 2} ) [37 2] ) [47 5} ) [67 6“

Supondremos entonces que los puntos se ajustan a un polinomio lineal del tipo: y = ax. El pardmetro
a se calcula con la funcién Isquares_ estimates. Es importante prestar bastante atencion a la sintaxis

del siguiente comando.

(%i4) param: Isquares_ estimates(datos,[x,y],y=a*x,[a]), numer;
(%04) [[a =1,032258064516129]]
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2.4 Aproximacidén de funciones

(b).

(c).

Este serd entonces el valor del pardmetro a de la ecuacién de la recta y = ax que pasa por el origen.
Notemos también que le hemos asignado el valor del pardmetro a a la variable param.

Lo que haremos ahora es escribir la ecuacién de dicha recta. Podemos hacer uso de la instruccién
ev que nos permite evaluar una expresion.

(%i5) y:ev(a*x,first(param));
(%05) 1,032258064516129

Procederemos ahora a graficar los datos experimentales vs el ajuste por minimos cuadrados en un
mismo gréfico.

Recordemos que el conjunto de puntos lo tenemos en la forma de una lista, que hemos denomi-
nada mads arriba como datosL. Mientras que al ajuste que hemos calculado, es decir, la recta:
1,032258064516129 z le hemos asignado la variable denominada y.

Es recomendable consultar el manual del programa, en la parte que tiene que ver con graficos,

plot2d, plot3d, para identificar la sintaxis que aparecera en la siguiente instruccion.

(%i6) wxplot2d([[discrete,datosL], y], [x,0,10],[style, [points,5,2], [lines,2,1]],

[point_ type, plus], [legend,"Datos","y=ax"],[xlabel, "x"],[ylabel, " y"])$
(%06)

12

Datos —+
y=ax
10 ¢

8

> 6
+

4

2+ + +

0

0 2 4 6 8 10

Nota: Se deja como ejercicio repetir éste mismo cdlculo pero usando un ajuste para los datos de la

forma: y = ax + b.

Consideremos el conjunto de datos: |z1) = (1,2,1,1) , |x2) = (2,1,1,-1) , |y) = (15,12,10,0).
Vamos a suponer que ajustan de la manera siguiente: |y) = a |z1) + b |x2).

(%i7) datos2: matrix([1,2,15],[2,1,12],[1,1,101,[1,-1,0D$

Cambiemos ligeramente la notacion por: z = ax + by y calculemos los pardmetros a y b.

(%i8) param: Isquares_ estimates(datos2,[x,y,z], z=a*x+b*y,[a,b]), numer;
(%08) [[a = 4,090909090909091, b = 5,090909090909091]]

Para el tercer ejemplo se consideraron los siguientes datos:

{(071)7(173)7(277)7(37 15)} < y=a952+bx+c,
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2.4 Aproximacidén de funciones

Haremos con Maxima el cdlculo directo usando un ajuste cuadratico para los datos suministrados.
(%19) datos3: matrix([0,1],[1,31,[2,71.[3,15])$

Como hicimos anteriormente, hacemos una lista:

(%i10) datosL.3: args(datos3)$

Procedemos a calcular los pardmetros:

(%il1) param: Isquares_ estimates(datos3,[x,y], y=a*x" 2+b*x+c,[a,b,c]), numer;

(%o011) [[a=1,5,b=0,1,c=1,1]]

Con los pardmetros determinados podemosasignarlos a una nueva variable, en este caso y2,
(Teil2) y2:ev(a*x" 2+b*x+c,first(param))$

Como hicimos anteriormente, graficamos los datos y el ajuste cuadritico en una misma figura.

(%i13) wxplot2d([[discrete,datosL.3], y2], [x,0,4],[style; [points,5,2], [lines,2,1]],

[point_ type, plus], [legend, "Datos"," y=ax" 2+bx+c"],[x]abel, "x"],[ylabel, "y "1)$
(%013)

30

Datos '+
y=ax 2 +bx+c

25 ¢+

20

10 ¢

(%oild) Kkill(al)$

Polinomios ortogonales
Maxima contiene la libreria orthopoly que nos permite acceder a la evaluacién simbélica y numérica de

los diferentes tipos de polinomios ortogonales: Chebyshev, Laguerre, Hermite, Jacobi, Legendre...
(%il) load (orthopoly)$
Por ejemplo, para obtener los primeros 6 polinomios de Legendre escribimos los siguientes comandos:

(%i2) [legendre_ p(0,x),legendre_ p(1,x),legendre_ p(2.,x),

legendre_ p(3,x),legendre_ p(4,x),legendre_ p(5,x)]$

Simplificamos con ratsimp:

(%%i3) ratsimp (%);
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2.4 Aproximacidén de funciones

322—1 523 —32 3524 —3022+3 6325 —702% + 15z

(%03) |1,,

2

)

2

)

8

)

8

Los diferentes polinomios de Legendre se pueden visualizar de la manera siguiente:

(%id)
( 07004)

05

-05

wxplot2d( %,[x,-1,1],[legend, "P0O", "P1","P2", "P3","P4", "P5"])$

05

Ahora bien, con los datos de la figura 2.3 planteamos un sistema de ecuaciones lineales que ahora

introduciremos en el programa:

(%oid)
(%ei5)
(%0i6)
(%i7)
(%ci8)
(%i9)

Procedemos a resolver el sistema de ecuaciones anterior:

ecul:CO-C1+C2-C3+C4-C5=8%
ecu2:C0-3/5*C1+1/25*%C2+9/25*C3-51/125*C4+477/3125*C5=10$
ecu3:C0-1/5*C1-11/25*%C2+7/25%C3+29/125*%C4-961/3125*%C5=11$
ecud:CO+1/5%C1-11/25*C2-7/25*%C3+29/125*%C4+961/3125*C5=18%
ecu5:C0+3/5*%C1+1/25%C2-9/25*C3-51/125*C4-477/3125*C5=20%
ecu6:C0+C1+C2+C3+C4+C5=34%

(%i10) linsolve([ecul,ecu2,ecu3,ecud,ecus,ecu6], [C0,C1,C2,C3,C4,C5]);

2249
(%010)

3043

1775

144

[00: ,Cr =

336

9 =

504

216’

_ 625
336’

14375
77 3024

Para asignar cada solucién a la variable correspondiente podemos hacer lo siguiente:

(%ill) [CO0,C1,C2,C3,C4,C5]:[rhs( %[1]),rhs( %][2]),rhs( %[3]),rhs( %[4]),rhs( To[5]),rhs( F[6])];
2249 3043 1775

1447 336 7 504’

Por lo tanto, la funcién aproximada serd la siguiente:

175 625 14375
(%o0l11) [— ey — T Tos

(%i13) f:CO+Cl*legendre_ p(1,x)+C2*legendre_ p(2,x)+C3*legendre_ p(3,x)

+C4*legendre_ p(4,x)+legendre_ p(5,x)*C5$

(%%i14) f:expand( %);
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X X X X X
1437525  31252* 837523 32522 7367 1863
+ - - + +

14
(%e0ld) =31 384 192 192 384 128

Procedemos a introducir los datos:

( %oil5) datos:[[-l,8],[?;3/5,10],[-11/5,11],[1/i5,18],[3/5?;20],[1,34]];
(%o015) [[—178}, {—3,10] , {—5,11] , [5,18} , [5720} ,[1734]}
Haremos ahora la gréfica con los datos y con la interpolacién:

(%i16) wxplot2d([[discrete,datos],f], [x,-1,1],[style, [points,5,2], [lines,2,1]], [point_ type, plus],

[legend, false],[xlabel, "x"],[ylabel, " y"])$
(%016)

-1 -05 0 05 1
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