Capitulo

Operadores lineales

La ruta de este capitulo

En el capitulo anterior definimos los funcionales lineales como un morfismo de un espacio vectorial lineal
V a un espacio unidimensional K. Esta misma idea se puede extender a morfismos de un espacio vectorial
V71 a un espacio vectorial V5, sobre el mismo campo K. Desarrollaremos estos conceptos a través de los
operadores lineales en la seccién 4.1, y en la seccidn 4.2 sefialaremos algunos de los operadores lineales de
mayor relevancia. En la seccién 4.3 estableceremos una correspondencia uno-a-uno entre operadores lineales y
matrices y la dependencia de ésta correspondencia con las bases del espacio vectorial. Luego, en la seccién 4.4
presentaremos un conjunto de matrices fundamentales junto con sus operaciones. En la seccién 4.5, veremos
algunos de los métodos mds comunes para la resolucion de sistemas de ecuaciones lineales. Y para finalizar,
las secciones 4.6 y 4.7 estardn dedicadas al importante tema de la representacion espectral de un operador: el

problema de autovalores y autovectores.

4.1 Operadores lineales

El primer paso es definir lo que en matemadticas se denomina una aplicacién lineal, operador lineal o
transformacion lineal. Esto no es mds que una aplicacién que preservard la suma de vectores y la multiplicacién

por escalares.

Definicion 4.1 (Operador Lineal)

Se define como un operador lineal a una aplicacién que asocia un vector [v) € Vi un vector [v') € Va 'y

que respeta la linealidad, es decir, una funcién T : V; — V3 que cumple con:

)Y =Tl) / Tla|ju)+8 )] =aTl)+BTl) ¥V |o)ylow)eVi. @D

Sencillamente, algo que actie sobre una suma de vectores en V; y que es equivalente a la suma de sus
actuaciones sobre los vectores suma, es decir, a la suma en V5.
A continuacién desarrollaremos diferentes ejemplos de transformaciones lineales

Ejemplo 4.1



4.1 Operadores lineales

1. Las siguientes transformaciones claramente son lineales
|1:/> =T|z) — (z',y',z/) =T{(x,y,2)},
(@. T[(z,y,2)] = (z,2y,32)
Tla (21,91, 21) + B (22,42, 22)] = aT [(z1, 91, 21)] + BT [(w2, 2, 22)]

entonces:
T [(azy + Bra, ayr + Byz, az1 + Bz2)] = a(x1,2y1,321) + B (22, 2y2, 322)
(ax1 + Bre, 2 [ayr + Bya] , 3 [az1 + Bza]) = (ax1 + B2, 2[ays + Byal, 3 [az1 + B22)) .

(b). T{(2,y,2)} = (2,9,7)
T o (21,1, 21) + B (22,42, 22)] = T [(w1, 51, 21)] + BT [(w2, 92, 22)]
igual que en el caso anterior:
T {(az1 + Br2, ay1 + By2, az1 + Bz2)} = a(21,y1,21) + B (22, y2,22)
(azi + Bz, ay1 + Byz, awy + Bra) = (@21 + P22, ays + Bye, w1 + Ba)

2. Operciones tan sencillas como la multiplicacién por un niimero es una transformacién (u operador) lineal,

esto es, una transformacién T : V — V tal que

Tlv) = |v') = Alv) = Tlafv)+ B|w)] = aT |v)+ BT [w) = a |v) + A |w) .

Obviamente, si A = 1 tenemos la transformacién identidad que transforma todo vector en si mismo; si

A = 0 tendremos la transformacién cero, vale decir que lleva a todo |v) € V a al elemento cero |0).
3. La definicién de producto interno también puede ser vista como una transformacién (operador) lineal

T:V—-R

Tlv) == (ulv) = X.

Otra vez:
T o v) + Blw)) = (ul [er|v) + Blw)] = a(u |v) + B {u |w) ,

por lo tanto es lineal. Esto implica que también la proyeccién de un determinado |v) € V sobre un

subespacio S es un operador lineal, y lo denotaremos como:

(Is)sl] [v) = (s [v) |s) = [vs) , con [s) y |vs) €.
Esta idea se extiende facilmente para un proyector T : V,,,— S,, con m > n, de tal modo que para un
vector |v) € Vp,
Piafv) = ([ui) (u'lm) [0) = (u'[0)mlus) = [vm)

con {|u’)} una base de S,,. Tal y como lo presentaremos en la seccion 4.1.3 la definicion general de un
proyecto serd P,,,IP,, = P2, = P,,. Observe la notacién para el operador proyeccion P,, = |u;) (u],,.
Ademds es claro que estamos utilizando la convencién de Einstein para la suma de indices.

4. Las ecuaciones lineales también pueden verse como transformaciones lineales. Esto es, considere una

transformacion lineal T : V,,— V,,,. Por lo tanto asociaremos
1,2 .3 1.2 .3 .
|y> :T‘CE> = (y Y Ys ,ym) :T[(l y LTy 7ln)] s
a través de n X m ndmeros, ag, organizados de la siguiente forma:

i=1,2,---,m

y"’zailxj con .
! ]:1727"'777'
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4.1 Operadores lineales

una vez mas,
Tlafv) + B8w)] =T [a (v}, 0% 0%, - 0") + B (', w?, w?, -+ w")] = ad o7 + Baf w!
=T [(Ozvl + ﬁwl’ av? + BUJQ, avd + 5w3’ o™ Bwn)]
= aé (av + ﬁw)j - oea; v+ 511;‘_ wl = aé» (avj n ﬂw]’) ‘
5. La derivada es un operador lineal

W)=Th) - [y)=Dh) - Dly@]= @)=

es claro que

Dlaf(z)+ Bg(z)] = aD[f(x)] + fD[g(x)] = af'(z) + Bg'(x) .

Igualmente podemos asociar un operador diferencial de cualquier orden a una derivada del mismo orden,
esto es
d"y(z)
dzn
6. Del mismo modo, cualquier ecuacién diferencial lineal es un ejemplo de operador lineal, digamos
y" =3y +2y=(D*-3D+2)y(z),
es claro que si y(z) = af(z) + g(x) la linealidad es evidente:
(af(z) +g(2)" =3 (af(z) + 9(x)) +2 (af(2) +g(@) =a (f" =3 f +2f) +¢" -3¢ +29
T
(D? — 3D +2) (af (z) + g(z)) =(D* = 3D +2) af(z) + (D* — 3D +2) g(z);

7. La integral también es un operador lineal:

[ s s i
/m [ f(t) + Bg(6)] dt = a/w

ly™) =D"ly) — D" [y(x)] = =y ().

af(t)dt—i—ﬁ/z g(t)dt.

<
Considerando este dltimo ejemplo, y como estudiaremos mds adelante, existen otros ejemplos tipicos de

operadores de transformaciones integrales, es decir, transformaciones del tipo:

b
F(s) = / K(s,1) f(Hdt S TIf)],

donde K (s, t) es una funcién conocida de s y ¢, denominada el kernel o niicleo de la transformacién. Sia 'y b
son finitos la transformacién se dir4 finita, de lo contrario infinita. Este tipo de funcién de dos variables dentro
de una integral la consideramos con detalle en las secciones 3.5 y 3.5.6 del capitulo anterior.

Asi, si

F(t) = afi(t) + fa(t),

con fi(t) y fa(t) € C[C;O,b]’ es obvio que:

b b b
F(s) = / K (5,0) [afu () + Bfa()] = a / K (s,0) fi(H)dt + / K (s,1) fa(t)dt,

F(s) = aF(s1))+BF(s2) S Tlafi(t) +Bfa(t)] = aT [f1()] + BT [f2(2)] -
Dependiendo de la seleccién del nicleo y los limites tendremos distintas transformaciones integrales, en

Fisica las mads comunes son:

228



4.1 Operadores lineales

Nombre F(s) = T{/(1)} 1) = T {F(s)}

Laplace F(s) = /Ooe*s’:f(t)dt fit) = ﬁ/w-ﬂ.me“F(s)ds
0 bl

—100

: senos _[™ sen(st) _[™ sen(st)
Fourierde “" - (s) = /0 oy f0d 10 = /0 oy Fs

Fourier compleja F(s) = /OO et f(t)de flt) = /OO e~ F(s)ds
Hankel F(s) = /OotJn(st)f(t)dt flit)= /Ooan(ts)F(s)ds

0 0
Mellin F(s) = /0 Ootsfl f(t)dt ft)y= 5 L j:os*t F(s)ds

En el capitulo anterior presentamos con algtin detalle las Transformadas de Fourier en la seccién 3.5.7 en el

contexto de las bases continuas para un espacio de funciones.

4.1.1 Espacio vectorial de operadores lineales

Es posible definir un conjunto de operadores lineales {A,B,C---} : V;—V5 y constituir un espacio

vectorial lineal si se dispone entre ellos de la operacién suma y la multiplicacién por un nimero. Asi, claramente,
dado {A,B,C--- }, y definida

Ala |v1) + 8 |v2)] = a Alvr) + 8 Alva)
QA +B) [v) = M o) +Blv) /

Bla [v1) + 8 |v2)] = aBv1) + BB |va)
es directo comprobar que:

QA+ B) [ |v1)+ 8 |v2)] = A [ |v1) + 8 |v2)] + Bla |v1) + 8 |ve)]
=A(aAlvr) + B Alv)) +aBlv) + S Blvs)
=A(aAfv)+aBlv)) + B Alv2) + B Blva)
=Aa(Afvr) +Blvi)) + B (Alfvz) + B vz)) .

Igualmente, se cumple que (A +B) + C = A+ (B + C), con A, By C lineales en V,
[(A+B)+Cllv) =(A+B)|v)+Clv) V [v)eV1
=Alv)+Bv) + Clv)
=Av)+ (B+C)|v)
— [A+B+C)] o) .
del mismo modo se puede comprobar facilmente A + B = B + A.
Ahora bien, si definimos la transformacién cero de Vi — Vs tal que Q |v) = |0) V |v) € V7, que asigna

el vector |0) € Vo V |v) € Vi, entonces el operador lineal O serd el elemento neutro respecto a la suma de
operadores.
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4.1 Operadores lineales

Finalmente, el elemento simétrico queda definido por
(=A) [v) = —Alv) = (A=A)fv) =Ofv) =0) .
Con ello queda demostrado que los operadores lineales forman un espacio vectorial el cual de ahora en adelante
denominaremos £ (V1, V3).

4.1.2 Composiciéon de operadores lineales
El producto o composicion de dos operadores lineales, A y B se denotard AB y significara que primero se
aplica B y al resultado se aplica A. Esto es:
ABlv) = A (BJv)) = A7) = |[¢') . 4.2)
La composicién de operadores cumple con las siguientes propiedades:
(AB)C = A (BC); a(AB) = (cA)B = A (aB);
(A1 4+ Ag)B = A1B + AsB; A (B; 4+ Bg) = AB; + ABy.

Es decir, que la composicién de operadores es asociativa y distributiva a la suma y que conmuta respecto a la
multiplicacién por nimeros.
Por otro lado si I es el operador identidad: I|v) = |v) = Al =IA = A.

En general AB # BA y podemos construir el conmutador de estos operadores como:
[A,B] = AB — BA, 4.3)
por lo tanto:

[AB — BA]{v) = AB [v) — BA |v) .

Algunas de las propiedades mds utiles de los conmutadores son:

[A,B] = —[B,A] 4.4)
[A,B+C)] = [AB]+][AC] 4.5)
[A,BC] = [A,B]JC+B[A,C] 4.6)
(A,[B,C]] = —[B,[C,A]-[C,[AB]. 4.7

Un par de resultados inmediatos se derivan de la composicién de operadores:
1. Potencias de operadores. Uno de los ejemplos mds ttiles en la composicién de operadores lo constituyen

las potencias de los operadores, las cuales provienen de la aplicacién consecutiva de un mismo operador,
A2 =1 Al =A; A% = AA; A% = AZA = AAA -
es claro que las potencias de operadores cumplen las propiedades estdndares de las potencias de nimeros
AT — ATA™, (A™)™ =A™,
Llamaremos operadores nilpotentes de grado n alos operadores A™ # 0, del tipo A" |[v) = |0) V |v) € V3

y |0) € V,. Es decir, un operador que lleva cualquier vector |v) al elemento neutro de V. El ejemplo mds

notorio es el operador diferencial
n n

d
-1\ __ _
D" PP =10) S —dxnpn,l(a;)_ o

con }P”_1> perteneciente al espacio de polinomios de grado n — 1.

[aixi} =0,

2. Operador ecuaciones diferenciales. Si consideramos el espacio de funciones f(z) € C[‘ffb] podemos
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4.1 Operadores lineales

construir un operador diferencial

d d2 dn
[a0 + a1D + aoD? + -+ - + @, D"] | f) = (ao+a1—+az +---+an—)f<w),

dz dz? dzxm
con {ap, a1, ag, - - - a, } coeficientes constantes. De este modo, por ejemplo:
d? d
D?-3D+2)y=D-1)(D—-2)y = (-5 —3—+2 =y -3y +2y.
( +2)y=D-1)(D~-2)y (dxg dx+)y(m) y' =3y +2y

Ejemplo 4.2 Dados dos operadores lineales tales que:
AB=-BA, A?2=1 B?=1Iy [A B]=2iC.
o Mostraremos que: C2 = I
[A,B] = AB — BA = 2iC = 2AB =2iC = ABAB=-C?> = —AABB=-C%= T=C>

o Y que: [B,C] = 2iA

[B,C] = —i (BAB — ABB) = 2iA = —i(BAB — A) =2{A = —i(—BBA — A) = 2{A.
o Evaluemos: [[[A,B], [B, C]], [A,B]].

[[[A,B],[B,C]],[A,B]] = [[2¢C,2iA],2iC] =8[[AB,:A],AB| = 8i [(ABA — AAB), AB]

= 8i[—2B,AB| = 16i (BAB — ABB) = 32:A.

Ejemplo 4.3 Dados tres operadores vectoriales:
A=AD e}y =AM je)) + AD |eg) +AG) Jeg), B=BD |e;) yL =10 ;) ,
que conmutan entre ellos, tales que:
{A(“Bm} - [ML ]L(l)} - [Um), BW] —0, con ijklmn=123.
Donde los superindices etiquetan distintos operadores, vale decir las componentes de un “operador vectorial”

y no la potencia del operador. Adicionalmente; las componentes L9 cumplen con el 4lgebra e(k)(l)(m)L(k) =

Ly, Lm)]
La notacion vectorial de‘Indices y el tensor de Levi-Civita, £(z)(1)(m), fueron discutidos anteriormente en
la seccién 1.4.

Entonces demostramos la siguiente relacion:
[&E,E-E} = (&xﬂ'}?) ‘L.
Donde A x B define el “producto vectorial” de los “operadores vectoriales” A y B.

Veamos:
[& ‘LB H:} = AYLGBYLG) - BYLG) AL,
= AUBY L)L) — AVBY L)L) = AUBY ([Ly, L))
donde las dos tltimas equivalencias las hemos construido a partir de las propiedades de conmutacién de los
operadores A®), BU) y L),

Seguidamente, invocamos el dlgebra de los operadores L) y L, y se obtiene

ADBO) (L, L)) = ADBY ()50 ® ) = 5y ABILE = (K xB) - L.
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4.1 Operadores lineales

4.1.3 Proyectores

Lanotacién de Dirac se hace particularmente conveniente para representar proyectores. Hasta ahora, hemos
relacionado un funcional lineal, un bra (w| del espacio dual V*, con un vector ket |v) del espacio vectorial
directo V a través de su producto interno (w| v), el cual es, en general, un nimero complejo. Ahora escribiremos
esta relacion entre vectores y formas diferenciales de una manera diferente: la relacién entre (w| y |v) un ket
|¥) o un bra (P| arbitrarios puede ser:

v) (w] ¥)
|v) {w| =
(@ |v) (w]

La primera serd la multiplicacién del vector |v) por el nimero complejo (w| ¥), mientras que la segunda
relacién serd la multiplicacién de la forma (w| por el complejo (P |v). Es imperioso sefialar que el orden en la
escritura de los vectores y formas es critico, sélo los nimeros complejos A se pueden mover con impunidad a
través de estas relaciones.

Ao) = [A) = [v) A, Aw| = (dw| = (w[ A
(w] X vy = X {w] v) = (w| v) A y  ADw)y=AX|v) = AATv) .
En general, la definicién de un operador proyeccién a lo largo de un vector |v) serd IP’|2U) = P},y. Por lo

tanto, dado un vector |v), podemos construir un proyector |, a lo largo del vector |v),
Py = [v) (o] ,_con (u] v) =il

siempre y cuando este operador lineal cumpla:

Py [ [21) + B |22)] = aPuyl21) + BPpy [22) ,
[v) (vl [ [z1) + B [22)] = [|v) (v| @ |21) + [0) (V] B |22) = a |v) (v [21) + B |v) (v |22) ,
y ademds
PRy = Py /= (o)) (jo) (v]) = |o) (v]

Py Py [2) = () (@) ([v) (v]) [2) = |v) (v |v) (v |2) = [v) (v [2) = Py [2) .
1
Asi, el operador PP|,,y actuando sobre el vector |¥) representard la proyeccion de [¥) a lo largo de |v)

Py 1) = |v) (o] ¥) = (v] ¥) Jv) .
Es inmediato construir un proyector de un vector sobre un subespacio S, C V".Entonces sea: {|e1) , [e2) ,]es), -+ , |eq)}

un conjunto ortonormal de vectores que expande S, por lo tanto, definiremos el proyector I, al proyector sobre

el subespacio S, de la forma:

]Pq = ‘ez> <e7‘|q )
es claro que V' |v) € V se tiene:

5
) 5 , . — .
B2J6) = PPy lo) = P20y = (les) ('], ) (lesd (7], ) 1o) = feu) {e" les) (&7 [o) = le;} (e o) = Py o),
es decir, Pg = P, y de esta misma relacién
’
(1es) (€'l,) (les) (&1, ) = lea) (e es) (/] = lea) (<],

concluimos que necesariamente, para construir un proyector la base tiene que ser ortonormal, <eZ lej) = 6;-,

232



4.1 Operadores lineales

como lo mencionamos en el ejemplo de transformaciones generales de tensores en la pagina 175

Mids adn, si la “proyeccion” la hacemos sobre todo el espacio, vale decir, convertimos ese sub-espacio en
el espacio total haciendo ¢ — n obtendremos el operador identidad I. Consideremos, una vez mas una base
ortonormal {|e1),|e2),|es), -, |en)} que expanda el espacio vectorial V, entonces

5

oy = vt fei) = leg) (&9 [o) = leg) (7] (v fen)) = v leg) (&7 Jei) = vffes) = o) = ley) (| =1
Esta manera curiosa de escribir un operador identidad, |e;) <ej ’ = [, la utilizaremos muy frecuentemente en las
préximas secciones.
Ejemplo 4.4 En Mecénica Cldsica la cantidad de momento angular viene definida como L = r x p. Para pasar
a Mecdnica Cuadntica se asocia r y p con los operadores posicion y cantidad de movimiento los cuales, al operar
sobre la funcién de onda nos proveen:

G =l o) =2 0() 1Pl = (=in 3~ ) 0 [0) = il ()

FIY I =y [) =y o (r) ([P, |0) = (—m 3) () =i 2 ()

oy y
G ==t ) =26 @) 1Pl = (=il 52 ) 197 = —in 20t

En coordenadas cartesianas, en la representacién de coordenadas {|r)} tendremos que:

(rIR[Y) =r¢p(r) y (r|Be|v)==ih V(r).
De forma que en Mecdnica Cuantica las componentes cartesianas del operador cantidad de movimiento
angular son

(r|L]y) = —ih (rxV)(r),

0 0 R 0 0 R 0 0 -
Utilizando las definiciones anteriores mostraremos que el conmutador de las componentes cartesianas de
la cantidad de movimiento angular cumple con:

[Lﬂcvﬂ‘y} W)> = AL, W)) »
donde: L' =Ly = Ly L2 =Ly = L,; L3 = Ly = L,. En general: [L;, L,,] = ifigyy,, L™
Dado que:
[L1, Lo ) = []Lx»Ly] i) = (LxLy - ]LyL:n) lv)

0 0 0 0 0 0 0 0
[(% - Za*y) (Za? - %) - (Z% - x%) (% - Za@)) Vil
0 0 0 0 0 0
- [y& (% ‘%> ~ <Z% “’”a)

900\, 000 0\], .
Z@w y(‘?z Z@y maz y(‘?z Z@y '

entonces:

Lz, Ly [)
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4.1 Operadores lineales

Con lo cual:

) 2 , 0 P
A ( a o v ) ) ~ (P gs ~ gz )

(e =)~ (w3 =5y~ 7ay) ) o0

S CABLAWN

4.1.4 Ejercicios

1. Diga si las siguientes transformaciones, |z') = T |z) son lineales

(@). T:R3 = R2, T[(z,y,2)] = (x+y,z+ 2).

(b). T:R3 = R3, T[(z,y,2)] = (x,y,y + 2).

(). T:R3 = R3 T[(z,9,2)] = (z,z +y,x —v).

). T:R} =R T[(2,y,2)] = (x+y, 2+ 2,20 +y+ 2,y —2).

(e). T:R®— R3, T[(z,y,2)] = (sen(z),cos(y),0).
Cuil de las siguientes transformaciones definidas sobre V3 son lineales

(a). T|z) = |z) + |a) donde |a) es un vector constante diferente de cero.

(b). Tlz) = |a).

(©). Tlx) = {a |x)|a).

(@). Tlz) = {a |z} |z).

Considere las siguientes operaciones en el espacio de los polinomios en x y diga si corresponden a
transformaciones lineales:

a) La multiplicacién por z.  b) La multiplicaciénpor 22.  b) La diferenciacién.

Suponga que AB = BA. Demuestre que:

(a). (A+B)? = A2 + 2AB +B2.

(b). (A+B)® = A® + 3A%B + 3AB? + B3,

(C6émo cambian las férmulas anteriores si AB # BA?

Suponga que un operador L puede ser escrito como la composicién de otros dos operadores L = L_LL

con [L_,L;] = L Demostrar que:
Si Lijz) =Mz) y |y)=Lilx) entonces Lly)=(A+1)|y)
y, del mismo modo, demuestre que:
Si Lilz)=Az) y |2)=L_|x) entonces L|z)=(A—-1)]|z).
Por ello es costumbre denominar alL y . los operadores de “subidas” y de “bajada” respectivamente, ya

que ellos construyen otros vectores con autovalores mayores (menores) en una unidad al vector operado.

Practicando con Maxima

1. Si tenemos la siguiente transformacion, |z’) = T |x):

T:R* >R, T((z,y.2)]=QRe+y.z—z2+y+2y+2),

entonces, para que sea una transformacioén lineal debe satisfacer lo siguiente:
o Tllv1) + |v2)] = T [lvn)] + T [Juz)].
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4.1 Operadores lineales

o Tla[v)] = aT [Jo)].
(%Til)  f(X,y,2):=[2*X+Y,X-Z,X+y+2Z,y+Z];

(%0l) f(z,y,2) :=2z+y,z—z,x+y+ 2,9+ 2|

El lado derecho de la igualdad es:

(%il) 1d:A(x1+x2,y1+y2,z1+22),factor;

(%02) [yo+y1+2x2+2x1,—(224+21 — 22— 1), 22+ 21 + Y2+ y1 + 22 + 21, 22 + 21 + Y2 + Y1
El lado izquierdo,

(%il) li:f(x1,y1,z1)+f(x2,y2,22),factor;

(%03) [yo+y1+2x2+ 221, — (22 + 21 — 22 — 1), 22 + 21 + Y2 + y1 + 2 + T3, 20 + 20+ Y2 + 1]
Por lo tanto:

(%il) ld-li,ratsimp;

(%o04) [0,0,0,0]

Para la segunda condicién

(%il) f(alpha*x,alpha*y,alpha*z)-alpha*f(x,y,z);
(%05) [~a(y+2z)+ay+2az,—az—a(@—-z)+ar,—a(z+y+z)+az+ay+ax,

—a(z+y)+az+ay

(Y%il) factor( %);
(%06) [0,0,0,0]

. Consideremos ahora la siguiente transformacion, |z') = T |x):
T:R® > R*, T[(z,y,2)] = (2%, y +2,2?) .

(%il)  f(x,y,z):=[x" 2,y+z,2" 2];

(%0T)  flx,y,2) = [a%y + 2,2%;

El lado derecho:

(Feil) - 1d:f(x 14x2,y 1+y2,21+22) factor;

(%08) [(x2+x1)2,z2+z1 +y2+y1,(zz+z1)2}

El lado izquierdo:

(%il) li:f(x1,yl,z1)+f(x2,y2,z2),factor;

(%09) [22® + 212, 22 + 21 + Y2 + y1, 22> + 217

Por lo tanto:

(%%il) 1d-li,ratsimp;
(%010) [2x1 22,0,2 21 29]
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No es una transformacion lineal.

3. Dadas las siguientes transformaciones de R3 — R3:
A [(.’E,y, Z)} = (2.’E -z, + Z,.I') ’ B [(x7 Y, Z)] = (Z7$7y) .
Veamos si conmutan, es decir, [A, B] = AB—BA = 0.Podemos verque AB = A[B |z)] = (22 —y, 2+ y, 2)
y BA = B[A |2)] = (2,22 — 2,2 + 2).

(%il) A(x.y,z):=[2x-z,x+2,X];
(%011) A(z,y,2) == [20 — z,x + 2, 7]

(%il) B(x.y,2):=[z,x,y];
(%012) B(x,y,z) = [z, z,y]

(%il) [x.y,z]: [z, X, Y];
(%013) [x,y, 2] : [2,2,9]

(%il) AB:A(x,y,z);
(%014) 2z —y,z+y, 2]

(%il)  Kkill(x,y,z);
(%o015) done

(%il)  [Xx,y,z]:[2*X-z, X+2,X];
(%016) 2z — 2,2z + , x]

(%il) BA:B(x,y,z);
(%017) [x,2x — 2,2 + x]

(%il) AB-BA;
(%018) 2z—y—x,22z+y—2z,—2x]

Por lo tanto no conmutan.

4.2 Tipos de operadores

Discutiremos en esta seccidn algunas de las propiedades que caracterizan a los operadores lineales. Ademds,
tal y como estdn definidas las transformaciones lineales tiene sentido estudiar si ellas poseen la caracteristica
de ser: inyectivas, sobreyectivas y biyectivas. Las transformaciones lineales tendrdan nombres particulares para
cada uno de estos casos.

Como ya fue sefialado, una transformacién lineal es una funcién, aplicacién, operador o mapeo cuyos

dominios y rangos son subconjuntos de espacios vectoriales y que hemos simbolizado como:
A:Vi—=Vy, = Aly) = ’v') ,con |v) €Vyy ’v'> €Vy.
En en lenguaje de la teorfa de conjuntos a los elementos [v) € Va se les denomina la imagen de |v) debido
a A. Si S es un subconjunto de V7, entonces al conjunto de todas la imédgenes, que denotaremos por A(S), se

le denomina la imagen de S debido a la aplicacién de A en V;. A la imagen del dominio de Vq, A{V;}, se le

llama el rango de A y es un subespacio de V.
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4.2.1 Espacio nulo e imagen de un operador

El conjunto de todos los [v) € V; /A Jv) = |0), se denomina espacio nulo, niicleo o kernel (nicleo en
alemdn) de la transformacién A y lo denotaremos como R (A). En simbolos diremos que:
N(A)={|lv) e Vi A Alv) =10)} .
Adicionalmente, N (A) C V1, esdecir, serd un subespacio de V. La prueba de esta afirmacion es inmediata.
Dados |v1) , |v2) € R (A), con A un operador lineal, es claro que:
Alvr) =10)
= a1 A |’U1> + ag A |’U2> = |0> = A(Ozl |’U1> + Qo ‘1)2)) R
Alvg) = 10)
por la misma razén se tiene que el elemento neutro estd contenido en X (A), esto es:
Alav)=10) V [v) eVi A YVa . Al0)=10) si a=0;
por lo tanto, queda demostrado que X (A) es un subespacio de V.
Por otra parte, definiremos la imagen (rango o recorrido) de A, y la denotaremos como:
A{vi={[v)YeVve A Al) =)},
igualmente S (A) C Vo también serd un subespacio de Vo ya que si |[v) = a3 |v1) + ag |vs) y dado que A es

un operador lineal, se cumple que:

Al ar |v))+ag [va) | =a1 Alvr) a2 A |vo) =y |U’1> + g |v§>
N— — N—— ——
[v) |v’1> |vé> [v”)
Es claro que si V es de dimensién finita n, el rango A { V} también serd de dimension finita n y tendremos:
dim [N (A)] + dim [A {V}] = dim [V] , 4.8)

vale decir, que la dimensién del niicleo mas la dimensién del recorrido o imagen de una transformacién lineal
es igual a la dimensién del dominio.
Para demostrar esta afirmacién supongamos que dim [V] = n y que {Je1),|e2),|es) - -|ex)} € Ves una
base de N (A), donde k = dim/[R (A)] < n.
Como el conjunto: {|e1) , |ea) , |es) - - - |ex)} € V, entonces estos elementos forman una base y por lo tanto,
son linealmente independientes. Ademas, necesariamente estos vectores formaran parte de una base mayor de V,
esto es: {|e1),|e2)sles), =, lek) , lert1) s s l€ktr—1) ;s |€ktr)} € V serd una base de V, donde k + r = n.
El esquema de la demostracion serd el siguiente:
o primero probaremos que los r elementos {A {|ex+1)}, A {lex+2)}, - s A{lextr—1)}, A{|extr) }} for-
man una base para A {V}. Esto significa que estarfamos probando que: dim{A{V}} =r, k +r =n.
o luego hay que demostrar que los elementos {A {lex11)},A{|lexs2)}, -, A{legsr—1)}, A{lexrr)}}
son linealmente independientes.
Si los 7 elementos {A {|ex+1)}, A{lext2)}, - s A{lexrr—1)}, A {|exsr)}} expanden A {V} entonces
cualquier elemento

lw) € A{V} / |w) =Alv) = C%|Ae;) , con |Ae;) =Ale;) .
Ahora bien, analicemos con cuidado los limites de la suma implicita del indice ¢ = 1,2, --- |k + 1
|w) = C¥|Ae;) = C1 |Aer) + C? |Aeg) + - - - + C¥ |Aey) + C*F L Aepy) + - - - + CH7 | Aey )

=[0)  yaque Aler)=Alez)=Ales)--=Aley)=[0)
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Por lo tanto {A {|ex+1)}, A {lext2)}, -, A{lek+r—1)}, A {|ertr)}} expanden A {V}.
Ahora bien, para demostrar que son base, demostraremos que son linealmente independientes. Para ello

supondremos que:
3 {cr R O O lAe) =0, coni =k + L k42 kb

y tenemos que demostrar que CF+1 = CF+2 = ... = Okt =,

Entonces

C'lAe;) = C'Ale)) =A(C'le;)) =0, coni=k+1,k+2,- k+r,

esto significa que el elemento |v) = C%|e;) € N (A),coni =k + 1, k+2,--- k4.

Con lo cual, dado que:

Y u) € R(A), o) = Ce;) ,condi =1,2,--- ,r,

entonces se puede hacer la siguiente resta:

k ) k+r )
[0) = o) =) Clei) = Y C'lei) =10,
i=1 i=k+1
y como los {|e1), |e2) ,les), - ,lex), |€k+1) - s |€ktr—1), |€k+r)} sOn una base de 'V entonces resulta que

los coeficientes: CF 1 = CF+2 = ... = CF+7 =,
Si el espacio vectorial V es de dimensi6n infinita, entonces al menos uno de los dos subespacios X (A) o
A {V} serd de dimensién infinita.
A continuacién ejemplificaremos algunos casos que ilustran lo que representa un espacio nulo.
1. Transformacion identidad: Sea I : V;— V5, la transformacion identidad, entonces

V vyeVy/Iw)=vy = XD ={0)} cVi A A{V}=V;.
2. Sistemas de ecuaciones lineales: En V" las soluciones a los sistemas de ecuaciones lineales representan

el espacio nulo, X (A), para vectores de V"

An o Ao A x1 0
Ag1 Ao aE T ,
Alz)=10) = , ] ) =| . | 5457 =0,
Anl An2 An'n Tn 0
con j ecuaciones (j = 1,2, --- ,n). Recordemos que estamos utilizando la convencién de Einstein para

suma de indices.
3. Ecuaciones diferenciales ordinarias: Sea C[{oo o] el espacio vectorial de todas las funciones continuas
doblemente diferenciables. Definimos A : C[z_ so,00] Cl—o0,00) cOMo la transformacion lineal (]D)2 — 1)

tal que para todas las y(x) € C[2—<x> o] S€ cumple:

d2
Al =10 S @-1y0)=0 5 (1)@ =y -y=0.
x
El niicleo o espacio nulo de A, R (A), lo constituye el conjunto de soluciones para la mencionada ecuacién
diferencial. Por lo tanto, el problema de encontrar las soluciones de la ecuacion diferencial es equivalente

a encontrar los elementos del nidcleo de A.
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4.2.2 Operadores biyectivos e inversos

Se dice que A : V;—V; es biyectiva (uno a uno o biunivoco) si dados |v1), [ve) € Vi, A |[v') € Va, se
tiene que:
Alvy) = ‘1/> A Alvg) = ’UI> = |v1) = |va) ,

es decir, serd biyectiva si A transforma vectores distintos de V; en vectores distintos de V.

Mds aun, se puede afirmar que una transformacion lineal A, serd biyectiva si y s6lo si X (A) = {|0)}. Vale
decir, si el subespacio nulo estd constituido, inicamente por el elemento neutro del espacio vectorial.

La demostracion es sencilla. Supongamos que A es biyectiva y que A |v) = |0), entonces |v) = |0), es

decir, A |0) = |0), por consiguiente X (A) = {|0)}. Reciprocamente, si

R(A) ={[0)}
N = A |’U1> - A|1}2> == ‘O) =A ‘1)1) - |1)2> = ‘1)1> == ’1)2) .
Alvr) = Alvs) [v1)—[v2)=0

La importancia de las transformaciones lineales biyectivas reside en la posibilidad de definir inversa,
debido a que siempre existe en V5 un vector |v') asociado a través de A con.un vector [v) € V7. Diremos que
AL VooV esel inverso de A, si A™1A =T = AA™L.

Habria que hacer un par de comentarios al respecto. El primero es que, tal y como hemos enfatizado arriba,
en general, los operadores no conmutan entre si, y los inversos no son una excepcion. Es decir, deberia existir (y
de hecho existen) inversas por la izquierda A~'A e inversas por la derecha AA . Por simplicidad e importancia
en Fisica obviaremos esta dicotomia y supondremos que A~*A = I = AA~!. El segundo comentario tiene que
ver con la existencia y unicidad del inverso de un‘operador lineal. Algunos operadores tienen inverso, otros no,

pero aquellos que tienen inverso, ese inverso serd Ginico.

Supongamos:
ATA ) = |v)
A = A7'AJoy= AJIA ) = |0) = (AT — A DA ) = AT =A".
— N—
AyTA L) =v) ATt ="

Ahorabien, un operador lineal A tendrd inverso si y s6lo si paracadavector [v') € Vo 3 Jv) € Vy / Av) =
[v"). Es decir, cada vector [v') estéd asociado con uno y sélo un vector |v) a través de la transformacion lineal
A. Dejaremos sin demostracién esta afirmacién pero lo importante es recalcar que para que exista inverso la
transformacién lineal A, tiene que ser biyectiva y esto implica que se asocia uno y sélo un vector de V; con otro
de V2.

Esto nos lleva a la definicién de espacios vectoriales isomorfos!:

Definicion 4.2 (Espacios Vectoriales Isomorfos)

Dos espacios vectoriales V1, V5 son isomorfos si existe una transformacion

A:Vi—>Vy, = |UI>ZA|U>,

denominada isomorfismo, tal que:
1. A es biyectiva.
2. Aeslineal: A [ |v1) + B |v2)] = a A1) + B Ava) Vo |u1) y |ve) € V.

1Se dice que una transformacion lineal es un monomorfismo si A es inyectiva, un epimorfismo si A es sobreyectiva y un isomorfismo si
es biyectiva.
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El que A sea biyectiva nos garantiza que existe la transformacién inversa A~', que también ser4 biyectiva.
Es decir, podriamos hablar de manera equivalente de una transformacién F : Vo — V. Volveremos a este
tema mas adelante. Todavia podemos afiadir algunas demostraciones que resultan ser consecuencias de las
afirmaciones anteriores.
Sea la transformacién lineal A : Vi — Vj, y supongamos ademds que A € L (V7,Vs). Entonces las
siguientes afirmaciones son validas y equivalentes:
1. A es biyectivaen V.
2. Acesinvertible y suinversa A~! : A{V;} — Vj es lineal.
3. V|v)y e Vi, A{lv)} =10) = [|v) =]0).Estoes, el espacio nulo X (A) dinicamente contiene al elemento
neutro de V.
Si ahora suponemos que V; tiene dimensién finita, digamos dim [V;] = n, las siguientes afirmaciones
serdn validas y equivalentes:

1. A es biyectiva en V.

2. Si{|u1), ug),|us),---,|un)} € Vi son linealmente independientes, entonces, el conjunto de transfor-
maciones lineales: {A {|u1)}, A {|u2)}, A{|us)}, - ,A{|un)}} € A{V1} también serd linealmente
independiente.

3. dim[A{V1}] =n.

4. Si{le1),le2),les) .- ,len)} € Viesunabasede Vy,entonces {A {|e1)}, A {lea)}, A{les)}, - ,A{len)}} €

A {V1} es una base de A {V;}.

4.2.3 Operadores adjuntos
En la seccion 4.1, definimos la accién de un operador lineal A : V — W de tal forma que A |v) = |[v'). En
esta seccién definiremos el operador:
AT: V' — W* de tal forma que (v'| = (v| AT,
donde V* y W* son los duales de V' y W, respectivamente. Diremos que el operador Af es el adjunto de A2

Entonces, discutimos en la seccion 3.1.1, a cada vector (ker) |v) le estd asociado una forma lineal (bra) (v|,

a cada ket transformado A |v) = |v') le correspondera un bra transformado (v'| = (v| At. En pocas palabras:
) = (v = [V)=A) < (|=(v|Al.

Si A es lineal, AT también lo serd, dado que a un vector |w) = Ai|z1) + A2 |22) le corresponde un bra
(w| = A} (z1] + X5 (22].3 Por lo tanto, |w') = A |w) = Ay A|z1) + A2 A|z2), por ser A lineal, entonces

’w/> = <w'} = (w| AT = (\ (z1] + A5 (=) AT = X <z’1‘ + A3 <zé‘ = X (21| AT+ X3 (20| AT.

Esclaro que a partir de la definicién de producto interno tendremos:
(@ y)=@wla) v |7)=Al),ly) eV = (2|ATly) = (y|Al)" V |2),ly) € V.

Esta tltima relacién

(@ ATly) = (y|Ale)" ¥ |o),ly) €V, 4.9)

nos permite asociar At con A. Esto es, conociendo las propiedades de A las extendemos a Af y es a partir de

2En la literatura también encontrardn que A’ es el hermitico conjugado de A, pero hemos creido conveniente llamarlo tnicamente el
adjunto de A para evitar confusiones con operadores hermiticos.

3La correspondencia es antilineal, note la conjugacién de los nimeros A1 y Az.
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esta relaciéon que podemos deducir las propiedades de los operadores adjuntos:
T
(Af) =A, A= xal, @A+B)=AT+B", (AB)f =BfAl.
Esta dltima propiedad es facilmente demostrable y es educativa su demostracion. Dado que [v') = AB |v),
y ademds se tiene que:
[0) = B|v)
= (V| = (9| A = (v| BIAT = (v] (AB)T .
[v') = A o)
A partir de las propiedades anteriores se deriva una mds util relacionada con el conmutador,
(A,B] = — [AT, BT] - []B%T, AT] .
Las conclusiones a las que llegamos resultan ser que, para obtener el adjunto de una expresién, se debe
proceder de la siguiente manera:
o Cambiar constantes por sus complejas conjugadas A = \*.
o Cambiar los kets por sus bras asociados y viceversa (bras por kets): |v) 5. (v].
o Cambiar operadores lineales por sus adjuntos AT = A.
o Invertir el orden de los factores.
De este modo ([v) (w|)! = |w) (v] , que se deduce facilmente de la consecuencia de la definicion de

producto interno

(x| (|v> <wl)T ly) = (wl (lv) (wl) |2)" = (yh|v)" {whla)” = (2] [w) (o] |y) -

4.2.4 Operadores hermiticos

Existe un conjunto de operadores que se denominan hermiticos o autoadjuntos. Un operador hermitico (o
autoadjunto) serd aquel para el cual su adjunto es el mismo operador: AT = A4. Entonces, a partir de (4.9)
tendremos:

(@ ATly) = (2] Aly) = (Y| Alz)" .

Estos operadores juegan el rol de los nimeros reales en el sentido de que son “iguales a su propio complejo
conjugado” y se utilizan como los observables en la Mecdnica Cudntica. Claramente los proyectores son
operadores autoadjuntos por construccion: Pb = (Jv) (W) = |v) (v] .

4.2.5 Operadores unitarios

Por definicién, un operador serd unitario si su inversa es igual a su adjunto:
U'=U" = U'U=U00"=1.
De estos operadores podemos decir varias cosas:

o Las transformaciones unitarias dejan invariante al producto interno y consecuentemente la norma de

vectores y esto se demuestra facilmente. Dados dos vectores |z) , |y) sobre los cuales actia un operador

unitario
|2') = U|z)
= (¢ [2') = @IU'Uz) = (y |2) .
y") = Uly)
48i AT = —A el operador lineal se denomina antihermitico.
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Es claro que si A es hermitico, At = A el operador U = e es unitario.

U=c* = Ul=e ™ =¢ = UU = e =1 =UU = .
o El producto de dos operadores unitarios también es unitario. Esto es, si Uy V son unitarios entonces:
oy uv)=vittuv=viv=1r < (@v)wv)=ulvivu=Uulu=1
~— ~—

I I
o La invariancia del producto interno implica que los operadores unitarios aplican una base ortogonal en

otra: {|e;) } 5 {Jei)}. Veamos, si {|é;)} es una base ortonormal para V entonces:

l6;) = Ulej) = (&7[ey) = (&"[Ule;) = (&'|UTUJe;) = (&'fé;) = ot

4.2.6 Funciones de operadores

Para construir funciones de operadores lineales, procedemos por analogia, basindonos en el primero de los
ejemplos de la seccion 4.1.2. Vale decir que se puede construir un “polinomio” en potencias de los operadores
a partir de la idea:

Po(z) = ap+ a1z + -+ + apa" = ;7" S Po(A) |v) = [ag + a1A + -+ + apA"] [v) = [a;A"] |v) |
v |v) € V.

Si nos saltamos todos los detalles de convergencia de la serie anterior —los cuales dependerdn de los
autovalores de A y de su radio de convergencia— y nos inspiramos en‘el desarrollo de una funcién F'(z) como
una serie de potencias de z en un cierto dominio, es posible expresar la funcién de un operador, F' (A), como
una serie de potencias del operador A, esto es:

F(z)=a;z" S E(A)|v) =[aA] |v) .
Tal y como se hace en el caso de funciones, “desarrollamos por Taylor” la funcién como una serie de potencias

del operador:
[e's) . o A [e's) . AP
=2 MO S F<A>v>=L§f< ><o>n!} [0} (4.10)

de esta manera podemos expresar la exponencial de un operador A, como

X AP AQ A"
A
et o) = [Zn'} lv) = {H+A+§+~-+H---] [v) .
n=0
En este caso hay que hacer una acotacién, dado que, en general, [A,B] # 0 = eteP £ eBeh £ AT® Esta
afirmacidn se corrobora de manera inmediata al desarrollar las exponenciales:
A" = B™ [ A" B™ |
A B\ _ a2 - =
e|“>—zn; Zm! o) = Zzn!m! [0)

Ln=0 m=0 Ln=0 m=0

(& B ] [ A [ A
Bt o) = |3 T |3 | - 22%‘;’?5 x

Ln=0 1 Lm=0 | Ln=0 m=0

y s6lo en el caso en que [A,B] =0 se tiene

etz = |3 BB

|
Ln=0 s

es decir, si [A,B] =0 = e®e® = ePe® = A, La demostracién no es inmediata y la haremos al final de la

préxima seccidn en la cual desarrollaremos el concepto de derivada de operadores.
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4.2.7 Diferenciacion de operadores

Distinguiremos dos casos en la diferenciacién de operadores: uno cuando el operador depende de una

. . . . A(t) . .

variable y diferenciamos respecto esa variable, dedt |v) y otro cuando diferenciamos respecto al operador
f o AE(B)

mismo: ~gp=.

Empecemos por considerar operadores A(t), es decir que pueden depender de una variable arbitraria ¢.
Podremos entonces definir la derivada como:
dA(?) . A+ AN —A(t)
— = lim — .
dt At—0 At
Como era de esperarse, con esta definicién se cumplirdn todas las propiedades de las derivadas de funciones>.
Empecemos por considerar el caso mds simple: A(t) = At, el operador dependen linealmente de la variable

. ., At
t. Si queremos conocer la expresion para %, para este caso elemental recordemos que

>, (At)" At)? At)"
oy = |50 80"y H+At+<2g+...+<ng...]|v>, @i

= ! !
por lo tanto, tendremos:
de®t d (o= (At)" — d [ (AD)" — nt" AR 1A
dt v>:& Z n! o) = ZE( n! ) vy = Z n! [v) = Z (n—1)! Ao

n=0 n=0 n=0 n=0
—_—

et
Nétese que la suma es hasta infinito, por lo tanto, al cambiar de indice p = n —1, p sigue variando hasta infinito
y la serie es la misma que la anterior. Finalmente, obtendremos®:
deAt
dt
En general también es facil demostrar que [F'(A), A] = 0 ya que a partir del desarrollo (4.10) se hace evidente

(Z f<"><0)‘f:> A=A (Z f<“><o>§f) ,
2 i |

n=0

V) = AA o) = At o) = [eAt,A] ~0.

Ahora bien, cuando se presenta la siguiente situacion:

d eAte]Bt d At d Bt
( T ) ‘U) — ;t e]Bt |U> +eAt zt |1}> — AeAte]Bt |U> +eAtBeBt |’U> _ eAtAeIBt |v> +eAte]BtB|v> ’

hay que cuidar el orden en el cual se presentan lo operadores. En particular en la expresidn anterior hemos
utilizado que siempre se-cumple [eBt,B} = 0, pero no hemos supuesto (ni conocemos) nada de [A,B]. Si,
adicionalmente, [A, B] = 0 podremos factorizar e**e®*
d (eAteBt)

dt
pero si [A, B] # 0, el orden de aparicién de los operadores es muy importante.

y tendremos

[v) = (A +B) e'e™ Jv) |

Para construir la expresion de la derivada de una funcién de operador respecto a su argumento, probaremos

la siguiente afirmacion:

dF (B)
dB
Esta relaci6n es facilmente demostrable si suponemos [A, B] = I, el operador identidad. Obviamente aqui

secumple que: [A,B]| =1 = [A,[A,B]] =[B,[A,B]] =0.

Si [A[AB]]=[B,[A,B]] =0 = [A,F(B)] =[A,B] (4.12)

5Mas adelante, en la seccién 4.3.6 consideraremos la expresion matricial de los operadores y serdn evidentes estas propiedades que aqui
presentamos sin mayores justificaciones.

SEs inmediato comprobarlo si consideramos la expansién 4.11
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En ese caso es facil demostrar que: AB” — B"A = nB" 1

AB" —B"A = ABB---B—BB---BA = (I+BA)BB---B—BB---BA
—_—— S — [ N —

n n n—1 n

=IB" ! +B(I+BA)BB---B—BB---BA
—_—— N——

n—2 n
=2B" ' +B>I+BA)BB---B—BB---BA=---=nB"" !,
n—3 n

Para demostrar la relacion (4.12) “desarrollamos en serie de Taylor” la funcién F' (B) en el conmutador

00 n -1
Azofli,] Zﬂ") .l AB]ZJ‘“‘) -

=0

(A, F (B)] =

= [AvB]T;f(n)(O) (n — 1)! = [A,B] dB

Para el caso mds general: si
dF (B)

[A,C] = [B,C] =0con C = [A,B] = [A F(B)]Z[AB| =

se procede del mismo modo.
Probamos primero que: si
[A,C] =[B,C] =0, conC=[AB] = [A,B"] ='AB" - B"A =n[A,B|B"'.
Tendremos:

AB" —B"A =ABB---B—BB---BA = (C4+BA)BB---B—-BB---BA
—— S — —_—— ——

n n n—1 n

=CB" ! +B(C+BA)BB---B—BB---BA
——_—— S —

n—2 n
= 2CB" ' +B*(C+BA)BB---B—BB---BA =--- = nCB"" ! =n[A,B|B" !,
=3 n

con lo cual es inmediato demostrar que:
.3 )

n—1
- [A»B];f("’(o) (f_ 5= A ilﬁf) .

(A, F (B Zf(n) AIB%] ABZf nIBn1

4.2.7.1 Laformula de Glauber

Ahora estamos en capacidad de demostrar limpiamente la férmula de Glauber:
1
cheB — ATBo3[AB]

Para demostrarla, procedemos a considerar un operador F(t) = e**e®, por lo tanto:
dF(t d At IBt
di ) o) = edt [0) = AehteBt [v) + oAt BeBt |v) = <A+eAt BefAt) eAteB [y)

= (A + eAtBe*M) F(t) [v) .

Ahora bien, dado que: [A, [A,B]] = [B, [A,B]] =0 = [A, F(B)] = [A,B] =5 dF(B) 7

entonces: [e*, B] = ¢ [A,B]eft = eMB = Bet! +¢[A, B] et
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4.2 Tipos de operadores

es decir: %(tt) [v) = (A + eABe ™) F(t) [v) = (A+B+t[A,B])F(t) |v) ,

2
por tanteo uno puede darse cuenta que: F(t) = e{(AJr]E)t+ 2 [A’B]} ,

cumple con la ecuacién anterior, por lo tanto absorbiendo ¢ en los operadores correspondientes llegamos a

la formula de Glauber: eeB = eA+Be3(ABl

4.2.8 Ejemplos
1. Sean A y B dos operadores hermiticos y un operador unitario definido como: U = A + iB.
Mostraremos que [A,B] =0y A2+ B2 =1.
Comenzamos con [A, B] = 0:
UU' = UU = (A +iB) (A +iB)! = (A +iB)' (A +iB) = (A + iB) (A <iB) = (A~ iB) (A + iB)
BA — AB = -BA +AB = [B,A]=—-[B,A] = [B,A]=0.

Continuamos con la segunda de las afirmaciones, que se puede demostrar, a partir de:
UUt =1 = (A+iB)(A+iB) = (A+iB) (A —iB) = (A>+ B%+ i (BA — AB)) = I=A%B>.
2. Unoperador cantidad de movimiento generalizado se define como aquel conjunto de operadores hermiticos
que cumplen con:
Jz, Iyl = ihdl, [Ty, J.] = ihdlp [J., J2) = ihdyy esdecir  [J;,J;] = ihedy
con ¢;;;, el simbolo de Levi-Civita (ver seccién 1.4 y aqui los indices repetidos NO indican suma).

Adicionalmente, definimos los siguientes operadores:
P=R+R+3 Ji=l+iy, vy J-=l.—il,.
Demostremos que: [J2, 1] = [J2,J-] = [I2,].] = 0.
Para probar esta propiedad se puede demostrar de forma genérica que [,,]] 2] m} =0,dondem = 1,2,3 = z,vy, 2.

Esto es: cualquier componente J,,, conmuta con J2. Consideremos el caso particularm = 1 = z
[JQ,JQ;] = [(Jade +dydy +J.732),J2] = Jode, Ja) + Tydy, Jo] + (3232, To] = [Tydy, Ja] + [J202, 02 -
Haciendo uso de [AB, C] = A [B, C] + [A, C] B tendremos que

(1Y, 2] = Jy Wy, Il + Ty, J2] Ty +32 (T2, T ) + (32, 3] T = =Ry d. —iRD .y +iRd .y +ikdyJ. = 0.

Este desarrollo vale para todas las componentes y, al conmutar J? con todas las componentes queda

demostrado que:

I, 0+) = B2+ 02+ 32,3 £ily| = [I2,1e] + [J2,0.] £ [02,3,]) £4 [32,3,] =0.

Practicando con Maxima \

Consideremos la siguiente transformacion lineal:
T:R> =R, T[(z,y,2)]=Q2z+y,z—z,x+y+zy+2).
Podemos preguntarnos si es una transformacién biyectiva, para averiguarlo calculemos el nicleo de la

transformacién. Hagamos entonces lo siguiente:

(%il) solve([2*x+y=0,x-z=0,x+y+z=0,y+z=01],[X,y,z]);
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(%01) [[x=0,y=0,z=0]

De manera que X (T) = {(0,0,0) € R?} y la transformacion es biyectiva. Consideremos ahora la trans-
formacion lineal:

T:R> =R, T[(z,y,2)]=(@+y,z+22z+y+zy—2)

(%i2) solve([x+y=0,x+z=0,2*x+y+z=0,y-z=0],[X,y,z]);
(%02) [z =—%r1,y = %r1,z= %ri]]

Por lo tanto X (T) = {(—A, A\, A), A € R}. En este caso, la transformaci6n no es biyectiva. Notemos que
el vector |e) = (—1,1, 1) resulta ser el vector base para subespacio vectorial nicleo, porlo tanto, la dimensién
de este espacio vectorial es: dim [X (T)] = 1. Como veremos mds adelante una base en el espacio imagen o
rango es el conjunto: {T[(1,0,0)],T[(0,1,0)],T[(0,0,1)]}.

Por lo tanto, podemos hacer los siguientes cdlculos:

(%i3) T(X,y,z2):=[X+Yy,X+2,2¥X+y+2,y-Z];
(%03) T(x,y,2):=[z+y,x+z2x+y+zy—2

(%i4)  M:matrix(T(1,0,0),T(0,1,0),T(0,0,1))$

112 0
(%04) 101 1
011 -1

La funcién triangularize devolverd una matriz equivalente, pero en la forma triangular superior de la
matriz M, obtenida por eliminacién gaussiana.

(%i5) triangularize(M);

1 1 2 0
(%05) [0 -1 -1 1
00 0 0

Eso significa que una base para el rango T{R*} sera: {(1,1,2,0), (0, —1,—1,1)}, es decir, la dimensién
se éste subespacio vectorial es dim [']1' {IR4}] =2.
Por lo tanto:
dim R (T)] + dim [T {R*}] = dim [R*] = 14+2=3.

Consideremos ahora el siguiente espacio vectorial V3 = {(x,y,2) : © +y + z = 0} en R, y la siguiente
transformacién lineal de V3 — V3

F(z,y,2)=(x+y+z,2+y—z22),

(%%i6) F(x,y.z):=[x+y+z,x+y-z,2%z];
(%06) F(z,y,2):=[r+y+z,2+y— 222

Ahora bien, para obtener el niicleo de la transformacién resolvemos

(%i7) linsolve([x+y+z=0,x+y-z=0,2*z=0],[X,y,z]); solve: dependent equations eliminated: (1)
(%07) |z = %1,y =—%r1,2 =0]
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La soluciénes: x = C,y = —C'y z = 0, por lo tanto, una base para el espacio X [F] es: {(1,—1,0)}.

Si ahora evaluamos la transformacién F' para la base candnica resulta lo siguiente:

(%i8) Img:matrix(F(1,0,0),F(0,1,0),F(0,0,1));

1 1 0
(%08) 1 1 0
1 -1 2

Reduciremos la matriz anterior pero esta vez con la funcién echelon, que al igual que triangularize
devuelve la forma escalonada de la matriz M, obtenida por eliminacién gaussiana, pero normalizando el primer

elemento no nulo de cada fila.

(%19) echelon(Img);

11 0
(%09) 01 -1
00 O

Es decir, una base para el espacio imagen o rango es el conjunto: {(1,1,0), (0,1, —1)}.

Podemos también calcular una base para V3 = {(2,y,2) : 2 +y + 2z = 0}

(%i10) linsolve(x+y+z=0,[x,y,z]);

(%010) [z = —%rs — %ra,y = %rs,2 = %r])
Es una solucién del tipo: . = —Cs— Cp ,y = Cs 'y z = C». Unabase vendréd dada por: {(—1,1,0), (—1,0,1)}.
Si evaluamos la transformacién dada en esta base, resulta:

(%i11) matrix(F(-1,1,0),F(-1,0,1));

0 0 0

%ol1
(ol Ay 9 o

El espacio vectorial tiene como base {(0, —2,2)}.

4.2.9 Ejercicios

1. Considere los siguientes operadores: A = AT hermitico, K = —K' antihermitico; U~ = UT unitario, P
y Q dos operadores genéricos. Pruebe las siguientes afirmaciones:
(a). En general:
L@ = )
. (PQ) ' =Q P!
111 Si [P, Q] = 0, entonces P(Q)~! = (Q)~'P
Iv. (eﬂ]’)T =P’
V. PeQp~1 = (PQP
(b). Si A es hermitico entonces A = U~'AU también serd un operador hermitico.
(¢). Si A es hermitico entonces e** es unitario.
(d). Si K es antihermitico entonces K = U~'KU es también lo serd. En particular eso se cumple para
K = iA. Es decir, podemos construir un operador antihermitico a partir de uno hermitico.
(e). Dados dos operadores A y B, hermiticos, su composiciéon AB, serd hermitica si y solo si Ay B

conmuntan.
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(f). Si'S es un operador real y antisimétrico’ y I el operador unidad, pruebe:
I. Los operadores (I —S) y (I 4+ S) conmutan.

11. El operador (I — S) (I + S) es simétrico, mientras que (I —S) (I 4+ S) " es ortogonal .8

cos(f)  sen(f)

(g). Considere una matriz ortogonal de la forma R =
—sen(f) cos(f)

> , encuentre la expresién

para S que reproduce R = (I —S) (I+ ).
2. Si un operador lineal C genérico, entonces pruebe que ((C + (CT) yi (C — (CT), con ¢ = /—1, serdn

hermiticos. Esto, obviamente implica que siempre podremos separar un operador lineal como:
1 1
Cc=3 (c+cf) +5 (c-cf).

donde (C + C) representa su parte hermitica y (C — CT) su parte antihermitica.

4.3 Representacion matricial de operadores

Dados dos vectores |v1) y |v2) definiremos como el elemento de matriz del operador A al producto interno

de dos vectores
(2] (Alv1)) = Aoy, fv2)) » (4.13)

es claro que A(\m),m)) serd en general un nimero complejo, pero ademads el valor de ese nimero dependerd de
los vectores |v1) y |v2) con los cuales se haga la operacién (4.13).

El paso mds importante para asociar un conjunto de nimeros a un operador lo constituye realizar la
operacién (4.13) con los elementos de una base del espacio vectorial donde opera A.

Supongamos un operador lineal A en el espacio vectorial de transformaciones lineales £ (V,W) don-
de dim (V) = ny dim (W) = m, y sean {|e1),|ea),les), - ,len)} v {|61),]62),]|€3), -, |€m)} bases
ortonormales® para V'y W respectivamente.

Entonces en la ecuacién (4.13) cada-uno de los vectores A |e;) € W nos conduce a:
<e~5’A|ei> S A% coni=1,2..ny a,f=12.m. (4.14)
Las cantidades Af son la representacion del operador A respecto a las bases {|e,)} y {|ém)} de Vy W

respectivamente. Es decir, definiremos una matriz Af como un arreglo de ndmeros donde el superindice, /3,

indica fila y el subindice, j, columna:

Ay oA Al
Al A3 % A

AP = | , E (Al a4y -ooan).
AP Ap Am A7

Es importante sefialar que cambiando el orden de los vectores dentro de la base cambia la representacion
matricial del operador. Esto significa que la organizacién de los nimero Af dependerd del orden que le demos
a los vectores en las bases {|e;) } y {|é:)}.

Definitivamente, las matrices son uno de los objetos mds utiles de las matemadticas que permiten “aterrizar”

"Estoes ST = ST = —S con S” el traspuesto de S.
8Esto es AT = A™* con AT el traspuesto de A.

°Como hemos mencionado con anterioridad, las bases no necesariamente deben ser ortogonales (o mejor ortonormales), pero uno
siempre puede ortogonalizarlas (y ortonormalizarlas)
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conceptos y calcular cantidades. La palabra matriz fue introducida en 1850 por James Joseph Sylvester®® y su
teorfa desarrollada por Hamilton!! y Cayley'2. Si bien los fisicos las consideramos indispensables, no fueron

utilizadas de manera intensiva hasta el aparicién de la Mecanica Cudntica alrededor de 1925.

4.3.1 Algebra elemental de matrices

El dlgebra de operadores que definimos en la seccién 4.1.1, puede ser traducida al lenguaje de matrices.
Por comodidad supondremos un tnico espacio vectorial, V = W'y, por lo tanto nos basta una base ortogonal

{|en)}. De este modo, es claro que se obtienen nuevamente las conocidas relaciones para matrices cuadradas
<ei| A+Ble;) = <ei’ Alej) + <ei‘ Ble;) = Aé« + B; .

Con lo cual tenemos la suma de matrices que todos hemos visto en los cursos basicos

Al AL o AL Bl B} --- Bl Al+B} Al+B) -/ Al +B}
A2 A3 A2 . B} B3 By | | Al+Bf A3+ B3 A2 + B2
Ar AR AP By By An AT + B A" 4+ BP

De igual modo, para la representacién de composicién de operadores que consideramos en la seccion 4.1.2

tendremos:
<ei‘ AB |e;) = <ei| AlBlej) = <ei’ A (|ek> <ekD Ble;) = <ei’ Aleg) <ek’ Ble;) = A};B}“,

que se traduce en la tradicional multiplicacién de matrices:

Al AL o AL Bl B} - B} AiBY AlBY ... ALBF
A2 A2 A2 y B? B? By | | AiBi AiBS A2 Bk
AT A3 An B} /By An Al BY A BE

como ya sabiamos AB # BA — A};Bf;éB,iA?.
Finalmente, es claro que la multiplicacién de un nimero por una matriz es la multiplicacién de todos sus
elementos por ese nimero
<e” allej) =« <e’| Alej) = adj.

4.3.2 Basesy la representacion matricial de operadores

Como es claro de la ecuacion (4.14) la representacién matricial de un operador depende de las bases de V

y W, respectivamente. A continuacion discutiremos algunos ejemplos particulares.

10James Joseph Sylvester (1814-1897 Londres, Inglaterra) Ademads de sus aportes con Cayley a la teorfa de las matrices, descubri6 la
solucién a la ecuacion cibica y fue el primero en utilizar el término discriminante para categorizar cada una de las raices de la ecuacién.
Para vivir tuvo que ejercer de abogado durante una década. Por fortuna, otro matemdtico de la época (Arthur Cayley) frecuentaba los
mismos juzgados y tribunales y pudieron interactuar. Por ser judio tuvo cantidad de dificultades para conseguir trabajo en la Academia.

1Sir William Rowan Hamilton (1805 - 1865, Dublin, Irlanda) Sus contribuciones en el campo de la dptica, dindmica del cuerpo rigido,
teoria de ecuaciones algebraicas y teoria de operadores lineales.

12Arthur Cayley (1821, Richmond, 1895, Cambridge, Inglaterra) En sus cerca de 900 trabajos cubri6 casi la totalidad de las dreas de
las matemdticas de aquel entonces. Sus mayores contribuciones se centran el la teorfa de matrices y la geometria no euclidiana. No
consiguié empleo como matemadtico y tuvo que graduarse de abogado para ejercer durante mas de 15 aflos, durante los cuales publicé
mas de 250 trabajos en matematicas.
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4.3.2.1 Representacion diagonal

Dado un operador lineal A € £ (V,W), donde dim (V) = dim (W) = n, y sea {|e;) } una base ortonormal
para V'y W. Entonces, si adicionalmente se da el caso que A |e;) = A; |e;) , la representacién matricial serd
diagonal

(] Ales) = Al = N (& [es) = Nid? .

Es importante sefialar que );07, en la ecuacién anterior, no se puede interpretar como suma, sino sen-
cillamente que se repite para cada indice i. Adicionalmente, que esta afirmacién también es valida para

dim (V) # dim (W) pero por simplicidad seguimos trabajando con matrices cuadradas.

4.3.2.2 Representacion matricial de operadores adjuntos y hermiticos

Consideremos la representacion matricial de un operador adjunto, tal y como lo desarrollamos en la seccién
4.2.3,

(4! = (] At ey = (/] e = ()
vale decir: la matriz que representa el operador adjunto AT, es la traspuesta conjugada de la matriz que representa
al operador A.
i
J
respecto a la diagonal y los elementos de la diagonal son nimeros reales.

Si el operador es hermitico: AT = A = (AT)" = A} Porlotanto, las matrices hermiticas son simétricas

Aqui vale la pena reexpresar, con matrices, algunas de las propiedades que arriba expusimos:

(4= el ) =) ) =4
(AA) — (e'| AT [e;) = (&7 | MAes)™ = A* (/| Ale;)™ = A" (ef| AT [e;) = A*AT,
pero mds interesante es:

(AB)! - (¢| () o) = (44B}) "= (41)"(BE)" = (AD(BY} = (BHL(AN} = BlaT.

4.3.3 Representacion matricial ystransformaciones

Hemos dicho que dada una una base particular en el espacio de accién de un operador, éste quedard
representado por una matriz adaptada a esa base. Por lo tanto, si cambiamos la base que genera la representacion,
ese mismo operador tendrd otra matriz como representacion.

Por comodidad volvamos a suponer un unico espacio vectorial, V. = W, pero ahora supondremos que
este espacio vectorial V tiene dos bases discretas ortonormales {|e;)} y {|€;)}. Entonces las representaciones
matriciales de A: fl; = <éi| Ay Aé = <ek| A |e;,), estédn relacionadas por:

il A |a i k = ~i k e i i Ak &
@fales) = @] (lex) ("]) & lem) 1) 85) = (& lex) ("] Alem) (7 165) & A5 = s} AL, &7,
—— ~——
si Sm
(4.15)
donde fl; es la representacion del operador A en la base {|&;)} y A¥, enla base {|es,)}.
Mas atin, siempre podremos expresar unos vectores base en términos de los otros de tal forma que:

65) = S [em) = ST (S [80)) = (" [&;) = &7 =SSy =SS = Si=(s)7,  @.16)
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con lo cual la relacion (4.15), /1; =S A A’,?n S;", puede ser reescrita como

Ai=siAl ()7 & A=sAsTT = A=STlAS. 4.17)

Diremos que dos representaciones matriciales Aj- y flfn, de un mismo operador A, son similares si estan

relacionadas entre si por (4.17), donde la matriz de transformacién S}, y su inversa se construyen a partir de los

productos internos de las bases. Esa misma afirmacién se puede refrasear por el hecho que dos operadores A y

A estéan relacionados por una transformacion de similaridad (4.17) constituyen distintas representaciones de un
mismo operador.

Adicionalmente, por la definicién de producto interno, (e¥ [&,,) = (&™ |e;,)* y tomando en cuenta (4.16),

tendremos:
- e _ (o) L\ L
Sm= (5" =(5") =(5.)
m
es decir, las matrices de productos internos que transforman las representaciones matriciales de los operadores,
son unitarias y la relacion (4.15) puede escribirse también como:
~ . . ~ ~. . m
A=Ak 5 o Ab= S| Ak (sf)j . 4.18)
En este caso, diremos que las representaciones matriciales de A estdn relacionadas a una transformacién
unitaria del tipo (4.18).

4.3.4 Traza de operadores

La traza, Tr (A), de un operador A es la suma delos elementos diagonales de su representacion matricial
A. Esto es, dado un operador A y una base ortogonal {|e;)} para V", entonces:
Tr(A) = <ek‘ Aley) = Ak
La traza de la representacion matricial de un operador es, por ejemplo:
172 3
Ai=1"45 6 = Tr(A)=A=15.
789

4.3.4.1 Propiedades de la Traza

Claramente la traza es lineal: Tr (A+AB) = Tr (A) + ATr (B), ya que
Tr (A 4 AB) = < ‘AJr)\]B%\ek < ‘A\ek +>\< ’“’IB%|ek) = Tr(A) + \Tr (B) .
La traza/de un producto conmuta, esto es, Tr (AB) = Tr (BA), y es facilmente demostrable:
Te(AB) = < ‘AIBHek < ’A|em &™|B ley,) = < ’B\em (e™|A Jex) = Tr (BA) .
e o

Recuerde que <ek| Blem) y <ek| A |eg) son nimeros que pueden ser reordenados. Donde una vez més
hemos utilizado las dos relaciones de cierre [&,,) (™| = [ey,) (e* | =1

Del mismo modo es facil demostrar que la traza de un triple producto de matrices respeta la ciclicidad del
orden de la matrices en el producto: Tr (ABC) = Tr (BCA) = Tr (CAB).
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4.3.4.2 Invariancia de la Traza

La traza de una matriz no depende de la base que seleccionemos, es un invariante que caracteriza al
operador independientemente de la base en la cual se represente. Entonces, a partir de (4.15) tendremos:
Akz<&wAk@::@kwmmawpr:4yﬂAp@<J]@»=<@wAwm>:Am.
I I
Nétese que primero hemos introducido [&,,) (€™|, luego hemos reubicado el término (e* |¢,,), para el lado
derecho vy, finalmente, hemos identificado el término |e) <e’C | como el operador unidad. Es claro que la traza

caracteriza al operador independiente de su representacion matricial.

4.3.5 Un paréntesis determinante

El determinante de un operador, A, se define como una aplicacion de su representacién matricial, < e’ | A |ej>

en R, es decir, asocia un nimero real con la representacién matricial del operador, y se define como:

AL AL AL
-~ A2 A2 A2

det|A| = Al A243 - = 1 ",
Ar A %

donde los elementos de la representacién matricial se expresan como Aé— = <ei} Ale;) y hemos generalizado el

tensor de Levi-Civita que presentamos en la seccién 1.4.1, de tal forma que:

0, si cualesquiera dos indices son iguales

gk = Eijk-. = 1, silos indices 4, j, k - - - constituyen una permutacién ciclicade 1,2,3---n

—1, silos indices i, j, k - - - constituyen una permutacién anticiclica de 2,1,3---n

Un ejemplo simplificado de esta asociacion para el caso de representaciones matriciales 3 x 3 es el siguiente:

Al Ay Al AL Al
(| Alej) = | A} A3 A% | = det|A|=e"FAlAAY = | A2 A3 A%,
A3 A3 A3 A3 A3 A3

con lo cual
det |A| = e'23ALA2A43 4 SB12ALA2A3 + 2L ALAZAS + 32 A1 4243 + SH AL AZAT + M3 AL A2 43
= ATAZAS + ASAZAS + ALAZAS — ATAZAS — ALAZAS — ALAZAS.

4.3.5.1 Propiedades de los determinantes

I. det |A| = det|AT|, donde AT es el operador traspuesto de A, esto es claro para las representaciones
- ; ; ; T
matriciales <e” Alej) = A} = (<e3‘ Ale))” . )
Esta propiedad proviene de la definicién del indice de Levi-Civita: det|A| = &% k“‘A}AJZAi S =

Eijk A A%A’g -+ = det |AT|, que se traduce en que si se intercambian filas por columnas el determinante
no se altera.

Al Ay A Ap AT A

A2 A3 A2 |=| AL A3 A3

A3 A3 A3 AL A2 A

[
[
)
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. Si dos filas o dos columnas son idénticas el determinante se anula

Al AL Al
ek ATAZAY - =gy AVARAE . =0, & | Al Al Al |=o0.
A} AT A

. Si multiplicamos una fila 0 una columna por un nimero, el determinante queda multiplicado por el nimero
R AL (NAS) AL = AR ALAZAT - = Mdet |A
eij AL AS (AA’;) co= Aoy AL AL AR . = Adet |A],

de aqui claramente se desprende que si una fila o una columna es cero (A = 0) el determinante se anula.

Mis adn, si dos filas o dos columnas son proporcionales A} = /\AJQ» el determinante se anula, por cuanto

se cumple la propiedad anterior:

Al aAL Al Al Al AL Al AL Al
A2 03 A3 | =| A2 A3 A% |=a| A2 43 A2
AP AA3 A3 AP AAZ AA3 Ab A3 43
Resulta obvio que:
AL o Ab| | Al AL A
A2 0 A2 |=| A2 A3 A3|=0,
A3 0 A3 0 00
al igual que:
Al Al Al Al AL AL Al Al Al Al AL Al
A7 NA? AL | =| MAT O NAL XAL =] A7 AT A3 =M Al Al Al |=0.
A3 AAD A3 AP A3 A3 A3 A3 A3 AP A3 A3
. Si se intercambian dos filas o dos columnas cambia de signo el determinante.
AV AL AL
. A2 A3 A2 i, -
det |A| = e AT A2A} - = :1 7 . "= R ATAZAY - = —det| (| Aley) ],
AT A% A7

donde en la representacién matricial <ei’ Ale;) se han intercambiando un par de columnas. Claramente
las propiedades del indice de Levi-Civita, obliga al cambio de signo det |A| = —det |4 .
Nétese que las propiedades anteriores nos lleva a reescribir el determinante de un operador de la siguiente
manera:

det |A] = 7 det |A| = gijp... ALALAR - <= det |A| = eagy... det [A] = 7 AZAT A -
claramente, si a8y --- <= 123--- obtenemos nuevamente la definicién anterior. Si se intercambian
dos filas 0 dos columnas, el determinante cambia de signo debido al intercambio de dos indices griegos.
Si dos filas o dos columnas son iguales el determinante se anula debido a la propiedad de simbolo de
Levi-Civita con indices griegos.

. El determinante de la composicién de operadores es el producto de los determinantes
det |AB| = det |A| det |B].
Antes de proceder a la demostracién de esta importante propiedad jugaremos un poco mds con las

propiedades de las matrices. Si A es un operador con una representaciéon matricial m x n y B es uno con

una representacion matricial n x p, entonces tendremos (AB)* = A“B, esto es, la a-ésima fila de AB es
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igual a la multiplicacién de la a-ésima fila de A, por toda la matriz B.

Veamos: C; = (AB); = A}B;, por lo tanto la a-ésima fila:

Bf BY ... B!
B? B? B?
C AaBlﬁca*(a 347 cx. Aa) 1 2 n
Bt By By

Tendremos entonces:
det |A| det [B| = det |A| (Eijk“.BfB%B:’)f . ) - (Eijk“.AiAéAﬁ . ) (5abc...3g333§ . ) ,
que siempre puede ser rearreglado como:
(smk"AfA?Azu-)(EUkHBiBng-u) = A?BjAPBJA]BY - = det |AB|
Veamos este desarrollo para el caso de matrices 3 x 3:
det |Aldet [B] = ('28A]AZAS +e312ALATAS + 1AL AFAT + 12 ATAZAS
SN ALY ¢+ 2B ALAZAD) L (BB BB + S2BIBABY 1 <2 BIB2BY
2B BiBS + ' B{B; B} + ** By B B3) |

+ o+

con lo cual:
= A{A3A3} (B{ B3B3 + B3Bi B3 + ByB3B} — B{B; B3 — B{B3 B} — ByB;B3)
+ AJA3 A3 (B B3B3 + B3BiBj + By B3Bi + B B3B3 + BiB3B} + By B Bj)
+ AyA3A? (B{ B3B3 + BB B3+ ByB3B} + B BiBs + B3B3 B} + ByBiB3)
— AJA3A3 (B{B3Bj + BiB; B3 + B3B3 B} + B{ B3B3 + B3B3 B} + By B{ B3)
— AJA3AY (B{B3Bj + BiB;BS + B3B3B} + B{ B3B; + BB B} + By B B3)
— A}A3A3 (B{B3Bj + BiB{ B3 + B3B3 B} + B{ B3 B; + BB B} + By B B3)
Como son niimeros se pueden arreglar de la siguiente forma:
= A{A3A3 (B{B3B; + BIB3 B} + B{ B3B3 — B{BiB; — B{ B3B3 — B{ B} B3)
+ AJATA3 (Bi B3B3 + B; B3B3 + B} ByB; — B B3 B — B{ B3 B — B{ By Bj)
+ AJA3AY (BI B3B3 + B; B3B3 + B} ByB; — B{ B3 B — B{ B3B3 — B{ By B3)
— A{A3A3 (BIB3BS + B B3B3 + B ByB3 — B B3B3 — B B3B3 — BBy B3)
~ AJA3A3 (BIB3Bj + BiB3B; + BiByB; — B{ B3B3 — B{ B3B3 — BiB;B3)
— AJATA3 (BiB3Bj + BiB3B; + BiByB; — B{ B3B3 — B{ B3B3 — BiB;B3)
= e ALBY A\ By AR BY .

Por lo tanto:
eijuAbL By A\ By AL BY = det |A| det [B] = det |AB. (4.19)

4.3:5.2 Lainvariancia del determinante

El resultado de expresado en la ecuacién (4.19) tiene varias consecuencias importantes:

1. El determinante del operador inverso es el inverso del determinante, es decir:

det |A7Y = = det|A|7.

o
det |A|
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Esta afirmacion es facilmente demostrable

1
T=A"T'A = det|l| =det|AA™!| = det|A|det|A7 | =1 = det|A™!| =

det |A]
2. La segunda consecuencia es todavia mds importante: el determinante de un operador no depende de su
representacion matricial. Es decir, el determinante, al igual que la traza, asocia un nimero real al operador,

independientemente de su representacion matricial:
det |A| = det | (e'| Ale;) | = det | (&'| A[&;) | = det |A].
Es inmediato darse que cuenta que al aplicar la funcién determinante a la ecuacién (4.17) se tiene:

- ) _ ) _ ) 1
det |Al| = det [S} A%, (S7) 7| = det|SE| det |A¥ | det | (S7) 7" | = det | S| det |A§;|W
J

Con lo cual queda demostrada la invariancia del determinante de representaciones matriciales de opera-

= det |AF |

dores en bases ortonormales.

4.3.5.3 Foérmula de Laplace

La férmula de Laplace permite expresar el determinate de una matriz en términos de sus matrices menores

o cofactores, matrices que definiremos en la siguiente seccion.

n
det|A| = Z A;(Ac)g- ,  para cualquier 7 . (4.20)
j=1

4.3.6 Diferenciacion de operadores y representacion matricial

Retomemos, ahora en el lenguaje de representaciones matriciales de operadores, lo que desarrollamos en la
seccién 4.2.7. Dado un operador A(t), el cual supondremos dependiente de una variable arbitraria ¢, podremos
definir la derivada como:

dA(t) . A+ At) —A(t)
—— = lm —
dt At—0 At
por lo tanto, si (u¥| A |u;) = A¥ entonces:

daj  day | d4y
d(i\t2 d(,14t2 dilqtl’

k H

<uk‘ M |ui) = dA(1) _ d <uk} Alt) |u;) = dAf _ o a dt
e " dt ), dt Yat :

day - day day,
Tt di

La regla es simple, la representacion matricial de la derivada de un operador sera la derivada de cada uno de

sus elementos. Por ejemplo:

J 22 2 1 2z 0
P e bz = 0 —e@ 5
322 3 cos(z) 922 0  —sen(x)

De igual forma tendremos las reglas usuales de la diferenciacion y por lo tanto se cumplird
d(A() +B(@) _ d(A®) | d(B(E))

dt dt dt ’

[
W
[
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es decir:
(ub| SEOFEO) 1y — &k ) + B0 ) = S (] 400 1) + (w4 B )
- % <uk‘ A(t) us) + % (u| B(#) Ju)
dA(?) dB(t) d(At)) | d(B())
- “k‘ dt |uz>+<uk‘ T Ve H T
Del mismo modo se cumplird:

d(AMB(®)  dA(D) dB(t)

dt = —q BOFAOT

con la precaucion que no se puede modificar el orden de aparicion de los operadores. Es facil ver que:
d(A(t)B(t d d
(u| TEOBO) 1y~ € (| By ) = & (o AOTB() )

dt
- (<uk‘ A(t) [um) (u™|B(t) |Ui>>

_ d(ut| AQ) fum)

= S G B () i) + (| A i) ™ B(t) [ui)

dt dt
= (| LB ) B ) + | ) ] T

4.3.7 Ejemplos

1. Si tenemos un matriz B, 2 x 3, de la forma

31 =2
B = ,
1.0 4
y suponemos las bases canénicas para V3y V2 : {|iy), |ia), |iz)} y {]i1) , i2) }. respectivamente, entonces

la matriz B representa la transformacién B : V3 — W2 que lleva un vector genérico |x) = (21, 72, x3) a

un vector genérico |y) = (y1, y2) tal que:

T
3 1/=2 31 -2
B= = Blr)=y) = w =),
1 0 4 1 0 4 Y2
3
esto es:
Y1 = 31 + T2 — 223
Yo = o1 + Ozg + 423
Es claro que la representacion matricial dependerd de la base en la cual se exprese.
2. Si suponemos el operador diferencial D (-) = g cuyo dominio estd conformado por el espacio vectorial
de los polinomios de grado < 3, entonces tendremos que: D (+) : P3 — P2 En este caso las bases

2

odrian ser: |p;) = {1,z, 22, 23 5;) = {1, 2,22} de P3 y P? respectivamente.
p Y |Pj y P
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Al operar (diferenciar) sobre |p;) € P3 y expresar ese resultado en la base de P? tenemos:

W~ 0 = 0-140-2+0-22
% = 1 = 1-140-240-22 0100
D) = { = @Dy =[ 00 2 0
A2 9r = 0142 24042 000 3
3
W) 32 = 0140243 22

Los coeficientes de esa expansion serdn las columnas de la matriz que los representa. Para enfatizar, los
elementos de una matriz, no s6lo dependen de la base sino del orden en el cual la base se presente.
Consideremos que la base de P? viene representada por |pj) = {mQ, x, 1}, la representacion matricial

del operador D (+) = c:i('/) serd:

Z

M = 0 = 022402401
déz) = 1 = 0-2240-z+1-1 00 0 3
Dlp;) = , = @*Dlps)=( 0 0 2 0
W) 9y = 0.242.2401 0100
3
) 302 = 322400401
Se puede ver que D |p;) es:
1
01 00 1 1
0020 N 1+ 2z + 3272,
0 0 0.3 3
1
y equivalentemente:
1
00 0 3 1 3
0.0 20 L= = 322+ 241,
0100 1
1

iEs el mismo polinomio! Recuerde que las componentes del vector multiplican a los vectores bases en el
mismo orden.

Construyamos-la representacion para el mismo operador D del ejemplo anterior, pero ahora en las
siguientes bases: [p;) = {1,1+z,1+z+2%1+z+a”+2*} y ) = {1,2,2°} de P? y P,
respectivamente. Entonces, nuevamente vemos que ID |p;) implica:

& =0 = 0-140-2+0 22
d(1+
(ta) -1 = 1-140-2+0-22 01 11
2 = @*IDlpp =10 0 2 2
W = 1+22 = 1-1+2-2+0 27 0003
’IJ.’IJ2 1‘3
dtete™e?) ) 9430 = 114204347
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4. Dada la siguiente transformacion:
T:R® = R, T[(z,y,2)] = (x+y,x — 22,2+ 2y + 32,y — 22) .
y tomemos como bases los conjuntos:
le;) = {(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)} e R*, |&) ={(1,1,1,1),(0,1,1,1),(0,0,1,1),(0,0,0,1)} € R*.
Queremos encontrar la representacion matricial del operador T, esto es
T} = (@[ Tley) = (& (Cf o)) = € (&) &)
por lo tanto los C]’-€ son los coeficientes de la expansién de los vectores base de R? transformados. Es
decir
Tler) = Cf &), Tlea) = C§ &), Tlez) = C§ &), v Tlea) =CF [ek).
Entonces, podemos hacer las siguientes expansiones:
T[(1,1,0)] = (2,1,3,1) = C{(1,1,1,1) + C}(0,1,1,1) + C{(0,0,1,1) + C{(0,0,0,1) ,

y al resolver para {C}, C?,C3, C}} obtener: {C} =2,C% = —1,C} = 2,C} = =2}.
Para la siguiente base de R3

T[(1,0,1)] = (1,—1,4,-2) = C3(1,1,1,1) + C3(0,1,1,1) + C3(0,0,1,1) + C3(0,0,0,1) ,
resolviendo para {C3,C2,C3,C3} se obtiene: {C) = 1,02 = =2,C3 =5,C4 = —6}.
Y finalmente, para:

T[(0,1,1)] = (1,-2,5,-1) = C3(1,1,1,4) + 05(0,1,1,1) + C3(0,0,1,1) + C5(0,0,0,1) ,

resulta: {C§ = 1,C§ = —3,C§’ =7,04 =6}
Por lo tanto, la representacion matricial que hemos obtenido serd:

T! = CY (&' &) =Cl & a1)+Cr(e| &) +CP (" &) + Cf (&' &)
T} = C§(&"| &) =Cy (@ &)+ C3 (8" &)+ C3 (&' &) + C3 ('] &) -
Vale decir:
T8 = 244 (-1)-3+2-24(-1)-1=7,
Ty = 1-44(=2)-3+5-24(=6)-1=2,
Si continuamos haciendo todas las cuentas, para todas las demds componentes, tendremos la siguiente
matriz:
7T 2 3
5 1 2
€| T |e;) =
GITley=|
1 -2 -1
La ecuacion para la transformacion de cualquier vector es entonces:
! 7T 2 3 )
; #? 5 1 2
T|%) =T/ |z;) = . | = 2
2 =T |ag) = | 7, A
T
z 1 -2 -1

Pedimos al lector repetir los calculos pero considerando las bases:

‘ei> = {(la 110)7 (1707 1)7 (07 1, 1)} € ]Rga |é2> = {(17()’070)7 (Oa 17070)7 (ana 170)7 (0a0>07 1)} € R4;
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y también las siguientes bases canénicas
le;) = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} € R?, &)= {(1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1)} € R*.

(Qué puede concluir de los resultados obtenidos de este dltimo par de bases?

. Para la matriz

3 =2 2
A=11 2 =31,
4 1 2

el desarrollo de Laplace (4.20) para la primera fila (i = 1) es:

det|A] = AJ(A)} + AY(A) + AK(A%)}
2 -3 1 -3 1 2
-3 - (-2)
1 2 4 2 4 1

3(7) +2(14) + 2(—7) = 35.

. En Mecdnica Clésica la cantidad de momento angular viene definida como L = r X p. Para pasar a
Mecénica Cudntica se asocia r y p con los operadores posicién y cantidad de movimiento los cuales, al

operar sobre la funcién de onda nos proveen lo siguiente:

G = 0) = @) (P10 = ity eI = —ih 26 @)

Y1) =yl ) =y () Bpf= (—m a%) (o) = =it 5 ()

AN, . D
Gl ==t =20 @) (B = (<in 2 ) (r1) = —in 5o @
En coordenadas cartesianas, en la representacién de coordenadas {|r)} tendremos que
rIRlYy=eg(r) -y (r|Pe[h) = —ih Vo (r).

De forma que en Mecdnica Cudntica las componentes cartesianas del operador cantidad de movimiento

angular son:

(r[L[y) = —ih (2xV) 4 (r)

. 0 ad . 1o} 0 . 0 0
(r|L|¢) = —ih <y$—za—y)¢(r)ﬂ—zh (z%—m£>¢(r)3—zh (za—y—y%>d)(r)k

Utilizando las definiciones anteriores vamos a mostrar que el conmutador de las componentes cartesianas

de la cantidad de movimiento angular cumple la siguiente relacién

[szﬂ-‘y} W) =ihlL, W’) )
con: L' =L, =L,;L2=L, = Ly; L3 = L3 = L.. En general, [L;, L,,] = ihcpn,L".
Dado que:

[L1, Lo] [¢) = [La, Ly] |¢) = (Laly — LyLa) [¢)
oo (-8 r8)- () - )

o (22N 0 (0 9N _(,9(, 9 ,9)_ ,2(,9 ,9V\|y
Y9 \Far ~ Yoz Zay “or  "o: “or \V oz Zay Yo: Yoz Zay
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Con lo cual:

(L 0N BN (a0 o
N Y5200 Yoz V9.2 Oydx OyOz

_ 9 _ 2 9 _ i, 9 _ 2 ¥ (r)
Yooz © Oyox Vo2 ”azay I@y '

7. Consideremos que el espacio de estados para un determinado sistema fisico viene expandido por la base

ortonormal {|u1) , |u2) , |us)}. Definamos dos operadores L, y S de la siguiente manera:
L:|u1) = Ju) , Lefug) =0, L lug) = —|ug) ,
Slui) = |uz) ,  Sluz) = lug) ,  Slug) = |u1) .
(a). Calculemos la representacién matricial en la base {|u1) , |ua) , |u3)} del operador: [L., S].

La matriz sera:
<u1‘ L.S —SL, |uz) <u1 | L.S —SL, |us) <u1| L.S — SL, |us)

(u*|L;S —SL; [u1)  {(w?|L.S—SL; |ug)  (u?|L.S—SL; |us)

<u3‘ L.S —SL, |u;) <u3’ L.S —SL, |us2) <u3| L.S —SL, |us)

con lo cual:

|IL Slup) — 1’ SL, |uy) <u1‘ L.S|ug) — <u1| SL, |uz) <u1’]L Slus) — 1‘ SL, |us)

(u?| LS |u1) — (u?|SL; [ur) ~ (u?|L.Slug) — (u?|SL, [ug)  (u?|L.S |ug) — (u?| SL; |us)
(w3 LS Juy) — (ud| SLzfug) (w3 LS |ug) — (u|SL; [ug)  (u|L.S|ug) — (u®| SL. |us)
de donde:
0= 0 0-0 1-—(=1) 0o 0 2
(u'] [z, S} |uj) = 0-0 0-0 0-0 = o o o
(-)—1 0-0 0-0 -2 0 0

(b). ¢L.,Sy [L,,S] serdn biyectivas?
Veamos. Por definicién S es biyectiva ya que cada vector tiene su imagen, L., no lo es por cuanto el
vector|uz) no tiene imagen y, finalmente [L., S| tampoco serd biyectiva dado que <ul‘ [L.,S] |u;)
no tiene inversa ya que det | (u’| [L, S] [u;)| = 0.

(c). Calculemos la dimensién del dominio, del rango y del niicleo de la transformaciones L., Sy [L., S].

Dominio Rango Nicleo

L, 3 2 1
S 3 3 0
[L.,S] 3 2 2

dado que [, S] |ug2) = 0.
8. Buscaremos la expresién matricial para los operadores lineales de Pauli: R? — R? sabiendo que actian

260
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oty =14), oz |=) =—1=), oalt), =[+)y s Oal=)y =—1")s, oylH)y =14)y , oyl=), =—1-),
o1 (0 1 oy b
|+>H(0> —>ﬂ<1> [+)e f[|+>+| N =) \f[|+> =]
1
l+)y = 7[I+>+Z| N =)y = 7[I+>—Z| )] -
Abhora bien:

x<+|+>x:17 m<+|*>z:x<* ‘+>m:07 x<*|*>x:17

y (=1 =)y =y (=), =0, (=), =L

Es decir, los vectores {|+), ,|—),} ¥ {|+)y , \7>y} forman bases ortonormales, por lo que los vectores

{|+),|—)} se pueden expresar en término de esas bases como:

1
R B (N NP
=[] R =)

Asi las expresiones matriciales serdn:

(o) A 1o
(UZ);‘ = = .
(=loz1+)  A=lo:=]-) 0 -1

( o (e (low ([ 4, + 1)) o (Hl +a (Hllow [I4), = =), )
[ (H —a (=l ()2 +[2)a] Lo (=2 (=Ml 0w [[4); = =)l

le (Hl 4z (SN =122 Lo (H +2 (ST 41202 )

o (H] =2 (S = 19)a] o (H =2 (= )0 + 1))
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Y finalmente, para (O'y);l

_ (Hloyl+)  (+loyl-)
(Uy);‘ =
(=loy|+) (=loyl-)

o (H oy [, + 120, =il (H 4y =l [, = 1),

ily (H =y oy [0, 4120, b = (Do [, = 1),

( o H A C [, =170 =il D [, + )

il H =y N[0, =19, =l = 1,500,

[en}
[
B}

Practicando con Maxima

1. Consideremos la transformacidn lineal del ejercicio resuelto con anterioridad:
T:R® = R, T[(@,y52)] = (x +y,x — 22,2+ 2y + 32,y — 22) .

(%il) load(vect)$

(%i2) T(X,y,z):=[x+y,X-2%7,X+2%*y+3%7,y-2%z7];
(%02) T(x,y,2):=[x+y,x—2z,2+2y+ 32,y — 22|

Escribimos ahora los vectores de la base en R*:

(%i3)  el:[1,1,1,1]:2:[0,1,1,1];€3:[0.0,1,1]; e4:[0,0,0.1];
(%03) [1,1,1,1]
(%o4) [0,1,1,1]
(%05) [0,0,1,1]
(%06) [0,0;0,1]

Entonces:

(%i7) linsolve(T(1,1,0)-C11%¥e1-C12*e2-C13%*e3-C14%e4,[C11,C12,C13,C14]);
(%07) [[c11=2,C12 =—1,C13 =2,Cl4 = —2]]

(%i8) [C11,C12,C13,C14]:[rhs(%[1]),rhs( %[2]),rhs( %o[3]),rhs( %[4])];
(%08) [2,-1,2,-2]

(%i9)  linsolve(T(1,0,1)-C21%*e1-C22*e2-C23*e3-C24%e4,[C21,C22,C23,C24]);
(%09) [[C21 = 1,022 = —2,C23 = 5,024 = —6]]
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(%i10) [C21,C22,C23,C24]:[rhs( %[ 11),rths( %[2]),ths( %[3]),rhs( Te[4])];
(%010) [1,-2,5, —6]

(%ill) linsolve(T(0,1,1)-C31%¢1-C32%e2-C33*e3-C34%e4,[C31,C32,C33,C34]);
(%ol1) [[C31=1,C32 = —3,C33 = 7,C34 = —6]]

(%il2) [C31,C32,C33,C34]:[ths(%[1]),ths( %[2]).rhs( %e[3]),rhs( %o[4])];
(%012) [1,-3,7, —6]

Calculemos ahora las componentes de la representacién matricial:

(%i13) T11: Cl1*(el.el) + C12%(el.e2) +C13*(el.e3) + Cl4*(el.e4);
(Jo013) 7

(%ild) T21: C21*(el.el) + C22%(el.e2) +C23*(el.e3) + C24*(el.ed);
(%o014) 2

(%il5) T31: C31*(el.el) + C32%(el.e2) +C33*(el.e3) + C34*(el.ed);
(%o015) 3

(%i16) T12: Cl1%#(e2.el) + C12*(e2.e2) +C13*(e2.e3) + Cl4*(e2.e4);
(%016) 5

(%il7) T22: C21%(e2.el) + C22%(e2.e2) +C23%(e2.e3) + C24*(e2.e4);
(%017) 1

(%il8) T32: C31%(e2.el) + C32%(e2.e2) +C33*(e2.e3) + C34*(e2.e4);
(%o018) 2

(%i19) T13: C11#¥(e3.el) + C12%(e3.e2) +C13%(e3.e3) + C14%(e3.e4);
(%019) 4

(T0i20) T23: C21%(e3.el) + C22%(e3.e2) +C23*(e3.e3) + C24*(e3.e4);
(%020) 2

(%0i21) T33: C31%(e3.el) + C32%(e3.e2) +C33*(e3.e3) + C34*(e3.e4);
(%021) 4

(%i22) T14: Cl1%*(ed.el) + C12%(ed.e2) +C13*(e4.e3) + Cl4*(ed.e4);
(%022) 1

(90i23) T24: C21%(ed.el) + C22%(ed.e2) +C23%(e4.e3) + C24*(ed.e4);
(%023) —2

(%i24) T34: C31*(edel) + C32%(ed.e2) +C33%(ed.e3) + C34%(ed.ed);
(%024) — 1

Por lo tanto, la matriz que representa a la transformacion es la siguiente:

(%%i25) matrix([T11,T21,T31],[T12,T22,T32],[T13,T23,T33],[T14,T24,T34]);

T 2 3

5 1 2
(%025)

4 2 4

1 -2 -1

Podemos repetir los cdlculos pero ahora con la base canénica:
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(%i26) el:[1,0,0,01:e2:[0,1,0,0]:€3:[0,0,1,0]; e4:[0,0,0,11;
(%026) [1,0,0,0]

(%027) [0,1,0,0]
(%028) [0,0,1,0]
(%029) [0,0,0,1]

Por ser la base ortonormal el cdlculo de la representacién matricial de la transformacion es directa:

(%i30) linsolve(T(1,1,0)-C11#e1-C12*e2-C13*e3-Cl14*e4,[C11,C12,C13,C14]):
(%030) [C11 =2,C12=1,C13 =3,Cl4 = 1]

(%i31) [C11,C12,C13,C14]:[rhs( %[ 1]),ths( %[2]),ths( %[3]),rhs( Te[4])];
(%031) [2,1,3,1]

(%i32) linsolve(T(1,0,1)-C21%*e1-C22%e2-C23*e3-C24%e4,[C21,C22,C23,C24]);
(%032) [C21 = 1,022 = —1,023 = 4,024 = —2)

(%i33) [C21,C22,C23,C24]:[ths( %[ 11),ths( %[2]),ths( %[3]),rhs( Te[4])];
(%033) [1,-1,4,—2]

(%i34) linsolve(T(0,1,1)-C31*e1-C32%e2-C33%e3-C34%e4,[C31,032,C33,C34]);
(%034) [C31 =1,C32=—2,C33 =5,C34 = —1]

(%i35) [C31,032,C33,C34]:[rhs( %[ 1]).rhs( Te[2]).rhs( To[3]),rhs( To[4])];
(%035) [1,-2,5, —1]

La representacién matricial que resulta ahora es:

(%i36) matrix([2,1,1],[1,-1,-2],[3,4,5], [1,-2,-1]);

2 1 1
1 -1 -2
(%036)
5
1 -2 -1

(%i37) kill(al)$
. Dada una transformacién T : R? — R3, donde una base para R3 es:

|ei> = {(17 2a 1)7 (17 17 0)7 (07 073)} € ]R3 )
y las imagenes de esta base respecto a la base canénica en R? son:
T{len)] = (3,3), Tlle2)] = (6,3), Tlles)] = (3,6).
(. Qué transformacién est4 asociada a las coordenadas canénicas en R3?

Escribamos los vectores.

(%il) el:[1,2,1];¢2:[1,1,0];¢3:[0,0,3];
(%o01) 2,

[

[1,2,1]
(%02) [1,1,0]
(%03) [0,0,3]
Ahora introducimos las imagenes:

(%id) Tel:[3,3]:Te2:[6,3];Te3:[3.6];
(%04) [3,3]
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4.3 Representacion matricial de operadores

(%05)  [6,3]
(%06) [3,6]

Respecto a estas coordenadas la transformacidn tiene la siguiente representacion vectorial:

(%i7) A:matrix(Tel, Te2,Te3);
3 3

(9007) 6 3
3 6

Lo que queremos es buscar la representacién matricial de la transformacién pero respecto a la base

candnica, por lo tanto debemos buscar primero el cambio de base a la base canénica en R3

(%i8) E:invert(matrix([1,2,1],[1,1,0],[0,0,3]));
-1 2
(9008) 1 -1 -
0o o 1

En la base candnica la transformacidn tiene la siguiente representacion:

(%19) AE:transpose(E.A);

ooy (10 4
¢ 5 -2 2

Por lo tanto la transformacion es:

(%i10) T(x,y,z):=[10*x-4*y+7,5%x-2*y+2*7];
(%010) T(x,y,z) := [10z — 4y + 2,5z — 2y + 22]
Podemos verificar si el resultado es el correcto.

(%ill) solve(T(1,2,1)-a*[1,0]-b*[0,1],[a,b]);
(%o011) [[a=3,b=3]]

(Y%i12) solve(T(1,1,0)-a*[1,0]-b*[0,1],[a,b]);
(%012) [ja=6,b= 3|]

(%i13) solve(T(0,0,3)-a%[1,0]-b*[0,1,[a,b]);
(%013) [[a=3,b=6]]

4.3.8 | Ejercicios

1. Considere el espacio P ) de polinomios de grado IV en ¢, vale decir, |f): & Zjnvzo ant™, considere

zD d
dt”

(a). Muestre que T [p), = [p),_,» esto es que el operador T puede ser considerado un operador traslacién

ademds un operador T = ™ = exp(zD), con D =
espacial para los polinomios P(t) de grado N.
(b). Considere que el espacio de polinomios estd definido en el intervalo [—1,1], que definimos un
producto interno de la forma (f| g) = fil fg dt y un espacio de polinomios de grado N = 2. ;Cual

es la representacién matricial de T en la base de polinomios de Legendre { Py, Py, P>}?
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2. Considere ahora el espacio vectorial P ;4 de polinomios en ¢ de grado 4, definidos en el intervalo
[—1,1]. Esto es |f), <> Zi:o ant™ y este espacio estd equipado con un producto interno de la forma
(flgy=[ _11 f(t)g(t) dt. Considere ademds para este espacio vectorial un operador lineal representado
por T = ¢P = exp(D), donde D = %. Claramente, podemos encontrar dos bases para ese espacio
vectorial: {1,¢,¢2, 43,1} y la base de polinomios de Legendre { Py, Py, Py, Ps, Py}

(a). Considere el polinomio |f), <+ f(t) = 5t + 3t* + 4¢3. Encuentre la expresion de este polinomio en
término de las bases arriba mencionadas. ;Cudl es la matriz de transformacion de las componentes
de ese vector entre ambas bases?

(b). Construya un proyector sobre el subespacio P ;) 5, de polinomios de grado 2 y encuentre la proyec-
cién de | f), en ese subespacio. Discuta las diferencias y semejanzas entre las proyecciones de | f),
en ese subespacio expresado en las bases {1,¢,t2} y {Py, Py, P»}. Recuerde las relaciones entre
proyectores y bases ortonormales de la seccién 4.1.3.

(c). ParaP 44, construya el operador inverso T, el adjunto del operador T y precise si T, es Hermitico
0 unitario.

(d). ¢Cudles son las representaciones matriciales de T en P 4) 4, para cada una de las bases mencionadas?
(Como transforman las representaciones? Compruebe que la traza y el determinante de ambas
representaciones matriciales coinciden.

(e). (Cudles son las representaciones matriciales de T~! y Tt en P (44 para cada una de las bases
mencionadas ? ;Cémo transforman esas representaciones?

3. Heredando el formalismo de la Mecanica Clasica, se construye en Mecanica Cudntica el operador hamil-
toniano, hermitico, para un sistema unidimensional como:

]P>2
H=—+VX
S+ V(X),

donde H, Py X son operadores, y V(X) un operador que es una funcién de otro operador. Adicionalmente,
uno puede construir el siguiente operador: [X, P] = iAl.
(a). Determine los siguientes conmutadores: [H, P], [H, X] y [H, XP].
(b). Supongaque H |¢,,) = E,, |¢),,) y entonces calcule la representacién matricial del siguiente operador
(¥™] [A, H] |1y, ), para un operador arbitrario A.
4. Considere la representacién matricial de un operador en la base candnica de la forma:

()

(Existird algiin operador B, no singular, tal que D = B~'AB, con I) un operador diagonal? Si ese fuera
el caso (Cudl seria la representacién matricial de ese operador B, en la base canénica? Justifique su
respuesta.

5. Si

—sen(wt) cos(wt)

MI(t) = ( cos(wt)  sen(wt) > .

Demuestre que:
d®M(t)

w2 = —w?M(t).

266



4.3 Representacion matricial de operadores

6.

10.

INF

Dada a matriz:

1 10
Al=1111
011
Evalie: A2, A3, AAz,
Dada la matriz:
0 0 =
Ag = - 0
0 -1 0

Demuestre que A" = AAA... =1, conn # 0.
Considere el siguiente “operador vectorial” o = 0,1 + 0yj + 0.k, donde las matrices o, oy, 0. son los

operadores de Pauli que discutimos en la seccién 4.3.7 y su representacion matricial en la base canénica

01 0 — 1 0 I 1.0
Oy = , Oy = , O, = ;) I= .
’ 10 Y i 0 : 0 -1 01
El vector direccién puede escribirse como:
n = sen(f) cos(¢)I + sen()sen(d)j + cos(d)k = nyl +nyj + n:k,

conlo cual: o - n = nyo, +nyoy +n.0..

A partir de todo lo anterior calcule la representacién matricial del siguiente operador en la base canénica

exp (%wa~n> :

Dadas las siguientes matrices:

0 V2/2 0 0 iV2/2 0 -1.00
L= v2/2 0 v2/2 |, Ly=| —iv2/2 0 iv2/2 |, L.=| 0 00
0 Vv2/2. 0 0 —iv2/2 0 0 01
Demuestre las siguientes reglas de conmutacion:
(a). LyLy — LyL; =iL..
(b). LyL, — L.L, = il,.
(©). LL; — LyL, =4l
(d). L24+L2+1L2=2
Calcule los siguientes determinantes:
-2 5 -1 3
1 1 2 3 0o 2 3
2 0 2 1 0 7T =2
1 2—22 2 3 0 1 -2
010/, , , 3 -1 0 5 =5
2 3 1 5 3 -3 4 =2
200 9 2 6 -4 1
2 3 1 99—z -2 1 -2 0
0 -3 -1 2

Utilizando las propiedades de los determinantes resuelva para x
z+2 z+4 -3
z+3 T x+5 |=0.
r—2 z—1 x+1
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12. Utilizando la propiedad lineal de los determinantes calcule:
a+b n+p
c+d q+r
13. Encuentre el determinante de la matriz 4 X 4 definida por la funcién:
1
i+ji—x
14. Muestre que si las filas de un determinante de orden n son linealmente independientes, entonces sus

i

;=

columnas son también linealmente independientes.

15. Dada la representacién matricial de un operador:

1 1 3
1 1 -3
3 =3 =3

(a). Encuentre la representacion diagonal y la base que diagonaliza esta matriz.
(b). Muestre que la traza y el determinante de ambas representaciones matriciales coinciden.
(c). Encuentre la matriz de transformacion a la representacion diagonal.
16. Pruebe que la representacién matricial, 2 X 2 mds general para un operador unitario y simétrico (vale
decir: SST =Ty ST = S) puede ser escrita como:

S ae?P iv/1 = a2el(F+7)
VT = aZel (P ac? 7

con «, 'y y parametros reales y, adicionalmente 0 < ‘o < 1.

17. Resuelva los ejercicios anteriores utilizando Maxima.

4.4 Un zoolégico de matrices cuadradas

A continuacién presentaremos un-conjunto de matrices importantes y de operaciones que serdn de gran
utilidad para el resto de desarrollo del tema!3. Es bueno tener en mente que las matrices pueden tener todas
sus elementos reales, diremos que son matrices pertenecientes al espacio vectorial de matrices reales Ry, xm, 0
tener como elementos nimeros complejos, en este caso diremos que pertenecen al espacio vectorial de matrices

complejas Cy, xim-
4.4.1 Matriz unidad y lamatriz nula

La matriz unitaria es aquella que sélo tiene elementos en la diagonal iguales a la unidad I = I]l: = 6;- Yy
el resto cero. Mientras que la matriz nula es aquella con todos los elementos iguales a cero O = Oj- =0.

4.4.2 Matriz diagonal y diagonal a bloques

Una matriz diagonal es aquella que contiene elementos tinicamente en la diagonal las demds componentes
son cero: Aé- =0V i # j. Como veremos mds adelante, existen algunos métodos para reducir una matriz a su

forma diagonal. Una propiedad importante de estas matrices es que conmutan entre si, es decir, AB = BA, si

13Para mayores detalles sobre éstas y otros tipos de matrices pueden consultar Antony, R. and Alemayehu, H., A NOTE ON SPECIAL
MATRICES, Italian journal of pure and applied mathematics, (2015), 587-604.
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A y B son diagonales. Podemos tener matrices diagonales a bloques, vale decir:
D% D% 0 0
Di D% D% 0 0
! 0 0 D3 D}
0 0 Di Di

También tenemos las triangulares superior e inferior:

D} D)} D) D} [ﬁ 0 0 0
pi_| © D3 D% D3 P D? D 0 0
i = 73 3 | y i B3 p3 3

0 0 D} Dj D} D} D3 0

0o 0 o0 D! DY DY D} D}

4.4.3 Matriz traspuesta

Tal y como discutimos en la seccion 4.3.2.2, cuando desarrollamos el concepto de matrices hermiticas
conjungadas, la matriz traspuesta es aquella que se obtiene intercambiando filas por columnas: A = Aé =
AT = AZ Si A = AT, (A; = A)), se dice que A es simétrica. Y'si A = ~AT, (A; = —A)), es llamada
antisimétrica. Por lo tanto, una matriz cuadrada se puede representar por la suma de una matriz simétrica y una
antisimétrica 1 1

A=Z[A+AT]+ - [A— 4] .
LA+ AT] + 1 [ aT)
4.4.4 Matriz de cofactores

A una matriz A le podemos asociar una de cofactores A“ de la manera siguiente:

1 1 1
ai aj aj (A%); (A%, (A,
i i 2 2 2
Aj=| af a3 a3 = (A= (497 (A9, (A%;
ai a3 d (A7 (A% (A3
Donde los (Ac)j. forman la matriz de cofactores, estos cofactores son:
2 2 2 2 2 2
N1 1+1| @3 43 1 1+2| @1 a3 1 143 | 01 a3
(A9} = () 2 9y = = e
2 43 1 a3 1 a2
11 11 11
2 _ 241 | @ asg 2 _ 242 | @1 a3 2 _ 243 | @1 Qg
(Ac)l y (_1) a3 a3 ’ (AC)Q - (_1) a3 a3 ’ (AC)3 - (_1) CL3 (13 )
2 a3 1 a3 1 @
11 11 11
3 3+1| @2 a3 3 3+2| 41 a3 3 3+3| 41 a3
(A== 0 01, (A =(0T  0L (A9 = ()T )
a5 a3 ai a3 aj aj

4.4.5 Matriz adjunta

Llamaremos matriz adjunta, adj [A], a la traspuesta de la matriz de cofactores de una determinada matriz:

adj[A] = (AT = adj [4}] = ((AC);Z)T = (A% .
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1 2 3 -3 6 —3
Porejemplo:A=| 4 5 6 = adj[A] = 6 —12 6
78 9 -3 6 —3

Una matriz serd autoadjunta si adj [A] = A.

4.4.6 Matriz singular

A es singular si det |A| = 0. Si det |A| # 0, existird un nimero r maximo de vectores filas, o columnas,

linealmente independientes, llamaremos a ese nimero, 0 < r < n, el rango de la matriz.

4.4.7 Matriz inversa

Hemos visto que dada una transformacion lineal biyectiva, podemos definir una inversa para esa transfor-
macion lineal. Esa transformacion lineal tendrd como representacién un matriz. Por lo tanto, dado un operador

lineal A diremos que otro operador lineal B serd su inverso (por la derecha) si
— i N si i pk U s
AB =1 — (¢'| AB ej) = 0 — A} B} = 6.
Ahora bien, como conocemos la matriz A} y la suponemos no singular (det ‘AH # 0) al tomar un j fijo
tendremos un sistema de n ecuaciones lineales inhomogéneo con n incégnitas: B}, BJQ-, B]3-, e B;l. Al resolver
el sistema tendremos la solucién.

Un procedimiento para encontrar la inversa es el método de eliminacién de Gauss-Jordan. Veamos como

funciona para una matriz 3 x 3:

Al AL Al 100 1.0 0| Bl B B}
A2 A2 A2 |0 1 0 |OWEN o1 0| B2 B B2
A3 A3 A3 0 01 0 0 1| B} B} Bj

Algunas propiedades importantes:

(a7 =4, @N7EEDY (o)

=", AR =B lA.

4.4.8 Matriz ortogonal

Anteriormente mencionamos, en la seccién 1.4.3, que en el espacio real R? podemos tener una transfor-
macién de coordenadas cartesianas: (x,y, z) — (Z, §, £) que consiste en rotar, un dngulo 6, uno de los sistemas

respecto al otro. Si la rotacién se hace, digamos alrededor del eje z, la relacién entre las coordenadas es la

siguiente:
Z = axcos(f) + ysen(h) # = xlcos() + 22 sen(d)
g= —xzsen(d)+ycos(d) = 2= —z'sen(d) +a%cos(d) = 7' = dé—xj .
2= =z B = 23

Si la longitud desde el origen a algin punto P del espacio es la misma para ambos sistemas de coordenadas

Joo N — k. =i~
xj) = x w0 ay, .

v'r; = @' = (aha")(a] !

: : S P v |
entonces se tiene que cumplir que: &; G, = 6, .

Este resultado es una consecuencia de haber impuesto la condicion para que las longitudes sean las mismas
en ambos sistemas de coordenadas y se conoce como la condicion de ortogonalidad. En el lenguaje de la

matrices reales la condicién de ortogonalidad se puede enunciar de diferentes formas, todas ellas equivalentes:
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ATA =AAT =T, AT =A"1, > Ag A}'c = 5£ .y diremos que la matrices que las satisfacen son matrices

ortogonales.

4.4.9 Matrices complejas

Las matrices con todas sus componentes reales no permite estudiar problemas que pueden aparecer en
algunas ramas de la Fisica, como en la Mecdnica Cudntica. Por lo tanto, de necesita generalizar nuestro estudio
a espacios vectoriales a el de espacios vectoriales de matrices complejas: C,,x,,, donde en las componentes
de las matrices aparecen nimeros complejos. Cuando las matrices son complejas surgen generalizaciones que
podemos considerar, como mostramos a continuacion.

o La matriz adjunta o matriz traspuesta conjugada. Estas matrices se construyen tomado el complejo
conjugado de cada elemento y luego la traspuesta de la matriz. Se acostumbra denotarlas con Af =
(A*)T — (AT)* .

o La matriz hermitica. Son aquellas matrices que satisfacen la siguiente ecuacién: AT = A . Notemos que
si A es real, entonces AT = A, y por lo tanto las matrices hermiticas reales son matrices simétricas.

o La matriz normal. Se llama matriz normal a aquella que satisface ATA = AAT .

o La matriz unitaria. La matriz A es unitaria si: AT = A= . Si A esreal, entonces A~! = A7, de manera
que las matrices unitarias reales son ortogonales. Es decir, las matrices unitarias son el andlogo a las
matrices ortogonales reales y son de fundamental importancia en la Mecdnica Cudntica porque dejan la
norma de los vectores invariantes.

Existe una relacién importante entre matrices normales y matrices unitarias y es el hecho de que una matriz
A es normal, si y s6lo si, existe una matriz diagonal Dy una unitaria U tal que: A = UDU'.

Mas adelante veremos que los valores en la diagonal de D se denominan los autovalores de A y las columnas

de U son los autovectores de A.

4.4.10 Ejemplos

1. Queremos hallar la matriz inversa de A =

Utilizando el método de Gauss-Jordan. Entonces, escribimos la siguiente matriz aumentada:
2 3 41100
21 1,010
-1 12001

Si multiplicamos la segunda fila por —1 y la sumamos con la primera fila obtenemos:

23 41100 23 411 00
2111010 |— 0231 -10
-1 1 210 0 1 -1 1 2|0 01
Ahora multiplicamos la tercera fila por 2 y sumamos con la primera fila
23 4|11 00 23411 00

0231 -101]—=]1023|1-10
-11 20 01 05 8|1 0
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Multiplicamos la primera fila por —2 y sumamos con la tercera

23411 00 -4 -1 0] -1 0 2
0231 -10|— 0 2 3 1 -1 0
0581 02 0 5 8 1 0 2
Multiplicamos la segunda fila por —8/3 y sumamos con la tercera, luego multiplicamos esa segunda fila
por —3
-4 -1 0| -1 0 2 -4 -1 0] -1 0 2
0 2 3 110 |— 0 1 0 5 -8 —6
0 5 8 10 2 0 5 8 1 0 2

Multiplicamos la tercera fila por —1/5 y sumamos con la segunda fila, luego multiplicamos esa tercera
fila por —5/8

-4 -1 0| -1 0 2 -4 -1 0| -1 0 2
0 1 0 5 -8 —6 | — 0 1 0 5. =8 —6
0 5 8 1 0 2 0 01| =3 5 4
Se suma la primera fila con la segunda y luego se multiplica esta primera fila que resulta por —1/4.
-4 -1 0] -1 0 2 100} -1 2 1
0 1 0 5 -8 -6 | =] 0-1 0 5 —8 —6
0O o0 1| -3 5 4 00 1|1 -3 5 4
> = 1o
Por lo tanto, la matriz inversa es: A~! = 5 —8 —6
-3 5 4
. También se puede obtener la matriz inversa de la siguiente manera: A~! = j‘iﬂm .
3 -2 2
Dada la siguiente matriz: A = 1 2 -3 . Primero procedemos a calcular el determinante
41 2
3 -2 2
det|Al=|1 2 -3 | =35.
4 1 2
Calculemos ahora la matriz cofactor:
T el L O T e | el B PO eV D B3
wp = 0?72 2 =6, (=0t 2 2 =2, =P | P =
T I L R0 R e B PR oG B oV Il B ¥
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Por lo tanto, la matriz cofactor y la adjunta son:

7T o114 -7 7 6 2
A= 6 -2 -11 = adj[A] = 14 -2 11
2 11 8 -7 —-11 8
Y ahora si, la matriz inversa:
1 7 6 2
A‘lzg 14 -2 11
-7 —-11 8
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Practicando con Maxima

En este ejercicio vamos a introducir algunos comandos bdsicos que nos permitirdn realizar operaciones

tipicas con matrices. Dada la siguiente matriz:

(%il) A:matrix([1,2,3],[4,8,5],[9,5.4));

12 3
(%ol) |4 8 5
9 5 4

La traspuesta es:

(%i2) transpose(A);

1409
(%02) [2 8 5
35 4

El comando adjoint(A) calcula el adjunto de la matriz A. La matriz adjunta es la traspuesta de la matriz

de cofactores de A.

(%i3) adjoint(A);

7 7T 14
(%03) 29 23 7
—-52 13 0

Para la matriz inversa:

(%id) invert(A);
1

1 _1 2
13 13 13
29 23 1
(%004) -5 o1 1
4 1
7 7 M0
(%i5) determinant(A);
(%05) —91

Si se quiere, se puede calcular la inversa con el determinante afuera:

(%i6) invert(A),detout;

7 7T —14
29 =23 7
=52 13 0
(%o06) — o1

Podemos comprobar que A~1A =1

(Y%i7) invert(A).A;
1 00
(%07) 010
0 01

Para calcular la menor (4, j) de la matriz, es decir, eliminar la fila ¢ y la columna j de una matriz se debe
escribir:
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(%i8) minor(A,2,2);
(%08) L3
‘ 9 4

Para generar una matriz triangular superior a partir de una matriz dada se debe usar el siguiente comando:

triangularize(). El comando echelon() es equivalente pero normaliza a 1 el primer elemento no nulo de cada

fila utilizando el método de eliminacion de Gauss-Jordan.

(%i9) triangularize(A);

1 2 3
(%09) 0 —-13 -23
0 0 91
(%i10) echelon(A);
1 2 3
23
(%010) [0 1 335
0 0 1

Con el paquete nchrpl se puede calcular la traza de una matriz

(%ill) load(nchrpl)$

(9%il12) mattrace(A);
(%012) 13

Consideremos ahora la matriz

(%i13) M:matrix ([1, %i, 0], [1, 2 ,- %ei], [ %i, 1, 2] );

1 ¢ 0
(%013) | =1 2 —i
i1 2

Para el exponente de matrices tenemos la opcién domxexpt (true o false). Cuando es rue el exp(M) se

interpreta como la matriz cuyo elemento ¢, j es igual a exp(M][i, j]). En el otro caso, exp(M) se interpreta

como ()

M

(%ild) (1-x)"M;
-z (A—2z) 1
(%014) | X (1-a) L
1—2) 1—-z2 (@1-—2z)
(%ilS) domxexpt:false$
(%Toil6)_(1-x)" M;

1 47 0
-1 2 —
1 2

(%016) (1 — )

Y en cuanto al célculo del rango de una matriz

(%il17) rank(M);
(%o017) 3
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4.4.11 Ejercicios

1. Considere las matrices:

0 —i i ) V3 —V2 V3
A= i‘ Q —i |, B:ﬁ 1 V6 -1
-1 1 0 2 0 2

Diga si son: (a) reales, (b) diagonales, (c) simétricas, (d) antisimétricas, (e) singulares, (f) ortogonales,

(g) hermiticas, (h) antihermiticas, (i) unitarias o (j) normales.
10 34
2. Dada una matriz hermitica H = Y OZ , construya la matriz unitaria U, tal que UTHU = I donde
—3i
D es una matriz real y diagonal.

3. Utilizando el método de eliminacién de Gauss-Jordan encuentre la inversa de la matriz:

1 2 3
A=1]4 8 5
9 5 4

4. Encuentre la matriz inversa de las siguientes matrices:
/20 12  1/2  1)2

2 4 3 110

1/2 1/2 -1/2 -1/2

A= 1 -2 -2, B=|1 11|, C= 1;2 1//2 1//2 1;2
-3 3 2 011

1/2 -1/2 -1/2 1/2
Ademis, calcule: BT(A)"'By (2A + (B)~'BT)AT.
5. Considere matrices ortogonales, reales 3 X 3 las cuales, adicionalmente cumplen con: det |[M| = 1.
(a). ¢(Cuantos parametros reales sonnecesarios para caracterizar univocamente a este tipo de matrices?
(b). ¢Este tipo de matrices forman grupo bajo la multiplicacién de matrices?
(c). Siahora considera la matrices ortogonales reales con det |[M| = —1 ;Este tipo de matrices formardn
grupo bajo la multiplicacién? Justifique su respuesta.
6. Si A y B son dos matrices hermiticas que no conmutan: AB — BA = ¢C, entonces pruebe que C es
hermitica.
7. Si A = exp (iaB), a € R. Demuestre que si B es hermitica entonces A es unitaria.
8. Pruebe que el producto directo de dos matrices unitarias resulta en una matriz unitaria.

9. Resuelva los problemas anteriores utilizando Maxima.

4.5 'Sistemas de ecuaciones lineales

Una de las aplicaciones mds dtiles del dlgebra de matrices es la resolucién de sistemas de ecuaciones

lineales.
Alat ¢ Alg? 4. Algm =

At ¢ A 4 AT = 2

ATt 4 AR 4 AT = ™
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Este sistema puede ser expresado de una forma mds compacta:
Afx'=c¢® con i=1,2,.,n y a=1,2,..,m,
por lo tanto, tendremos m ecuaciones lineales para n incdgnitas (zl, z2, .- m"). Las cantidades A resultan
ser las componentes de la matriz de los coeficientes.

Si todos los ¢ son cero el sistema se denomina homogéneo, en caso contrario inhomogéneo. Puede resultar
que el conjunto de las incégnitas {x} represente una solucién, infinitas soluciones o que simplemente no exista
una solucién para el sistema.

Este problema puede ser pensado como un problema de un operador A en el espacio vectorial de trans-
formaciones lineales £ (V, W), donde dim (V) = n y dim (W) = m, con las ¢ las componentes del vector

transformado:
lc) = Alz) — c® = A%z’

El operador A aplicard todo vector de V en alglin subespacio (o todo el espacio) de W. A este subespacio
se le denomina el rango o recorrido de A y su dimensién es igual al rango de la matriz A. Si A’ es no singular,
entonces existe algiin subespacio de V que es aplicado al vector cero de W, es decir, se cumple que A |z') = |0),
donde al conjunto de vectores {|x’)} se le llama el espacio nulo de A.

A continuacién, mostraremos algunos métodos para la resolucién de sistemas de ecuaciones lineales.

4.5.1 Eliminacion de Gauss-Jordan

Uno de los métodos mas utilizados es el de la eliminacién de Gauss-Jordan, el cual se basa en el intercambio
de ecuaciones y la multiplicacion apropiada e inteligente por constantes y resta de ecuaciones. La idea es construir
una matriz triangular superior para poder luego despejar desde abajo.

Veamos como se aplica el método para resolver el sistema de ecuaciones. Primeramente escribimos el

siguiente arreglo:

a 2 3 1|5
b 4 4 =33,
c -2 3 —-1]1

entonces para eliminar z de la fila ¢ (o la ecuacion c¢) sumamos la fila a con la ¢, a + ¢ y esta nueva ecuacién

sera la nueva c
a 2 3 -1

b 4 4 -3 |3,
d 0 6 —2|6
ahora —2a + b serd la nueva b
a 2 3 -1 5
v 0 -2 —-1| —-71{,
d 0 6 —-2| 6

finalmente 30’ + ¢’

a 2 3 -1 5
v 0 -2 -1 -7
' 0 0 -5 —15

Este sistema es equivalente al primer sistema de ecuaciones, el lector puede verificar que poseen el mismo
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determinante. Po lo tanto, la solucién emerge rapidamente:
—5z=-15—=2=3, 2y—z=-T—=-2y—-3=-T—=y=2, 2x+3(2)—-3=5—>z=1.
Es bueno recalcar que los sistemas de ecuaciones lineales no necesariamente tienen solucién y a veces

tienen mas de una solucion.

4.5.2 El método de la matriz inversa

El andlisis matricial nos puede ayudar a investigar sobre las posibles soluciones de un sistema de ecuaciones

lineales, como vimos, en notacién de matrices el sistema se puede escribir de la manera siguiente:

Al AL AL xl! ct
A2 A2 ... A2 x? c?

b " = | = ax=c.
ATV AR - AT ™ cm

Podemos considerar a cada columna de la matriz A como un vector, entonces el rango r de la matriz A
serd igual al nimero de vectores linealmente independientes, este nimero es también la dimensién del espacio
vectorial que expanden estos vectores.

Con respecto a las posibles soluciones del sistema podemos decir:

1. Si C pertenece al rango de A y ademds r = n, entonces todos los vectores del conjunto son linealmente
independientes y el sistema tendrd como tnica solucién al conjunto {z*, 22, ... 2" }.

2. Si C pertenece al rango de A y ademds r < n, entonces lGnicamente r vectores serdn linealmente
independientes. Esto significa que podremos escoger los coeficientes de los n — r vectores de manera
arbitraria sin dejar de satisfacer el sistema. Por tanto, existird un nimero infinito de soluciones, que
expanden un espacio vectorial de dimensién n — 7.

3. La otra posibilidad es que el sistema no tenga solucion, en este caso C no pertenece al rango de A.

Cuando el sistema es homogéneo, C = O, claramente existe una soluciéon que viene a ser la trivial:

2. =g = 0}, ademds, si » = n ésta serd la tnica solucién. Es bueno anotar que si hay menos

{zl =2
ecuaciones que incégnitas (m < n) entonces automdticamente r < n, por lo tanto un conjunto de ecuaciones
lineales homogéneas con menos ecuaciones que incdgnitas siempre tiene una infinidad de soluciones.
Debemos considerar el importante caso cuando m = n, es decir, la matriz A es cuadrada y existe igual
nimero de ecuaciones como de incognitas. Al ser cuadrada la matriz se tiene que la condicién » = n implica
que la matriz es no singular (det |A| # 0). El caso r < n se corresponde a que det |A| = 0.
Para resolver el sistema de ecuaciones consideremos lo siguiente: dada la matriz A, n X n no singular,

entonces A tiene una matriz inversa, tal que:

AX=C = X=A"'C.

4.5.3 Factorizacion LU

El método de la matriz inversa es relativamente simple, pero laborioso cuando se trata de resolver sistemas
de ecuaciones muy grandes. La factorizacién o descomposicién LU (Lower-Upper) es una técnica, existen varias
de este tipo, para factorizar una matriz como el producto de una matriz triangular inferior y una matriz triangular

superior. Si A es un matriz cuadrada no singular, entonces:

AX=C = A=LU,
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4.5 Sistemas de ecuaciones lineales

las matrices L y U serdn tnicas.
Este método es basicamente una version de el método de Gauss-Jordan, pero es mds eficiente a la hora de
ser implementado en algoritmos computacionales tanto algebraicos como numéricos.

Para matrices 3 x 3 el método se implementa de la siguiente manera.

1 0 0 ul v Ul U} Ul Ul
A= 1?2 1 0 0 U2 Ui |=| LU LUL+UZ L3U3 + U3 ;
L3 13 1 0o o0 U} LUl LU} + L3U2 L3U: + L3U2 + U3

las nueve incognitas se obtienen igualando con las componentes conocidas de la matriz A. Con L y U determi-
nadas tenemos entonces que
LUX =C,
por lo tanto, se debe realizar los célculos en dos partes:
primero LY =C yluego UX=Y.

Con la matrices IL y U se puede calcular el determinante de la matriz A de una manera mds directa, es facil

Ver que:

det |A| = det L| det |U| = det [U] = [[ U}
=1

4.5.4 Método de Cramer

Un método alternativo para resolver sistemas de ecuaciones lineales es la conocida regla de Cramer. El

funcionamiento del método lo podemos ilustrar con un sistema de tres ecuaciones y tres incognitas:
Ajzt + Ala? + Aka® = !
At Ada? 4 A% = &
Ala' + Aja? + A32® = &2,

Como mencionamos anteriormente, el determinate de una matriz, det |A| = |A],

Al AL AL
Al =] A7 A3 A3,
A} A3 A3
no cambia bajo la operacién, por ejemplo, de sumarle a la primera columna las cantidades:
Ap Ay A Aj+ (@2 /ah) Ay + (2% /zh) A5 Ay A3
A=l 42 43 A3 |=| 434 (a2/aV) A3 4 (2¥/a)) AT A3 A3
A} A] A3 Af + (2%/2h) A + (% /2t) AT AT A3
lo cual es igual a:
. ct AL Al .
|A\:—1 2 Al A% E—l\A1|.
T : T
S A3 A3

Se puede hacer lo mismo con las otras dos columnas para obtener:
1 A 2 _ |Ag| 3 _ |As]

= , x° = , ¥ = .
A A A
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Donde los determinantes, \An|, son los determinantes de Cramer:

AoAL AL AL oAl AL AL o
A= A3 A |, [Dof=| A} & A, |As|=| A} A3 &
S A3 A3 PERERT A3 A3 B

Se puede demostrar que si |A| # 0, entonces la solucién asi obtenida es tnica.

4.5.5 Ejemplos
1. Resolver el sistema:
20 +42? + 323 =4, #' — 222 - 223 =0, —3z' + 322 +22% = 7.

Utilizando el método de la matriz inversa.

Este sistema de ecuaciones se puede escribir como:

2 4 3 at 4
AX=C= [ 1 -2 2 [[=2]|=| 0 |,
-3 3 2 x® -7

donde A es la matriz de los coeficientes.

Luego de calcular la matriz inversa de A entonces resulta que

a! 2 1 (-2 4 2
X=A"'C = | 22 | = % 4 13 7 0 [=] -3
23 -3 —-18 -8 =7 4
Existe entonces una tnica solucion al sistema, que es: {1 = 2,22 = —3, 23 = 4}.

2. Resolver el mismo sistema de ecuaciones anteriormente estudiado:
2ol 4422 + 323 =4, 2t — 22— 223 =0, —3z! + 322 +22% =7,
Pero utilizando el método de factorizacion ILU.

La matriz de los coeficientes es:

2 4 3
A=] 1 -2 -2
-3 3 2
o Célculode L'y U
2 4 3 Ut U3 U}
1 -2 -2 | =| L3u} LU} +U3 L3US + U3
-3 3 2 LU} LU + L3U2  L3Us + L3UE + U3

Con los valores de inicio: U11 =2, U21 =4, U§ = 3 se procede a resolver las ecuaciones:

LU} =1 LU} = -3
LU+ U2 =-2 LU +U2=-2
LU+ L3U2 =3 LU+ L3U2 + U3 =2
por lo tanto
1 0 0 2 4 3
A=LU=| 1/2 1 0 0 —4 -7/2
-3/2 —9/4 1 0 0 -—11/8
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o Resolvemos primero LY = C, lo cual es bastante facil

1 0 0 Y 4 yl =4
1/2 1 0 v =1 o = { yP=-2
-3/2 -9/4 1 v -7 y=-4
o Con este resultado resolvemos: UX = Y, y obtenemos la solucién
2 4 3 zt 4 =2
0 —4 -7/2 22 | = -2 = { 22=-3
0 0 -11/8 3 —11/2 23 =4

3. Resolver, nuevamente, el sistema de ecuaciones:
20t + 422 + 323 =4, 2t — 222 — 223 =0, -3zt + 322 + 223 = —7.

Utilizando ahora los determinantes de Cramer.

Esto es:
2 4 3 zt 4
A=XC = 1 -2 -2 22 | =1 0 = |A]=11.
-3 3 2 z3 -7
Los diferentes determinantes de Cramer son:
4 4 3 2 4 3 2 4
A= 0 —2 —2 (=22, |AsJ=|1 0 =2/|=-33, |A3l=] 1 -2 0 |=44.
-7 3 2 -3 =7 2 -3 3 =T
de manera que - ) 4 "
zt = =2 2 STt 3 = = 4

Practicando con Maxima

1. Resolveremos el siguiente sistema se ecuaciones lineales por el método de Gauss-Jordan

20t + 42?2 + 323 = 4
2l =222 —22% = 0
—3zt 4322+ 223 = —7

Introducimos el sistema de ecuaciones:

(%il)  ‘ecul:2¥x1+4%*x2+3*x3=4; ecu2:x1-2¥x2-2¥x3=0; ecu3:-3*x1+3*x2+2%x3=-7;
(07001) 3X3+4X2+2X1:4

(07002) —2X3—2X2+X1:0

(07003) 2X3+3X2*3X1 = -7

Construimos la matriz de coeficientes y la denominaremos A

(Y%id) A:coefmatrix([ecul,ecu2,ecu3],[x1,x2,x3]);
2 4 3
(%04) 1 -2 =2
-3 3 2

Le agregamos la columna con los elementos independientes
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(%i5) M:addcol(A,[4,0,-7]);
2 4 -3 4
(%o05) 1 -2 -2 0
-3 3 2 -7

Reducimos la matriz M utilizando el algoritmo de Gauss-Jordan.

(%i6) echelon(M);

1 -2 -2 0
(%06) |0 1 I 4
0 0o 1 4
De la ultima fila es facil determinar que x3 = 4. Los otros dos valores que resultan sonxg = —3y x; = 2.

Por supuesto podemos recurrir al cdlculo directo:

(%i7) linsolve([ecul,ecu2,ecu3],[x1,x2,x3]);
(07007) [Xl = 27X2 = —3, X3 = 4]

. Resolvamos nuevamente el mismo sistema
2z +42? +32° = 4
ot =222 — 223 =0
—3zt 4322 223 = 7
pero ahora por el método de la matriz inversa.

(Y%i8) ecul:2*x1+4*x2+3*x3=4; ecu:x1-2*x2-2*x3=0; ecu3:-3*x1+3*x2+2*x3=-7;
(%08) 3x3+4xy+2x%x1 =4

(07009) 72X372X2+X1:0
(%010) 2x3 4+ 3x9 — 3%y = =7

La matriz de cofactores:

(%ill) A:coefmatrix([ecul,ecu2,ecu3],[x1,x2,x3]);

2 4 3
(%012) 1 =2 ,=2
-3 3 2

La matriz inversa de A la denominaremos Ainwv, y la calcularemos con el determinante afuera:

( %i13) Ainv:invert(A),detout;

2 1 -2
4 13 7
~18 -8

(%013) o

La matriz con los términos inhomogéneos lo llamaremos C":

(%il4) C:matrix([4,0,-7]);
(%o014) (4 0 —7)
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Para que finalmente podamos hacer la siguiente multiplicacién de matrices:

(Y%i15) X:Ainv.C;

2
(%o015) | —3
4
Por lo tanto: x4 = 2, xp = —3, x3 = 4.

. Vamos ahora a resolver el mismo sistema pero usando la técnica de factorizacién LU.

Le podemos pedir al programa que factorize la matriz A por medio de la funcién lu factor(A), consultar

el manual de Maxima para mds detalles.

(%i16) U:lu_ factor(A)$
(%i17) F:get_lu_ factors(U);

100 1 0 0 2 4 3
(%017) {J0 1 0, & 1 of,l0 -4 -2
001 -3 -9 o o -4

Por lo tanto, aqui tendremos que: L. = F[2] y U = F[3].

Podemos resolver entonces la primera parte, LY = C:

(%i18) Y:invert(F[2]).C;
4
(%018) -2

Y ahora UX = Y:

(%i19) X:invert(F[3]).Y;

2
(%019) | —3
4
Por lo que resulta que: x; = 2, x5 = —3, x3 = 4.

Notemos que:

(%i20) determinant(A)=determinant(F[2])*determinant(F[3]);
(%020) 11 =11

Utilicemos ahora los determinantes de Cramer. Para tal fin, construiremos las matrices eliminando las

columnas correspondientes.
(%0i21) " Al:col(A,1)A2 : col(A,2) A3:col(A,3)C : transpose(matriz([4,0,—7]))
Las tres matrices son entonces:

(%i22) Dl:addcol(C,A2,A3);D2:addcol(A1,C,A3);D3:addcol(A1,A2,C);

4 4 3
(%022) 0 -2 -2
-7 3 2
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2 4 3
(%023) 1 0 =2
-3 -7 2
2 4 4
(%024) 1 -2 0
-3 3 =7

Por lo tanto, los determinantes generan la solucién a problema:
( %i25) x1:determinant(D1)/determinant(A);x2:determinant(D2)/determinant(A); x3:determinant(D3)/determinant(.

(%025) 2

(%026) —3

(%027) 4

5. Existen algunas consideraciones a tomar en cuenta.
o El sistema puede contener mds incégnitas que ecuaciones, por ejemplo:

(%i28) ecul:x+y+z=1; ecu:x+2*y+z=0;
(%028) z+y+ax=1
(%029) z+2y+2=0

(%i30) linsolve([ecul,ecu2,ecu3],[x,y,z]);
(%030) [z =2— %r1,y=—1,2 = %z4]

El programa nos estd sefialando que las soluciones, en este caso infinitas, dependerdn de un pardmetro
que aqui es indicado con el simbolo %r;. Una solucién puede ser entonces la siguiente: {x = 2,y =
-1,z =0}
o El sistema tiene mas ecuaciones que incégnitas, por ejemplo:
(%i31) ecul:x+y=5; ecu2:x+2*y=8; ecu3:3*x+y=9;
(%031) y+x =5
(%032) 2y+x =38
(9033) y+3x=9
(%i34) dinsolve([ecul,ecu2,ecu3],[x,y]);
solve: dependent equations eliminated: (3)
(%034) [z=2,y =3]
Aqui, Maxima encuentra una solucién al eliminar una de las ecuaciones dependientes.
o FEl sistema no tiene solucidn, por ejemplo:
(90i35) ecul:x+y=5; ecu2:x+2*y=_8; ecu3:3*x+y=10;
(9035) y+x =5
(%036) 2y +x =38
(%037) y+3x =10

(%0i38) linsolve([ecul,ecu2,ecu3],[x,y]);
(%038) [ ]
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4.5.6 Ejercicios

1. Resuelva, utilizando dos de los métodos anteriormente vistos, el siguiente sistema de ecuaciones:

11

204+ 3y + 2
r+y+z = 6
S5z —y+10z = 34

2. Resuelva, utilizando el método de la matriz inversa, el siguiente sistema de ecuaciones:

'+ 2024323 = 1
3l + 422 + 522 = 2
'+ 322 +42° = 3

3. Demuestre que el siguiente sistema sélo tiene soluciénsin =1on =2

z4+y+z = 1
r+2y+4z = n
r+4y+10z2 = 7]2
4. Encuentre las condiciones sobre 1) para que al resolver el sistema
z! + 77.ZQ =1
ot — 2?4323 = -1
2zl — 222 + 7’].’1)3 = 2

(a). tenga una solucién

(b). no tenga solucién

(c). tenga infinitas soluciones
Encuentre todas las soluciones que puedan existir.

5. Encuentre la factorizacion LU de las siguientes matrices:

2 -3 1 3
8 1 4 3 =3
A= 1 0 5 ) B=
5 3 -1 -1
2 -2 16
3 -6 -3 1

o Resuelva AX = C, cuando: C = (21 928)T y C = (21 722)7.
o Resuelva BX = C cuando: C = (—418 —5)TyC = (-100 —3 —24)T.
6. Utilizando la regla de Cramer resuelva el siguiente sistema:
132" + 2222 — 132% = 4
102! — 82% — 102® 44
9z' — 182 —92° = T2.

7. Utilizando cualquiera de los métodos anteriores resuelva:

v+ B3+t = 7
3t + 222 + 28 +2t -3 = —2
2 4223 4221 1 62° = 23

5zt +dz? + 323 + 324 —2° = 12.
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8. Determine el rango de la siguiente matriz:
1 -2 3 -1 -1 =2
2 -1 1 0 -2 -2
-2 -5 8 -4 3 -1
6 0 -1 2 -7 =5
-1 -1 1 -1 2 1

9. (Cudl es la condicién para que las siguientes rectas se intercepten en un mismo punto?
a1z +biy+c1 =0, agr+by+c2=0, agr+bzy+c3 =0,

10. Resuelva los problemas anteriores utilizando Maxima.

4.6 Autovectores y autovalores

La ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo de la Mecanica Cudnticaes una ecuacion, que escrita

en la forma de operadores, tiene la siguiente forma:

H|Wg) = E|Vg),
donde H es un operador diferencial de segundo orden llamado el hamiltoniano y ¥ la funcién de onda, en este
caso representada por |V ), un estado propio de H que corresponde a un valor propio de la energia E.

Por tratarse de un espacio de Hilbert, es decir, un espacio vectorial con un producto interno bien definido,
resulta de interés buscar soluciones en lo que se denomina el estado ligado de la ecuacién de Schrodinger.
Esto significa buscar los |Ug) en el espacio de las funciones de cuadrado integrable introduciendo una base
unidimensional pararepresentar ¥ g y una matriz para representar H, en otras palabras: buscar una representacion
matricial para la ecuacién de Schrodinger.

Los vectores propios, |V ), autovectores o “eigenvectores” de un operador lineal H son los vectores no
nulos que, cuando son transformados por el operador, dan lugar a un multiplo escalar de si mismos, con lo
que no cambian su direccién. Este escalar E recibe el nombre de valor propio, autovalor, valor caracteristico o
“eigenvalor”. De manera que una transformacién queda completamente determinada por sus vectores propios
y valores propios. Un espacio propio, autoespacio, “eigenespacio” o subespacio fundamental asociado al valor
propio E es el conjunto de vectores propios con un valor propio comun.

De manera general, llamaremos a |¢) un autovector del operador A si se cumple que

Alp) =AlY), 4.21)
en este caso A (que, en general serd un niimero complejo) se denomina el autovalor correspondiente al autovector
|1). La ecuacién (4.21) es conocida en la literatura como la ecuacién de autovalores y se cumple para algunos
valores particulares de los autovalores ) y, obviamente esto conduce a algunos vectores |¢)), los autovectores.
Al conjunto de los autovalores se le denomina el espectro del operador A.

Notese que si |1) es autovector de A para un determinado autovalor A entonces |¢) = « |1)) (un vector
proporcional a [1), con « un ndmero complejo) también es un autovector para el mismo autovalor. Esto
representa una incémoda ambigiiedad: dos autovectores que corresponden al mismo autovalor. Un intento de
eliminarla es siempre considerar vectores |1) normalizados, i.e. (¢ |¢)) = 1. Sin embargo, no deja de ser
un intento que no elimina la ambigiiedad del todo porque siempre queda el dngulo de fase arbitrario. Esto
es, el vector €%/ |1)), con # un niimero real arbitrario, tiene la misma norma del vector |¢). Sin embargo esta

arbitrariedad es inofensiva y en Mecénica Cudntica las predicciones obtenidas con |t)) son las mismas que con
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¢ [y).

4.6.1 Autovalores, autovectores e independencia lineal

La relacién que existe entre los autovalores e independencia lineal de los autovectores asociados con cada
autovalor es una de las herramientas mas ttiles que disponemos. Expondremos a continuacidn tres teoremas

que establecen esta relacion.

Teorema 4.1
Sean {|v1), |¥2), |¥3),- - |¥k)} autovectores del operador A : V" — V™. Supongamos que existen k

autovalores: {A1, Ao, - -+, A}, distintos correspondientes a cada uno de los autovectores |1);), entonces

los {|11), |¥2),- -, |¢k)} son linealmente independientes.

Demostracion La demostracién de este teorema es por induccion y resulta elegante y sencilla.

o Primeramente demostramos para j = 1.
Obvio que el resultado se cumple y es trivial para el caso & = 1 (un autovector |1) que corresponde a
un autovalor A\; es obvia y trivialmente linealmente independiente).

o Seguidamente supondremos que se cumple para j = k — 1.
Si existen {|Y1), |2), |ts), - |r_1)} autovectores de A correspondientes a {A1, Ao, -+, Ap_1}
entonces los {|t1), |[a), |13), -+ |1g—_1)} son linealmente independientes.

o Ahora lo probaremos para j = k.
Por lo cual si tenemos k autovectores {|¢1) , {tb2) , |1b3) , -+ |tx)}, podremos construir una combinacién

lineal con ellos, y si esa combinacidn lineal se anula seran linealmente independientes.
) =0 conj=1,2,--- k,

al aplicar el operador A a esa combinacion lineal, obtenemos: /A |¢;) = 0 = I\ [ih;) = 0,

multiplicando por \j y restando miembro a miembro resulta:

N —Ae)|Y;) =0 conj=1,2,--- k-1,
(nétese que el dltimo indice es k— 1) pero, dado que los k—1 vectores |1;) son linealmente independientes,
entonces tendremos k — 1 ecuaciones ¢ (A\; — A\x) = 0, una para cada j = 1,2,--- ,k — 1. Dado que
Aj # A necesariamente llegamos a que ¢/ = O para j = 1,2,--- ,k — 1y dado que:
;) =0 conj=12--,k =  #£0,

Y)) =0 = ¢ =0 conj =12k, ylos {[¢1), [¥2), |t3), - |tk)} son
linealmente independientes y queda demostrado el teorema. <«

con lo cual si ¢/

Es importante acotar que este teorema nos recalca que si A : V" — V" y A tiene & < n autovalores
{A1, A2,-- -, \p} entonces existirdn, cuando menos, k& < n autovectores {|11),|¥2), -, [¢x)} linealmente
independientes, uno para cada autovalor. Hacemos énfasis en ese cuando menos, k£ < n autovectores linealmente
independientes, porque significa que el espacio V™ no podrd ser expandido por los autovectores de A. Ese punto
lo analizaremos en la seccion 4.24.

El inverso de este teorema no se cumple. Esto es, si A : V™ — V" tiene {|1)1) , [¢2),|¥3), -, [¥n)}
autovectores linealmente independientes, no se puede concluir que existan n autovalores {A1, Aa, -+, A, }
distintos correspondientes a cada uno de los autovectores [1);).

El teorema anterior lo complementa el siguiente que lo presentaremos sin demostracion.
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Cualquier operador lineal A : V" — V" tendrd un méximo de n autovalores distintos. Adicio-
nalmente, si A tiene precisamente n autovalores: {1, A2, -, Ay}, entonces los n autovectores,
{lt1) , |12} ,- -+ ,|¥n)} (uno para cada autovalor), forman una base para V" y la representacién ma-

tricial, en esa base, del operador sera diagonal

(V| Alys) = A% = diag (A1, Aa, -+, An) - (4.22)

Es muy importante recalcar el significado de este teorema. Si la dimensién del espacio vectorial dim (V") =
n 'y por consiguiente la representacién matricial serd n x n, entonces A tendra un MAXIMO de n autovalores
{A1, A2, -+, An}. Por otro lado, si tenemos n autovalores distintos {\1, A2, -+ , A\,} TENDREMOS n auto-
vectores LINEALMENTE INDEPENDIENTES vy la representacién matricial serd diagonal con los autovalores
en la diagonal: diag (A1, A2, -+, Ap).

Una versién complementaria al teorema anterior se obtiene si consideramos que ademads existe una base
ortogonal, {|e;) }, para V. Por lo tanto, la representacién matricial de la expresién de la ecuacion (4.22) es la
siguiente:

Ay = M) LD (6| A Jes) (&7 1) = (i Alw) = Ae [1) = AT &I = A, (4.23)

claramente, la base ortonormal, {|e;)}, genera una representacién diagonal de A, entonces A o d7, y esto lo

podemos resumir en el siguiente teorema que presentaremos sin demostracion para concluir esta seccion.

Teorema 4.3

Dado un operador lineal A : V" — V", si la representacién matricial de A es diagonal, <ei| Alej) =
Aé x 5;, entonces existe una base ortogonal {|e1),|e2), - ,|e,)} y un conjunto de cantidades
{A1, A2, -+, A\ } tales que se cumple A |e;) = \; |e;) coni =1,2,---n.

4.6.2 El polinomio caracteristico, autovalores y autovectores de un operador

Nos toca ahora generar un método para calcular los autovalores {\;}, con k = 1,2,---k < n para un
operador lineal A : V* — V" suponiendo que existe una base ortonormal {|e;),|e2),- - |e,)}. Entonces la
ecuacion (4.23) nos ilustra la representacion matricial de la ecuacién de autovalores:

(eflAlej) (| [) = A{e [p) = Aicdd =X’ = (Al —)3))dd =0,
conj = 1,2 .- n. El conjunto de ecuaciones: (A; — /\(5;-) ¢/ = 0, puede ser considerado un sistema (lineal

y homogéneo) de ecuaciones con n incégnitas ¢/, el cual tendra solucién si el determinante de los coeficientes
se anula. Tendremos entonces que (A; - )\(5;-) ¢ =0 = det|A— \| =0, es decir:

P (X) = det |[A} — \55| = 0. (4.24)

Esta ecuacién se denomina ecuacion caracteristica (o secular) y a partir de ella emergen los autovalores (el
espectro) del operador A, esto es:

Al-x AL AL
, _ A2 A3 A2
det|Al —xgi|=| 1 TP T " =0,
A7 Ay A — )
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Es importante sefialar que el polinomio caracteristico serd independiente de la base a la cual esté referida
la representacién matricial <c’| Au;) del operador A, porque hereda del determinante, esa invariancia de la
representacion matricial tal y como vimos en la pagina 254.

El resultado serd un polinomio de grado n (el polinomio caracteristico). Las raices de este polinomio serdn
los autovalores que estamos buscando. Es claro que estas raices podran ser reales y distintas, algunas reales e
iguales y otras imaginarias.

Para el caso de raices reales, tendremos el mismo niimero de raices que el grado del polinomio, generado
por la representacion matricial del operador con ese mismo grado. Es decir, tendremos un operador A con una
representacion matricial de dimensién n X n, con n autovalores distintos, que estard asociados a n autovectores

que seran linealmente independientes y que generardn una representacion matricial diagonal.

4.6.3 El caso degenerado

Sea el operador lineal A : V" — V" y calculamos el polinomio caracteristico de grado n a partir de (4.24).
Se puede dar el caso que al menos una de las raices del polinomio caracteristico presenten algtin grado de
multiplicidad. Entonces el polinomio caracteristico se podra factorizar de la forma:
P (N) =det |A} — A5H| = (A = M)A = X2) o0 (A = Am). (4.25)
Entonces existirdn m = n — k raices simples que podran ser asociadas con n — k autovectores linealmente
independientes y una raiz, A;, con multiplicidad k& que podra ser asociada con 1,2, --- hasta k£ autovectores
linealmente independientes con los anteriores. Es decir, ese autovalor estard asociado a un subespacio vectorial,
denominado autoespacio Sy, tal que dim(Sy,) <'grado de multiplicidad del autovalor \; . La demostracion
general de la afirmacién anterior queda fuera de los alcance de este trabajo, pero en la préxima seccién
ilustraremos la multiplicidad algebraica vs multiplicidad geométrica con varios ejemplos. Mds adelante, cuando
analicemos el caso particular de los autovalores para la matrices hermiticas en la seccién 4.7.1, retomaremos la

relacion de la multiplicidad del autovalor y la dimension del autoespacio que genera este autovalor degenerado.

4.6.4 Ejemplos

1. Reflexién respecto al plano zy. Si R : V3 — V2 es tal que R [) = ‘1;> donde se ha realizado una

reflexion en el plano zy. Esto es
Ry =1D); R)=1); Rlg=—[k,

con |i),]j), k) los vectores unitarios cartesianos. Es claro que cualquier vector en el plano zy serd
autovector de R con un autovalor A = 1, mientras que cualquier otro vector |[¢) € V3 y que no esté en el
mencionado plano cumple con |) = ¢|k) y también serd autovector de R pero esta vez con un autovalor
A=—1

2. Dos visiones de rotaciones de angulo fijo 0. La rotaciones de un vector en el plano pueden verse de dos
maneras.

(a). Se considera el plano como un espacio vectorial real V? con una base cartesiana canénica:
i) = (1,0), [j) = (0,1), esto es, si:

Rla) = Ala) = el dngulo de rotacién = nw, con n entero.

4Este problema se conoce en la literatura como la relacién entra la multiplicidad algebraica del autovalor y la multiplicidad geométrica
del autoespacio

289



4.6 Autovectores y autovalores

(b). Igualmente si consideramos el plano complejo unidimensional, expresemos cualquier vector en el

plano en su forma polar |z) = % por lo cual:
R|z) = relfta) — gia |2) ,
si queremos \ = e® reales, necesariamente o = n7 con 7 entero.
3. Proyectores: autovalores y autovectores. Es interesante plantearse la ecuacién de autovalores con la

definici6n del proyector para un determinado autoespacio. Esto es, dado Py, = |4) (1| si este proyector

cumple con una ecuacién de autovalores para un |p) supuestamente arbitrario

Pyle) =X le) = Pylo) = (1¥) (WD) le) = l@) ¢,

es decir, necesariamente |¢) es colineal con [¢)). Més atin, si ahora el |¢) no es tan arbitrario sino que
es ortogonal a |¢) , (¥ [¢) = 0 = X = 0, entonces el espectro del operador Py, = [¢) (1| es 0y 1,
el primero de los cuales es infinitamente degenerado y el segundo es simple. Esto nos lleva a reflexionar
que si existe un autovector de un determinado operador, entonces su autovalor es distinto de cero, pero
pueden existir autovalores nulos que generan un autoespacio infinitamente degenerado.

4. El operador diferenciaciéon. D |f) — D (f) = f’. Los autovectores del operador diferenciacién necesa-

riamente deben satisfacer la ecuacion:
D|f) = Alf) = D(f) (z) = f'(z) = Af(z),

la solucién a esta ecuacién serd una exponencial. Esto es, |f) = f(z) = ce?®

,con ¢ # 0, y donde las
f(z) se denominarén autofunciones del operador.

5. Ejemplos de autovalores y autovectores matrices reales. El procedimiento para el calculo de los
autovectores y autovalores es el siguiente. 'Una vez obtenidas las raices del polinomio caracteristico (los
autovalores), se procede a determinar el autovector, |¢/;), correspondiente a cada autovalor. Distinguiremos
en esta determinacién casos particulares dependiendo del tipo de raiz del polinomio caracteristico.
Tlustraremos estos casos con ejemplos para el caso especifico de matrices reales 3 x 3.

(a). Todos los autovalores reales son distintos. Hemos presentado y analizado en la seccién 4.6.1 tres
teoremas que discuten la relacion entre los autovalores, y la independencia lineal de los autovectores
asociados con éstos. En esta seccion ilustraremos el caso que surge cuando las raices del polinomio
caracteristico (4.24) son reales y distintas.

Consideremos la siguiente representacién matricial de un operador A en la base candénica

21 3 2—-A 1 3
(e'lAlejy=[ 1 2 3 | = det|A —No}|=| 1 2-x 3 |=0,
33 20 3 3. 20—

con lo cual el polinomio caracteristico (4.24) queda expresado como:
N 24\ 4650 —42=(A—1)(A—=2)(A\—21) =0,
y es claro que tiene 3 raices distintas. Para proceder a calcular los autovectores correspondientes a

cada autovalor resolvemos la ecuacién de autovalores (4.23) para cada autovalor. Esto es:

oA =1
21 3 z! z! 20t + 22 +322 = !
1 2 3 22 | =1 22 = ' 4+222+4322 = 2?
3 3 2 23 23 3zt + 322 +2023 = 23,

que constituye un sistema de ecuaciones algebraicas de 3 ecuaciones con 3 incdgnitas. Resol-
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viendo el sistema tendremos el primer autovector:

x! -1
W’),\lzl =) = [ 2? = 1 )
x° 0

con « un nimero distinto de cero. Este « indica la indeterminacién que discutimos a comienzos
de la seccidn 4.6 correspondiente a esa ambigiiedad que impone la presencia de una constante
arbitraria de proporcionalidad.

o Aoy =2
2 1 3 x! x! 22t 422+ 322 = 22!
1 2 3 22 | =2 22 = 42224323 = 222
3 3 20 3 x3 3zt 4322 + 2023 = 223,
Resolviendo el sistema se tiene el segundo autovector
x! -3
[0)y, = I2) = | 2* | =8| -3
x> 1
0 A3 =21
2 1 3 z! z! 20t + 2% + 323 = 212!
12 3 22 | =21 2? | &= 2'+222+323 = 2122
33 20 3 z? 32! + 327 +202° = 2123,
Al resolver este sistema el tercer autovector
z! 1
)y, =Wa)=| 2* [=~7] 1
x> 6

Como hemos dicho, podemos eliminar la ambigiiedad de la fase arbitraria si normalizamos los
autovectores:
—\ -3 1
1/31> = ¢ 11, 1/32> - L -3 1,
0 1

V2 V19

Notemos que <W

¢j> = 6;., es decir la base de autovectores es, necesariamente, ortonormal.

(b). Autovalores degenerados. En esta seccion discutiremos algunos ejemplos de autovalores degene-
rados, vale decir cuando alguna de las raices del polinomio caracteristico (4.24) tiene una multipli-
cidad. Arriba en la pagina 289 discutimos el caso de la diferencia de la multiplicidad algebraica y
la multiplicidad geométrica. Esto es que la dimensién del autoespacio siempre es menor o igual a la
multiplicidad de la raiz degenerada del polinomio caracteristico dim(S, ) < grado de multiplicidad
del autovalor.

I. Multiplicidad geométrica igual a multiplicidad algebraica. Consideremos una matriz real

3x3
4 -3 1 4-x -3 1
(e'|Alejy=| 4 -1 0 | = det]Aj=X6j|=| 4 -1-X 0 |=0,
17 —4 1 7 —4-)

con lo cual el polinomio caracteristico queda expresado como:

M+ -5x-3=A+3)(A-1)%=0,
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y es claro que tiene 2 raices iguales y una distinta. En este caso A = 1 es un autovalor degenerado
de orden 2.

Ahora resolveremos la ecuacién de autovalores para cada autovalor.

o A1 =-3
4 -3 1 z! x! gt — 322 + 2% = 32!
4 -1 0 2 | =-3| 2?2 | = 4ol — g2 = 32
1 7 —4 z3 x> ol + 722 — 42 = —323.
x! -1 -1
Resolviendo [¢), = | z? | =« 2 = 1[)1> = %74 2
z? 13 13
o A2 = 1 (autovalor degenerado de orden 2)
4 -3 1 z! x! gt — 3224 2° = !
4 -1 0 22 | =] 22 = 4! — 22 = 2
1 7 -4 z3 z° ol 4722 =423 = 23,

Resolviendo el sistema tendremos el segundo autovector
x! 1

W)y, = | 2% | =af 2 =

x

Claramente {‘12)1> , ’1/;2>} son linealmente independientes como nos los habia anunciado
el teorema 1 en la seccién 4.6.1, sin embargo, esos autovectores no presentan ninguna
bi) o 0.

Mis, aun, este autovector puede descomponerse en infinitas parejas de vectores lineal-

relacion de ortogonalidad <1/3’

mente independientes que expenden el subespacio S)—, asociado con A = 1, el autovalor

degenerado de multiplicidad k= 2. Una posible combinacién lineal podria ser:

1 0
[V)y, = altn)y, +B82)y, =a| 0 [+8] 2
3 0

Por lo tanto, la multiplicidad geométrica —la dimensién del autoespacio, S,—1, asociado
con el autovalor degenerado A = 1- coincide con la multiplicidad algebraica del autovalor
A = 1 como raiz del polinomio caracteristico. Es decir, podemos determinar la dimension
del subespacio que alberga al vector [1)),,. Es importante recalcar que ninguno de los
(infinitos) dos vectores linealmente independientes, serd autovector de A por separado.
Unicamente lo serd la combinacién lineal en la que resulta |1)) Aot

II. Multiplicidad geométrica menor a multiplicidad algebraica. Consideremos, para ilustrar

este caso la siguiente matriz real 3 x 3

112 1-x 1 2
('|Alejy=1 0 1 3 | = det]|A;=\o}|=| 0 1-Xx 3 |=0.
00 2 0 0 2-2A

En este caso, el polinomio caracteristico es:
Mo 45A—2=A-2)(A-1)2=0.

Una vez mads, el polinomio caracteristico tiene 2 raices iguales y una distinta y, como en el
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caso anterior A = 1 es un autovalor degenerado de orden 2. Pasemos a resolver la ecuacion de

autovalores para cada autovalor.

° )\1 =2
1 1 2 x! x! 4224223 = 22!
01 3 22 | =2 2?2 = 22+ 323 = 222
00 2 3 3 223 223
z! 5
Resolviendo el sistema obtenemos al primer autovector: [¢1) = | 22 | =«
3
° )\2 =1
11 2 ! ! o+ 22+ 223 = 2!
01 3 2 = 22 = 22 4+32% = 2?2
00 2 3 3 223 = 23
z! 1
Con el correspondiente segundo autovector: [19)= | 22 | =a [ 0
3 0

Una vez mas los dos vectores NO son ortogonales, <1/Ji [1hs) # (53-, pero SI linealmente
independientes. En este caso, asociado al autovalor Ay'= 1, tenemos ademds del autovector
|12), el autovector nulo y esto genera una imposibilidad de determinar la dimensién
del autoespacio. Los autovectores siguen siendo linealmente independientes, pero aqui
la dimensi6n del autoespacio es NECESARIAMENTE 1, dim(Sy,=1) = 1, por lo tanto
ilustra que la multiplicidad geométrica es menor que la multiplicidad aritmética de las
raices del polinomio caracteristico.

III. Vamos ilustrar un tercer ejemplo que se presenta para uno de los autovalores degenerados.

Consideremos entonces otra matriz 3 X 3 con autovalores repetidos

2 1 1 2-) 1 1
(e'|Alejy=12 3 2 | = det|A,-N5}|=| 2 3-\ 2 [=0,
33 4 3 3. 4-2)

con lo cual el polinomio caracteristico es:
MrX2-sa-3=A-7)(A-1)?=0,

que tiene 2 raices iguales y una distinta. En este caso A = 1 vuelve a ser un autovalor degenerado

de orden 2. Volvemos a calcular los autovectores correspondientes a cada autovalor

o N =7
2 11 x! z! 20t + 22+ 28 = Tt
2 3 2 2 =7 2 — 221 4+ 3224+ 323 = 722
3 3 4 x3 z° 3l + 322 +42® = 723,
Al resolver el sistema

x! 1

W’)Al = 2 =al 2

3 3

o A2 = 1. En este caso el autovalor degenerado de orden 2 presenta una pequeila patologia.
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Veamos
2 11 x! z! 2t + 22423 = ot
2 3 2 z? =1 22 = ' +322+4+22° = 22
3 3 4 x> x> 3zt + 322 + 423 = 23,
Resolviendo )
Wl))\g =| 2* | =a 0
3 -1
W)>/\2 =
x! 0
‘1/)2>A2 = z? =p 1
x> -1

con lo cual el autovector [1)),, correspondiente al autovalor Ao = 1, estd asociado con a
dos vectores linealmente independientes { [¢/1) Ao o [V2) /\2} y, por lo tanto aqui también la
multiplicidad aritmética coincide con la multiplicidad geométrica. Una vez mds los auto-
vectores, correspondientes a distintos autovalores no son ortogonales pero si linealmente
independientes.

(c). Finalmente, consideremos una matriz 3 X 3 con 1 autovalor real y dos autovalores complejos

123 1-x 2 3
(|Ales)=1| 3 1 2 = det|AS =N\ =| 3 1-x 2 |=0,
2 3 1 2 30 1-2

con lo cual el polinomio caracteristico queda expresado como:

A —3M2 150 — 18 = (A —6) (A2 + 3\ +3) = 0.
En este caso A\ = 6 es un autovalor real. Adicionalmente existen dos autovalores complejos, uno el
complejo conjugado del otro: Ay = —% (3 + 1\/3) y Az = —% (3 — z\/g) Para proceder a calcular
los autovectores correspondientes a cada autovalor resolvemos la ecuacion de autovalores para cada

autovalor real. En este caso existe un dnico autovalor real A = 6.

1 2 3 x! z! 4t — 322 + 2% = 62!
371 2 2?2 | =6 22 | = 4ot —2? = 62°
2 31 x> z3 ol + 722 — 423 = 623,
Tendremos que para A = 6
x! 1
|¢>)\1 = z? =a| 1
3 1

6. Sean A y B dos operadores hermiticos, con autovalores no degenerados y un operador unitario definido
como: U = A + iB. Vamos a mostrar que:
(a). Si Ay B conmutan, [B, A] = 0, los autovectores de A también lo son de B.
Si {|u;)} son autovectores de A entonces
Alu) = N |u)) = BA|u;) = ABlw;), como [B,A] =0, entonces AB |u;) = \;B |u;) .
Por lo tanto, B |u;) es un autovector de A. Pero la solucién para la ecuacién de autovectores

(A — N\I) Ju;) = 0 es unica, por lo cual todos los autovectores de A son proporcionales. Esto es:
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B |u;) = pj |uj), con lo cual queda demostrado que los autovectores de A son autovectores de B.
(b). SiU |v;) = p; |vi), entonces |p;| = 1.
Es claro que: <vj}UTU lvi) = <Uj’ Lvi) = pip (V7 ;) = <vj}ﬂ lv)) = p2=1.

7. Dada una matriz de la forma

1 o 0
A= ,3 1 0 y A|Uz‘> = )\2‘ |’l/¢>
0 01

con 'y 8 nimeros complejos distintos de cero. Vamos a encontrar:
(a). Las relaciones que deben cumplir v y (3 para que A; sea real.

El polinomio caracteristico y la condicion para que A sea real es:
1-=N1=-22+X-aBf)=0 =A=1+Vaf = af>0 AaBfcR.

(b). Las relaciones que deben cumplir oy  para que <vj lvg) = 57] .

Los autovalores y autovectores para esta matriz serdn:

B =8

0 VaB
M=1l=lu)=] 0 |, a=1+VaB=|w)=| 1 , As=ltvaB=fus) = 1
1 0 0

a2 _ B> _ —
conlocual: (v* |v3) =0 = 75 =1 = |a|=5].
(c). Supongamos que A es hermitica, encontremos las relaciones que deben cumplir 'y S3.
Si A es hermitica, entonces o* = f3, con lo cual se cumplen automdticamente ambas aseveraciones.

8. Dadas las siguientes matrices:

A_((s 2), B_(l 8 > C_<9 10), D_<14 2>.
2 9 8 —11 ~10 5 2 11

Determinemos cuales conmutan entre ellas y busquemos la base de autovectores comunes.
Notamos que: [A,B] = [A, D] = [D,;B] =0, y

v 8w (3 7). ma-(23)

Los autovectores comunes a A, B, D, seran:

,% (2
2 (1) ()

9. Dada la representacion matricial de dos operadores

0 01 011
A=]101 0 y B=|1 0 1
1 00 110
(a). Evaluemos [A, B].
000
AB=| 1 0 0 | =BA = [A,B]=0
000
(b). Vamos a mostrar que A tiene por autovalores A\ = 1y Ao = —1, con \; un autovalor degenerado.

Y construyamos luego la base de autovectores para A.
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—_ o O
o = o
o O
8
Il
>
)
o |
>
—
()
>
R
)

Entonces para:

—-A 0 1
0 1-X 0 [=A1-XMA—-(1=-XN)=(N-1)1-)) =0,
1 0 -A
se tienen dos autovalores: A = 1 y A = —1. Para el caso de A = —1 se cumple que:
0 01 T T z=—x
010 y|l=—1v | = v=—y
1 00 z z T=—z
con lo cual el autovector asociado con el autovalor A = —1 tendrd la forma de:
1
lu)_y =a 0
-1
Para A = 1 se cumple:
0 01 z x z=u
010 =| v = Y=y
1 00 z z T=z
hay dos vectores linealmente independientes asociados con A\ = 1, a saber:
1 0
luy;, =81 0 y W= v con y arbitrario .
1 0

Noétese que estos tres autovectores: {|u),, , |u)y, , |u)_; } son ortogonales entre si.
(c). ¢(Cuadl es la representacion matricial de A en la base de autovectores?
Veamos lo siguiente:

<u1|A|u1> <u1’A|uz> <u1‘A\U3> 10 0
Ab= (W?[Aluy) (W?[Alug) (W?[Alug) [=] 01 0 |,
<u3|A|u1> <u3’A|u2> <u3|A\U3> 0 0 —1

ya que los autovectores forman una base ortogonal. Obviamente se cumple que:
det|A| = det|A| = -1 y Tr(A)=Tr(A)=1.

(d). A partir de los autovectores de A vamos a calcular los autovalores y autovectores de B.

Claramente B |u_;) = — |u—1) con lo cual tenemos el primer autovector de B asociado al autovalor
A = —1. Para encontrar los otros autovectores tendremos:
- 1 1 1 0
1 =X 1 y|=160

1 1 =X 1 0
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Practicando con Maxima

En este ejercicio aprenderemos a resolver el problema de autovalores y autovectores. Primeros lo haremos
de manera indirecta, realizando los calculos por pasos, y luego utilizando las funciones especificas del programa.

1. Dada la matriz A del primer ejemplo anteriormente resuelto:

(%%il1) Ammatrix([2,1,3], [1,2,3], [3,3,20]);

21 3
(%01) 1 2 3
3 3 20

Generamos la matriz identidad 3 x 3 con el comando ident(n).

(%i2) I:ident(3);
100
(%02) 010
0 01

Escribimos la ecuacién de autovalores de manera matricial y la llamaremos M.

(%i3) M:A-lambda*I;
2— )\ 1 3
(%03) 1 2—A 3
3 3 20 — A

El determinante nos dara el polinomio caracteristico, luego resolvemos para .

(%id) factor(determinant(M));
(%04) —(A=21) (A=2) (A—1)

(%i5) solve( %=0);
(%05) [A=1,A=2A=2]]

Los autovalores son: A\; = 1, Ag = 2 y A3 = 21. Para cada autovalor evaluaremos una matriz correspon-

diente:

(%i6) MIl1:M,lambda=1; M2:M,lambda=2; M3:M,lambda=21;
1 1 3

3

19

( 07006)

(%07)

w O = W =
w

1
3
0
1
3

-19 1 3
(%08) 1 =19 3

Necesitamos ahora resolver, para cada autovalor, la ecuacién de autovectores: AX = \;X. Asi que

podemos escribir las siguientes matrices:

(%i9) MI1:Ml.[x,y,z]; M2:M2.[X,y,z]; M3:M3.[x,y,z];
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3z4+y+ax
(%09) 3z+y+x
19z24+3y+3z
3z+4+y
(%010) 3z+4+2x
182+3y+ 3z
3z+y—192
(%011) | 3z—19y +=x
—z+3y+3x

Iremos ahora resolviendo cada uno de los sistemas de ecuaciones. Para A\ = 1:
(%i12) ecl:M1[1,1]=0; ec2:M1[2,1]=0; ec3:M1[3,1]=0;

(9012) 3z4+y+2x=0

(%9013) 3z4+y+x=0

(%014) 19243y +3x =0

(%%il15) solve([ecl,ec2,ec3],[x,y,z]); solve: dependent equations eliminated: (2)
(%015) [[x =—%r;,y = %r;,z=0]

Recordemos que Maxima nos indica con el simbolo %7, que se trata de una constante. Asi que de las
infinitas soluciones escogemos alguna de las més simples: (1, —1,0).

Repetimos los célculos para el segundo autovalor, es decir, Ay = 2:

(Y%i16) ecl:M2[1,1]=0; ec2:M2[2,1]=0; ec3:M2[3,1]=0;

(%016) 3z4+y=0

(9017) 3z4+2x2 =0

(%018) 18z 4+3y+3x =0

(%i19) solve([ecl,ec2:ec3],[x,y.z]); solve: dependent equations eliminated: (3)
(9019) [[x = =3 %r5,y=—3 %rs5,2 = %rs]|

Por lo tanto un autovector puede ser: (1,1, —1/3).
Finalmente, para A3 = 21:

(Y%i20) ec1:M3[1,1]=0; ec2:M3[2,1]=0; ec3:M3[3,1]=0;
(%020) 3z+y—-192 =0

(%021) 3z —19y+2z=0

(%022) —2z+4+3y+3x=0

( %i23) solve([ecl,ec2,ec3],[x,y,z]); solve: dependent equations eliminated: (3)
%1”5 7 %Tg

(%023) Hx: Y= , 2= %7’6”

6’ 6

Podemos tomar como autovector a: (1,1, 6).
. Maxima ofrece la posibilidad de resolver el problema de autovalores a través de un determinado nimero
de funciones. Por ejemplo, la funcién charpoly nos dard el polinomio caracteristico directamente de la

matriz que queremos estudiar y respecto de la variable que seleccionemos, es este caso serd A.

(%i24) charpoly(A,lambda);
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(%024) A+ ((2=X) (20— X)) —9) 2= N +3(3-3(2—A)) —11

( %i25) factor( %);
(%025) —(A—=21) (A=2) (A—=1)

(9%i26) solve( %=0);
(%026) [A=1,A=2,)=21]

El programa también permite obtener los autovalores directamente de la matriz problema. Esto se hace
con el comando eigenvalues(M). El resultado serd una lista conformada a su vez por dos listas: la primera
sublista la forman los valores propios de la matriz M y la segunda con su multiplicidad correspondientes.
Veamos:

(%i27) eigenvalues(A);
(%027) [[1,2,21],[1,1,1]]

La funcién para calcular los autovectores es eigenvectors(M). El resultado serd una lista con dos elemen-
tos; el primero esta formado por dos listas: la primera con los valores propios de' M y la segunda con
su respectiva multiplicidad, el segundo elemento es una lista de listas de vectores propios, una por cada

valor propio.
(%i28) eigenvectors(A);
1
(%028) [[[1, 2,21],[1,1,1]], {[[1, —1,0]], Hl, 1, —gﬂ ,[[1, 1, 6}]”
. Consideremos otro de los ejemplos tratado anteriormente. Dada la matriz:

(%i29) B:matrix([4,-3,1], [4,-1,0], [1,7,-4]);

4 -3 1
(%029) |4 -1 O
1 7 —4

( %i30) eigenvectors(B);
(070030) [[[737 1] s [17 2]] d [HL _27 713” ’ [[17 27 3]”]

Notemos que sélo se obtienen dos autovectores.

. Consideremos la matriz:

(%i31) C:matrix([2,1,1], [2,3,2], [3,3.4]);

2 11
(%031) |2 3 2
3 3 4

(%i32) eigenvectors(C);
(%032) [[[77 1] ) [17 2” ) [[[17 2, 3” ) [[1707 _1] ) [07 1, _1””

. Y finalmente, dada la matriz:

(%i33) D:matrix([1,2,3], [3,1,2], [2,3,1]);
1 2 3

(%033) |3 1 2
2 31
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(%i34) eigenvectors(D);
(0]0034) |: 7\/§Z+3 \/§Z7376 7[17171]:|7|:|:|:17\/§Zl 7\/§Z+1

2 ' 2 2 2
[ 5 ]

4.6.5 Ejercicios

1.

[\

9.

Si |v1) y |ve) son autovectores del operador lineal A que corresponden a distintos autovalores. Muestre
que « |v1) 4 B va) (o # 0, 8 # 0) no puede ser un autovector de A.

Demuestre que si todo vector de un espacio vectorial V es un autovector del operador lineal A, entonces
A = Al Donde I es el operador identidad.

Demuestre que si el operador lineal A conmuta con todos operadores que actiian em un determinado
espacio vectorial, entonces A = AL

Si un operador lineal A tiene un autovector |vg) con autovalor \g. Demuestre que |vg) es también un

autovector del operador A? con autovalor )\(2).

. Aun si un operador lineal A no tiene autovectores el operador A? puede llegar a tenerlos. Demuestre que

si A? tiene un autovector con un autovalor no degenerado \g'= j2, entonces A tiene un autovector.

Encuentre los autovalores y autovectores de las siguientes matrices:

0010 0100
boso Al A 0001 1000
A= 3 4 -2 |,B=| -3 1 0],C= , D=
1000 0001
-1 -2 2 4 -7 1
0100 0010
y la matriz E = diag(1, 1, —1, —1). Verifique si los autovectores son ortogonales entre ellos.

Demuestre que la matriz

2 0 0
A=] -6 4 ,
3 -1 0

no tiene tres autovectores linealmente independientes y que cualquier autovector tiene la forma:
A
3\ —2v
v
Construimos un sistema con tres particulas, de masa m; rigidamente unidas, colocadas en tres puntos

distintos de la siguiente forma:

1 -1 1
m;=1— 1 , Mg =2— —1 y m3=1— 1
-2 0 2

(a). Encuentre la matriz del tensor de inercia.
(b). Diagonalice esa matriz y encuentre los ejes principales de inercia.
En Mecanica Cuantica, el problema del oscilador arménico simple puede ser representado por un problema

de autovalores
d2 22 1
Liyy >= Ay > = < z|Ljyy >= X < z|p >« Lp(z) = Mp(x), donde: L @+Z+§'

300



4.6 Autovectores y autovalores

Si construimos un par de operadores:

T d T d
L.=2 L =%_9%
+ 2+d1’ Y 2 dz’

utilice los resultados del problema anterior y construya las nuevas autofunciones de L con sus autovalores.

10. Considere las siguiente representacion matricial para dos operadores:

. ) 1 6 1 1
<u’!A|uj>:A;:<5 1) y <um|B|un>:B,T:<§2 1).

(a). Muestre como actdan A y B sobre un vector genérico |1 > expandido en esa base {|u1) , |uz) }(vale
decir |¢) = a|uy) + B ua)).

(b). Muestre que los autovalores de A son degenerados para d = 0y que sus autovectores son ortogonales
para 6 # 0 e incluso para § — 0.

(c). Muestre que también B tiene autovalores degenerados para § = 0 y encuentre la expresion (en
funcién de 0 < § < 1) para el coseno del dngulo entre dos autovectores.

11. Dada la siguiente representacion matricial de un operador en la base candnica:

; N 2 W2 (1 (o
<U‘M|u]>_Mj_<l\/§ 9 )a u1>_<0>a ‘u2>_<1)

(a). Encuentre los autovectores {|p1) , |p2)} para ese operador en la base canénica.

(b). Encuentre las representaciones matriciales de los operadores proyeccién sobre los auto espacios,
Pioy = lea) ('

(c). Encuentre las representaciones matriciales de los operadores proyeccion sobre los complementos

, en esa misma base candnica.

ortogonales de los autoespacios U, =/|¢n,) (¢"| en esamismabase y conellacalcule M = M ]Z Uij .
12. Las matrices de Pauli :

01 0 —i 1 0 . 10
Oy = , Oy = o Oz = 4= ’
* 10 v i 0 ? 0 —1 01

las hemos visto en varios momentos. de estas notas: como cuaterniones en los ejercicios 2.2.4 y como

operadores lineales en los ejercicios 4.7.5.

(a). Muestre si las matrices de Pauli o, 0y, 0, conjuntamente con la matriz identidad, I forman un
grupo respecto a la siguiente operacion:

0; @0y =00, =i€pmo " + 0l conj km=uxy,z

donde €, es el simbolo de Levi-Civitay 1 = v/—1.

(b). Muestre silas matrices de Pauli o, 0, 0 ., conjuntamente con la matriz identidad I son linealmente
independientes.

(c). ¢Las matrices de Pauli forman base para un espacio vectorial de matrices complejas 2 x 2? ;Por
qué? Si forman una base exprese la matriz
3 4
(21)

(e). Suponga ahora que o, actia de la siguiente forma: o, |+) = |+) , 0, |—) = —|-) , con:

)
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Encuentre la expresién para los autovalores y autovectores de las otras matrices de Pauli:

Oult)y =Malt)y s Oal=)o=Acl")e, oylt),=Ayl+),, oyl-),=Ayl-), .
(f). Muestre que cualquier representacion matricial de un operador genérico M puede ser expresado
como combinacidn lineal de las matrices de Pauli.

(g). El polinomio caracteristico para ese operador genérico M se puede expresar como
Py = A% — \Tr(M) + det|M].

Donde los A son sus autovalores.

4.7 Autovalores y autovectores de matrices importantes

Consideremos la ecuacién de autovalores (4.21) y la definicién de operadores adjuntos que hemos
discutido en la seccién 4.2.3. Podemos afirmar sin perder generalidad que dado un conjunto de vectores
{Ju1), ua),---,|u,)}ydecantidades {\1, Ao, - - - , A} que cumplan con A [w;) = A; |u;) coni =1,2,---n,
entonces
Alg) =X i) = (w|Afuw) =N (W |u)
= (WA —AlJu) = (A — X)) (W [w) . (4.26)

<uj| Af = A} <uj| = <uj| Al Ju;) = A (0 |uy)
Vale decir, hemos proyectado las ecuaciones de autovalores de un operador genérico y su adjunto a lo largo de
los vectores y las formas correspondientes, <uj ‘ y |u;); para luego restar esas expresiones miembro a miembro.

Es evidente que si no conocemos el tipo de operador, poco se puede decir de sus autovectores y autovalores.
Hay que imponer algunas restricciones sobre el tipo de operador para poder sacar algunas conclusiones respecto
al tipo de autovalores y autovectores que ese operador pueda tener. Por ejemplo:

o Si A es hermitico, A = Af y autovectores son distintos, (i # j) entonces de la ecuacién (4.26) se deduce
que esos autovectores seran ortogonales, <uj [u;) o 6f .

o Si A es hermitico, A = A y autovectores son los mismos, (¢ = j) entonces los autovalores son reales:
Ai = AL

Este caso lo analizaremos en la préxima seccion.
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4.7.1 Autovalores y autovectores de matrices hermiticas y unitarias

Tal y como mencionamos en la seccién 4.2.4 un operador hermitico o autoadjunto cumple con AT = Ay
luego en la seccién 4.3.2.2, comprobamos que su representacion matricial es igual a su traspuesta conjugada.
Por lo tanto, la representacién matricial de un operador autoadjunto es una matriz simétrica con niimeros reales

en su diagonal. Veamos ahora cémo se comportan sus autovalores.

Supongamos un operador lineal A : V" — V", hermitico: A = AT, con autovalores: {1, A2, A 1
Entonces:
o Los autovalores {A1, Ao, ..., A, } son reales.
o Los autovectores {|11), |[t)2),- -, |tn)}, correspondientes a cada uno de los autovalores, serdan
ortogonales.
Demostracion:
o Para demostrar que los autovalores {\1, A2, ..., Ay} son reales, proyectamos la ecuacion de autovalores

en cada uno de los autovectores:

Alp) =Alp) = (WIAJY) =AWY) .
Ahora bien, dado que (¢ |¢)) es real, si demostramos que (2| A 1)) es real, estard demostrado que A lo

serd también. Pero como A es hermitico:

(Wl A)" = WIAT[9) = @[Al) = (WIAlY) €R,
por consiguiente los autovalores {A1, Aa, ..., Ay} son reales. Més ain, si A es hermitico, y como sus

autovalores son reales entonces:

(W1 AT =X (W= A0l = (@IAl9) =2 (¥ [0) .
o Para demostrar que los autovectores {|11) ,|t2) , - - - , [¢n)} son ortogonales, consideremos dos autovec-

tores con sus correspondientes autovalores de tal forma que se cumplen las siguientes ecuaciones:

Alp=Al) y  Alp)=ply),
pero como A es hermitico entonces se cumple que: (| A = p (|, multiplicando a la izquierda por |1} y
a (1| A = X (¢| por (] a la derecha:

(Pl A =g (pl) [4) (Pl AY) = plp [¥)
= = A=p) (el =0,
(ol (AT9) = A1) (PlA[P) = (o [¥)
y-como hemos supuesto que A 7# p con lo cual (¢ |[¢)) = 0, los autovectores correspondientes a dos
autovalores son ortogonales. <«
Es importante sefialar el hecho de que si la matriz A es real, entonces A = PAPT, con A diagonal y P
ortogonal: P7 = P,
En resumen, si A : V" — V" es un operador lineal hermitico entonces:
o Sus autovalores son reales.
o Los autovectores correspondientes a cada autovalor son ortogonales.

o Los autovectores de A resultan ser una base ortonormal del espacio vectorial V".
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4.7.1.1 Autoespacios y autovalores degenerados

Una vez més, consideraremos el caso autovalores degenerados, para operadores hermiticos o autoadjuntos.

El siguiente teorema garantiza la existencia de al menos un subespacio S (Ag) C V".

Teorema 4.5
Sea un operador lineal A : V" — V", hermitico, con una representacién matricial n x n, tal que su

= 0 tiene al menos una raiz degenerada A = \g, de

polinomio caracteristico P (A\) = det ‘A; = )\6;-
orden k£ < n. Entonces existen k autovectores, no triviales, que cumplen con: A [¢;) = Ag |t);) para
§=1,2,,k.

Demostracion: La demostracién también emerge de una variante del Método de Induccion Completa. Para
ello, probamos que se cumple para j = 1. Esta afirmacion es obvia. Si existe un A = Xg existe un [t;), tal que
cumple con la ecuacidn anterior y es linealmente independiente con él mismo.

Suponemos que se cumple para 1 < j = m < k. Es decir, existen m autovectores |1);) de A para el

autovalor Ag. Definamos un subespacio Sy, = S (Ag) C V" donde:
) €8x/ Aly) =Xolvy) = Algy) € Sy conj=1,2+ m,
por lo tanto, podremos separar V" como una suma directa entre el subespacio Sy, y A, su complemento

ortogonal:

V=8, ON |/ Al;) =Xolyy) A Jo)eN = (o[y;) =0,

claramente Sy, es un subespacio invariante de A por cuanto su accién se circunscribe dentro del mismo
subespacio Sy, .

Mostraremos que se cumple para operadores hermiticos, por cuanto no es verdad en general, entonces:

(¢ l1j) =0
A =0 (%5 16) = 0 = (5] AT |6) = (5| Alg) ,
Ahj) = Ao |vj)

de donde se concluye que el vectores ortogonal a S, y por lo tanto estéd en el complemento ortogonal A |¢) € N
(por hipétesis |¢) € N). Esto implica que A también es un espacio invariante del operador hermitico A.

Entonces, el espacio V" puede expresarse como una suma directa de los dos subespacios invariantes
respecto al operador lineal A y su representacion matricial en la base de autovectores tendra la forma de una

matriz diagonal a bloques:

Q- Q71n 0 --- 0 1 -+ 0 0 0

oo R Do 0

. . m mo ... 0 0 --- 1 0 0
<¢]|A|¢l> :Az — Ql Qm 1 )

0O --- 0 1 0 0 0 --- 0 Rﬁil <o RMAL

o --- 0 0 --- 1 0 -~ 0 Ry -+~ RV

donde QF y R} son matrices m x m'y (n —m) x (n — m), respectivamente. La matriz QF opera en Sy,
mientras que R} actda sobre el complemento ortogonal N

El polinomio caracteristico de A puede expresarse como:

P (A) =det |A) = A6} =0 = P(A) =det |Q) — A}| det | R} — A5} =0,
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, tendremos que

y como A = g es la raiz miiltiple del polinomio caracteristico que anula el det ‘Q; — /\(5;-
det |QF = Xdi| =0 = P(A)=(A— )" F(A), conF(Ag)#0,

donde \g no es raiz del polinomio F (\). Ahora bien, para que se cumpla cuando j = k, el polinomio

caracterfstico es
j=k = PO =R=2)RO) = A=2)"FN)=A=2)"RM) .
Otra vez, \p no es raiz del polinomio R (). La ecuacién anterior se cumple para todo A, en particular para
A = ). Por lo tanto:
“m R
1= (- X)) 220
( 0) O

Es claro que A = )\g obligaaque k = m. «

4.7.1.2 Autovalores y autovectores de matrices unitarias

Para finalizar esta seccién volvamos a considerar la ecuacién de autovalores (4.21) y la definicion de
operadores adjuntos que hemos discutido en la seccién 4.2.3. Entonces, si un operador U es unitario, se cumple
que Ut = U~ entonces si |4;) es un autovector, normalizado del operador U, correspondiente a un autovalor

A; tendremos que la norma al cuadrado de U |);) serd igual a:
Ul = A ly) = (@7 |UTU ) = 1= X5 (o Jy) = Ajy = )y = e,
con ¢, una funcién real.
Con lo cual podemos concluir que, necesariamente, los autovalores de los operadores unitarios serdn

nimeros complejos de médulo 1. Cuando los autovalores son diferentes, digamos k # 7, entonces esta condicién

implica que <z/1k [1j) = 0, con lo cual los autovectores de un operador unitarios son ortogonales.

4.7.2 Autovalores y autovectores de matrices similares

Como discutimos en la seccion 4.3.3, dos operadores A y A que estdn relacionados por una transformacién
de similaridad. La ecuacién (4.17), A = S=LAS, conecta las distintas representaciones matriciales de un mismo
operador, las cuales tendran la misma traza y el mismo determinante, independientemente de su representacion
matricial. Tal y como se desprende de ecuacion (4.15) la representacién matricial de los operadores S corresponde
a la matriz de productos internos de los vectores base <éi lex).

Ahora nos toca identificar otra propiedad fundamental inherente al operador y no a su representacién

matricial. Para ello complementaremos los teoremas expuestos alld con el siguiente.

Teorema 4.6

Dos matrices, Af y A;, n X n, similares tienen el mismo polinomio caracteristico y con ello el mismo

conjunto de autovalores.

Demostracion: Es inmediato verificar que: A — Al = ST'AS — A\ = S~! (A — AI)'S, y dado que
det ‘A - /\H‘ = det [S™! (A — AI)S| = det [S~"| det [A — AI| et [S| = det |A — M| .
Por lo tanto, ambos operadores A y A, tendrdn el mismo polinomio caracteristico y con ello el mismo conjunto
de autovalores. «

Haremos una lista de todas la propiedades para los autovalores y autovectores de operadores, expuestas en

ésta y en la seccién anterior.
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Sea un operador lineal A : V* — V" con un polinomio caracteristico que tiene n raices distintas:
{A\1,A2,..., A\, }. Entonces tendremos que:
o Los diferentes autovectores {|¢1), |t2),- -, |tn)} correspondientes a los {\1, A, ..., A, }, formardn
una base para V.
o Larepresentacion matricial del operador (¢/*| A [th,,) en la base de autovectores {|11) , [th2) , - , [thn) },
serd diagonal:
E_ /. k i
Db, = (V] A om) = diag (A1, Az, -, An) -

o Cualquier otra representacién matricial, <uk | A|uy, ), del operador A en otra base de V, estard relacionada

con la representacion diagonal mediante una transformacién de similaridad:
D=SAS™! = diag(\,ha...,An) = 5L <uk‘ Alum) (57 @27)
donde SJm es una matriz, no singular y por lo tanto invertible, de cantidades que relacionan ambas bases,

vale decir la matriz de productos internos entre ambas bases.

o Considere

q~5Z> = U|¢;), es decir un vector transformado con un operador unitario Ut = U~!. Ademas

<51> =N\ $1>, con A = UAUT. Los operadores transformados

mediante matrices unitarias tienen los mismos autovalores y autovectores transformados un del otro.

suponga A |¢;) = A; |¢;) entonces A

4.7.3 Conjunto completo de observables que conmutan

Definicion 4.3

Diremos que un operador A : V"* — V" es un observable si el conjunto de autovectores { |ui( #)>} de un

operador hermitico A, forman una base de V".
Aluigy) = asluigy) = Juig) (0| =1 = (| uje)) = 516t

donde el indice p indica el grado de degeneracion del autovalor A;.

Un ejemplo trivial de un observable lo constituyen los proyectores Py, = [¢) (4, con (4] ¢) = 1.
Claramente, la ecuacién de autovalores para un proyector obliga a que tenga dos autovalores 0 y 1. El autovalor
nulo es infinitamente degenerado y estd asociado a todos los vectores ortogonales a |1}, mientras que el autovalor
1 corresponde a un autovalor simple y estd asociado a todos los vectores colineales al mismo vector |1/). Esto

SN

Py l¥) =10) y Pyle) =0 si (y|¢)=0.
Mas aun, sea un vector arbitrario |p) € V", siempre se podrd expresar como:

[O)=Plyy o) + ([=Ppyy) l9) = Py (o) =Ppyy o) + ([ Ppyy) [)

por lo tanto:

Piy) ¢} = Py By 19)) + (Ploy —Bly) 19) =By le) = By (Bioy 1)) =iy o) ,

ya que ]P‘2 v = P4y, por definicion de proyector. Entonces, se deduce que Py, |©) es un autovector de Py con

autovalor 1. Igualmente (]I — IPW) ) es un autovector de Py con autovalor 0, y la demostracion es inmediata:

Piy) (I—Piyy) o) = (P\w - wa) o) = 0.

Para el caso de autoespacios correspondientes a autovalores degenerados se puede definir un observable A
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de la forma:

i

A= ZaiPi con: P; = (W.(#ﬁ <¢-(H)D para: p=1,2,--- k.

Para los observables que conmutan se tienen los siguientes teoremas:

Teorema 4.7

Si dos operadores lineales A y B, hermiticos, conmutan, [A,B] = 0, y [¢) es autovector de A con

autovalor o, entonces B |¢)) también serd autovector de A con el mismo autovalor o.

Demostracion: La demostracién es sencilla:
Aly) =aly) = B(AlY) =cl)) = BA[) =AB[Y) =cBly)) . =
Ahora bien, de esta situacion se puede distinguir un par de casos:
o si el autovalor o es no degenerado los autovectores asociados con este autovalor son, por definicidn,
colineales con [¢). Por lo tanto B |¢)), serd necesariamente colineal con |¢). La conclusién a esta

afirmacién es que NECESARIAMENTE |¢)) es autovector de B.

o si el autovalor o es degenerado, B

1) € S,, es decir B 1)) estd en el autoespacio’S, con lo cual S, es

globalmente invariante bajo la accién de B.

Teorema 4.8

Si dos observables A y B conmutan, [A,B] = 0, y si [¢)1) y [¢)2) son autovectores de A para autovalores

)
distintos, entonces el elemento de matriz <w1 ’ Bliyg) =0

Demostraciéon: Si A |¢1) = o1 [11) 'y A |a) =09 |1)2) entonces:
0= (¢!|[A,B][2) = (¥'| AB — BA [¢p2) = ((¢'[ A) B |1h2) — (¢'| B (A [¢h2))
=01 (V' Btha) — o2 (¥ B |tha) = (01 — 02) (!B |1h2) = (¢'|Biha) =0. «

Teorema 4.9

Si dos observables A y B, son hermiticos, y conmutan, [A, B] = 0, los autovectores {|¢;) } comunes a A

y B constituyen una base ortonormal para V".

Demostraciéon: Denotemos los autovectores de A como ’1/11( u)>’ de tal modo que:
A*’lﬁi(u)>=0i|’¢i(”)> donde:=1,2,..n—k,+1 y pu=12 .k,

ky, indica el orden de la degeneracion de un determinado autovalor o,.

Dado que A es un observable, los |¢i( u)> forman una base, claramente:

(5 ) = it

Dado que los elementos de la matriz <¢i(”)| B }1/)]»(,,)> = 5;-, entonces esto quiere decir que los elementos
B;((‘:; = <W(“) ’ B |1/Jj(,,)> serdn nulos para ¢ # j, pero no podemos decir nada a priori para el caso yp # vy
¢ = j.En general, al ordenar la base:

[¥11)) > |12)) s (1)) [ P2y - [Pa@)) s+ s [Waka)) s+ 5 [30)) s+ [¥nekn))
para el caso que consideraremos sera:
1)) [91) s [Y1) [Y2)) [Y2))  [¥s)) [$a)» [Ya))» [¥s0)) -

La representacion matricial de B en esa base, <1/)i(“) | B |1/1j(l,) >, tendrd la forma de una matriz diagonal a
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bloques:

By é})) Byt B é;; 0 0 0 0 0 0
B} (fi B ) B gi 0 0 0 0 0 0
B ) Bl By | 0 0 0 0 0 0

0 0 0o | B é;; B, é;)) 0 0 0 0

0 0 0 | By By | 0 0 0 0

0 0 0 0 0o |Bjy] o 0 0

0 0 0 0 0 0 | By B é;)) 0

0 0 0 0 0 0 | Bii Bigy| 0

0 0 0 0 0 0 0 0 | B

Tal y como hemos mencionado los subespacios: E1, E5,y E 4 corresponden a los autovalores degenerados
01,02,y 04 (de orden 3,2 y 2 respectivamente).
Una vez mads surgen dos casos a analizar:

o Si 0y, es un autovalor no degenerado, entonces existe un tnico autovector asociado a este autovalor (la
dimensi6n del autoespacio es 1 — k; = 1, y no hace falta). Esto corresponde al ejemplo hipotético
anterior para los autovalores simples 03, y o5.

o Si 0, es un autovalor degenerado, entonces existe un conjunto de autovectores asociados a este autovalor
oy (en este caso la dimension del autoespacio es k). Como los |1/;j(ﬂ)> son autovectores de A su
representacion matricial serd diagonal a bloques. Ahora bien, como el autoespacio S, es globalmente
invariante bajo la accién de B y B]i, ((:)) = <wi(“)‘ B [wj( u)> es hermitico, por ser B hermitico, entonces B
es diagonalizable dentro del bloque que la define. Es decir, se podrd conseguir una base ’ Xj(u)> tal que la

representacion matricial de B en esa base es diagonal
i(p) _ 1m 1m _ i) 7
B = (4| Bluj) = (XW|Blxs) = Bl = By}

que no es otra cosa que los vectores |Xj(”)> serdn autovectores de B

B X)) = Biw [Xiw) -

Es importante recalcar que los autovectores ’1/)]»(”)> de A asociados con un autovalor degenerado NO
son necesariamente autovectores de B. S6lo que como B es hermitico puede ser diagonalizado dentro del
autoespacio.

De ahora en adelante denotaremos los autovectores comunes a dos operadores A y B con distintos autova-

lores como |u )> tal que

ilg(p
Altnmg) = on [tnimey) Y Bluamn) = Bm [Unjm) -
donde hemos dejado “espacio” para permitir la degeneracion la cual serd indicada por el indice p.

La prueba del inverso del teorema anterior es bien simple.

Teorema 4.10

Si existe una base de autovectores {|uj(ﬂ) )} comunes a A y B, entonces A y B conmutan, [A,B] = 0.

Demostracion: Es claro que:

AB [Unjm(u)) = B [Unjm(u)) = Bm0n [Unjm()) »
BA [wnjm(u)) = 0B [Unjm()) = OnBm [Unjm(u)) »
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restando miembro a miembro obtenemos de manera inmediata
(AB — BA) [t njmu)) = [A,B] [tnjm()) = (Bm0n = 0nBim) [tnjm(n)) = 0.

Definicion 4.4

Los operadores: {A,B,C,D- - -} constituye un conjunto completo de observables que conmutan si:

1. Los operadores del conjunto conmutan entre ellos:
[A,B] =[A,C] =[A,D] = [B,C]=[B,D]=[C,D]=---=0
2. Al determinar el conjunto de autovalores para los operadores
{om, Bims Vi 61, -+ +}

se especifica de manera univoca un Unico autovector comun a todos estos operadores

{angﬁm;’yka(sla"'} = ’Un‘m|k|l (H)> :

4.74 Ejemplos

1. Consideremos una vez més la transformacién D = S~ AS, descrita en la ecuacién (4.27), donde D es un

operador diagonal cuya representacion matricial serd

D=S"'AS = diag(Ai,Aa... ) S A0 = (571, Ak ST
con AF, = (uF| A up,). Tal y como hemos comentado en la seccién 4.7, debe haber restricciones sobre
el operador A para que sea diagonalizable. En particular, alli pudimos comprobar que si A era hermitico,
su representacion matricial en la base de autovectores era diagonal. Entonces para este caso supondremos

que A es diagonalizable mediante la transformacién (4.27). Claramente esto implica que
g1 _ iy L Smo__ Al ogm ioQm o __y Qi
D=STAS =SD=AS <<= S N6 =45 = A5 =\,

y esta dltima ecuacion sugiere una ecuacién de autovalores fijando un valor particular para j. Esto es:
ALST = NS ALLST = NSy ALSE = AsSh - ALST = N;SEe ALST =\, S).
Cada una de estas ecuaciones es una ecuacion de autovalores para autovectores S%, S3, %, - -+ Si. Vale
decir la matriz de transformacién S;” estd construida por columnas de autovectores. Con lo cual al resolver
la ecuacién de autovalores para la matriz A es inmediato construir la matriz de transformacién S a partir

de los autovectores de A.

2. Para ejemplificar numéricamente el ejemplo anterior, consideremos la siguiente matriz real y simétrica:

1 0 3
A=10 -2 0
3 0 1

Los autovalores y autovectores para A son respectivamente:

PA)=-A-4)A+27?=0 = N =4, =-2,\3=-2,

1 0 -1
lur) =1 0 |, fue)y=1| 1 |, |ug) = 0
1 0 1

El lector debe verificar que este conjunto de vectores son mutuamente ortogonales porque claramente la

matriz es simétrica. Por lo tanto, 1a matriz A se puede diagonalizar a través de la transformacion C1AC,
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donde C se construye con los autovectores normalizados de A como columnas.

1 1 0 -1
C=— 0 2 0
V2 v2

1 0 1

Entonces, a pesar que los autovalores de A son degenerados (A = 4, —2, —2) sus tres autovectores son
linealmente independientes, y se tiene que:

1 0 1 1 0 3 1 0 -1 4 0
(C’IA(C:%O\/?O 0 -2 0 0v2 0 |=[0 —2
-1 0 1 3 0 1 0 1 0 0 =2
3. Dada la siguiente matriz:
2 2 =2
A= 2 -1 4 ,
-2 4 -1

Aqui también se cumple que A = AT, con lo cual se puede diagonalizar. Calculemos nuevamente una
matriz C que permita diagonalizar a la matriz A.

Primeramente procedemos a calcular los autovalores de A.

2—A 2 -2
PN =| 2 —-1-Xx 4 =-A=3)2%\+6)=0.
-2 4 —1— A
o Para A = —6:
8 2 -2 zt zt 14zt + 222 - 223 =0
2 5 4 22 | =—6] 2% | > 22! + 1122 + 423 =0
-2 4 5 @3 z3 =2zt + 422 + 1123 =0
Un autovector puede ser:
1 1
R 1
lup) =1 —2 = |ug) = 3 -2
2 2
o Para el autovalor degenerado A = 3, tenemos:
L1 2 -2 zt zt —dat 4222 — 223 =0
2 -4 4 22 | =3 22 | = 27! — 72?2 +42% =0
-2 4 -4 28 28 2zl 422 - 723 =0
En este caso podemos tomar como autovectores:
1 1 0 0
Jug) = 0 = |) = —= 0 s lusy =1 1 = |lug)=—4=| 1
-1/2 VB -1/2 1 V2 1

El lector debe comprobar que en este caso los autovectores NO son mutuamente ortogonales. Construimos
la matriz C:

1 2
3 »x
c=|-%2 o 4

2
3 5 V2
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De manera que:

1 2 2 1 2
i —fg i 2 =2 s » 0 -6 0 0
-1 _ | 45 5 5 2 I
CTAC=| 2= ¥ % 2 -1 4 -5 0 7= 0 30
V2 5v2  4v2 9 4 -1 2 _ 1 1 0 0 3
9 9 9 3 V5 V2
4. La siguiente matriz es un ejemplo de una matriz hermitica o autoadjunta:
1 -14+2c 1
A=| -1-2 2 1| =AT=4A
—1 -1 3

Los autovalores de esta matriz son:

PO =-A=4) (A=-22-4)=0 = A\ =4, o=1+V5,A3=1-5.

Los tres autovalores reales generan los siguientes autovectores:

1
M =4 = ‘U,1>: —1—1 y
1
1 3 1 3 \
)\2:1+\/5:>‘UQ>:* 1—\/5i R )\3:1—\/5:>|U3>:* l—l—\/\?)i

V52— (1+VB)i Vh-2-(1-V5)i,

Estos vectores normalizados son:

1 3
N |u1) 1 . X |u2) 3 :
U) = ———--==-\| —-1—1 ,  |u2) = = 1—+54 ,
1) i ) 2 : |i2) V(uz [uz) /30 +6+/5 B2 (14 B)i
Jus) 3 ’
ig) = —l = 1+/5i
| 3> \/<u3 !U3> \/30—6\/5 \/52—"_;4»\/5)1
Se puede demostrar que los autovectores son ortogonales:
3
<U1‘ug> = (111)T’LL2=0=> (1 —1+1 1) 17\/52' =0
—V5—-2—(14+5)i
3
un Jugh = (u)fug =0 = (1 -1+i 1) 1+ V5i =0
VE—2—(1-V5)i
3
w2 fig) = (u2)fus =0 = (3 1+vBi —vE-2+(1+V5)i ) 1+V5i =0
VB—=2—(1-+5)i

La matriz A es entonces diagonalizable si construimos la siguiente matriz a partir de los autovectores
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normalizados:
1 9 9
2 V30465 V/30-6/5
po | == 3(1-v51) 3(1+V51)
- 2 V30465 V/30-6/5
L S(VE2 (11E)) 3(vE2-(1-VA))
2 V3046 /5 V/30-6/5
Si elegimos la matriz diagonal a partir de los autovalores:
4 0 0
D=0 1+v5 0 ;
0 0 1-+5
entonces resulta que es posible factorizar la matriz A de la siguiente forma (Para el lector se deja la
comprobacién)
A =PDP!.
. Dada la matriz:
1 1 9
V2ooV2
— I A
A= 75 73 0
0 0 2

Esta matriz es unitaria, ya que: AT = A~1,

Los autovalores se obtienen de la manera usual:
PO = (A —9) [2)\2 —V2(1 +z’)/\+2i] ~0,
es decir:

A=

V2(1+4) —2+/=3i N CV2(140) +2v/=3i -
4 y N2 — 4 3y N3 —

Notemos que los valores propios estan normalizados a la unidad:

"N (\/5(1+i)2s/3i) <\/§(1i)2\/§> .
& 4 4 -
N <\/§(1+i)+2\/—3i) (\/5(1—2')+2\/£> .
2= 4 4 B

AN, = i(—i) =1

Estos tres autovalores generan los siguientes autovectores:

1 1 0
lui)y, = % y lug)y, = = EGi_l cushy, =10 1],
0 0 1
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Se puede demostrar que los autovectores son ortogonales:

1
(i lug) = (u)fup=0 = (1 —imyBi-1 o) EVEES Y IR
0
0
ur fus) = ()lug=0 = (1 ===t o )| 0 | =0,
1
0
(uz [ug) = (u2)fuz =0 = (1 ==L 9 )| 0 | =0
1

Con los autovectores normalizados construimos la matriz U, que también serd unitaria, y la matriz

diagonal ID con los autovalores.
1

T WomvG VB2V 0 0

v=| _ (173(\/‘341) (1—\2‘}(\/5—1) ol, D= 0 \/5(1+i)4+2\/73i 0
2/3+v3 2v/3-v3 .

0 0 1 0 0 i

6. Considere que el espacio de estados para un determinado sistema fisico viene expandido por una base

ortonormal {|£1) ,|&2) , |€3) }- Definimos dos operadores L. y S de la siguiente manera:

L:[61) = [61), Lo 1€2) = 0, L. [&3) = =168), S|&1) =1€3), S1€2) = [€2), SI&s) = 1&1) -

En la base ortonormal {|¢1), &), |€3)} las representaciones matriciales para L., 1.2, S y S? serdn las

siguientes:
10 0 100
ELlgy =100 0o |, &2 =000 |,
00 —1 001
00 1 100
sy =101 0|, s =1010
100 001

Es claro que estas matrices son reales y simétricas y, por lo tanto, son hermiticas y, al ser el espacio de
dimension finita, deben ser diagonalizables y sus autovectores formaran base para ese espacio. Por lo
tanto, L, Lg, Sy S? son observables. Ahora bien: ;Cudl serd la forma mds general de una representacién
matricial de un operador que conmute con L, ?

Notamos que los vectores de la base ortonormal {|£1) , |€2) , |£3) } son autovectores para L., con autovalores
{1,0,=1}, con lo cual su representacién matricial tiene que ser diagonal. Recuerde que si dos observables
A y B conmutan, [A,B] = 0, y si |t)1) y |[th2) son autovectores de A para autovalores distintos, entonces

el elemento de matriz <w1 | B |1)9) = 0, con lo cual:

M 0 0
M,L.]=0 <« (&M= 0o M; o0
0 0 M3

Esto se desprende de manera directa de:

0= (&M, L] &) = (¢'| ML, —L.M &) = (\; — M) (€| M|&), con (A\j—A;)#0 paraij.
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Si nos planteamos la misma pregunta para Lg, vemos que sus autovalores son {1, 0}. Esto es:

L21&1) = |&1);

L2 |&) = 0;

con lo cual tendremos que la representacion matricial de ese operador que conmute con ]Lg, no serd

diagonal, es decir:

NLY =0 &

ya que:

0=(¢'1[N,LY|&) = (¢'|N|&) = (¢'|N|g) ,

(E'|NJg) =

L21&) = I&s)
NP 0 Ni
0 N2 O
N} 0 N3

y vale para cualquier elemento N3 (y equivalentemente para N5).

Finalmente, la representacién matricial, mas general, de un operador que conmute con S? es:

P,S=0 <

(€'|Prlg) =

Pl Py P}
P P} P}
N3 P} P}

Ahora intentaremos construir una base comun de autovectores para ]LE y S: Para ello notamos que |£2) es

un autovector comiin a L2 y S, por lo tanto, existird un subespacio expandido por: {|¢1),]£3)}. En ese

subespacio las representaciones matriciales para .2 y S, serdn:
10

(€112 16)s,, = ( 0 ) o A€

Acto seguido planteamos el problema de autovalores para S, utilizando la base {|£1) , |£3)}, esto es:

0 1
Slgj) = Aj luj) = (1 0)(

S |fj>s13 = (

0 1
1 0

) |

@ ) A /\( 0 ) R ‘Q2> = % (|fl> + |§3>)
q2 * lg3) = 2 (&1) — [€5))

con lo cual tendremos los resultados mostrados en la tabla 4.1. Es decir, hemos expresado los autovetores

de S, |g2) ¥y |g3), como combinacién lineal de la base {|¢1) , |€3)}-

Adicionalmente, si ordenamos la base de auto-
vectores de L., como {|&1);[&3) y|&2)}. tendre-
mos entonces como representacion matricial dia-
gonal a bloques, correspondiente a un autovalor
degenerado 1, a:

. NI Ni 0
(¢INlgy = N N§ 0
0 0 N2

las) = 75 (I€1) — 1&3))

Autovectores Autovalor L2 Autovalor S
|Q11> = [&2) 0 1
l92) = 5 (1€1) +1€3)) 1 1
1 -1

Figura 4.1: Dado que no hay lineas repetidas .2 y
S forman un CCOC.

Es costumbre representar esta base comtn de autovectores de L2 y S haciendo referencia a los autovalores

asociados a los operadores

lq1) < 10;1) ,

lg2) & [151) ,

lgs) < [1; 1) .

7. Consideremos otro ejemplo proveniente de la Mecanica Clésica. Se trata de dos osciladores arménicos,

de igual masa, acoplados con resortes con la misma constante eldstica k. La ecuaciones de movimiento

para este sistema son:
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miy + kry —k(zg —z1) = 0, k k k
[////// ///ﬂ]/‘/////ﬂLI

mas + kxo + k(zg —x1) = 0,

Podremos expresar estas ecuaciones en forma de operadores:

d? 1
Dle)=0 o [ Ma=t® o ok =0
—k m(j?Jer a2

Si pensamos esta ecuacién como una ecuacién de autovalores, el autovalor es claramente A = 0, y
como las masas y las constantes eldsticas son iguales podemos intercambiar las particulas y la fisica

(las ecuaciones de movimiento) no cambian. Esto se puede expresar matemdaticamente como el operador
permutacion de las particulas:

01 01 ! 2
P= o= ).
10 10 z? gl
Es inmediato comprobar que [D,P] = 0, con lo cual existird una combinacién lineal de autovectores de

D (asociados con el autovalor A = 0) los cuales también serdn autovectores de . Para ello procedamos a

calcular los autovalores y autovectores de PP

- 1 1 1 1 1
Plz) =A|z) = =0 = X\l & |&)=— ;o |é2) = — .
Facilmente podemos expresar el vector posicion como una combinacién lineal de estos dos autovectores
de P, esto es:
& = I (z1 + 22
dN_&a (1) e (1) 2 7 !
22 ) V2 \1 V2 \ -1 )
2 = 5 (21— 22)
Es claro que

wgge (1) e ( 1),

son autovectores de Py .

. Si definimos los autovectores comunes a J2 y J, como |j, m) de la siguiente manera:
Pljm) = G+ R G,m) I |j,m) = mhlj,m) ,  con: (jym ', m') = 6 0mm
y adicionalmente tenemos que:
J-0gim) =h/j(G +1) —m(m = 1) [im =1) ;. Iy [5m) = h/5(G +1) —m(m+1) [j,m+1).

Si se supone (es facil demostrarlo) que —j < m < j. Esto quiere decir que dado algtn valor j, m varfan

entre —j y j de uno en uno, estoes:m = —j,—j + 1, —j+2,--- ,j — 2,7 — 1, 7. Supongamos ahora
que j = %
Busquemos:

(a). La representacién matricial para: J,,J_, J, J?, en la base de autovectores de J, y J2.
Si |4, m) son autovectores de J 2y J, su representacién matricial serd diagonal y como m varia entre

—7y j con incrementos de 1 tendremos que serdan matrices 2 X 2. La base ortogonal de autovectores
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al153) (5aldl-3) s 10
35 ,
338055 (=3l -3) 0 -1
(2lP15:2) 53l Pl -3) s (1O
=-h
4
(33l P 133 =3l P15 -3) 0 1
La representacion matricial para J_, J obviamente no serd diagonal:
272|J+’272 272‘J+ 2’ 2> 01
=h ,
(=33 13030 (3 =3l d+ 15 -2) 0 0
(3:313-132) (3:313-13.-3) 010
=h
7 2“] }2’2> <%7_%‘J— %>_%> 10

(b). Calculemos los autovalores y autovalores para: J.,J_, J., J2.
Otra vez, { }%, —%> 55 2> } son autovectores de J? y J . En el caso de J? con un autovalor de 2 h2
para ambos autovectores y en el caso de J, los autovalores serdn ig respectivamente. Para J_, J] +

no tendran autovalor distinto de cero en esta base.

‘ Practicando con Maxima ‘

Consideremos uno de los ejemplos anteriores donde:

(%il)  A:matrix([1,0,3], [0,-2,0], [3,0,1]);

1 0 3
(%ol) 0 -2 0
3 0 1

(%i2) eigenvectors(A);
(07002) [[[—27 4} ) [2’ 1“ ’ [[[17 07 _1} ’ [Ov 17 0” ’ [[17 0’ 1““

El resultado es una lista con los autovalores y su multiplicidad, y para cada autovalor los autovectores como
sublistas. Es necesario manipular estas sublistas para obtener los autovectores. Entonces, es mejor escribir:

(%i3) - [val,vec]:eigenvectors(A);
(%03) [{[-2,4], [2,1]],([[1,0,-1],[0,1,0]], [[1, 0, 1]]]]

Por lo tanto, una lista con los autovalores es la siguiente:

(%id) autovalores:val[l];
(%04) [-2,4]

Notemos el orden: los dos primeros vectores corresponden al autovalor —2 y el tercero al autovalor 4.

Los autovectores como listas son:

(%i5) Ll:vec[l];L2:vec[2];
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(%05) [[1,0,-1],[0,1,0]]
(%06) [[1,0,1]]

Pero resulta conveniente separar cada autovector.

(%i7) LI[1}LI[21:L2[1];
(%07) [1,0,—1]

(%08)  [0,1,0]
(%09) [1,0,1]

Vamos ahora a normalizar los autovectores:

(%i10) VI:L1[1)/sqrt(L1[1].L1[1]);V2:L1[2]/sqrt(L1[2].L1[2]);V3:L2[1]/sqrt(L2[1].L2[1]);

1
(070010) {5,07—5
(%oll) [0,1,0]
(%o012) {i 0 i}
0 \/57 7\/5

Hacemos una lista con los vectores normalizados:
(%il13) Lvec:[V1,V2,V3];
(%o13) Hl 0 1] 01,0 [1 0 1”
o oD T T MY | T Y T s
V2 V2 V2 V2
Y construimos la matriz C:

(%i14) C:transpose(apply(’matrix,Lvec));
1l g L

V2 V2

(%o014) 0 1 0
~_1 9 L

V2 V2

Para finalmente comprobar:

(%il5) transpose(C).A.C;

-2.0 0
(%015) 0 -2 0
0 0 4

Consideremos ahora otro de los ejemplos, donde tenfamos la siguiente matriz:

(%il6) A:matrix([1,-1+2% Gei, Goi],[-1-2% %oi,2,-11,[- %ei,-1,3]);
1 2i—1 i

(%016) | —2i—1 2 -1
—i -1 3

Es facil ver que se trata de una matriz hermitica

(%i17) transpose(conjugate(A))=A;
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1 2i—1 1 1 2:1—1 1
(%017) | =20 —1 2 -1|=|-2¢-1 2 -1
—1 -1 3 —1 -1 3

Calculamos los autovalores y autovectores:

(%il8) [val,vec]:eigenvectors(A)$

Al primer elemento de la lista, le asignaremos la variable autovalores, como se muestra a continuacion:

(%i19) autovalores:val[1];

(%019) [1 —VB,V5+ 1,4]

Ahora procedemos a aislar los diferentes autovectores, es importante tener en mente el orden para utilizar
las etiquetas apropiadas.

(9i20) L1:vec[1]$ L1[1]; L2:vec[2]$ L2[1]; L3:vec[3]$ L3[1];

(ko2]) [17\/571+17(\/51)i+\[2
3 3
(%oo23) 17_\/5;—17_(\/5+1);+\/5+2

(%025) [1,—i—1,1]

Los autovectores normalizados son:

(%i26) ul:L1{1}/sqre(LI[1].L1[1]),ratsimp;

3 VBi+1 (V5-1)i+v5—-2
/- (4v5 - 14) i—2\3+48 V- (4v5 - 14) i—2V5+48 V- (avE—14)i-2v5+8
(Y%i27) u_2:L2[1]/sqrt(LZ[l].L2[1]),ratsimp;

3 B V5i—1 (VB i+
_\/(4\/5+14) i+2vB+8 V(@5 + 1) i+2v5+48 \/(4\/5+14) i+2v5+8
(%i28) u3:L3[1]/sqre(L3[1].L3[1]),ratsimp;

1 it 1 1
%028 . 7
(%028 | rr2 T arie vaii2

(%026)

(%027)

Estos vectores serdn ortogonales, como podemos ver:

(%i29) conjugate(ul).u2,ratsimp;conjugate(ul).u3,ratsimp;conjugate(u3).u2,ratsimp;
(%029) 0

(%0300

(%031) 0

Para construir la matriz C' preparamos primero el siguiente arreglo:

(%i32) Lvec:[ul,u2,u3]$

Con cada autovector como columna construimos la matriz C":

(%i33) C:transpose(apply(’matrix,Lvec));
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3 3 1
\/—(4 V5-14)i-2/5+8 \/(4 VE+14) i+2v/5+8 V2it2
V5it1 - V5i—1 il
(%033) V-(avE-1a)i-2vBis \J(avBr1a)iravEes  V2iF2
(V1) itv5-2 (VB+1) i+vB+2 L

V-(4vE-1a)i-2vBrs L\ [(4vEH1a) i Brs  V2IH2
La inversa de la matriz C' se obtiene como ya sabemos:
(%i34) Cinv:invert(C),ratsimp$

Aqui aplicamos una rutina de simplificacién a cada uno de los elementos de la matriz. Esto lo hicimos con
el comando ratsimp.

Para finalmente poder calcular C~' AC'y obtener:

(%i35) Cinv.A.C, ratsimp;

vV5-5
v ﬁ 0
5+5
(%o3s) | 0 Y5 0
0 0 4

4.7.5 Ejercicios

1. Encuentre los autovalores y autovectores de las matrices:

(a).

0 —i 0 O 1 0 0 O
) i 0 0 . 0 -1 0 0
As Al = ! ., BeBj= ;
0 —i 0 0 1 0
0 i 0 0 0 -1
(b).
. ) 1 1414 2
A@4_<_ Z),B@m_ 1-i 5 -3 |;
i1
-2 =3 0
(c).
3 -2 4
. 1 3 .
A@A;_< ), BeBi=| -2 6
-3 1
4 2 3
Entonces

(a). En cada caso, encuentre los autovalores y autovectores

(b). Encuentre también, para cada caso, las matrices de transformacion que las lleven a su representacion
diagonal, cada una de

(c). Parala primera pareja de operadores lineales, muestre si es posible, encontrar una base de autovec-

tores comunes que los diagonalice.

cee( 7,0
T+ —z

2. Demuestre que la matriz
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es igual a C = xo1 + yos + zos. Donde las matrices o; son la matrices de Pauli. Encuentre los
autovalores y autovectores de esta matriz.
3. Considere dos operadores genéricos que conmutan: A y B tal que [A, B] = 0, definidos C3 — C3 cuya

representaciones matriciales en la base canénica {|e1) , |e2) , |es)} son

2 0 i ) 3 -2
AesAi=| 0 10 B@B}:5 w2 2 V2,
—i 0 2 —i V2 3

y determine si es posible encontrar una base comin de autovectores.
Para ello, repase la seccién 4.7.3 e inspirese en el ejercicio de la pdgina 313 y siga los siguientes pasos

(a). Resuelva el problema de autovalores A [u;) = \; |u;)

(b). Si alguno de los autovalores \; es degenerado utilice el hecho que existe un segundo operador B
que conmuta con A y encuentre la representacion matricial, diagonal a bloques, del operador B en
la base de autovectores {|u;)}.

(c). Resuelva el problema de autovalores para el autoespacio degenerado. Esto es diagonalice el bloque
2 x 2, para encontrar una base comtn de autovectores que diagonalice a ambos, A y B.

(d). Identifique la base de los tres autovectores comunes y las tres parejas de autovalores de A <+ \; y
B <> p; que etiquetan cada uno de esos autoestados.

4. Las transformaciones de Lorentz se pueden escribir de manera matricial como
5 0 0. —iyw/e
0 10 0
0 0.1 0
iyv/e 0.0 vy
cony = (m )~1. ¢serd ortogonal? ;serd unitaria? Encuentre sus autovalores y autovectores.
5. Dado un observable A y un vector de estado |1)) general, definiremos el valor esperado de A a la cantidad
(A) = (| A |), y larelacién de dispersion de A como:
((A8)") = (A= (A)D)?) = (A2) — (A) = (] A2 ) — (W] AJ)? ,
donde I es el operador identidad. Nétese que el valor esperado es un nimero que representa la dispersion
de un observable y tiene la misma estructura e interpretacion de la varianza en estadistica.

(a). Muestre que la dispersion siempre es positiva, i.e <(AA)2> > 0. Para ello:

I. Inicie mostrando que para cualquier operador hermitico C se cumple (C?) > 0.
1I.. Termine mostrando que A — (A) I es un operador hermitico.
(b). Muestre que la dispersién se anula para el caso en que |1)) es autovector de A con autovalor (A).
(c). Utilizando la desigualdad de Cauchy-Schwarz muestre que las relaciones de dispersion entre dos

observables A y B siempre cumplen con:
1
<(AA)2> <(A]B%)2> > KIAB)P con [A,B] = AB—BA.
Esta es la forma general de la relacion de incertidumbre. '

(d). En Mecénica Cuantica se define el operador de spin como S; = %ai, donde las o; son las matrices

de Pauli y los valores de ¢ = 1, 2, 3 representan las direcciones z, y, z, respectivamente.

15Para detalles de las implicaciones de este problema se puede consultar Dumitru, S. “On the uncertainty relations and quantum
measurements: conventionalities, short comings, reconsideration. arXiv preprint quant-ph/0504058 (2005). Y también Dumitru, S. “A
possible general approach regarding the conformability of angular observables with mathematical rules of Quantum Mechanics. arXiv
preprint quant-ph/0602147 (2006).
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I. Encuentre la expresion para el conmutador: [S;, S;], con4,j = 1,2, 3.
II. Considere un vector de estado general |¢)) = a |+) +b|—), donde a y b son nimeros complejos

que cumplen con: a® + b2 = 1y {|4),|—)} la base de autovectores de S,. Muestre que:
<(ASZ)2> <(AS$)2> > K {Im(ab*)]2,
con Im(o) la parte imaginaria del argumento.
6. Dada la matriz:

0 ¢ 0 0 0 0 0
2¢ 22 ¢ 0 0 0 0
0 q 4(2%) q 0 0 0 0
0 0 0 00 --- 4N-3)72 q 0
00 0 00 --- q 4(N —2)? q
00 0 00 - 0 q 4(N —1)?

Encuentre los autovalores y autovectores cuando g = 1y N = 10.

7. Realice los ejercicios anteriores utilizando el programa Maxima.
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