Semana 1 - Clase 1 13/10/10 Tema 1: Series

Sucesiones y Series

1. Notas Preliminares

Basicamente el tema central de este curso tiene que ver con el estudio de las Ecuaciones
Diferenciales Ordinarias y el desarrollo de métodos para resolverlas. Las Ecuaciones Dife-
renciales aparecen ya como tema de estudio, o curiosidad matematica, desde los tiempos de
Isaac Newton! cuando se comenzé con el desarrollo del Célculo Diferencial. El propio Newton
las estudia en su tratado de Calculo Diferencial donde discute sus soluciones a través de una
expansion en series.

Newton estudia la siguiente ecuacion diferencial, que por contener una primera derivada
llamaremos una ecuacion diferencial de primer orden:

dy(x)
dx

Para buscar su solucién, Newton propone el siguiente método que consiste en suponer una
solucion que tiene la forma de una serie infinita. El primer término de la serie es:

=1-3z+y(z)+2* +ay(x). (1)

y:()_|_.

el cual corresponde al valor inicial z = 0 en la ecuacién (1). Al insertar este valor en (1)
resulta

dy(z)
=14
dx
que al integrarse se obtiene

Sustituyendo esta ultima expresién en (1), resulta

d
$:1—3x+x+---:1—2x+x2+~-
T

Integrando esta tultima ecuacion, se obtiene

y:x—xQ_f_

1Sir Isaac Newton (1643-1727), fue un cientifico, fisico, filésofo, inventor, alquimista y matemético
inglés, autor de los Philosophiae Naturalis Principia Mathematica, mas conocidos como los Principia, donde
describié la ley de gravitacion universal y establecié las bases de la Mecanica Clasica mediante las leyes que
llevan su nombre. Entre sus otros descubrimientos cientificos destacan los trabajos sobre la naturaleza de
la luz y la 6ptica y el desarrollo del calculo mateméatico. Newton fue el primero en demostrar que las leyes
naturales que gobiernan el movimiento en la Tierra y las que gobiernan el movimiento de los cuerpos celestes
son las mismas. Es, a menudo, calificado como el cientifico mas grande de todos los tiempos, y su obra como
la culminacién de la revolucién cientifica. Tomado de Wikipedia.
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Figura 1: El esquema de Newton

Repitiendo el proceso:

dy(x 3
y():1—2x+x2+--- = y=r-—2+ "=+
dx 3
y continuando con el método repetidamente
B . ¢
y—x—x + ="+ =--—=+"

3 6 30 45

Por otra parte, notemos que para cada valor de x y y, la ecuacién (1) no es méas que la
derivada y/(x) (pendiente) de las soluciones de

y'(z) =13z + y(z) + 2° + ay(a)

Asi, con un poco de paciencia, o con algiun programa de computacion apropiado, se puede
obtener el campo vectorial correspondiente a la ecuacién diferencial, como se puede apreciar
en la Figura 2a. En realidad las soluciones se pueden apreciar como las curvas determinadas
por las direcciones indicadas en el campo vectorial, Figura 2b. Las aproximaciones que se van
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Figura 2: (a) Representacién de los campos vectoriales. (b) Diferentes soluciones para la ecuacién
diferencial (1). (c) La solucién correcta correspondiente al valor inicial y(0) = 0 con las diferentes
soluciones aproximadas.

obteniendo con el método mostrado anteriormente se pueden observar, junto con la solucion
verdadera en la Figura 2c. Notemos que todas las aproximaciones son mas cercanas entre si
cuando x toma valores cada vez mas proximos a cero.

Las graficas mostradas en la Figura 2 pueden obtenerse con la ayuda de algiin programa de
manipulacién algebraico, digamos Maple:

> restart: with(DEtools):

> ED1 := diff (y(x),x) = 1-3*x+y(x)+x"2+x*y(x);

>ics := y(0)=0;

> Sol = dsolve(ED1,ics,y(x)); assign(%):

> dfieldplot(ED1, y(x), x=-2..2,y=-2..2,color=blue);

> DEplot (ED1,y(x),x=-2..2, [[y(0)=0]],y=-2..2,color=green,linecolor=-exp(x));
> Yi:=x: Y2:=x-x""2: Y3:=x-x"2+x"3/3: Y4:=x-x"2+x"3/3-x"4/6: Ys:=rhs(Sol):

> plot ([Y1,Y2,Y3,Y4,Ys] ,x=-2..2,y=-2..2);

Comencemos entonces nuestro estudio sobre Ecuaciones Diferenciales precisamente con
las Series Matematicas.

2. Introduccidén a las Series

Para empezar, vayamos a la nocion elemental de sucesiones. Basicamente, una sucesién
es una colecciéon numerable de elementos, dados en cierto orden, como:

1,2,3,4, ..., Lx, a2, ...
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Una sucesion puede contener infinitos elementos y en este caso se denomina una sucesién
infinita, por lo tanto, si a cada nimero entero positivo se le asocia un elemento u,,, entonces el
conjunto ordenado: uy, us, us, ...u,, ... define una sucesion infinita. Cada término u,, tendra un
siguiente término u,.1 y por lo tanto no existe un ultimo término.

Las sucesiones se pueden expresar de una manera mas sencilla definiendo el n-ésimo
término, como por ejemplo:

1
Up = —, n=1,23,...
n
cuyos primeros cuatro términos son:
111
]-7 a9 4"
2°3° 4

Otra manera de definir sucesiones es por medio de una relaciéon de recurrencia, por ejem-
plo, para la bien conocida sucesion de Fibonacci la relacién de recurrencia es

U1:U2:1, Upt1 = Up + Up—1 , TLZQ,

cuyos primeros términos son:
1,1,2,3,5,8,13,21, ...

Existe una funcién que permite generar los nimeros de Fibonacci, esta funcién cuando
se expande en potencias de x tiene como coeficientes, jlos nimeros de Fibonacci!
x

fla) = 1=

También es posible definir una sucesién a través del concepto de funcién. Se define una
funcién para los enteros positivos, de manera que f(n) es el término n-ésimo de la sucesién
para cadan =1,2,3, ...

Los términos de las sucesion se escriben como:

F). £(2), f(3), o f (), .

Las siguientes férmulas son ejemplos de sucesiones

f(n)=(=1)", f(n) = sen <n77r) , f(n)=(-1)" [1 + l}

3 =422 +223 4324 +525+8a + 132" +21 2% + 342 + - -

Una sucesién {f(n)} se dice que es creciente si
fn) <fln+1) vV n=>1,
o decreciente si:
f(n)>f(n+1) V n>1.

Una sucesién se denomina monodtona cuando es creciente o decreciente, y en estos casos se
tiene que la convergencia o divergencia se determina de manera sencilla, como lo indica el
siguiente teorema:
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Teorema: Una sucesion mondtona converge si y solo si es acotada.

Una sucesién {f(n)} se dice acotada si existe un nimero positivo M tal que |f(n)| < M
para todo n.

A medida que n se hace cada més grande, el valor de una sucesion u,, se puede comportar
de una manera bastante particular. Por ejemplo, si u,, = 1/n, es claro que u,, converge a cero
a medida que n — oco. Pero si u,, = e, el limite dependera del valor de a.

La pregunta a responder tiene que ver con el hecho de saber si los términos de u,, tienden,
0 no, a un limite finito cuando n crece indefinidamente.

Con el concepto de sucesiones es posible definir una expresién analitica que formalmente
tiene aspecto de suma, que contiene un nimero infinito de sumandos y que se denomina
serie infinita.

Siu,, n =1,2,3,..., es una sucesion infinita de nimeros reales o complejos, es posible
formar una nueva sucesion s,, a partir de tomar sumas parciales de {u,}:

n
S1=up, Sy=uU+Uz, S3=U +UzF+U3, .. $n=U1+U2+U3+"'Un=E Uj -
i=1

Si la sucesién s, tiende a un limite S, la serie infinita )., u; se dice que es convergente y
converge al valor S, el cual es tinico. Entonces se puede escribir:

n—oo

S=ui+ustus+--tu,+-=» u, = S=lims,. (2)
n=1

El niimero S se denomina la suma de la serie infinita y debe ser entendido como el limite de
la sucesion. Se diré que la serie diverge si el valor de la sumatoria aumenta indeteniblemente.

La serie también puede oscilar, con lo cual tampoco converge:

i
si=Y ()" =1—141—14 -+ (=1)+: -
n=1

Aqui s, serd 0 o 1 y por lo tanto el limite antes mencionado no existe.

Esto se puede formalizar diciendo que la condicién para la existencia de un limite S es
que para cada € > 0 existe un nimero N = N (¢) tal que

|S —s;| <€ parai> N = |s; — s;| < e para, todo 7,7 > N.

Esta afirmacién se denomina criterio de Cauchy? sobre la convergencia de las series
parciales, y viene a ser la condicién necesaria y suficiente para que una suma parcial s;
converja a medida que avanzamos en los términos de la serie.

2 Augustin Louis Cauchy Paris, 1789 - 1857, matemético francés pionero en los estudios de anélisis (real
y complejo) y de la Teoria de los Grupos de Permutacién. Cauchy hizo aportes importantes en los criterios de
convergencia y divergencia de series infinitas, asi como tambien, en ecuaciones diferenciales, determinantes,
probabilidades y Fisica Matematica
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La serie cuyos términos son tomados a partir del (n + 1)-ésimo término, y en el mismo
orden, de la serie (2) se llama el resto n-ésimo de la serie (2) y se denota por:

Z U = Upil + Upyo + Upyg + - . (3)
k=n+1

Si el resto n-ésimo de la serie (2) converge, entonces su suma

T = Z Uy, , (4)

se denomina el resto de la serie.

De las series nos interesa conocer cuanto suman. Es decir, cudl es el valor de s; para una
serie finita cuando 7 = N. Pero también estamos interesados en conocer cuanto suma una
serie infinita. Empecemos con las finitas.

2.1. Series elementales

De cursos anteriores hemos conocido algunas series emblematicas, estudiemos algunas:
Serie aritmética Seguramente con anterioridad hemos oido hablar de progresiones aritméti-
cas. Ellas son, sencillamente:

sN=z_:(a—f—nd):a+(a+d)—|—(a+2d)—|—(a+3d)+(a+4d)+---+[a—l—(N—l)d],

n=0

donde a y d son numeros reales o complejos.
Al desarrollar la serie anterior en orden inverso y sumarla con la serie original:

SN = a +(a+d) +(a + 2d) +a+3d) 4 +la+(N-1)d
sy= la+(N—-1)d +[a+(N-2)d] +[a+(N-3)d +[a+(N—-4)d +--- +a
resulta

N N
SN = a+a+ (N —1)d] — sy = 5} [Primer Término + Ultimo Término]

obviamente, si N — oo la serie diverge.
Serie Geométrica De ésta también sabemos que

N-1

Sy = E az" = a+ar +ar® +ax® + - +axV !
n=0
y si restamos
SN = a +ar Hax? 4az® +--- FazV !
rsy = axr +ar? +ax® +azt 4+ FaxV
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es inmediato comprobar que:
a(l —z")
SN = ————,
11—z

si |z| < 1 tendremos que la suma de la serie serd:

S = lim sy =
N—oo 1—=x
y, divergird (u oscilard) si |z| > 1.
Series Aritmético-geométricas Estas series, un poco més exoticas y como su nombre
lo sugiere son una combinacién de las anteriores. Estos es

N—-1

sy =3 (a+nd)a" = at(atd)a+(a-+2d)a’+ (a+3d)z +(a+4d)a + - +[a + (N — 1)d] 2™
n=0

y con la misma estrategia de las geométricas se llega a encontrar el valor de la suma S, nada

intuitiva:
a—la+ (N —=1)d 2V zdl—2N1)

N = -z (1 2)?

Otra vez, si |z| < 1, entonces cuando N — oo la serie converge a:

a xd
S = )
—z T a=ap

Serie Arménica Quizd no la conociamos con este nombre (y menos por sus propiedades)
pero seguro nos la hemos tropezado

o0

Zl—1+1+1+1+1+ Ly
n =2 3 4 5 n

n=1

Esta serie infinita resulta ser engafiosa, en apariencia parece converger, pero no es asi.
Ademas notemos lo siguiente:

20 220 20220

1 1 1
D NBOTT, Y S A59731, Y -~ 10,492,

n=1 n=1 n=1

la suma de los primeros 20 términos es mas grande que la suma de los siguientes ;200 términos!
y da la impresion de que la serie crece muy lentamente hacia algin valor limite.
Si analizamos con mas cuidado, veremos que hay sutilezas

il—l_i_ l _|_<1+1)+(1+1+1+1>+<1+i+...+i>+...
—~n 2 3 4/ \5 6 7 8 9 10v 16

~~
o1 o2 o3

00
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y puede ser reescrita como

1+ L + L + L + L + L + L + L
1+1 241 242 441 4+2 4+3 4+4
W—/ . ~~ 7 ~ 2

gQ g1 g2
1 1 1 2"
TR TS RAAE T AP Oy Ak
pe
con lo cual
1 71 533 _ 1 95549 _ 1

ot L Lo, 1

0= TR 2T g7 BT a2

y claramente diverge ya que

1 1 1 1
1 1 _ — _ —
+O’0+0’1+O’2+0’3+ > +2+2+2+2+

Esta prueba aparentemente se le debe a Nicole D’Oresme?.

Una de las generalizaciones de la serie armonica es la funcién Zeta de Riemann?

I SER

Esta ultima expresién es también un ejemplo donde a partir de una serie se define una
funcion.

Ejemplo
1. Demuestre que
1
S
2n
n=1
Se tiene que
_ 1 + ! + ! +---+ !
2 22 23 on’

3Nicole D’Oresme (1323-1382) Matemadtico francés que inventé la geometria coordenada antes de Des-
cartes. Sobre la serie harménica consulte: http://mathworld.wolfram.com/HarmonicSeries.html

4‘Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826 Hanover, Alemania - 1866 Selasca, Italia) Matemético
alemédn cuyas ideas sobre las geometria del espacio han tenido un profundo impacto en el desarrollo de la
Fisica Tedrica. Igualmente clarificé la nocién de integral al introducir el concepto de lo que hoy se conoce
como integral de Riemann. Mas detalles en http://mathworld.wolfram.com/RiemannIntegral.html.
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y que al multiplicar por % se obtiene

1111 1
PR TR T
restando
R D NI B
2| Ty T o T T om
por lo tanto
1
lim [1 — —1 =1,
n—oo on

la serie converge.
Las series que hemos mencionado con anterioridad tienen la particularidad de que todos
sus términos son positivos, es decir, para la serie ) a, se tiene que a,, > 0, y por lo tanto:

Sp = Sp—1 t Ap = Sp—1

de manera que las sumas parciales s, son una sucesiéon mondtona creciente.
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Ejercicios
1. Encuentre la suma de los 100 primeros enteros.

2. Encuentre la distancia total que recorre una pelota que rebota verticalmente y que en
cada rebote pierde 2/3 de su energia cinética.

3. EncuentrelasumadelaserieS:2~|—g+i—i+18—1+--u

4. Demuestre que
a)
=~ 1
SPTE
n(n+1)

n=1

1

> 1
nzl (2n—1)2n+1) 2

5. Determine el limite de las siguientes sucesiones cuando n — oo.

n

a) u, = ]
b) u, = H#
c) u, = 1’1—2
D - 2
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