Semana 2 - Clase 4 15/10/10 Tema 1: Series

Series de funciones

La idea de series se puede ampliar al permitir que sus términos sean funciéon de alguna
variable (una o varias), esto es a,, = a,(x). Esta extensién del concepto se serie, trae como
consecuencia que ahora las sumas parciales dependen de x

n

su(z) =Y an(w) = ao(e) + ar(x) + a(z) + -,

k=0

con lo cual, si

n—oo

lfm s,(z) = S(z) = Y _ ax(z),

entonces, el comportamiento de las serie también dependera de la variable.

La convergencia de la serie podra ser posible para algunos valores de x y no para otros.
El punto central con las series de funciones f(z) complicadas es la de tratar de construir
funciones como una serie de términos, ax(x), mas simples. Asi, esas sumas parciales f,(x)
constituiran la funcion deseada

f(z) = Zak(m) = nh_{{)loZak(x) :

Estaremos interesados en aquellas funciones a las cuales converjan las sumas parciales de
una serie. Para fijar conceptos, comenzaremos por las series de funciones mas comunes: Las
Series de Potencias.

1. Series de Potencias

Asociaremos una serie de potencias a, = ¢,z a un polinomio de grado infinito.
(o) (e.)
P(z) = co+erz+epr® fesx® +egat4- - = E cpx™, o también P(x—xg) = g Cn (T — 20)" .
n=0 n=0

Esta asociacion tiene la ventaja de permitirnos intuir algunos comportamientos de la serie
para algunos valores de x. Los coeficientes ¢, son ntimeros independientes de x. Pero, mas

, . . . , . . o0 n
alin, estas series pueden ser series de potencias de nimero complejos. Vale decir, Y > ¢,z
con z =z +1y.
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2. Convergencia de una serie de potencias

Se pueden utilizar todos los criterios que hemos desarrollado anteriormente. Asi una serie
. [o.¢] n . Y o
de potencias ) >~ a, (x — z9)" converge en un punto o si el limite

[e.9]
lim Z an (. — x0)"
n—oo

n=0

existe, para r = xg, para todo x o para algunos x.
. . o n ’ s
Una serie de potencias Y > ¢, (x — x)" convergera absolutamente si

n
lim g
n—oo

J=0

cj(x—xo) | =p, existe.

También se cumplira el criterio de convergencia absoluta. Esto es, si >~ |, (2 — x0)"|
converge, entonces, y ¢, (r — )" converge, pero el inverso no es siempre verdad.

Los criterios mas populares para evaluar la convergencia, se seguiran cumpliendo. Asi el
criterio de d’Alembert y el de la raiz de Cauchy se podran reescribir como:

n+1
Cnt1 (T — o)
n

cn (T — x0)

lim,, .o p(r) <1 = converge

p(x) =
p(z) >1 = diverge
i, oo {/Cn (x — 20)"

S6lo que ahora es bueno enfatizar que p = p(x) dependerd de la variable. Llamaremos,
de ahora en adelante a este limite el radio o entorno de convergencia, el cual delimitara los
valores de = para que la serie de potencias converja.

Ejemplos

1. Considermos la siguiente serie

2 a3 " = "
1 T T A T L
Sk L e T nz;n!,
por lo tanto
xn—&—l
|
lim =g |2 EDH e |22,
n—oo QO n—oo L n—oo 7’L+1
n!
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es decir,
Qn,
p(z) = lim == =0,

n—oo (U,

con lo cual la serie converge para todo valor de x.

2. Otro caso ocurre cuando consideramos la siguiente serie de potencias:

3 ()" (z-2)"=2-2-22-274+3@—-2°"-4(@-2)"+--,

n=1
por lo tanto:

) (_1)n+2 (n+1) ($_2)n+1
x) = lim

= |z — 2|

1
= |z — 2| lim nt ‘

lo que implica que la serie:
converge si: [t —2|<1= 1<z <3 y divergesi: |z —2|>1.

Es decir, la serie 327 (=1)""" n (z —2)" convergerd tnicamente para 1 < z < 3.
Para otros valores de x, diverge.

Para puntualizar:

= Si una serie converge en x = x1, convergerd absolutamente para |z — x| < |x; — zo| ¥
divergerd para |x — xo| > |z — x|

» Sellama radio de convergencia, p = p(x) a aquella cantidad tal que laserie >~ a,, (x — x0)"
converge para |r — xo| < p y diverge para |x — zo| > p.

Una serie Y~ a, (z — z9)" que converge Unicamente para x = o tendrd un radio de
convergencia p = 0, mientras que una que converja para todo x tendra un radio de
convergencia p = 00.

2.1. Covergencia uniforme

Se puede refrasear el criterio de convergencia de Cauchy que vimos anteriormente. Para
cualquier valor de ¢ > 0, tan pequeno como uno quiera, siempre existird un nimero N
independiente de x, con a < x < b, tal que:

si S(z) = lim s,(x) :Zan(a:) = |S(x) —su(z)| <€ Vzela,b ANn>N.

n—oo
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Con ello es inmediato indentificar el error que se comete cuando se corta la serie en un
N suficientemente grande

N oo
S@) =) an(@)+ > an(z)
n=1 n=N+1
sn(T) Re

Hay que resaltar el hecho de que las suma de funciones continuas a,(z) no necesariamente
habra de ser continua, el concepto de convergencia uniforme busca garantizar que esa suma
de funciones continuas también sea continua.

Recordemos la idea de continuidad de una funcién. Una funcién serd continua si sus
limites por la derecha y por izquierda coinciden

lim f(t) = f(x)

t—axt

Por otro lado, a partir del hecho de que

n—oo
es valido preguntarse si el limite de la sucesion de sumas parciales es continua, esto es:

lfm [h’m fn(:c)} L lim [h’m fn(:n)] .

t—zxt Ln—oo n—oo |t—z*

Es decir, al suponer que la suma de términos continuos tiende a una funcién continua
estamos suponiendo que podemos intercambiar los limites, pero eso no es simpre cierto.
Consideremos el caso (extremo)

fn:n2x(1—x2)n con:0<zx<1 v n=1,23,...

entonces:

n—oo n—o0

1
lim f,=0 = dz | lim f,(x)| =0
2 /0 1[ |

n

1
/defn(x):m = lim dz f, — o0

n—oo 0

Claramente no se pueden intercambiar los limites.

Ejemplo Sea la serie

x? x? x? x?

+ + +o e +
L+22  (1422)°  (1+a22)° (1+22)"

flo) =) ap(z) = 2"+
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de manera que
2

o
ak(:v)—m.
Como
awn@) L4y

an(z) 1422
la serie es absolutamente convergente Vz (x # 0).

Sin embargo, tenemos que f(0) = 0. El término n-ésimo para la suma parcial es

<1+x2)n—1 - (1+x2>n7

como 1+ 22 > 1, entonces:

lim f,(z) =1+ 27, x#0.

n—oo

pero hemos establecido que f(0) = 0 de manera que f(x) no es continua.

Ejemplo Dada la serie

Zan(az) - Z [(n— Dz +1][nz+1]’

n=1 n=1

cuya suma n-ésima parcial es
nx

Splx) = .
() nr + 1
La funcién s, (z) es una funcién continua de x ¥V 0 < x < 1, y para todo n. Por otro lado,

S(x) = lim s,(x) =0, si =0
S(z) = lims,(z)=1, si z#0.

Existe una discontinuidad en = 0 para S(x) y por lo tanto la condicién (2.1) no se cumplira.

Para el caso de series de funciones, existen un par de criterios que identifican la conver-
gencia uniforme. El criterio Mayorante de Weierstrass' y el criterio de Abel?. Estos criterios
desarrollan la nociéon de convergencia uniforme la cual es necesaria para asegurar el inter-
cambio en los limites.

!Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815 - 1897). Matemético Alemén con importantes contribu-
ciones al andlisis complejo mediante la utilizacién de series.

2Niels Henrik Abel (1802-1829). Matemético Noruego. Su primera mayor aportacién fue la prueba de
la imposibilidad de resolucién algebraica de la ecuacién quintica mediante radicales.
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2.2. Criterio Mayorante de Weierstrass

La idea de convergencia uniforme se introduce para garantizar que la sumas infinitas de
un conjunto de funciones sea continua.
Una condicion suficiente, pero no necesaria, para que la serie

ar(2) + az(1) + ag(x) + - +ag(@) - =D an(v)

sea uniformemente convergente es dada por la condiciéon de Weierstrass:
Si encontramos una serie convergente de ntimeros positivos

M = Z M; con M; > |a;(z)] Vz €la,b] entonces la serie Z an ()
j=1 n=1

es uniformemente convergente.
La demostracion se obtiene a partir de la definicién misma de convergencia. Si Y 7=, M;
converge, entonces para n+ 1 > N se tiene

> Mj<eycomolaix) <M = Y ai(z)| <e = [S(x) —s(@)] = Y ai(z)] <€
j=n+1 j=n+1 j=n+1

con la cual la serie Y~ | a,(z) serd uniformemente convergente para todo z € [a, b].

Ahora bien, como consideramos los M; > 0. La serie en cuestiéon también serd abso-
lutamente convergente. Otra vez, los criterios de convergencia absoluta y, en este caso, de
convergencia uniforme, no son consecuencia uno del otro, ni estan relacionados.

Las series

ara — oo < & < 00 A —)" 1 para0<z <1
n=1 n=1

convergen uniformemente pero NO absolutamente. Sin embargo, en el intervalo 0 < x <1

la serie Z(f;o (1 — x)2’ converge absolutamente pero no uniformemente, por cuanto tiene

una discontinuidad. Se puede demostrar que

= ; 1, 0<z<1
o J — ’ =

EO (1 x)T {0’ o

]:

. . . . o0 4
con lo cual se puede concluir que una serie arbitraria f(z) = >-2, a;(z) no podréa converger
uniformemente en intervalos en los cuales la funcién f(z) sea discontinua.
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Ejemplo La serie

f(x) = cos(z) + % cos?(z) + % cos®(z) 4 - -

es uniformemente convergente, porque al tomar M, = 1/k? la serie
1
>
k=1

converge a 72 /6.

2.3. Criterio de Abel

El criterio de Abel se puede resumir de la siguiente manera. Si

f(z) = Zai(x) A ai(z) = ciz) fi(x),

1=0

donde > "% ¢;(x) converge, es decir:

lim ch(:z:) =9,
i=0

entonces la serie converge uniformemente en [a,b]. Para que se cumpla el criterio de Abel,
fn(x) tiene que estar acotada (0 < f,, < M ¥V n) y tiene que ser mondtonamente decreciente
en el intervalo en el cual esté definida, f,.1(x) < f.(z) con x € [a, b].

En resumen, si la serie

f(@) = a1(x) + az(z) + a(@) + -+ an(@) + - = > an(z)

es uniformemente convergente para a < x < b, entonces es posible integrar y diferenciar
término por témino.

% > dak
dz

kozol dx
[ r@as = kz/ﬁamcu,

Héctor Herndndez / Luis Nunez 7 Universidad de Los Andes, Mérida



Semana 2 - Clase 4 15/10/10 Tema 1: Series

donde a < a < (3 <b.
La convergencia uniforme no implica convergencia absoluta y convergencia absoluta no
implica convergencia uniforme, como se vié anteriormente, la serie

2 Ty

n=0

es absolutamente convergente pero no uniformemente convergente cerca de x = 0.

Las series absolutamente convergentes tienen la propiedad de comportarse como las series
finitas, los términos pueden ser multiplicados e intercambiado el orden de la suma. Las series
uniformemente convergentes se comportan como las series finitas donde la serie es continua
si cada término de la serie también lo es.

La serie

(1)t 1 1 1
Z 2 = 2 5+ 5+
vt n-+x 1+x 24+ 3+

es unicamente condicionalmente convergente, pero, es también uniformemente convergente.
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Ejercicios

1. Demuestre que la serie

St
27
"0 n+x

es uniformemente y condicionalmente convergente.

2. Demuestre que la serie

2N+ a?
Z(_l) n2 '

n=1
converge uniformemente, pero no absolutamente.
3. Determine el radio de convergencia de la serie

T .172 3 n

x x
+ _|_ +..._|_—+...
a+1 a++v2 a++V3 a++/n

donde a es un numero real y positivo. Determine si la serie es o no uniformemente
convergente.

4. Considere la siguiente sucesion

demuestre que:
L im 7u(@)] # dim 2 fue),

€Tr Ln—oo n—o00

5. Discuta la convergencia de las siguientes series

a)

b n a b T a b n
73 3 4 2n—1 2n
donde a y b son constantes positivas.

6. Utilizando fracciones parciales, demuestre que
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a)

f: _»B
k+3)(k:+5) 480

k=1

i 3k—-2
k(b +1)(k+2)
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