Semana 4 - Clase 11 11/11/10 Tema 2: E. D. O. de orden 1

Métodos elementales de integracion

Es fundamental, primero que todo, identificar con que tipo de ecuacién diferencial ordinaria
estamos tratando antes de cualquier intento de conseguir una solucién. Veamos varios ejemplos:

d2e
@ + %sen(@) = 0, EDO no lineal, homogénea de orden 2
d?0 g . ,
AT + 70 = 0, EDO lineal, homogénea de orden 2
d?6 ¢ . .
1w + 79 = E(t), EDO lineal, no homogénea de orden 2
Y +ay = % , EDO no lineal, homogénea de orden 1
Yy
y — a3+ 2% — %yQ = 0, EDO no lineal, no homogénea de orden 1
tan(r)y’ —y = tan?(z), EDO lineal, homogénea de orden 1
zy +y = 23, EDO lineal, no homogénea de orden 1

Para comenzar expondremos unos métodos de integracion, los cuales si bien son elementales y
casi triviales serdan utilizados en lo que sigue con bastante frecuencia.

1. Integraciéon directa

La integracion directa tiene varias variantes las cuales nos hemos tropezado en varias situaciones
de modelaje y que nos han permitido integrar (intuitivamente) ecuaciénes diferenciales. La més
directa de todas tiene que ver con la siguiente ecuacion diferencial

dy(z)
o /@

por lo cual, al integrar (analitica o numéricamente) tendremos la expresién para la funcién y(z),
[ = [ar @) =y = [ s@)+c

La integracién directa fue la estrategia que utilizamos anteriormente para encontrar las formu-
litas que nos aprendimos en bachillerato. Esto es

o(t)= [dta=at+C4

F, du(t
Z crt _ v( ) = @ = constante =
m de

2
z(t) = [dt (at + C) :a%+01t+02
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Semana 4 - Clase 11 11/11/10 Tema 2: E. D. O. de orden 1

en la cual al recordar las condiciones iniciales se tiene:
v(0)=v9=C1 = v(t)=wvo+at
2
z(0)=20=Cy = xz(t) :wo—i—vot—i—aE.

Una primera variante de la estrategia de integracién directa anterior se aplica a la siguiente
ecuacion
dy(x)

dx

acomodando los términos e integrando resulta:

= f(y)

Ay
f(y)

donde Fly(x)] sera un funcional, desde el cual quiza se pueda despejar y(z).
Esta estrategia se ilustra en el siguiente ejemplo:

:/dx = Fly@) =a+C

d
W) — (@), con y(0) =2,
entonces: d
Zy = —a/dx = ylx)=Ce™ = yy(z)=2e"%.

la Figura 1 muestra varias soluciones particulares pertenecientes a esta familia, para a = %

Otro ejemplo de integracion directa se puede ver en la bisqueda de la solucién de la siguiente
ecuacion diferencial no lineal:

yy' = (y+1)*
esto es: , d
Yy yay
—— =1 = - — d _17
(y +1)2 /(y+1)2 / @, paray #
integrando

1
—— +Injy+1|=2+C,
] ly + 1]

que no es otra cosa que una familia de soluciones implicitas, 1—paramétrica. Para una condicién
inicial como y(2) = 0 entonces

1

y(2)=0=C= -1 :>ﬁ+ln|y+1| =x—1paray# —1,
Yy

una vez mas esta familia de soluciones 1—paramétrica no constituye la solucién general de la

ecuacién diferencial ya que no contiene todas las soluciones. En este caso, y(z) = —1 también es

solucién.
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Semana 4 - Clase 11 11/11/10 Tema 2: E. D. O. de orden 1

Figura 1: Familia de soluciones 1—paramétrica para a = % En particular han sido tomados los
valores C' = —3,—-2,—1,0,1,2,3

1.1. Ecuaciones diferenciales separables

Los casos anteriores de integracion directa son generalizados por una ecuacién que llamaremos
separable. Esto es, la funcién (funcional) de dos variables del lado derecho se supone que es el
resultado del producto de dos funciones de una variable, con lo cual las variables dependientes e
independientes se agrupan a lados distintos de la igualdad. La siguiente ecuacién es separable

dy(=)
dzx

= Fly(2)G(x)

or lo tanto
yp " dy(w) =G(z)dz < /dy = /G(ac) dz
F(y) F(y) '

Por ejemplo, al querer resolver la siguiente ecuacion

d
y@):m+wy
dx
se tiene
dy /d L mty =T a0 o oy — A 1
—— = [ zdx n = — x)=Aez —
1+y Y 2 4 ’
donde C' o A son constantes arbitrarias a ser determinadas por las condiciones iniciales y ademaés
con y # —1. De todos modos y = —1 es una solucién particular.
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Tema 2: E. D. O. de orden 1

11/11/10

Semana 4 - Clase 11
Ecuaciones diferenciales no separables
Veamos ahora un caso bastante sencillo de resolver donde la EDO no es una ecuacion diferencial

dy(z) _
e +ay(r)=e", con y(0) =2,
entonces, podemos preguntarnos sobre la posibilidad de que exista una funcién p(z) de manera que
si multiplicamos ambos lados de la ecuacién diferencial por p(z) entonces, el lado izquierdo de la

1.2.
separable. Consideremos, a manera de prueba, la ecuacién diferencial siguiente

ecuacién diferencial se pueda escribir como:
dy(x) 2 d
@ [+ ayw)] £ o).

dx
De esta manera, la funcién p(z) es una funcién a determinar (en este caso a adivinar). Efectivamente

p(x) = e,

tenemos que si
entonces al multiplicar ambos lados de la ecuacién diferencial por p(z), resulta:

€a$ dydf) + 6a$ay(x) eame—m
d
lemy@) = e
/d [e*y(z)] = /d:c elat)e
de forma y manera que:
1
ax _ (a—1)z
e*ylz) = —e +C
Para y(0) = 2:
1 -3
y(0)=2=——=+C = O="—
Una solucién particular serd entonces:
1 —X —ax
(@) = —— [e7 + (20— 3)e ]

Un par comentarios son pertinentes:
lacionado con propiedades de simetria de la ecuacién, pero en este nivel lo buscaremos tan-

» Llamaremos al término p(x) factor integrador de la ecuacién diferencial. Este factor esta re-
x

teando.
el segundo de los términos yp(z) = Ce™** corresponde a la solucién general para la ecuacién
+ay(z) = 0. El otro término y;(x) = e~

dy(z)

» La solucién general de esa ecuacién diferencial toma la forma de y(x) = e™* + Ce™ ", donde
dx

homogénea asociada a esa ecuacion diferencial:
- . : . d _

corresponde a la solucién particular de la inhomogénea: % +ay(x) =e*
4 Universidad de Los Andes, Mérida
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Ecuaciones Diferenciales de primer orden

Explicitas Implicitas
Y'(x) = H[y(x),x] Flz,y(z),y'(z)] =0
Lineales N
Y@ +F0) () = g(x) No lineales
Integracién Directa y!(x) = ﬂb(x):x]
¥(@) = g(x) /

y() = [ s +C

L4

- - Lineales inhomogéneas
Y o) =0 Y () + £(x)y(x) = 8 (2)
y(x) = Cel duf(4) Y0 = frgu U a ([ aus “‘)) )+ C)

Figura 2: Mapa de las ecuaciones diferenciales explicitas

Esto tltimo sera una propiedad general para ecuaciones diferenciales lineales de cualquier orden.
Resolveremos la ecuacion homogénea y luego encontraremos una solucion de la inhomogénea. La
solucién general serd una suma de ambas soluciones.

En general, para la ecuacién

v +ay = g(z), el factor integrador es: u(x) = e
y se tiene la siguiente solucién general

_ —azr ’ at —azr
ylz) = e /zo dt g(t)e + Ce

solucién de la homogénea

solucién de la inhomogénea

la demostracion la dejamos como ejercicio para el lector.
La figura 2 muestra el mapa de ruta para la resolucion de las EDO lineales.

2. Meétodo de las Isoclinas

Este método se basa en la idea de campo y curvas integrales que vimos cuando estudiamos
campos vectoriales. La idea es bien simple, en general, una ecuacién diferencial de primer orden
(explicita respecto a la derivada) se podra representar como:

y = fly,z). (1)
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Figura 3: Isoclinas para los ejemplos (a) y (b)

Ahora bien, el lado derecho de esa igualdad lo representa una funcién de dos variables, la cual
tendrad un valor en cada punto (z,y). Ese valor (por la igualdad que representa la ecuacién diferen-
cial) serd el valor de la derivada en ese punto y el valor de la derivada en un punto, no es otra cosa
que la pendiente de la recta tangente a una curva en ese punto. Con eso, al construir una gréafica
recordamos las curvas integrales de los campos vectoriales y reconstruimos las curvas solucién a
partir de sus tangentes.

Tenemos entonces que si y = f(x) o f(x,y) = 0 define y como una funcién de x que satisface
y' = f(y,z) sobre un intervalo a < x < b, entonces el grafico de esta funcién se denomina una curva
integral y a la totalidad de esas curvas se le llama un campo de direcciones. A las curvas con la
propiedad: ¢’ = f(z,y) = constante se le denominan isoclinas (igual pendiente).

Ejemplos:

Para la ecuacién

/

y:

La EDO

/

Y

Y

= y = Cx < curva integral.

x
—= = 2% 4+9? = C? — curva integral.

(x#0,y#0).

(x#0,y#0).

Cuando por un punto pasa mas de una curva integral lo llamaremos un punto singular y para
los puntos por donde pase una y solo una curva integral le llamaremos puntos ordinarios.
La Figura 3 contiene la representacion grafica para las tangentes de las siguientes ecuaciones

diferenciales:

v la Figura 4 las de

(d)

(b) y/:%

Y =1+ay
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Figura 4: Isoclinas para los ejemplos (c) y (d)

En el Cuadrante (a) de la Figura 3 se muestran las soluciones particulares para las condiciones
iniciales: y(0) = 0,75, 0,50, 0, —0,50, —0,75. El Cuadrante (b) de la misma figura corresponde a
las tangentes generadas a partir de la ecuacién diferencial. Nétese que son curvas integrales radiales
y que para el punto x = 0 no estd definida la curva integral. En el Cuadrante (c), de la Figura 4,
se representan las tangentes de la ecuacién. Finalmente el Cuadrante (d) contiene las tangentes a
la ecuacion diferencial, en ella se han indicado las curvas integrales para las soluciones particulares
correspondientes a las condiciones iniciales: y(0) = 0,75, 0,50, 0, —0,50, —0,75.

Es importante sefialar que este método permite obtener las posibles soluciones de una ecuacién
diferencial no importa lo complicada que sea.

Ejercicio Utilice el método anterior para estudiar las soluciones de las siguientes ecuaciones:

(a) ¥y =a+y, x| <5. (b) ¥y =va2+y? [z[<1. () ¢y =1+ay, |2[<5.

3. Ecuacion Diferenciales de Primer Orden

Ahora de manera un poco maés sistematica diremos que una ecuacién diferencial de primer orden
sera un funcional tal que si es explicita respecto a la derivada ésta se podra despejar

dy(z)
dx

P(z,y)dz + Q(z,y)dy =0

v = ()

Fla,y(z),y'(x)] =0 =
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Ejemplos:

y =2zy+e* = (2oy—e")dz—dy=0,

/

y=Ihz)+y = (n(z)+y)dr—dy=0

3.1. [Ecuaciones diferenciales separables

La primera estrategia serd la que consideramos anteriormente en el sentido que la ecuacién
diferencial sea separable. Es decir que las variables dependientes e independientes puedan ser agru-
padas y, a partir de alli intentar una integracién de cada grupo por separado. Esto lo esbozamos,
mas o menos asi

dy(z) dy

- PG+ = G@dr e /;l(g;):/G(x) dz

o equivalentemente

Ps(y)

Qi(x) ,
Ga(v) dr =0

P(z,y)dz+Q(z,y)dy =0 <& Pi(2)P(y)dy+Q1(2)Q2(y)dz =0 <« Pi(x)

dy+

Ejemplo Consideremos la siguiente ecuacién diferencial no lineal

V1 — 12
y':—Tx & V1-z?2dz+/5—-ydy=0 :>/dzn 1—$2+/dy\/5—y20
Vo —Y

con lo cual, al integrar resulta que

1 1 2
22 1—x2+§arcsen(x)+3(5—y)3/2:C’ para — 1<z <1 A y>-5

Nétese que el arcsen(z) es multivaluada por lo tanto debemos restringir el intervalo a su valor
principal —3 <z < 3.

Ejercicio Pruebe que
y'V1-—22=x1-y,

tiene como solucién:
VI—22-2\/1—-y=C para —1<z<1l A y<l1.

Es y = 1 una solucién particular?
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3.2. Variaciones sobre separabilidad

Existen otras situaciones en las cuales encontremos ecuaciones diferenciales que podremos con-
vertir en separables a través de un cambio de variable:

d
&y = flax+by+c¢) = dz=adxr+bdy,
dx N
por lo tanto:
dy 1dz «a 1dz «a dz
_— = —— — — _— = = = 7:b
& bde b T bdr 5 1B T gpTbEta
es decir, el cambio de variable nos conduce a una ecuacién diferencial separable:
dz
——— =dx.
bf(z)+a
Ejemplo:
y =sen’(x —y) = dz=dz—dy,
esto es d d
r=1- 2 /=1 — sen? /Z :/d
Y w = 7 sen“(z) = T~ sen2(2) x
es decir

/d;—x—i—C = tan(z) =2+ C = tan(zx —y) =z +C = y =z —arctan(z + C) .
cos?(z)

Se puede tratar de generalizar el caso anterior y considerar ecuaciones diferenciales del tipo

@ B a1x + b1y + 1
dz 7 \az + boy + 2

Entonces, se distinguen dos casos dependiendo de si las rectas a1x+b1y+c1 =0y asx+bay+co =0
son paralelas o no.

1. Son paralelas:

az by =>dy—f< a1z +biy+ 1
A

=== = =f b
a b1 dz (alx + b1y) + CQ) f(a1:U + ly)

la cual analizamos anteriormente.
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Ejemplo
20+ 3y —1 1
=7 = \=2 =2r+3y—1 = dze=2dz+3dy = ¢/ =-(2' -2
Yy 171 6y 12 , z=2x+3y z x + 3dy Y 3(2 )

con lo cual

1(, 2) z :>dz z+8 :>/2z+4
—(z — — —_— =
2z 44 dr 2z4+4 z2+8

dz = /dx = 2z—121In[248| = 2+C,

por lo tanto, la solucién sera:
dr4+6y—2—12In22+3y+7=2+C = z+2y—4ln2z+3y+ 7 =C,

con 2z + 3y + 7 # 0. Podemos comprobar que 2x + 3y + 7 = 0 es una solucién particular de
la ecuacion diferencial.

2. No son paralelas, entonces se intuye el siguiente cambio de variables

bodu — b1d
u=azr+bhytea = du=adetbdy do = 284~ 01ty
arby — agby
=
v=a9r + by +co = dv=asdx+ bdy dy:w

a1b2 — a2b1

con lo cual, la ecuacién diferencial
%—f a1x + by + 1 —f<3>
dz asx +bay+cy) T \w/’

[a2+b2f (%ﬂdu— [a1+b1f (%)}dv:O,

donde la funcién f (%) se conoce como una funcién homogénea al igual que la ecuacién dife-
rencial que hereda de ésta su nombre. Este tipo de ecuaciones diferenciales seran consideradas
en la préxima seccion.

queda de la forma

Otro enfoque (equivalente) de este mismo problema puede ser consultado en el problemario de
Kiseliov, Kransnov, Makarenko!.

'A. Kiseliov, M. Krasnov y G. Makarenko (1969) Problemas de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias. (Mir,
Mosc)
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