Semana 5 - Clase 14 12/11/10 Tema 2: E. D. O. de orden 1

Ecuaciones no resueltas respecto a la derivada

Podemos preguntarnos sobre los casos donde no es posible despejar 3 de la ecuacién diferencial
ordinaria de primer orden: Flz, y(x),y'(z)] = 0.
Varias situaciones pueden aparecer:

( Fly'(@)] = 0
Flo,y' ()] = 0
Flo,y(x),y'(2)] =0 =
Fly(x),y'(z)] = 0
Fla,y(x),y'(z)] = 0
Veamos todos estos casos:
L Fly'(x)] =0
Como F[y'(z)] = 0 no contiene ni a z ni a y(z), entonces si existe al menos una raiz x; de la
ecuacién F|y'(z)] = 0 entonces
/ y(w) -C

y=r = yk)=kar+C = k=
x

Por lo tanto

es la integral de la ecuacién diferencial.

Ejemplo La solucién de la ecuacién
W) =)’ +y +3=0,

€S

2. Flz,y' ()] =0

Si se puede despejar x, entones podemos hacer los siguientes cambios de variable

x = f(t) dv = f'(t)dt y(x) = [gt)f'(t)dt+C
= = dy=g()f'(t)dt =
y = g(t) dy = g(t)dw z = f(t)

Este tipo de soluciones se conocen como soluciones paramétrizadas.
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Ejemplo La ecuacion
W)=y =1+z.

Hacemos entonces los siguientes cambios de variables

r o= t?—t—1 dr = (3t2-1)dt
= = dy=t(3t* - 1)dt
y =t dy = tdzx
integrando:
[dy = [t —1)dt y(z) = E@BRE-2)+C
=
r o= t3—t—1 r = t3—-t—-1

3. Caso: Fly(z),y'(x)] =0

a) Se puede despejar y(z), es decir: y = f(y'). Entonces hacemos los siguientes cambios de

variables:
/ _ —
Vo= dy = zdv df dz df dz
y = f(2) dy = f(2)%da s ° 7

Por lo tanto, la solucién paramétrica sera

z = [{LL4C

dz =z

Ejemplo La ecuacién
y= a(y/)z + b(y/)g , a 'y b= constantes

Tenemos entonces:

/
y = =z d
= dz = (2az + 3bz?) &
y = az’+0b28 i

la solucién paramétrica es :

r = [(2a+3bz)dz+C T = 2az+3b2+C
=
y = az’+b23 y = az?+0b2?
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En el caso de que queramos obtener y(z) podemos intentar despejar z de la primera
ecuacién, en este caso esto es posible

2(z) = _% 20+ A +6b(x - O)) ,

y sustituir en la segunda:

y(z) = 2;? <2ai\/4a2—|—6b(a;—0)>2 <a$\/4a2+6b(m—0)).

b) No se puede despejar ' ni y de Fly(z),y' (x)] = 0, pero puede existir un pardmetro tal
que

Yy = f(t) dy = f/(t)dt fl(t)
= = f'(t)dt = g(t)dx 0 dt = dz
y = g(t) dy = g(t)de g

La solucién paramétrica es entonces la siguiente:

IOq —
[Llat = z+C

y = f(t)

Ejemplo La ecuacion
v ) =1,

Tenemos entonces:

— 3
y = cos’(t) 3 cos?(t)sen(t)
Yy = send(t) sen
Por lo tanto
=3 [cot?(t)dt = z+C r = 3[cot(t) +t]+C
=
y = cosi(t) y = cos’(t)

4. Caso: Flz,y(z),y (x)] =0

a) Si se puede despejar la funcién y, entonces y = G(z,y’). En este caso consideramos la
siguiente sustitucién: y' = z(x)

y=G(z,y)=G(z,2) = dy=08,Gdor+9.Gdz=zdux,
por lo tanto:
N $z,%C) = 0
z = 8969 ‘I— 829 di =
v y = G(z,2)
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b) Si se puede despejar a la variable x, entonces x = H(y,y’). Como en el caso anterior
tenemos la siguiente sustitucion: y' = z(x)

z=Hy,y)=H(y,2) = de=0Hdy+0d,Hdz.
Si multiplicamos por z, se tiene
zdr = z[0,H dy + 0,’H dz]
por lo tanto:

¢(y,z,C) = 0
dy = z[0,Hdy + 0., Hdz] =
r = H(z,z2)
Aqui podemos considerar dos tipos de ecuaciones bien conocidas:
y=xf(y)+g(') —  Ecuac. de Lagrange

y un caso particular de la ecuacién de Lagrange:

y=xy +9(y') —  Ecuac. de Clairaut

En cuanto a la ecuacién de Clairaut podemos notar que al reemplazar 3y’ por el pardmetro m,
lo que se obtiene es la ecuacién de la linea recta

y=mz+ f(m).
Por ejemplo, la solucién de la ecuacién de Clairaut: y = xy’ 4 (y')? es la familia de rectas con
pendiente m, es decir: y(x) = mx + m?.
Ejemplos

a) Sea la ecuacién

Tenemos entonces:

y = z dy = zdx 1
= = zdx:z2daz+<2xz—|—2> dz
y = x22—2z7" dy = 22dz+ (2:cz + Z%) dz &
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es decir:
1\ dz
2
= 2 — | =
z 25+ < xrz + z2> dr
1Y)\ dz
1 = 2 — | —
z+ ( T+ 23> a1z
dzx dz P 1
= = g 4
dz dz 23
dx 1
dz 2x 1
- 4+ = - - .
dz  z-1 23(z—1)
Esta dltima ecuacién es una ecuacion diferencial lineal, por lo tanto, la sabemos resolver
_ 1 J 7z ¢
x(z) = effz)dz/e g(z)dz+€ff(z)dz

(
1 23 4, 1 C
- efZ_IdZ/ef o [_23(2’— 1)} =+ of Zdz
_ 1 /z—ldz+C
(z—1)2 23 (z—1)2
2022 +2z—1
2(z—1)% 22

La solucién, en forma paramétrica, a la ecuacién diferencial es entonces
22(Cz+1) -1
x (Z> = 2 9
2(z—1)"z

y(z) = 222271

b) Consideremos la ecuacién

;. oal
y=xy + ——, donde a es una constante.

2y
Como en el caso anterior y = G(z,y’). Entonces:

y = z dy = zdx
a
= = zdx:zdx—i-(x—ﬁ) dz
y = xz+ 4 dy = zdz+ (z—5%) dz &

con un poco de algebra se tiene

z = z—i—(x—i)%
N 222/ dx

a dz a a
o ) e g v e
v 222/ dzx - 222 - 2z
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por lo tanto, un conjunto de la soluciones particulares son

a a |2z
=4 — /.
y(z) x\/ 2z 2V a

Y la familia 1-paramétrica de soluciones sera: y(x) = zC + %.

El método de las envolventes

Hemos descrito varios métodos para obtener una familia 1-paramétrica de soluciones a la ecua-
cién Flz,y(z),y'(z)] = 0. Si ésta familia de soluciones f(z,y,C) = 0 no es una solucién general,
entonces el problema de encontrar una solucién particular puede llegar a ser complejo. Sin em-
bargo, en algunos casos, existe un método para encontrar soluciones particulares de una ecuacién
diferencial de primer orden, este método tiene que ver con el concepto de envolvente de una familia
de curvas. Primero veamos que significa una envolvente de manera conceptual

Una curva I' se denomina una envolvente de una familia de curvas f(z,y,C) = 0 si se cumplen
las siguientes dos propiedades

1. En cada punto de la envolvente existe un tnico miembro de la familia tangente al punto.

2. Todo miembro de la familia de curvas es tangente a la envolvente en un punto distinto de la
envolvente.

El siguiente teorema nos suministra una condicién suficiente para que exista una envolvente de
la familia de curvas f(z,y,C) = 0.

Teorema Si la funcién f(x,y,C) = 0 es una funcién dos veces diferenciable para un conjunto de
valores z,y, C, y si para este conjunto de valores se cumple que:

f($,y,0>:0, 8Cf(a:,y,C):O

Ouf Oyf
#0,  Oeef #0,
Occf  Ocyf

entonces, la familia de curvas f(z,y,C) = 0 tiene una envolvente cuya ecuacién paramétrica es-
tara dada por:

flz,y,C) = 0

Ocf(x,y,C) = 0

Ejemplos

1. Veamos si la familia de curvas:
y = cos(z + C),
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posee una envolvente.

Tenemos entonces:
f(z,y,C) =y —cos(x+ C) = Iy —cos(zx+C)] =sen(x+C) =0
por otro lado

sen(z +C) 1
= —cos(z + C), Ocef = cos(z + C),
cos(x+C) 0

La funcién cos(z + C) es diferente de cero si 4+ C # /2, por lo tanto, todos los valores que
excluyan a x + C' = 7/2 y que satisfacen la ecuacién paramétrica

y—cos(zx+C) = 0
sen(z+C) = 0

conforman una envolvente a la familia y = cos(xz + C).

Podemos notar lo siguiente, si tomamos la primera de estas curvas: y = cos(x+C'), la elevamos
al cuadrado y sumamos con la segunda también elevada al cuadrado, resulta:

y2 :COSQ(Q?—FC)—FSGHZ(.%—FC) =1 = y==4I.
Las rectas y = 1 y y = —1 son las envolventes de y = cos(xz + C).

2. Encontrar las envolventes de
y? = 22C — C2.

Como en el ejemplo anterior,
flz,y,0) =9? —22C+C?* = 9, —22C+C?|=-2:+20=0 = z=C

—2C 2y
=4y #0, Occf =2 #0,
-2 0

Aqui, y # 0. La envolvente tiene entonces su forma paramétrica dada por
2 2 _ _
y*—22C+C* = 0 y =

= yz—x2:0 =
z = C y = —x
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Envolventes y soluciones

Sea f(x,y,C) = 0 una familia 1-paramétrica de soluciones a la ecuacién diferencial y' = f(z,y).
Para esta familia puede existir o no una envolvente, si la envolvente existe, entonces se tiene que en
cada punto de la envolvente hay un miembro de la familia de soluciones tangente a la envolvente.
Esto significa que la curva envolvente en cada uno de sus puntos tiene la misma pendiente 3 que
las curvas integrales, y por lo tanto, cada envolvente satisface la ecuacién diferencial y' = f(z,y).

Podemos decir entonces, que una envolvente de una familia de soluciones de y' = f(x,y) es
también una solucién de la ecuacién diferencial. La inversa de esta afirmacién no tiene porque ser
verdadera, es decir, una solucién particular, que no sea obtenida a partir de la familia 1-paramétrica
de soluciones, no es necesariamente una envolvente.

Ejemplos

1. Utilizando el método de las envolventes encontrar una solucién particular de

N[

y/ = (]‘ - y2) )
que no sea obtenible de la familia de soluciones y = cos(z + C).

Como vimos en el ejemplo anterior, y = 1 y y = —1 son envolventes de y = cos(z + C). Por
lo tanto, tenemos dos soluciones particulares a la ecuacién diferencial: y =1y y = —1.

2. Encontrar una solucién particular de
9?2 —y*) =43 ),

no obtenible de su solucién (x — C)? = 3y? — 3.

Veamos si esta familia de soluciones tiene envolventes
flz,y,C)=(x—C)* =3 +3> = 0z —C)* =3+’ = 2x-C)=0 = z=C
Por otro lado,

2(z — C) —6y + 3y>
:_6y(2_y)?é0 Occf =2 #0,
2 0

Se tiene que y # 0 y y # 2. La envolvente tiene entonces su forma paramétrica dada por

(x—C)? =32 +9> = 0 y = 0
= —¥’B-y=0 =
z = C y = 3

La soluciéon y = 0, no se puede considerar ya que el determinante anterior tiene que ser
diferente de cero. Por lo tanto, una solucién particular es la recta y = 3.
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3. Resuelva la ecuacion de Clairaut
y=ay + ()’
y estudie sus posibles envolventes.

Esta es una ecuacién del tipo y = G(x,y’). Por lo tanto

y = z dy = zdx
= = zdr=zdr+ (x+22) dz
y = xz+ 22 dy = zdz+ (z+2z2)dz
es decir:

0:(§+2> &L
z dx

Esto nos permite encontrar una solucién particular de la ecuacién diferencial, ya que
_ — 2 —
z=—— = y=zz+z = ylr)=-——.

Si consideramos y(z) = zC + C?, que es la familia de soluciones de la ecuacién diferencial,
entonces al hacer un estudio sobre las envolventes encontramos lo siguiente

fla,y,C)=y—2C—C? = d,Jy—2C—-C*}=—-2-20=0 = z=—-2C
Por otro lado,
—-C 1
:17&0 8ccf:_27é07
-1 0

La envolvente tiene entonces su forma paramétrica dada por

y—2C—-C?> = 0 2

= y+x—:O = ylx)=-—

22
4 4

r = =-2C
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Ejercicios

Encuentre, utilizando el método de las envolventes, soluciones particulares no obtenibles de la
familia de soluciones.

1.
1
v =Vy—=z, y=x+1(a:+c)2, r<y<z+1.
2.
y =3y*3, y=(z-c).
3.
y=uaxy +3/1+ ()2, y=Cz+3V1+C?, y>0, 22<9.
4,
y=xy +Iny’, y=Czxr+InC.
5.
y=uxy — (y/)*.
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