Semana 6 - Clase 17 12/01/11 Tema 3: E. D. O. de orden > 1

Ecuaciones Diferenciales Lineales de Orden Superior - Parte 11
Vamos a continuar con el estudio de los métodos para resolver ecuaciones del tipo:
any"™ () + ap1y " (@) + - + agy(2) + ary (z) + apy(x) = Q(x), (1)

donde ayg, a1, a9, ..., a, son constantes y a, # 0.

El método de los coeficientes indeterminados, para encontrar una solucién particular de (1),
esta limitado por la condicién de que la funcién Q(x) sea una funcién con la que se pueda construir
un conjunto finito de derivadas linealmente independientes. Estudiemos un método que quita esta
restriccion.

1. Meétodo de la variacion de parametros

Por simplicidad, para desarrollar este método vamos a considerar el caso n = 2, luego veremos
como generalizar al caso de orden n. Es decir, vamos a estudiar la ecuacion

azy” (x) + a1y’ (z) + aoy(x) = Q(z), az #0, (2)

donde Q(z) es una funcién continua y diferente de cero. Si y;(z) y y2(z) son un par de soluciones
linealmente independientes de la ecuacién diferencial homogénea asociada a (2), es decir, de la
ecuacion

azy” (z) + a1y’ (x) + agy(z) = 0, (3)

entonces, vamos a proponer que una solucién particular de la ecuacién (2) es de la forma:

yp(2) = ur(2)y1(2) + ua(z)ya() (4)
donde uj(z) y u2(x) son dos funciones a determinar.
Derivando:
() = ui(@)yi(z) + w(2)yi(z) + uhy(x)y2(z) + ua(2)ys(z)
= [u(@)y1(@) + ua(2)yh(@)] + [vh (2)y1(2) + up(2)y2(2)]
yp(r) = ui(@)y(x) + vy (2)y(2) + i (2)yr (2) + wa (2)y7 (2)
b (@) + u(@)gh(e) + uh(@)uh(x) + ua ) (x)
= [ui(@)y] (2) + uz(2)ys ()] + [u)(2)yi (2) +up(2)yh(x)] + [uh (2)y1 () + up(z)yi ()]

y sustituyendo en (2) resulta:

!

az [u1 (2)y} (2) + ua(@)yy(x)] + a2 [u
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acomodando términos:

=0 =0

-~

u1(2) [azy{ (z) + a1y (2) + aoyn (@)]  +  ua(z) [azys (2) + arys() + aoyz(@)] +
az [uy (@)y} (@) + up(@)yh(@)] + a2 [u)(2)yi (@) + up(@)yz(2)] + ar [u) (@) (@) +uh(2)ye(2)] = Q(x)

. S /
Es claro que lo que tenemos es una ecuacién con dos incognitas: u)(x) y u5H(z), pero como
buscamos una soluciéon particular podemos tomar de esta tdltima ecuacion el siguiente caso:

uy (7)y1(w) +uy(z)y2(z) = 0
5)
Q) (
uy (2)yy () + uy(2)ys(x) = p
La solucién de este sistema resulta ser:
0 w2 yi 0
Qx) ;o Qz)
Yo U
uj(z) = = =Gi(z),  uy(z) = =21 = Gy(x)
‘Zﬂ Y2 ‘yl Y2
yi Yo AT

Integrando y omitiendo las constantes de integracién:

(@) = [Gi)ds, w) = [ Gale)da
por lo tanto, la solucién general es:

y(z) = Cry1(z) + Co yo(x) + ur(z) y1(z) + ua(z) y2(z) -

Si la ecuacién diferencial es de orden n, se puede demostrar que

Yp(z) = ur(2)y1(w) + u2(z)y2(x) + -+ - + un(2)yn(z) (6)

serd una solucién particular de la ecuacién no homogénea, donde yi(z),y2(z), ..., yn(z) son las n
soluciones linealmente independientes de la ecuacién diferencial homogénea.

Sustituyendo la ecuacién (6), para la solucién particular, en la ecuacién diferencial y siguiendo
el mismo procedimiento que para el caso de orden 2 se tendria que resolver el siguiente sistema de
ecuaciones:

ui @)y () + up(@)ya(e) + - -+ up()yn(z) = 0
ui @)y () + up(@)ys(2) + -~ +up(2)yp(z) = 0

uh (2)y\" D (@) + () (@) 4+ () (@) =
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Ejemplo Encuentre la solucién general de
y" — 3y + 2y = sen (e_‘”)

Cuando se resuelve la ecuacién diferencial homogénea asociada a la ecuacion diferencial del problema
se tiene
Y =3y +2y=0 = yp(zx) = Cre® + Cre®®,

por lo tanto: y; = €® y yo = e2*. Como ya hicimos el desarrollo para n = 2 podemos ir directamente
al sistema resultante:

uf (z)e® + uh(z)e* = 0
sen (e™*
uh (z)e® + 2ub(z)e*® = (1)
Al resolver el sistema resulta:
0 e2r e” 0
sen (e~ 2¢2® —e2Tge -z e’ sen(e ¥ Tse -
(@) = L) 2] @) e - Pl el
e’ 6293 6396 e er 631‘
et 2% er e

Integrando por partes:

ui(x) = — / senij_l’) dz = — cos (e_x) , ug(x) = /sen(e_"”‘) dz = —sen (e_z) + e ®cos (e‘x)
La solucién particular es entonces:
Yp(z) = —cos (e7) e + [—sen (%) + e " cos (e7*)] e** = —e**sen (™) ,
por lo tanto, la solucién general resulta ser
y(z) = C1e” + Cre* — e*"sen (e™™)
Ejercicios Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales
1.y +4y + 4y = 3xe™2®

2. y'+y =tan(z), -F<z<3

2. Meétodo de reduccion del orden (Coeficientes no constantes)

Ahora vamos a desarrollar un método para resolver ecuaciones diferenciales lineales:

Fa(@)y™ (@) + fam1(@)y " (@) + -+ fol@)y" (2) + fil@)y (@) + folx)y(z) = Qz),  (7)
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donde fy(x), fi(x),..., fn(x) y Q(z) sun funciones continuas de x en un intervalo comun I, ademés

fn(2) # 0.
Primero que todo, debemos poder encontrar una solucién (no trivial) de la ecuacién diferencial
homogénea asociada a (7)

Fal@)y™ (@) + fao1(@)y@ V(@) + -+ fol@)y” (2) + fi(@)y (@) + fo(z)y(z) = 0. (8)

Consideremos, por simplicidad, el caso n = 2:

f(2)y" (@) + fr(@)y () + fol)y(z) = Q(x). (9)

y sea y1(x) una solucién (no trivial) de la ecuacién diferencial homogénea asociada a (9):

f(@)y" (@) + fr(2)y () + fo(2)y(z) = 0. (10)

El método permitird encontrar una segunda solucién de la ecuacion homogénea y también una
solucién particular de (9).

Sea y2(z) una segunda solucién de la ecuacién diferencial homogénea y vamos a suponer que
tiene la forma

(e) = (@) [ u(w)da, (11)
donde u(z) es una funcién a determinar. Por lo tanto:
ha) = @) + 1) [l (12)
@) = n@u @) + 2 @) + 3 (@) [uds (13)
sustituyendo en (10) resulta:
(o) (e o) + 20k @)ule) 4 (0) [ utee] + 5(2) |(huto) +4(0) [ ula)ia]
+folx) [yl(:v) / u(a:)dx] — 0
[ @) + @) + folan @)] [ ule)de + el @ () + 2600k 2) + Flhn ()] wle) = 0

Como el primer término de la tltima ecuacion es idénticamente igual a cero, entonces:

fa(@)y(@)u (2) + [2f2(2)y1 (@) + (@)1 (2)] u(z) =0, (14)

acomodando términos

du_ dyp(e) _ file), du o fdnle) __ [A),,
T - @Y T [ e f)
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esto es:
In ju(z)] + 21n [y (z)| B ;;Egd
In u(z)(y (2))*] = - ;;Egdw
u(z)(y1(z))? = exp [_/gii;dx]
B 1 x| — fi(z) T
u(z) = (y1(2))2 p{ f2(517)d]

Por lo tanto, si logramos integrar esta tultima ecuacién estaremos encontrando una segunda solucién
linealmente independiente de (10):

o) = (o) [ e [— / %;dx] dr. (15)

Ejemplo Encontrar la solucion general de

2y +ay —y =0,

donde y; = z es una solucién de la ecuacién diferencial y x # 0.
Como esta ecuacién es de orden 2, podemos ir directamente a la ecuacién (15) en lugar de hacer
el desarrollo nuevamente, esto es:

1 T 1 1 1
yg(a:)—:v/ﬂexp [—/:ﬁdx} dm—m/aﬁexp[—ln|ac|]dx—:n/x3d3:——2x

por lo tanto:
1
yn(x) = Crz + Ca.

Si queremos encontrar una solucién particular de la ecuacién no homogénea (9), también pode-
mos utilizar la solucién de prueba (11). Repitiendo los célculos que nos llevaron a la ecuacion (14)
resultard que ahora tenemos:

fo(@)y1 (@) (2) + [2f2(2)y) (2) + fr(z)yi ()] u(z) = Q(z)

U Ld@ @] . Q@)
@)+ Pylm * fa(x)] u@) = @) (16)

y esta ecuacién es simplemente una ecuacién diferencial lineal de primer orden para u(z). Esto
significa que debemos encontrar el factor integrador

o) = [ 1G4 A )

para luego escribir la solucién:

L[ QW . C
w) = [ PO 17)
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Ejemplo Encuentre la solucién general de

2y vy —y ==,

En el ejemplo anterior vimos que la ecuacién homogénea tiene dos soluciones linealmente inde-

pendientes:

2.1

22y +ay —y=0 = yi(z)=2, plz)=a""

Podemos entonces proponer la siguiente soluciéon particular para la ecuacién diferencial no ho-
mogénea:

yp(z) = x/u(m)dx,
En lugar de repetir los calculos que consisten en derivar y,(x) un par de veces y sustituir en la

ecuacién diferencial problema, podemos ir directamente al grano pues ya sabemos el resultado, esto
es, la ecuacién (16):

1 T 1
/ 2— —_— = — — / - = —
u'(x) + [ - + -~ u(z) u'(x) + xu(x) 5
el factor integrador para esta ecuacién es
u(x) _ ef%dx _ eln|:c|3 — 3

por lo tanto:

1 a3 C 1 1 22 C

C
u(x) = /ﬁd$+xi” = u(£)=/$dx—|— - u(x):E?_’_i

o3 3

Como lo que queremos es una solucién particular podemos omitir la constante de integracién:

v la solucién particular es entonces

1 x
yp(z) = x/zmda: = §ln]x\

La solucién general de la ecuacién diferencial resulta ser:

y(z) = Cro + Cox ™' + gln || .

Ejercicios Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales

2.1 3

L2y +ay —dy =23, y(v) = 22

2 —x

2. 2ty tay —y=2%"", y(2)=2
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3. La ecuacion de Euler
La ecuacién inhomogénea de Cauchy'-Euler? es la siguiente
ana"y™ () + ap 12"y (@) + -+ arzy (2) + aoy(x) = Q(x) (18)

donde los a; son constantes. Esta ecuacién puede ser resuelta por el método que se describe a
continuacién.
Consideremos, por razones de simplicidad, una ecuacién de orden 2:

azz®y" (x) + a1y (z) + agy(z) = Q(z).

Propondremos que la ecuacién homogénea tiene como solucién una funcién de la forma: y = ™,
esto es:

azz?y" (z) + arzy’ () + apy(z) = 0
azr®>m(m — 1)2™ 2 + ayzma™ ! + agz™ = 0
2™ [agm(m — 1) + aym + ag] =0

por lo tanto

*(al — CLQ) + \/(al — CL2)2 — 4a2a0
2a2 ’

agm? + (a; —ag)m+ay=0 = m=
Esto significa que se pueden presentar los siguientes casos:
1. Si m1 # mo y ambas reales, entonces la solucién de la homogénea sera
yp = Crz™t + Caz™?

2. Si m; = my = m y ambas reales, entonces la solucién de la homogénea sera
Yp = ™ (Cl +C5 In ’1“)
3. Simy =m9 = a+i0 , entonces la solucién de la homogénea sera

yp, = 2% [Crcos(f In|x|) + Ca sen(f In|z])] .

Para buscar la solucién de la ecuacién inhomogénea vamos a suponer el caso m; # me, por
lo tanto, tomaremos como punto de partida las dos soluciones linealmente independientes de la
ecuaciéon homogénea:

'Louis Augustin Baron de Cauchy (1789-1857). Matematico francés, uno de los creadores del andlisis ma-
tematico moderno. Estudid, entre otras cuestiones, los criterios de convergencia de series, las funciones de variable
compleja y los sistemas de ecuaciones diferenciales.

*Leonhard Euler (1707-1783). Matemdtico suizo. Destacé en el estudio de diversas cuestiones del célculo lo-
garitmico y diferencial, asi como de las series algebraicas y la trigonometria.
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Podemos aplicar el método de variacién de pardmetros que vimos anteriormente. (Queda como
ejercicio repetir los calculos que llevaron al sistema (5)). Por lo tanto, en nuestro caso resulta que

0 zm2 x™ 0
T T
Q) e it Q)
r asx / asT o
uy = L 22 =Gi1(z), U L L2 = Ga(x)
miz™ 1 mex 1 mix™ 1 mox 1

Ejemplo La siguiente ecuacion diferencial
2,1 ! 1
Yy —xy +oy = —
x
tiene como solucién de la homogénea:
yp = 2 [Cr cos(2In |z]) + Cy sen(21In|z|)] ,
la solucién particular por el método de variacién de los parametros queda como

yp = ui(x) y1 + u2(x) ya2,

calculando los coeficientes respectivos, en donde el Wronskiano es:

‘ - x cos(21n |z|) x sen(21n|z|) -
W lzeos(2Infal) ; @ sen(2In fz[)] = cos(2In|z|) — 2 sen(21n|z|) sen(2In|z|) + 2cos(2In|z|) | 2z,
resulta: (21n | |) )
sen(21n |z
up = /91 / o de = 1 cos(21n |z|),
21 1
up = /QQ /COS( 2; |$|)dx = Zsen(2ln |z|),
finalmente las solucién particular sera
1 1 1
Yp =1 <4 cos?(21n |z]) + Zsen2(2ln \x])) =17
por lo tanto, la solucién general es:
y = [Ccos(2In|z|) + Co sen(21n |z|)] + —
La ecuacion de Euler puede representarse de una manera més general:
apy(z) + a1(z — o)y () + - - + an(z — x0)"y" (z) = Q(x) (19)
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donde x(y también es una constante. El siguiente cambio de variable:
x—x9g=¢e" = wu=In(x—x)

transforma la ecuacién de Euler en una ecuacién lineal con coeficientes constantes. Para ver esto,
consideremos el caso n = 3, es decir:

aoy(z) + ar(z — wo)y'(z) + az(x — 20)*y"(w) + as(x — 20)°y"(2) = Q(2). (20)

Notemos que:

dy dy dz - -a )@
du ~ dzdu 0 dz
@ — dy  _ (z — )2@
du?2  du T dz?
dy A%y dy 3 d’y
R oA R G e B

al sustituir en la ecuacién (20) resulta:

1 d?y dy
J— 2 — —_— e —
(z —x0)d ] + aal — o) [(l’ — x0)? {duz du}]
d’y | ,dy
o= LI =
+ sl [mxo {du3 Sdu2 + du}] Qu)
dy y dy d3y d%y dy
apy(u) + a1du+a2{du2 - du} +a3{du3_3du2+2du =Q(u),

factorizando:

aoy(u) + m@—xw[

d d? d?
apy(u) + (a1 — ag + 2a3)£ + (ag — 3a3)d Z + as du?é =Q(u).

Esta dltima es una ecuacién diferencial lineal con coeficientes constantes que ya sabemos resolver.
Ejercicios Resuelva las siguientes ecuaciones de Euler

L (z-32%"+(@x-3)y +y=2, x+#3

2. 22y +xy =0, x#0

3. 23 /"—I-QJJQy” xy’—l—y:x, x#o
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Ejercicios
1. Resuelva utilizando el método de variacién de pardmetros y verifique los resultados

a) y" 4y = sec(x)
3

S

)

)y +y = sec’(z)

) ¥+ 3y + 2y = 12¢”
)y’ +y = dxsen(x)
)
)
)

Q& o

22—y +y==x, wyin=2, yop = vln(x)

9]

" 2

y' =2y + Hy=xln(z), Y=,y =7
2

S~

9) 22y +ay —dy =23, yip =22 yop =1~

2. Resuelva utilizando el método de reduccion del orden y verifique los resultados

a) 2%y —ay' +y=0, yn==1

S

y' =2y + Zy=0, yp=x
(222 +1)y" —day +4y =0, yp=2x
1/2

Q& o

tay —dy =23, yp =a?

I2 y//

@

y'+ @2 - 1)y — 2%y =0, yip=¢"
2

S~

)
)
)
) 222" +3zy —y=0, y==z
)
)
)

g9) 2*y" =2y =22 yy =z
3. Demuestre que las siguientes sustituciones

y=eln@dr o — ()l vi@de 2 fn@dr o r e vi(@)de
transforman la ecuacion lineal
fa(2)y" + fi(x)y + fo(z)y =0

en la siguiente ecuacion de Riccati:

o _fO(x) B fi(z) 2
Y1 = Fao(2) fg(x)yl Y1

donde, si y1(z) es solucién de la ecuacién de Riccati, entonces y = el v1(@)dr o5 solucién de la
ecuacion lineal. Aplique las sustituciones anteriores para trasformar la ecuacién

xy// o y/ _ :C3y =0.

en una ecuacién de Riccati y trate de resolver estas dos ecuaciones.
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