Semana 7 - Clase 20 18/01/11 Tema 3: E. D. O. de orden > 1

Aplicaciones de las Ecuaciones de Orden Superior - Parte I

Mecanica y Electricidad

Una de las mas famosas ecuaciones diferenciales, lineales, ordinaria con coeficientes constantes

es la siguiente:

d? d
ail—i—ﬁu—i—’yuzad—g—kﬁd—?—kfyu:A(t)

La cual se utiliza para describir sistemas mecanicos, y en este caso toma la forma

z(t) = Desplazamiento
z(t) = Velocidad
d?x dx m = Masa
T i dt tha=F() donde n = Constante de Amortiguamiento
k= Constante Eldstica
| F'(t) = Fuerza Aplicada
y en los circuitos eléctricos
Q(t) = Carga Eléctrica
Q(t) = Intensidad de Corriente
d?Q d@ 1 L = Inductancia
L — — +=Q=E(t dond
dt? R dt + C @ ®) onae R = Resistencia
C = Capacitancia
E (t) = Fuerza Electromotriz

Analicemos la ecuacion que describe los sistemas mecédnicos y dejamos la que describe los sis-
temas eléctricos para un andlisis posterior. El primero de los casos para analizar sera el de las
oscilaciones libres, vale decir F' (t) = 0, lo cual en el lenguaje de las ecuaciones diferenciales se
traduce a ecuaciones diferenciales homogéneas. En contraste, si F'(t) # 0, es decir, el caso inho-
mogéneo, estaremos describiendo oscilaciones forzadas.

1. Oscilaciones libres
Analicemos pues del caso del oscilador arménico libre, i.e.

d’z k
m@—l-kxzo = 1z (t) = C1 cos (wot) + Ca sen (wot) con wp =4/ —
m
wp se denomina la frecuencia natural de oscilacién y C7 y Cs las constantes de integracion que se
determinan de las condiciones iniciales. Es claro que

g’ { R 2(t) = Ci cos (wot) + Cosen (wot) & (t) = Acos (wot + )

Cy = Asend
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Figura 1: Oscilador arménico libre. Cambios en la posicién inicial no afectan la frecuencia natural.

con R la amplitud y ¢ en dangulo de fase. Obviamente, el periodo del movimiento sera

3

2w
T=—=2
wo T k

Ejemplo Como un ejemplo analicemos el caso de un sistema en el cual m = 0,1 Kgy k£ = 0,4

N/m. En este caso la frecuencia angular wy = % = 2 rad/s. La ecuacién diferencial que describe

este movimiento y sus respectivas soluciones para diferentes condiciones iniciales se muestran a
continuacién:

z(0)=1; #(0)=0; = =x(t)=cos(2t)
d?x

@4—4:6:0 A z(0)=4; #(0)=0 = xz(t)=4cos(2t)

z(0)=-2; #(0)=0 = =z(t)=—2cos(2t)

z(0)=0; #0)=1; = =z(t)=1sen(2t)
‘if+4x:0 A z(0)=0; #(0)=4; = xz(t)=2sen(2t)

z(0)=0; #(0)=-2 = z(t)=—sen(2t)

Las figuras 1 y 2 muestran la posicién y velocidad para los diferentes casos.
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Figura 2: Oscilador Arménico Libre. Cambios de velocidad incial no afectan la frecuencia natural

2. Oscilaciones Libres Amortiguadas

Consideremos que en el movimiento actia una fuerza de amortiguacién proporcional a la velo-
cidad, por lo cual el movimiento viene descrito por

d?z N dx Tk d?z 49 dx

m — — rT= — —

az " az M

la cual constituye una ecuacién diferencial lineal homogénea de segundo orden con coeficientes

constantes, donde 2u = n/m y wi = k/m.
Las raices del polinomio caracteristico asociado a la ecuacién homogénea seran

—n+/n? —4k 2 k
mri+ngr+k=0 = r= 7 ! mz—ii\/(l> —*:—Mi\//ﬂ_wg
2m 2m 2m m

por comodidad, podemos llamar

ro=—ptapt—wg, re=—p— et -wi oy B=Jwg—p?

por lo tanto la solucién estara fuertemente acondicionada por la relacién: u? — wg
Podemos ver que se deducen los siguientes casos

—i—w%x:O

sio p2—wi>0 = z(t)=C) et +Cy et (Sobreamortiguado)
siop2—wi=0 = x(t)=(C1+Cyt)ett (Critico)

siop?—wi<0 = x(t)=eH[Cicos(Bt) + Cq sen(Bt)] (Subamortiguado)
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Figura 3: Oscilaciones libres amortiguadas y no amortiguadas. Nétese que el periodo es mayor para
el caso subamortiguado

Ejemplo Como un ejemplo analicemos el mismo caso del sistema anterior en el cual m = 0,1
Kgy k = 0,4 N/m, s6lo que ahora la constante de amortiguamiento tomard los siguientes valores

n = 0,6, 0,4 y 0,15. En todos los casos la frecuencia angular serd wg = 4/ % = 2rad/s y la cantidad

subradical: p? — wg , corresponderd a los tres casos anteriormente mencionados.

Las ecuaciones diferenciales que describen este movimiento y sus respectivas soluciones, para
las condiciones iniciales: z (0) = 1 y #(0) = 4, se muestran a continuacién:

F+6it+dr=0 = z()= (% n %) o(V53)t | <% _ %5) (V543
rT+4c+4x=0 = x(t):(1+6t)e_2t
Fritdr=0 = o(t)=e 2 [Léﬁ sen (@t) + cos (@tﬂ

Si en los casos anteriores cambiamos el signo de la velocidad inicial, es decir, utilizamos el
siguiente conjunto de condiciones iniciales: z (0) =1 y ©(0) = —4, obtenemos:

FH6i+dr=0 = x(t)= (% _ %g) e(VB=3)t | <% n {75) o (VB3)t

Ft+dr+4z=0 = ()= (1-2t)e %

T+i+tdr=0 = z(t)= o3t [_%5175 sen (%t) + cos (71575)}
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Figura 4: Oscilaciones libres amortiguadas con cambio de signo en la velocidad inicial

Notemos que r; = —0,76 y 79 =~ —5,24 son ambos negativos, y por lo tanto, se tiene que cuando
t — oo entonces z (t) — 0.
El movimiento subamortiguado es periédico, y el periodo Ty, viene descrito por

g (4]

2 T 2
Ty = wo - . s <“) <<l = Tanw~T
2 2 wo
- ()
wo wo

el cual siempre sera mayor que el periodo de oscilacion natural del sistema.

3. Oscilaciones Forzadas

Supongamos ahora que existe una fuerza aplicada al sistema, con una frecuencia de excitacion
w, tal que

Fi
:I}+2ui'+w§:1::—ocos(wt)
m

Consideremos los diferentes casos.

3.1. Oscilaciones forzadas no amortiguadas

En este caso se tiene que = 0, y por lo tanto
F
. 2 0
T+ wy x = — cos(wt
3o =0 cos (wt)

Se pueden tener las siguientes situaciones dependiendo de la relacién entre w y w:
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Figura 5: Oscilador arménico forzado con w = w3 Nétese el fenémeno de resonancia

= Amplitud modulada w # wy.

La solucién de la ecuaciéon diferencial en este caso resulta ser

E t F "
z (t) = C cos (wot) + Casen (wot) + %@Q) — Acos (wot + ) + %@2)
homogénea
inhomogénea

con lo cual es la suma de dos movimientos arménicos con distintas frecuencias y amplitudes.

Si el cuerpo parte del reposo, esto es: z (0) = & (0) = 0 entonces
C = — o
1 m(w%—w2) F,
= x(t) = ——5 % [cos (wt) — cos (wot)]
m (wg — @?)

Cy=0

podemos hacer el siguiente arreglo para el témino cos (wot)

con-e{(59)- (2}
cos (wot) = cos (wo ; w) cos <w0 ; w) — sen <w0 ; w) sen <w0 ;w> ;

igual para el cos (wt)

- [[(25) (21}
cos (wt) = cos (“’0 . w) cos (‘”0;7”) +sen (“’0 . w) sen (“’ij) :
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Figura 6: Oscilador arménico forzado. Nétese la envolvente de la funcién

por lo tanto, la solucién se puede escribir también como

2F, wo — W wo + @
x(t) = sen t | sen t
0= gy (275) = (5)

Envolvente

Ejemplo Consideremos el mismo sistema anterior en el cual m = 0,1 Kg y k£ = 0,4 N/m,
cuando parte del reposo desde el origen de coordenadas y existe una fuerza de excitacion
F = 0,5cos (3t). Por lo tanto, la ecuacién diferencial que describe el movimiento, y su solucién,
con las condiciones iniciales: 2 (0) =0y & (0) = 0 serd la siguiente:

1 )
Z+4x=>5cos(3t) = x(t)= cos(2t) — cos(3t) =2sen| =t) sen| =t
—— —— 2 2
homogénea  inhomogénea
envolvente

= Resonancia w = wy
En el caso que la frecuencia de la fuerza de excitacién coincida con la frecuencia natural del

sistema, se tiene

Fy
mwy

i+ wix=Fycos(wot) = x(t) = Cycos(wot) + Casen (wot) + 5 t sen (wot)

envolvente
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Figura 7: Carga en funcién del tiempo en un circuito RLC sometido a un voltaje constante. Nétese
que el sistema alcanza el régimen estacionario cercano a los 0,3 sg

Ejemplo Con mismos pardmetros del sistema anterior (m = 0,1 Kgy k¥ = 0,4 N/m), cuando
parte del reposo desde el origen de coordenadas (z (0) =0y @ (0) = 0) y existe una fuerza de
excitacion que ahora es F' = 0,5 cos (2t) resulta:

ot
Z4+4x=>5cos(2t) = z(t)= 4 sen (2t)

4. Oscilaciones Forzadas Amortiguadas

En este caso p # 0 y por lo tanto
F,
i42u i+ wh = —Ocos(wt)
m

Anteriormente vimos que las raices para el polinomio caracteristico asociado a la ecuacién ho-
mogénea son
_ 2 2 _ 2 2
TL= TR\ PT Wy, T2 = S\ W,

por lo tanto, la solucién
(w§ — @?) cos (wt) + 2w sen (wt)]

(wg — w2)2 + (2pw)?

o

z(t) = Cre™t + Coe™' +

Recordemos que las raices r; y ro2 pueden ser reales o cantidades complejas.
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Figura 8: Intensidad en un circuito RLC sometido a un voltaje constante.

Una vez mas, la ecuacién anterior se puede manipular para que tenga la siguiente forma

cos (wt —
x(t) = Cre™t 4 Coe™! + ( 9
T~ m\/ _w2 + (2uw)?
solucién homogéne =régimen transitorio K

solucién inhomogénea = régimen estacionario
donde

2uw

2 2
wg —w
L)y - —
\/(wg —@?)” + (2uw) \/(wg —@?)” + (2uw)
Es claro que el término homogéneo en todos sus casos (sobreamortiguado, critico y subamorti-

guado) tiende a cero, por ello se considera un término transitorio, no asi el término inhomogéneo
que permanece oscilando. Es decir, cuando t — oo, resulta que

cos (¢) =

cos (wt —Q)
m \/ - w2 + (2uw)?

Se pude decir que el término transitorio representa la disipacién de la energia inicial que se le
provee al sistema a través de la posicién y la velocidad inicial de lanzamiento. Esta energia inicial
se expresa a través de las condiciones iniciales y se disipa. Si no existiera disipacién esta energia
inicial permaneceria por siempre en el sistema. Finalmente el término inhomogéneo, a través de la
fuerza de excitacién, impone el movimiento al sistema. Nétese ademas que el termino inhomogéneo
nunca se hace infinito, ni siquiera en el caso para el cual tiene un maximo y es aquel en el cual la
frecuencia de excitacion coincide con la frecuencia natural del sistema.

z(t) —
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Figura 9: Carga en funcién del tiempo en un circuito RLC sometido a un voltaje sinusoidal V' (t) =
3 cos (180¢) . Nétese el régimen transitorio (0 <t < 0,17) y estacionario (¢ > 0,17).

La cantidad

" \/ + (2uw)”

se conoce como la amplitud del término del régimen estacionario y depende fuertemente de la
frecuencia de excitacién w. Cuando w — 0, resulta que:

Fy

2 9
mwy

A:

por otro lado, si w crece a valores muy altos, entonces A — 0. Sin embargo, existe un valor
intermedio donde ocurre un méaximo para la amplitud. Este valor maximo se determina calculando
la derivada de A con respecto a w e igualando a cero, resultando:

w? :w872u2.

max

Si ;1 es pequefio, se puede ver que w2, ~ wg . Notemos que la amplitud méaxima es

()]

la dltima expresién es una aproximacién para valores pequenos de la cantidad p/wy.

Fy 1 R

Am X — ~
& 2pumwg . ( )2 2pumuwg

M
wo
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Figura 10: Intensidad de corriente en un circuito RLC sometido a un voltaje sinusoidal V(t) =
1
5 cos (180¢)

Ejemplo En un circuito RLC, cuyos componentes son L = 1 henry, R = 40 ohmios y C = m

faradios, se le aplica un tension de V' = 24 voltios. Determinemos el comportamiento de la carga
y la intensidad de corriente en el circuito. La ecuacion diferencial que describe el comportamiento
del sistema es

LQ+RQ+%Q:E(t) = Q+4OQ+4000OQ:%

o de manera equivalente:

LI+RI+5I:E = 1440 71+40000 =0

Tomando en cuenta las condiciones iniciales: @ (0) = 10~* y I(0) = Q = 1072, tendremos como

solucion:
A7V/11 7 1
—20¢t
- SV \/11) ( \/11) _—
Qt)=e [2640000 sen (60 t) * Soo0o < OOV )|+ Sh000

para obtener la corriente del circuito, simplemente derivamos

() =Q=ec [130 cos (00vTit) - V1L, (60\/ﬁt)]

Si en lugar de un tensién constante de 0,5 V, la fuente de tensién es sinusoidal y de la forma
E (t) = £ cos (180t) voltios, las ecuaciones se transforman en las siguientes:

.. ) 1
Q+40 Q +40000 Q = 5 cos (180¢)
I+40 T+40000 I = —90 sen (180t)

Héctor Herndndez / Luis Nunez 11 Universidad de Los Andes, Mérida



Semana 7 - Clase 20 18/01/11 Tema 3: E. D. O. de orden > 1

fe-05

Se-05

de-0157

3e-051

2e-05

le-051

100 120 140 160 180 200 220 240 260 280 300
e T

Figura 11: Amplitud como funcién de la frecuencia excitatriz. Nétese el maximo de la amplitud
cuando el sistema entra en resonancia, i.e. @w = wy

con las condiciones iniciales: Q (0) = 10~* y I (0) = Q = 102, las correspondientes soluciones son

9 19
+ gogsen (180t) + — cos (180t)}

1000 90420 2740

1 73911 179
Qi) = {e‘QOt [sen (60\/ﬁt) + cos (60\/ﬁt> 7 P8

14 923/11 171 81
I(t) = e20t| (60\/1175) - (60\/11t) - 180¢ 180¢
®) 3425 % 226050 37400 (1808) + 13700 cos (1801)

Por analogia con el caso mecanico procedemos a identificar cantidades

R
2u=1 Vo 1
- A= 2 2 2@ — 7840022 + 1600000000
1 1 R -
o = o (e~ =)+ (fw)" 2V TS0

con ello se puede ver la funcionalidad de la amplitud con la frecuencia de excitacién.
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