Semana 8 - Clase 22 25/01/11 Tema 4: Sistemas y Series

Sistemas de Ecuaciones Diferenciales

Cuando consideramos la evolucion de sistemas con varios grados de libertad o con varias particu-
las, naturalmente arribamos al tratamiento de sistemas de ecuaciones diferenciales. En estos siste-
mas encontramos varias variables dependientes de una sola variable independiente. El méas natural
de los ejemplos es el caso de un sistema de particulas que se mueve en el espacio bajo la accién de
fuerzas externas:

T T T 2T
P (Tl O ra(®)ee ). clit(t)7d fit(t)"" d St(t)’t> _d d;(t)
‘s T Tn 2T
T, (7“1 (t),ra (t), -+ 7m (t)’d(lit(t)’d;t(w’m 7d dt(t)’t> _d d;(t)

dry (t) dra(2) dry, (t) B 2, (t)
Fn<7“1(t),’l“2(t)7...’rn(t), T Q@ S, i ,t> _?

Por otro lado, es importante acotar de que existe la posibilidad de convertir una ecuacién
diferencial ordinaria de orden superior es un sistema equivalente de ecuaciones diferenciales. Es
decir, dada una ecuacién diferencial de la forma

y" (z) =F (y("‘l) (@), 5" (@), " (2),y" (2),y (2),y (x) :L")

si hacemos el siguiente cambio variable

Uy =y V(@) o =y (@) o w=y" () w=y"(2); uw=y (z); w=y(x)

entonces construir el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales

U;L(I) = Fn (Un,’u,n_h T ,U3,’U,27’U,1,.’E)

up_y () =y (2)

ug(z) = y" (z)

uy(z) = y" (v)

ui(z) =y’ (x)

que puede ser generalizado a:
u;’b(x) = Fn (unvunflv s, Ug, U3, U, UL, 113')
u;L—l(':L‘) = anl (uTL’un*la e ,U4,U3,U2,U1,3§‘)

UIQ(x) = F2 (’U,n,un_l, T ,’LL4,U3,U2,U1,:L’)
ull(x) = Fl (unaun—h e ,’U,4,’U,3,U2,U1,$)
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Para garantizar que existe soluciéon al problema de valores iniciales se debe imponer algunas

restricciones sobre las funciones F; (uy, - -, us, u2,u1,t) para ello existen un par de teoremas que
garantice esa solucion

Teorema 1: Sean las funciones F1,Fo,---F, y sus derivadas:

O1F1,00Fa,---01Fy, - 0;F1,0;F2,--- 0;F, - -- 0,F1,0,F2,- - OpF,

continuas en una regiéon R del espacio (z,u1,ug, -+ , uy,), que contiene al punto (:L'o, u?, ug, e ,ug)
que caracteriza las condiciones iniciales. Entonces existe un intervalo |z — x| < h en el cual existe
una Unica solucion: u; = ¢1 (x) ,ug = @2 (z), -+ ,up = ¢n ().
Hemos denotado 0;F; = e ud, = upm (20) las condiciones iniciales.

J

Teorema 2: Sea el siguiente sistema lineal de ecuaciones diferenciales

uy = pi(z) wi+pi2(@) uz+ -+ pin (T) up + g1 ()
uy = por(z) ur+pa2(x) uz + -+ pon (T) up + g2 ()
U% = DPnl (CU) u1 + pn2 (.Z') Uz + -+ Pnn (1') Up + gn (1’) (1)

Sipi1(z),pr2(x), - pin (@) pij (x) -+ Pun (x) ¥y 91 (x) - gn (z) son funciones continua en el
intervalo a < x < 8 que contiene al punto x = g entonces existe una tnica solucién que satisface

o . e . O _
las condiciones iniciales u,, = uy, (o).

Ejemplo Dada la siguiente ecuacién diferencial de tercer orden, no lineal

y" = 3xy — yQy”, con: y(0)=1,¢'(0)=—-1,%"(0) =2,

Por el hecho de ser no lineal, los métodos anteriormente vistos no pueden ser aplicados aqui.
Pero podemos construir un sistema de ecuaciones diferenciales equivalente a la ecuacién anterior.

Consideramos que y(z) es una solucién de la ecuacién diferencial dada y definamos las siguientes
cantidades:

yx) = w(z)

V(@) = ui(z) = ua(x)

y'(z) = wui(z) = uh(x) = us(z)
y"(x) uy'(z) = ug(x) = uy(z)

por lo tanto, la ecuacion diferencial dada se puede escribir como:

y" =3zy — vy = uly = 3rug — u%ug
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ahora, el sistema de ecuaciones de primer orden equivalente a la ecuacién diferencial problema es:

ui(z) = uz()
h(z) = us(z)
us(x) = 3zus — ujug

que debemos resolver para el conjunto de condiciones iniciales:
u1(0) = y(0) = 1, u2(0) = y/(0) = —1, u3(0) = y"(0) =2

por lo tanto, la funcién u;(z) que satisface este ltimo sistema serd la solucién de la ecuacién
diferencial de nuestro problema. Es necesario entonces tener la capacidad de resolver sistemas de
ecuaciones diferenciales de primer orden y a este cometido nos dedicaremos a continuacion.

Notacién Vectorial: El sistema lineal antes mencionado, es decir, las ecuaciones (1), puede
condensarse en la siguiente ecuacién matricial

u'(z) =P (z)u(z) +g (@), (2)
en la cual estamos representando
ui (x) pu(z) piz(z) - pin(2) u () g1 (x)
, us(x) po1(z) pa2(z) -+ pon () us(z) 92 (x)
u = : ; P = . . , . ;u= . ; 8= .
’LL;I(.T) Pn1 (l‘) Pn2 (SU) t Pnn (:E) un(l') In (fE)

El sistema (2) serda homogéneo si g (x) = 0, en caso contrario serd un sistema no homogéneo.

1. Sistemas lineales homogéneos

Dado un sistema de ecuaciones diferenciales con coeficientes constantes, es decir, de la forma

y'(x) = Ay() 3)

procedemos de manera anédloga al caso de una sola ecuacién con coeficientes constantes. Se considera
una solucién de prueba de la forma: y = &e"*, donde r y el vector constante £ son elementos a
determinar. Al sustituir esta solucién en (3), obtenemos: &re™ = A&e"™, con lo cual, el problema se
reduce a la busqueda de los autovalores y autovectores del sistema A& = r€. En forma de matrices,
la ecuacién (3) es:

vl ail a2 - Qip Y1 y1 () &1
Ya azt ag -+ agn Y2 y2 (2) | &2
. = = . = .

'/
Yn anp1 Qp2 -+ Qpp Yn Yn (-73) fn

con a;j, y & como constantes.

Héctor Herndndez / Luis Nunez 3 Universidad de Los Andes, Mérida



Semana 8 - Clase 22 25/01/11 Tema 4: Sistemas y Series

Por lo tanto:
Ag=r¢ = (A-rI)¢=0,

en forma de matrices, esto es:

ail—r a2 aly &1 0
a1 agy — 1T - aon 3 0
anl an2 o Qpp — T fn 0

Es decir, para resolver el sistema de ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes, es
necesario resolver el sistema de ecuaciones algebraico.
Ejemplo Resolvamos el siguiente sistema de ecuaciones

yi(x) = y1(x) + ya()
Yo () = 4y1 () + ya(z)

este sistema se puede representar de la siguiente forma

y=(ia )y osv=er = (02 )(8)-(0)

primero que todo se calculan los autovalores:

7'1:3

‘1_T 1 =1-rP—-4=r72-2r—-3=0 =

4 1—r

7'22—1

para el autovalor r = 3, (4) resulta en

1)
oo+ o= 8)-(3)
1

similarmente, para el segundo autovalor ro = —1, se tiene

¢? = dz) = < 1 )
2% 2
por lo tanto, la solucién general del sistema sera

y=CyWD @)+ y? () = <z;>:01(;)63x+02(_;)6_x

Obviamente el wronskiano de esta solucion

€ €

23 2T | —4eT £ 0

3x —x
W[y @)y 0] - |
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garantiza que las dos soluciones son linealmente independientes.

Para el caso de matrices hermiticas, A = AT ,vale decir, que la matriz A coincide con su
conjugada y traspuesta, A :(AT)*, todos los autovalores son reales y la soluciéon general para un
sistema de n ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes es

y (513) =0 E(l)erlﬂf + Oy 5(2)67’21‘ 4+ +C, €(n)€rnx

Para el caso particular de matrices simétricas (hermiticas reales) los autovalores 71,719, ,
y los autovectores E(l),é(z), e ,5(”) resultan ser ambos son reales.
Consideremos ahora el caso cuando la matrix A no es hermitica pero real. Entonces

ri=A+iu
yV=Ay = y=¢t* = (A-rI)¢=0 =
ro =A—1u

*
esto significa que r; =5 y que e = (5(2)) , por lo cual £€1) = a + ib con a y b vectores reales,
entonces:

yO(z) = (a+ib)ePTHe = (a4 ib) e [cos(uz) + i sen(pz)]
e [acos(ux) — b sen(uz)] + ie*” [a sen(ux) + b cos(uz)]
= u(x)+iv(z).

Es posible que se nos presente la siguiente situacién: por un lado, algunos de los autovalores
de la matriz real, A, son nimeros complejos, 11 = A+ ipu y 1o = A — iy, pero el resto de las
raices resultan ser ntimeros reales: r3,74,--- , 7,. Por el otro lado, algunos de los autovectores son
complejos: 5(1) = a+ib, 5(2) = a — ib, pero el resto de autovectores no lo son: 5(3),5(4), e ,5(").

En este caso, la solucién general sera

y (x) = Cru (z) + iCov (z) + C3€®em® 4+ CueWem® 4. 4 ¢ eMemn®
Ejemplo Queremos resolver el siguiente sistema de ecuaciones

Yi(@) =y (x) - y2(2)
Yo (x) = Sy1(x) — 3ya(x)

En forma de matrices lo que tenemos es

, , (1 =1
y=Ay = y—<5_3>y

Si utilizamos la siguiente solucién de prueba y = £e'* | entonces:
1—r —1 &\ (0
5 —-3—-r &)\ 0
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Se calculan los autovalores

w_( 1
rn=-1+1 5 (2—2)
’—r2+2r+2—0 = =

=—1—3 1
T9 (3 5(2):<2+Z>

1—7r -1
) —3-r

finalmente la solucién general serd

cos(z)

ylw)=Cre™ ( 2 cos(z) + sen(z) > Ttz e < —cos(asuesn—i(—xgsen(x) ) :

Para el caso que los autovalores de la matriz real, A, estén repetidos k veces, es decir, 7| = 19 =
- =71 = p, y para los restantes rgi1,...,r, distintos, se deben considerar algunos puntos. Lo
primero es notar que puede suceder que existan & @ € (2), R (k) autovectores linealmente indepen-
dientes asociados al autovalor p de multiplicidad k. Entonces, el conjunto de vectores linealmente
independientes siguientes: y(I)(z) = EMerz y(2) (x) = E@err L,y (z) = £ er gerdn solucio-
nes del sistema de ecuaciones diferenciales (3). Pero si la matrix A no es hermitica existird un
ntumero menor de autovectores correspondientes al autovalor p de multiplicidad k£ y no serd posible
tener entonces las k soluciones necesarias del sistrema (3). Por lo tanto, se necesitard construir las
soluciones que falten de alguna manera. Quizas sea conveniente detenerse en un ejemplo particular.
Ejemplo Resolver el sistema

1(7) — y2(x)
1(z) + 3y2(z)

por lo tanto

;L , (1 =1
y =Ay = y—<1 5 )Y

Si repetimos el procedimiento anterior, se tiene que
1—r -1 & \Y_(0
1 3—r fz N 0

’1“1:2 1
= —dr4+4=(r—-22=0 = = 5(1)—(_1>,
7‘2:2

calculamos los autovalores:

1—r -1
1 3—r

y podemos ver que la multiplicidad es 2 y s6lo podemos obtener un tnico autovector asociado
al autovalor p = r; = r9 = 2. Con este autovector podemos construir una solucién linealmente

independiente:
" 1
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Resulta natural intentar buscar una segunda solucién que contenga los términos ze?* y e%*.
Propongamos entonces la siguiente solucién de prueba

y(2)($) _ 6(1)5662:;: + C(2)€2m7

donde ¢ y ¢ (2) son vectores constantes a determinar. Al sustituir esta solucién de prueba en
nuestra ecuacion problema, resulta:

2¢Wge2e | (C(l) +24(2)) 2T — A <C(1)xe2z+c(2)e2x> :

(21 — A) ¢Wze® + (C(l) +2¢@ — AC(2)> e =0,

Al igualar los coeficientes de los términos ze?* y e2* en esta tltima expresién tenemos el siguiente
par de ecuaciones de autovalores:

(A-20¢ = o
(A—20)¢® = ¢

La primera ecuacién es satisfecha si hacemos coincidir C(l) = 5(1), es decir, con el autovector
correspondiente a p = 2 que calculamos anteriormente. Por otro lado, se tiene que

-1 -1

\A—2I\:‘ L

-0
pero sin embargo, la segunda ecuacion tiene solucién
(8 )-()
@ | =\ = :
1 1 ¢ 1
Como las filas son proporcionales, entonces resulta que:

-7 -g=1 = c<2>=(_(1’>+f<( _})

donde k es un valor arbitrario. Hemos construido una segunda solucién

(2) _ 1 2z 0 2z 1 2z
y (:1:)—<_1>xe +<_1>e —|—/<e<_1>e ,

notemos que el iltimo término de la ecuacién anterior es un multiplo del tinico término de y(l)(w),
por lo tanto debe ser ignorado. En resumen: Las dos soluciones linealmente independientes son:

yW(@) = 623“”( _1 ) :
yO (@) = ( B >xe2z+ < B >e%,
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Se deja como ejercicio demostrar que W [y(l)(x), y®? (:c)] = 0. La solucién general, serd entonces

y(z)=C

2.

(-

@ 1 ® 0
Jerrenl( ) (]

Sistemas lineales inhomogéneos

)71

Todo operador lineal hermitico A (A : V — V), con n autovectores distintos tiene una repre-
sentacion matricial diagonal Aij:)\iéij. Mediante una transformacién de similaridad: TAT ! = A,
donde T es una matriz unitaria: T~ = T1, se trasforma la base de A a la base donde A es diago-
nal. Este teorema es claro: a partir de que si A tiene n autovalores distintos, tiene n autovectores
linealmente independientes los cuales forman una base de V' y en la cual la representacién matricial
de A es diagonal. Pero como siempre es posible pasar de A no diagonal a A diagonal con los mismos
autovalores mediante una transformacion de similidaridad TAT ™' = A, esto queda demostrado.
Lo anterior puede formalizarse de la siguiente manera

|t T N — oy | T 1 N — A LA N — N lar 1o — XS
<Uz‘\T TAT T,|UJ> = (v| T \TAAT T ‘”ﬂ = (u;| A ’uJ> = A (u; \u]> = Aj0ij

1 1 (il A )

Nos queda determinar la forma de la matriz unitaria de transformaciéon T. Para ello seleccio-

namos la base canénica {|e1),le2),...,|€),...,|en)} como base de partida de A:
1 0 0 0
0 1 0 0
|61>: 0 ) |62>: O 7"'7|6i>: 1 a"'a‘en>: 0
0 0 0 1
y {|u1), ua), ..., |ui), ..., |u,)} la base de autovectores en la cual A es diagonal. Por lo tanto T

es la matriz de transformacion de una base a la otra. Identificando columna a columna nos damos
cuenta que las columnas de la matriz T son los autovectores de A

n n
) =D Tiles) = (e lu) =(e; > Tjle)) =
=1 =1

ugl) ugl) u7(11) ugl) u§2) ugn)
(2 @2 (2) 1 2 (n)
U U Uy, U u U
fej ) =Ty=| " & Th=| 7 =T
donde hemos denotado ugm) la componente m del vector j-esimo en la base |e;), con i = 1,...,n.

Por lo tanto, si los n autovalores y autovectores de A son distintos y conocidos, A se dice diagonali-
zable. Si A es hermitica, T~! = TT es muy facil construir la inversa de la matriz de transformacién
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T. Si los autovalores de A con degenerados, vale decir si el nimero de autovectores linealmen-
te independientes es menor que n, entonces A no es diagonalizable y no existe una matriz de
transformacion T (T no tiene inversa) tal que TAT ™! = A.

Ocupemonos ahora del problema de la solucién de un sistema de ecuaciones diferenciales inho-
mogéneo de la forma:

Y (x) = Ay (z) + g (2) ,

con:
air a2 - Gln Z/(l)(x) gt (x)

A a:gl a99 ) aon | (@) = y(2):(gg) | ¢ (@) = g(2)' (x)

a;ﬂ any - Ann y(nj(g;) g(n)' (z)

donde A es una matriz constante y diagonalizable, g (x) continua en el intervalo o < x < 3. La
solucién de este problema pasa por encontrar los autovalores {\;} y autovectores {|u;)} de A,
construir a partir de ellos la matriz T y su hermitica conjugada T—! = TT, y a partir de ella hacer
el siguiente cambio de variable:

y(x)=Tz(z) = TzZ=ATz+g = 2z =T 'ATz+T'g

A
por lo tanto
Z =Az+h
donde
A0 0
. 0 X 0
A= . ) y h=T"1g.
0 0 - A\

Entonces, lo que obtenemos es un sistema de ecuaciones diferenciales desacoplado:
2 () = Nizi (2) + hi (2)
Ejemplo Encontremos la solucién general del siguiente sistema:

yi () = —2y1 () + y2(z) + 2677
yy(x) = y1(z) — 2y2(x) + 32

En notacién matricial:

;-2 1 2e~T o

Donde los autovalores y autovectores de A son

A =-3, 51:<_1>y)\2:—1, 522(}) = yh(x):C'1<_i)e_‘%—l—C'Q(i)e_w
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donde yp(x) es la solucién general de la homogénea. Como A es real y simétrica, construimos la
matriz T facilmente con los autovectores normalizados. Esto es:

r=n(a) = sl

Ahora cambiando variables y = Tz tendremos el siguiente sistema de ecuaciones

~ / -3 0 21 1 2e7% — 3z
'—Az+h 1) = —
z z+ = ( 2h 0 -1 ) + V2 \ 2e7% +3z
con lo cual podemos escribir el siguiente sistema desacoplado de ecuaciones lineales de primer orden

3 3
2]+ 32 = V2e " — \ﬁx y 24432 =2+ \ﬁx

como ya sabemos, la solucién es inmediata

\/i —x 3 Z 1 —3x —x 3 —x
=—"—¢ <3—9> Cie y  z2(x) =2ze +ﬁ(x—1)+(§'ge

z1(x) 5 7

y devolviendo el cambio de variables tenemos que

y=Tz = L < S )

Y= ﬁ —21+ 22
vemos que
1 C C 1 4
5(21 +29) = 7156_3””—1- <\/2§+2> e +r— g—i-:ve_x
1 Ci _s, Cy 1\ _, 5 _
—(— - 2z 20 — = T
\/Q( z1 + 22) \@6 + 752 e+ 2 3+:ce
si utilizamos unas nuevas constantes: C; = % y Co = %, resulta que podemos escribir la solucién

de la forma:

B 1 _3g 1 a } 1 _$ 1 o 1 1 4
y—Cl(_1>e —|—Cg<1>e —|—2<_1>e +<1>me +<2>l‘—3<5>.

De esta solucién es facil reconocer que los primeros dos términos se corresponden a la solucién
del sistema homogéneo y los restantes términos tienen que ver con una solucién particular del
sistema inhomogéneo.

Ejercicios

1. Encuentre un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden equivalente para las siguien-

tes ecuaciones

a) Y’ —3x*yy =0 b) y" — 2x(y')* + 3xy” —xy =0
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2. Encuentre la solucién general de los siguientes sistemas de dos ecuaciones diferenciales

a) vy =3y1 —2y2, yh = 2y1 — 2o
b) yi =v1 —2y2, Y5 =3y1 — 4y
)yl =2y1— Y2, Y5 =3y1— 2y

d)yi=y1+y2,  yh=4y1— 2y
3. Encuentre la solucién general de los siguientes sistemas de tres ecuaciones diferenciales

a)yi=yi+y2+2ys, vh=wv1+2y2+ys, v5=2y1+y2+ys3
b) yi =3y +2y2 +4ys, b =2y1 + 2y3, yh = 4y1 + 2y2 + 3y3
o)y =yi+y2+ys3, Yo =2y1+vy2—y3, Y5 =—8yr — 5Sy2— 3y3

dyi=y1—y2+4ys, Yo=3n+2y2-ys, Y3=201+y2 Y3
4. Encuentre la solucién general de los siguientes sistemas de ecuaciones diferenciales

a) y1 = 2y1 —y2 +e7, Yy =3y — 2+
b)yﬂ=y1+\/§y2+ex, yé:\/§y1—m+\/§em
¢) ¥y = 2y1 — bya — cos(x), vyh=y1 — 2y2 + sen(x)

d) y’1=y1+y2+e’2’”, y§:4yl—2y2—26z
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