Semana 8 - Clase 24 08/02/11 Tema 4: Sistemas y Series

Ecuaciones Diferenciales y Series
Recordemos que una serie de la forma
Go+a1($—$o)+CL2(1‘—$0)2+CL3($—$0)3+-“ (1)

donde ag, a1, az, . . ., g son constantes y x una variable se denomina una serie de potencias. También
vimos que una serie de potencias puede

= converger s6lo para un valor de x = x
= converger absolutamente para valores de x en una vecindad de x, es decir: |x — xg| < p.
= converger absolutamente para todos los valores de .

Si la serie de potencias (1) converge en un intervalo I : |x — z¢| < p, donde p es una constante
positiva, entonces (1) define una funcién f(z) continua para todo x de I. Lo inverso de esta tltima
afirmacién es una cuestién que tendriamos que preguntarnos, es decir: dada una funcién, definida
en un intervalo I iexiste una serie de potencias que la defina? En clases anteriores, vimos que si
f(x) es definida por una serie de potencias, entonces:

F) = fao) + o) —z0) + T (@ gy ¢ L (o g
(") (5
P A nﬁ ) (5 — o) - (2)

con |z — zp| < p. La serie (2) se conoce como la expansién de f(z) en serie de Taylor. Si g = 0, la
serie se denomina de Maclaurin.
Estudiemos ahora la relacion que existe entre series y las ecuaciones diferenciales.

Un Ejemplo conocido Consideremos la bien conocida ecuacién diferencial
y'+y=0

se propone encontrar una solucién entorno a xz = 0, por lo tanto, si consideramos la siguiente
funcién de prueba

o0
y(z) = Z anpx"
n=0
entonces, al derivar:
(o) o0
Y (z) = Z naz" ', y'(x) = Z n(n—1)a,z" >
n=1 n=2
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y sustituir en la ecuacién diferencial

oo (e e] o0
y'+y = n(n—1)a,z"" 2+Zan :Z (k+2) (k+1) aj 22" +Zan$ =0
n=2 n=0 k=0 n=0
o0
= [(k +2) (k + 1) apya + ag 2" = 0
k=0

entonces

E+2)(k+1 =0 -k
(k+2)(k+1)ar2 +ax = Ok42 12 (h+1)

con k=0,1,2,...

se puede ver que:

4 — 0 a:,@:_l.(_%): aw oo o G4 _ aop _ a0

2T 2 YT 43 4.3 2 4.3.2.1 4 °7 6.5  6-5-4-3.2-1 6!

en general

_1)k
a = ag .
Similarmente, para los impares se obtiene

. a:_a3:—1_(—a1): aj _@. 65 ay _m
577327 T 5.4 5.4 3.2 5.4.3.2.1 57 77 7.6  7-6-5-4-3.2-1 7!

de donde
SV
2k+ 1)

De este modo, la solucién deseada queda como

A2k4+1 =

00 (—ap) (—a1) a a (—ao) (—a1)
—aq 1 — U1
:Zanxn = ap+apr+ .0 $2+ 3 ;p3—|—4*(!)x4—|—51;5—|— 6'0 ;C6+ 71 gj7+
— 1 2 ! a’ @’ z? z’
= ag —2' E—a‘i‘ | tar x_y_‘_g_?—i_

Otro ejemplo, menos conocido pero importante Considere la ecuacién de Hermite! la cual
aparece en la solucién del oscilador arménico cuantico

y' =2y + Ay =0

!Charles Hermite, (1822-1901). Matematico francés, especializado en el estudio de teorfa de funciones, ofre-
ci6 importantes aportaciones al dlgebra, las funciones abelianas y la teoria de las formas cuadraticas.
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Para resolver esta ecuacién alrededor del punto zg = 0, proponemos la siguiente expansién en
series de potencias como solucién:
/ _ o n—
y'(z) = Xy nan

[e.e]
S
n=0 y'(x) =30% s n(n — 1)a,z™ 2

entonces, sustituyendo en la ecuacion de Hermite resulta

o0

(oo} (oo}
Z (n—1)ayz"” —2Znanx"+)\2anx" =0
i k+1)ak+2x —2Znanx —I—/\Zanx = 0

k=0 n=1 n=0
(2az + Aag) + Y [(n+2) (n+ Daniz — 2nan + Aapla" = 0
n=1

igualando términos se puede encontrar una relacién de recurrencia para los coeficientes:

2a9 2n — A

_ e I A > 1
0 \ Yo e o )™ " E

La solucién tendra entonces la siguiente forma:

y(r) = ao[l 2)\'2 <4_4!/\))\334_(8_)‘>éﬁ_/\)/\x6_m
Lo [IJF(2;!)\)x3+(6—)\)5!(2—)\)x5+(10—)\)(67—!)\)(2_)\)x7+

= aoyo(x) + ary1(x)

Notese que para valores pares de A una u otra serie se corta y genera polinomios de la forma:

A Ecuacion de Hermite Polinomio asociado

Yy’ —2xy =0 yo(z) =1

y'=2xy +2y=0  yi(x)

y' =2y +4y=0  yo(x)

y" —2xy +6y=0 yi(z) =z — 32
" / _ _ 2 4. 4

Yy —2xy 4+ 8y =0 Yo(r) =1 —4a” + 32

0 O = N O

También, pueden ser definidos a partir de una ecuacién, conocida como la Féormula de Rodrigues:

dn
Hy(z) = (—-1)"e" e =0,1,2,... (3)

dam

0 a través de una relacién de recurrencia

Hyt1(z) — 22H,(xz) +2nH,_1(z) =0.
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Podemos ver la relacion entre los polinomios de Hermite y las soluciones

A=0 = ylr) = 1= Hy(z)

1
A=2 = ) = z=;H@)

1

A=4 = ylz) = 1-22%= _§H2($)

2., 1
A=6 = ) = z-g = =5 Hs(@)

4 1

A=8 = ylz) = 1—4a®+ §x4 = EH4(:L’)

Las ecuaciones antes mencionadas eran ecuaciones homogéneas. En el caso que la ecuacién
diferencial a resolver por series sea una ecuaciéon inhomogéna, se procedera del mismo modo como
se propuso en el caso de que los coeficientes de la ecuacién diferencial fueran constantes. Esto
es, se resuelve por series la homogénea y luego se propone una soluciéon particular, en forma de
serie de potencias, la cual se iguala con la expansién, también en series de potencias, del término
inhomogéneo.

Como ejemplo, antes de proceder a casos méis generales resolvamos la ecuacién de Airy?, pero
inhomogéna, los calculos se dejan como ejercicio para el estudiante. A pesar de su simplicidad, esta
ecuacién admite sélo soluciones en forma de serie. La ecuacion homogénea de Airy es la siguiente:

y'—xy=0

Compruebe, siguiendo el procedimiento arriba expuesto, que para una posible ecuacién inho-
mogénea de Airy
!
y —axy=¢"

se tiene como solucién la siguiente serie de potencias

1 1 1 1 1 1 1
= 14+ a3+ —28 ... ! et T St S et
y (x) =y(0) +6x +180x + ]—i—y(O) [az—i—ux +504x + —|—2q; -1-63; +24x +

Noétese que los dos primeros términos corresponden a la solucién de la ecuacién homogénea y el
altimo representa la serie que anula el término inhomogéneo. Hemos hecho patente la dependencia
de las constantes de integracén de las condiciones iniciales.

1. Método de Diferenciaciones Sucesivas

En general, dada la ecuacién diferencial no homogénea

n

ao(@)y + ar(@)y + - + ap_1 @)y + an(2)y™(z) = Y ai(z) Y = F(a) (4)
=0

2George Biddell Airy (1801-1892) Matemadtico y Astrénomo Inglés con contribuciones importantes en la solucién
de ecuaciones diferenciales y su utilizaciéon en Astronomia. Mejoré significativamente las estimaciones teéricas de la
orbita de Venus y la Luna. Realizd estudios matemaéticos de la formacién del arcoiris y la densidad de la tierra.
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Si los coeficientes ag(x) - - - ap(z) son funciones analiticas en z = x (se pueden expresar como
una serie de Taylor de (z — z9) que converge al valor de la funcién con un radio de convergencia
de |z — zo| < p), entonces, la ecuacién diferencial (4) tendrd como solucién tnica, y = y(z), de la
ecuacion homogéna, una serie de potencias que satisface las n condiciones iniciales:

y(zo) = C1; ¢ (w0) =C2; y'(w0) =C3; ... y" V() =0,

Adicionalmente, se expandira en Taylor la funcién inhomogénea, esto es:

Z ]__(l (x — :Uo)

y se propondra una solucién particular de la inhomogénea, también en términos de una serie
in () = 372 aj27
Yin\T) = 2 j=0 4T
Otra forma de hacerlo es proceder directamente y conservar el término inhomogéneo y a partir
de la ecuacién completa encontrar los coeficientes de la expansién por Taylor alrededor del punto
en el cual se disponga de las condiciones iniciales. La solucion en series de Taylor sera

3

n x
, +y 0)%7

() = y(0) + ¥ (0)z + 4" (0) 5 s

2!
Ejemplo Resolver por series la siguiente ecuacion diferencial
v —(x+1)y +2%y=2; con y0)=1, y ¢ (0)=1.

Los coeficientes de la expansion se obtienen de los valores de las derivadas en xzg = 0, los cuales
salen de las condiciones iniciales y de la ecuacién diferencial, esto es

y(0)=1; ¢(0)=1; 3"(0)=(0)+ (0+1)y'(0) — 0°y(0) =1

y de las derivadas de la ecuacién diferencial hasta ekl orden que consideremos conveniente

y"(@) =y'(2) + (¢ + 1)y (2) - 22 y(2) — 2%y (2) +
y"(0) = y'(0) + (0+ 1) y"(0) = 2(0) y(0) — 021/(0) +1
y"(0)=1+1+1=3

finalmente, la solucién es entonces:

x?
y(:ﬂ):1+$+?+?+“‘

Esta solucién contiene las dos soluciones (la homogénea y la particular de la inhomogénea) sumadas.
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Ejercicio Dado |z| < 1y la ecuacién diferencial

T , 1
1—z27 T 122

Y+ y=e"; con y(0)=1, y y(0)=1,

compruebe que tiene como solucién general por series

1 1 1 1
y(z) =y(0) |1+ :1: +ﬂx +%x + - +y/(0)x+§x2+§:p3+§x4+~-

y al incorporar los valores de las condiciones iniciales se obtiene

(1) =1tata?+oadtiety tadqp 20 7 T s,
= X I' iE .’E 7.ZE — — =T — ———X
v 37 6" 30" T 180" T 315" 10080

2. Meétodos de los Coeficientes Indeterminados

En general, para encontrar la solucion a la ecuacién antes mencionada:

> ai(z) y(z) = F(a),
=0

se expanden por series de potencias cada uno de los coeficientes ag(x), ..., ay(x), la funcién F(x)
y se propone la siguiente solucién de prueba

[e.e]

y(m) = Z Cn (l‘ - J:O)n

n=0
luego de bastante transpiracion se despejan los coeficientes: ¢y - ¢y - - -.
Ejemplo Consideremos a misma ecuacién del ejemplo anterior.
' —(x+1)y +2%y=2; con y0)=1 y 4 (0)=1.

Como zy = 0, proponemos la siguiente expansién en series de potencias como solucién:

oo Y (x) = > 00 nepa™
y(z) = Z "t =
n=0 y'(x) = >0 o n(n — 1)cpa™ 2

y al sustituir en la ecuacién diferencial resulta

(o) o0 (o ¢]
Z (n—1)cpa” —(90+1)ch”90"71+952ch56” = z
n=2 n=1 n=0

o0

(o] (e.) [o.¢]
g n(n —1)epx E ne, " — g nep,x™ 1t 4+ E ™t =
n=1 n=1 n=0
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si hacemos n—2 = [ en el primer término, n —1 = k en el tercero y n+2 = m en el cuarto, tenemos

o o0 o0
Z (142) (14 1) cryoa! — chnx Z (k4 1) cpprz® + Z Cm—ox™ =
=0 n=0 k=0 m=2

noétese que en el segundo término se puede comenzar la serie en cero y no pasa nada. Al renombrar
nuevamente los indices y factorizar se tiene:

oo o0
Z [(n+2)(n+1)cpyo —nep — (N4 1) cppr] 2" + Z Cp—ot" =
n=0 n=2

por lo tanto

n=>0 = 2c0 —c1 =0
n=1 = 3:2c3—c1—2c=1

v la relacion de recurrencia para n > 2 es la siguiente
m+2)(n+1)cpy2 —nep, —(n+1)cpy1 — 2 =0
con la cual se obtienen todos los demés coeficientes.
Ejemplo Si la ecuacién a resolver es ahora
y" +sen(z)y’ + ey =0

se expanden los coeficientes

"+ Loy Loy T4ty iady 2oty Loy 0
x——x’+ —ax” 4 x x i A e ly=
Y 6 120 2" 7% 924 120 y

se propone una solucion en términos de series de potencias

00 Y (x) = > 00 nepa™
y(z) = Z '’ =
n=0 y'(x)=> 0" on(n— 1)c,xzn 2

por lo cual, al sustituir en la ecuacién diferencial

o0 [o¢]
1
E n—lcn”Q—i—[aj—x—l— } E nepz™ !+ [1—|—x—|—2x2—|—---]§ cp” =0

acomodando términos se puede ver que

(2¢2 + ¢g)+(6c3 + 2¢1 + ¢g) 4+(12¢4 + 3cg + 1 + o/2) 22 4(20¢5 + 4z + ca + ¢1/3 + ¢ /6) 3+ =0

Héctor Herndndez / Luis Nunez 7 Universidad de Los Andes, Mérida



Semana 8 - Clase 24 08/02/11 Tema 4: Sistemas y Series

Por lo tanto, al igualar coeficientes resulta:
2c0+cy =
6c3 + 2¢1 + o
12¢4 +3c2 + 1 + ¢
20cs +4cs+co+c1+cg =

co = —co/2

c3=—c1/3—¢p/6
cy =cof12 —c1/12
c5 = ¢o/20 4 ¢1/20

R

Por lo tanto, la solucién se puede escribir de la siguiente manera

1 1 1 1 1 1
y(z) = ¢ 1—23}2—6.%34-121’44-20%54-"']+01 [a:—a:3—ac + 2’ 4

Ejercicio Utilice el mismo método para la ecuacién ejercicio anterior

1

y' + — Y= e*, con y(0)=1 y /(0)=1.

1-227 71
3. Los Puntos y las Estrategias

Dada una ecuacion diferencial del tipo

R (x)
P " / R — O = " Q (l‘) / — O
@)y +Qx)y + R(x) y Ve Thm) Y
entonces debemos aclarar algunos aspectos:
Puntos ordinarios Un punto ordinario z = z( serd aquel alrededor del cual p(x) = ggg y
_ R(=z) o~ :
q(z) = P(z) Sean analiticas en ese punto, o lo que es igual a
zlirgo p(z) = mlirgo ggi =1L;, con L finito
R
Illrrxlo q(z) = mlirgo P Eg =Ly, con Ly finito

O también, lo que es lo mismo, que p(z) y ¢(x) tengan una expansién en Taylor alrededor de
ese punto x = xg, es decir, que sean analiticas.

Puntos singulares regulares Un punto x = zg se llamara un punto singular regular si

lim (z —x0)p(z) = lim (z — x0) Q@ () = L3, con L3 finito
r—xQ T—x0 P (.’L‘
R
lim (z —z0)%q(z) = lim (z— x)? (z) _ Ly, con Ly finito
T—T0 T—TQ P((IZ)

O también, lo que es lo mismo, que: p(z) (x — z0) y ¢ (@) (z — x0)? tengan una expansién en
Taylor alrededor de ese punto.

Puntos singulares irregulares Ninguna de las anteriores.
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Ejemplo Dada la siguiente ecuacién:

1
(x—1)y" + Ey’ —2y=0 (a)

Si dividimos por (z — 1), resulta:

yl/ +

entonces:
1 2

m y q(z)=

los puntos x = 0 y = 1 son puntos singulares de (b). Investiguemos si son puntos singulares
regulares:

p(z) = ]

= Para el punto x = 0:

, Y x _

i%(x—O)p(x) N alclg(l) [x(m—l)}_ !
222

i — 2 = { — =

lin e ~0a(e) = Jim || =0

por lo tanto, p(xz) y ¢(x) tienen una espansiéon en Taylor alrededor de x = 0 y el punto
representa una singularidad regular.

= Para el punto x = 1:

, o r—1 B
fim = pte) = Jiy |2 =) =
. 2 e [ 212

fi o= () =t |50 =

Por la misma razén del caso anterior, el punto = 1 también resulta ser una singularidad
regular.

Ejercicio Muestre que los puntos x = 0 y x = 1 son puntos singulares irregulares de la siguiente
ecuacion:

1
(z—1)%" + ﬁy’ +2y=0.
4. Ecuaciones e intervalos en puntos regulares

La ecuacién de Legendre?

1—2®)y" =22y +XA+1)y=0

3 Adrien Marie Legendre (1752-1833). Matemético francés, encuadrado en la escuela de Parfs, que surgié luego
de la revolucién de 1789. Realizé una teoria general de las funciones elipticas y divulgé numerosos trabajos de
investigadores jovenes en el campo del analisis matematico.
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tiene puntos regulares en x # +1 y puntos singulares regulares en z = +1. Pero es analitica en
€ (—1,1), por lo tanto, todos los x son ordinarios si z € (—1,1). En ese intervalo se propone una
solucién de la forma -
=Y
n=0

al sustituir esta solucién en la ecuacion diferencial, resulta

o0

o o
1—:U Z (n—1apa"" 2 _ 92y Znanx”_l—l—)\()\—i—l)Zanx"—
n=1 n=0

multiplicando y acomodando

o [e.9] o o
Z (k4 2)(k + 1)ajo2" — Zn(n —Dapz" —2 Zn anz” + A\ +1) Zanx” =0
k=0 n=2 n=1 n=0

expandiendo

2a2+A(A+1)ag [(A+2)(A —1)a; + (3 - 2)as] :L‘-I-Z (n+2)(n+1)ant2 + A+n+1)(A—n)a,]z" =0
n=2
donde hemos utilizado

—nn—1)=2n+AXA+1)=A+n+1)(A—n)

por lo tanto

A+ 1A
az = T @
A3+ DHAAN-2)
ay, = Al ag
W AF2n =1 (A+2n—=3)--- A+ DAXA=2)--- (A —2n+2)
am = (=) (2n)! a0
y las potencias impares seran
A+2)(A=1)
“ T
A +F2) A -1)(A-3)
“ = 51 “
B 1n()\+2n)()\+2n—2)---()\+2)()\—1)~~-(/\—2n+1)
amtr = (1) 2n+1)! “

La solucién general se puede escribir de la siguiente manera

y(x) = ao yo(z) + ary1(x)
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() = 1_W21V‘x2+(A+3)(AZ!1)A(A—2) ",
yi(r) = x— (A+2;§A—I) $3+(/\+4)(>\+2)5(!>\—1)(>\_3) S

si A = 2n una de las series se corta y la solucién es un polinomio de potencias pares, si A =2n + 1
la otra se corta en uno de potencias impares.

A Ecuacién de Legendre Polinomio Asociado

0 1-2%)y"—22y =0 yo(z) =1

1 (-2 y" =20y +2y=0 yi(z)=

2 (1-2¥)y" -2y +6y=0 yo(r)=1- 322

3 1—22)y" —2zy +12y=0 yl(:lc):x—%av:3

4 (1-2Y)y' =20y +20y=0 yo(z)=1—102?+ 2z*

Los polinomios de Legendre son funciones que surgen en problemas de electrostatica como
solucién de la ecuacién de Legendre y son efectivamente polinomios para A entero. Los Polinomios
de Legendre también pueden ser generados a partir de la Formula de Rodrigues

1 dr
~ pl2n dgn

Py () (2-1)", n=0,1,2,...

con Py(x) = 1. También se dispone de una relacién de recurrencia
(n+1)Puyi(z) = 2n+1)zP,(x) —nP,_1(z).
Podemos ver la relaciéon entre los polinomios de Legendre y las soluciones

A=0 = gy(z) = 1=Py(x)
)

(z)
A = yi(x) = x=P(x
A=2 = yz) = 1-32°=-2P(x)
2
A=3 = ) = oo oaP= o Pya)
35 8
A=4 = ylx) = 1—10:132—1—?:E4:§P4(1:).
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Ejercicios

1. Encuentre los términos hasta orden k de la soluciéon particular de cada uno de las siguien-
tes ecuaciones diferenciales. Utilice ambos métodos: diferenciaciones sucesivas y coeficientes

indeterminados.

a)y —zy+2=0, y(0)=2, k=5

b) 2%y =2+ 1, y(1)=0, ¢(0)=0, k=4
c) zy’ + 2%y —2y =0, y(1)=0, J(0)=-1, k=4
d) y" + 3xy' + "y = 2z, y(1)=0, (1)=1/2, k=5

e) (1—a)y" =22y +3y=0, y(0)=1, y(0)=-1, y"(0)=2, k=6

2. Obtenga los términos hasta orden k en potencias de (z — xp) de la solucién general de cada
una de las siguientes ecuaciones diferenciales

a)y" —xy' +2y=0, x0=0, k=7
b) 2(x? +8)y" + 22y + (x +2)y =0, 20=0, k=4
c) vy + 2%y —2y=0, xo=1, k=4

d) y" —ay' —y =sen(z), ro=0, k=5
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