Semana 11 - Clase 31 11/06/10 Tema 6: Variable Compleja

Numeros complejos y funciones de variable compleja

Desde los cursos elementales de matemaética nos hemos tropezado con las llamadas raices ima-
ginarias o complejas de polinomios. De este modo la solucién a un polinomio ctibico

T =21
2332 44 -12=0 =—={ z=-2i — (x+2i)(x—2i)(x—3)=0,
=3
o cuadratico
T =2

> 4+4=0 :>{ }:>(m+2i)(x—2i):(),

r=—2

nos lleva a definir un ntimero 2 = —1 < i = y/—1. Al multiplicar el nimero imaginario i por

cualquier nimero real obtendremos el nimero imaginario puro bi, con b € R. La nomenclatura de
nimeros imaginarios surgioé de la idea de que estas cantidades no representan mediciones fisicas.
Esa idea ha sido abandonada pero quedo el nombre.

Los niimeros complejos y su algebra
Un nudmero complejo, z, es la generalizacién de los nimeros imaginarios (puros), ib. Esto es

a — parte real
z=a+1b con a,b e R —
b — parte imaginaria

Obviamente los nimeros reales seran a + i0, esto es, nimeros complejos con su parte imaginaria
nula. Los nimeros imaginarios puros seran niimeros complejos con su parte real nula, esto es 0+ 4b.
Por ello en general diremos que

z=a+ib =a=Re(z) AN b=Im(z)

es decir, a corresponde a la parte real de z y b a su parte imaginaria.
Cada numero complejo, z, tendrd un nimero complejo conjugado, z* tal que:

z=a+ib=2*=a—ib = ()"'=2z2.

Es importante senalar que, en general, no existe relacion de orden entre los niimeros complejos.
Vale decir, que no sabremos si un nimero complejo es mayor que otro. No estd definida esta
operacion:

21tz V214 2.

Las relaciones de orden sélo se podran establecer entre médulos de ntimeros complejos y no nimeros
complejos en general.
Raéapidamente recordamos el dlgebra de los niimeros complejos:
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= Dos nimeros complejos serdan iguales si sus partes reales e imaginarios lo son

21 =29 — (a1 + ibl) = (GQ + ibg) — a1 =ay A by =by.

= Se suman dos nimeros complejos sumando sus partes reales y sus partes imaginarias.
23=21+20 = (a1 + ibl) + (ag -+ ibg) = (a1 -+ CLQ) + i(bl + bg) = as + b3,
~— ~——
as b3

claramente z + z* = 2Re z, también z — z* = 2Im 2. Igualmente es inmediato comprobar que
(2’1 + 22)* = ZT + Z; .

= Se multiplican niimeros complejos por escalares multiplicando el escalar por sus partes reales
e imaginarias
zg=az1 = a(a+1ib1) = (aa1) +i(aby) .

= Se multiplican niimeros complejos entre si, multiplicando los dos binomios y teniendo cuidado
2
que t* = —1.

z3=121-22 == (a1 +1ib1)- (a2 + ib2) = (a1a2 — b1b2) + i (a1b2 + braz) ,

por lo tanto:
* _ 2 2 2 *12 *
z-2=a"4+b0">0 = |zf=Z"=2-2".
También es inmediato comprobar que (z122)" = 2725.
= Se dividen numeros complejos siguiendo la estrategia de racionalizacion de fracciones irracio-
nales. Esto es:
2 (a1 + ibl) (a1 + ’ibl) (ag — ibz) aras + bi1bs bias — a1bo

= f— - = - - = s
= 29 (ag +1ib2) (a2 + iba) (a2 — ib2) (a3 + b3) ! (a3 + b3)

es claro que z9 # 0+ 0.

Vectores y el plano complejo

Mirando con cuidado el algebra de niimeros complejos nos damos cuenta que un nimero com-
plejo puede ser representado por una dupla de nimeros, es decir,

z=(a+ib) = z=/(a,b),

las propiedades entre nimeros complejos de igualdad, suma y multiplicaciéon por un escalar arri-
ba expuestas se cumplen de forma inmediata con esta nueva representacién. Hay que definir las
operaciones de multiplicacién y divisiéon entre nimeros complejos de forma que

b
(a‘17 bl) (0‘27 bQ) = ((110,2 — blbg, 0,1()2 + b1a2) A (a’17 1) _
(az,b2)

araz + biba braz — aiby
(a3 +03) * (a3 +03)
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Esta asociacion de un nuimero complejo con una pareja de nimeros inmediatamente nos lleva a
imaginar un punto en un plano (complejo) en el cual la primera componente (horizontal) representa
la parte real y la segunda componente (vertical) representa la parte imaginaria. De esta forma
asociamos a un numero complejo un vector que une a ese punto (a,b) con el origen del plano
complejo. Esta representaciéon de nimeros complejos como vectores un el plano (complejo), se
conoce con el nombre de Diagrama de Argand! a pesar que no fue JeanArgand, sino Caspar Wessel?
el primero en proponerlo. Por cierto, esta interpretacién fue tres veces redescubierta primero por
Caspar Wessel en 1799, luego por Jean Argand en 1806 y finalmente por Gauss® en 1831.
De esta manera, como un recordatorio al plano real

r=Vzz* = |z| = /22 + ¢2

‘590119:g donde — 7 <0<m.
T

z=x+1iy = z=r(cosf+isinf) con

La interpretacién vectorial de niimeros complejos permite que la suma de ntimeros complejos sea
representada por la “regla del paralelogramo”. Mientras que los productos escalar y vectorial nos
llevan a

z1-29=Rez12z5 =Re ziza A 21 X29=Im 220 = —Im 2125

Con esta interpretacion tendremos:

xr=Rez = componente real del vector z o parte real de z
y=1Im 2z = componente imaginaria del vector z o parte real de z
r=+v7z2z*=|z| = médulo, magnitud o valor absoluto de z

0 = angulo polar o de fase del niimero complejo z.

'En honor a Jean Robert Argand, (Ginebra, Suiza, 18 Julio 1768; Paris, Francia 13 agosto 1822) Contador pero
matematico aficionado. Propuso esta interpretacién de nimeros complejos como vectors en un plano complejo en
un libro autoeditado con sus reflexiones que se perdié y fue rescatado 7 afios después, fecha a partir de la cual Ar-
gand comenzd a publicar en Matematicas. Mds detalles en www-groups.dcs.st-and.ac.uk/\char126\relaxhistory/
Mathematicians/Argand.html

2Caspar Wessel (Vestby, Noruega 8 junio 1745; 25 marzo 1818, Copenhagen,Dinamarca) Matemdtico noruego
que se dedicé principalemente al levantamiento topografico de Noruega. Su trabajo sobre la interpretacién de niime-
ros complejos permanecié desconocido por casi 100 anos. Més detalles www-groups.dcs.st-and.ac.uk/\char126\
relaxhistory/Mathematicians/Wessel.html

3Johann Carl Friedrich Gauss (30 abril 1777, Brunswick, Alemania; 23 febrero 1855, Géttingen, Alemania). Uno
de los matematicos mas geniales y precoces de la Historia. Desde los 7 ahos comenzé a mostrar sus condiciones de
genialidad. Sus contribuciones en Astronomia y Matematicas son multiples y diversas. Més detalles www-groups.dcs.
st-and.ac.uk/\chari26\relaxhistory/Mathematicians/Gauss.html
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Férmulas de Euler y De Moivre

Ya hemos hablado de la expansién en serie de Taylor?. Esta serie permite expresar cualquier
funcién infinitamente diferenciable alrededor de un punto xy como una serie infinita de potencias
del argumento de la funcién. Esto es

d 1 d? 1 a3
(@) = flao) + IO RCEORE L el e )
f(z)=Ch(x—m)" con C, :% wao donde n=10,1,2,3,4---

con lo cual, si consideramos xy = 0 entonces

1 1 1 1 1 1
v _q 1oty Ly L 5 Lo, L 7z
€ T T AT o T 150% T720% Thoa0” T

1 1 1
— 1 Sy gt T a6
cos T 23: +2433 720:6 +

: 1 3 4 1 s
SIMT =T — T L =X
6 120 5040

Es facil convercerse que

; 1 l 1 ? 1 l
i0 ; 2 3 4 5 6 7
— 1 — - R PR — — _l’_ ......
© i 2 o 6 0 24 o 120 o 720 o 5040 0

lo que puede rearreglarse como

- 1 1 1 1 1 1
29— —_—— 2 — 4—7 6 ------ 3 _— — 3 —_— 5—7 7 ------
e = <1 S0+ 50" = st )m(e 004 oot — b )

cos 0 sin 0

e = cosO + isinf

esta relacién se conoce como la relacién de Euler®. Si @ = 27 se obtiene la bonita identidad: 2™ = 1.

4Brook Taylor (18 agosto 1685, Edmonton, Inglaterra; 29 diciembre 1731, Londres, Inglaterra) Fisico y Matematico
Inglés contemporaneo de Newton y Leibniz y con ellos participé profundamente en el desarrollo del célculo diferencial
e integral. Ademaés de sus aportes al magnetismo, capilaridad y termometria. Desarrollé el drea de diferencias finitas
que hasta hoy utilizamos para calculos encomputacién. Inventé la integracién por partes y descubrié la serie que lleva
su nombre. Méas detalles www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Mathematicians/Taylor.html

5Leonhard Euler (15 abril 1707, Basilea, Suiza; 18 septiembre 1783, San Petersburgo, Rusia). Uno de los mateméti-
cos mas prolificos de todos los tiempos. Desarrollé inmensamente campos como la geometria analitica y trigonometria,
siendo el primero que consideré el coseno y el seno como funciones. Hizo aportes significativos en el desarrollo del
célculo diferencial e integral asi como también, astronomia, elasticidad y mecénica de medios continuos. Més detalles
www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Mathematicians/Euler.html
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Con lo cual ahora tenemos tres formas de representar un nimero complejo
zr=x+4+iy = z=r(cosf+isinf) = z=re?.

La expresion z = x + iy se conoce como forma cartesiana de representacién de un nimero
complejo, la forma z = r (cos § + isin @) sera la forma trigonométrica y la expresion z = e serd la
forma de Euler. Las sumas de nimeros complejos son facilmente planteables en su forma cartesiana.
Mientras las multiplicacién y divisién seran directas en la forma de Euler

21 = et

= 2129 = 116V r9e™® = piroet®1t02) — 1y (cos (01 + 02) +isin (01 + 62)) .
29 = To€i??
Maés aun, si
z=a+iy = e =@t = T = 7 (cosy +isiny) ,

a partir de la relacién o férmula de Euler se puede demostrar la férmula de De Moivre®

<6i0>" _ it (cosf + isin )™ = cos (n) + isin (nf) con n entero.

Funciones de Variable Compleja

A continuacion, generalizaremos algunos conceptos de funciones de variable real a funciones de
variable compleja.

De la recta real al plano complejo

La idea de funcién de variable (o variables) reales puede ser extendida (continuada, le dicen
también) al plano complejo. La idea es la de siempre: si en una determinada regién del plano
complejo R a un numero complejo z le corresponde un nimero (o varios nimeros) complejos
w = f(z), diremos que f(z) es una funcién de variable compleja z. Obvio que f(z) puede ser
biyectiva, en cuyo caso tendremos que a z le estarda asociado uno y solo un nimero complejo
w = f(z). Es claro también que siempre se podra expresar

f(z) =u(z,y) +iv(z,y) con u(x,y) la parte real y v(x,y) la parte imaginaria . (1)

Esta representacion tiene una interpretacion adicional. Como representamos un nimero complejo
en el plano Ozy como z = x + iy, pero w = f(z) también podrd ser representada como un punto
en el plano Ouwv. Entonces, desde el punto de vista geométrico una funcién de variable compleja
podré ser entendida como una ley de transformacién entre pares de puntos (z,y) del plano Oxy del
argumento z y los puntos (u,v) del plano Ouv de valor w.

5 Abraham de Moivre (26 mayo 1667 in Vitry-le-Francois, Francia; 27 noviembre 1754, Londres Inglaterra) Ma-
tematico francés que tuvo que emigrar a Inglaterra por razones religiosas. Contemporaneo de Newton, Liebniz, Halley,
fue pionero con sus contribuciones en Geometria Analitica y Teoria de Probabilides.
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Continuidad en el plano complejo

Podemos también extender el concepto de continuidad de una funcién de variable real a una
funcién de variable compleja. Esto es: diremos que una funcién compleja’ w = f(z) seré continua
en zp si para un € > 0 siempre existe un 6 > 0 tal que |z — zp9| < § tan pequenio como uno quiera y
siempre se puede encontrar |f(z) — f(z0)| < €. La otra manera de verlo es la estandar: si existe el
limite cuando z — zg, es decir:

lm f(z) = f(20)-

zZ—20

En este punto se pueden resaltar que los limites (y con ello la idea de continuidad) en el plano
complejo hereda las sutilezas y dificultades de los limites y continuidades de las funciones en varias
variables. En segundo lugar cabe senalar que la diferencia con las funciones de variable real radica
en que los € y § son radios de un circulo centrado en f(zg) y zo, respectivamente. Adicionalmente,
para el caso de las funciones complejas no tiene sentido los limites por la derecha y por la izquierda
que plantedbamos para funciones de variable real. También es obvio que si

f(2) = u(z,y) +iv(z,y),

con u(x,y) v v(x,y) funciones continuas en (xg,yp), entonces f(z) en una funcién continua en
20 = o + 1Yo-

Diferenciabilidad de funciones complejas

Una vez mas la idea es la misma y la dificultad que subyace es equivalente a las dificultades que
enfrentamos en las definiciones de derivadas para funciones de varias variables. Diremos entonces
que, una funcién f(z) univaluada en una regién R entonces f(z) serd diferencialble en esa regién
si la derivada

df _ .. o flz+Az) - f(2)
dz — Fz) = Alérf»o Az
= lim - )
(Az,Ay)—0 Az +iAy

existe y es Unica. Una vez mas, al igual que en el caso de funciones de varias variables, el concepto
de limite (y con éste el de derivada), debe existir sin importar la ruta o forma de aproximacién al
punto sobre el cual estamos calculando la derivada. Esto es, cuando Az — 0 < Az + iAy — 0,
entonces:

[u(z + Az, y) — u(z, y)] +i[v(z + Az, y) — v(z,y)]

/ _ ,
R e Az

/ o u(my + Ay) —u(ey) [+ i fo(z,y + Ay) — v(@,y)]
F)las=o = =i lim, Ay :

"A partir de ahora y por razones de simplicidad llamaremos a f(2) funcién compleja en vez de funcion de variable
compleja
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Ejemplos Un par de ejemplos que ilustran este caso pueden ser: f(z) = 2 — y? + 2izy. Por lo
tanto, la derivada es:

Az—0 Az (Az,Ay)—0 Az 4+ iAy

)
desarrolle y pruebe que independientemente de la ruta en el plano complejo: Ay = 0;Az — 0 o
viceversa, se tiene:

(Az)? — (Ay)? + 2iAzAy
Az +iAy

f(z)= lim <2x +i2y +

=2 12
(Az,Ay)—0 > Trsy

que es mas o menos obvio si hubiéramos notado que f(z) = 22 — y? + 2izy = (v +iy)? = 22 con lo

cual
Az)? — 22 2zA Az)?
0= im, EELTE = i EELEE — im0+ 89 = 2

Ahora bien, las cosas no siempre son asi. Si consideramos f(z) = 2z + iy es rdpido comprobar
que no es diferenciable en el plano complejo, ya que

o ) 20 + 2Ax +i(y + Ay) — 2w — iy , 2Ax 4+ iAy
f'(z)= lim . = lim ——,
(Az,Ay)—0 Ax +iAy (Az,Ay)—0 Az + 1Ay

el cual, claramente no coincide si las direcciones de aproximacion a zy = xg + iyg son distintas, vale
decir, por ejemplo Ay =0; Az — 00 Az =0; Ay — 0.
Como heredamos todas las ideas y métodos del campo real se cumplen todas las reglas de la
derivacién para funciones reales:
d df(z) dg(z) d df(z) dg(z) df(g) dg(z)

e [f(2) +9(2)] = ?ﬂL?; P [f(2)g9(2)] = ?g(z)%—f(z) P %f l9(2)] = “dg  dz

Funciones Analiticas y Condiciones de Cauchy-Riemann

Diremos que una funcién es analitica (holomorfa o regular) en una regién R, si es univaluada
y derivable en todos los puntos dentro de esa misma regiéon R. Puede darse el caso de que sea
analitica en la regién excepto en un nimero finito de puntos (donde es singular). Entonces diremos
que es es analitica (holomorfa o regular) en R, excepto en esos puntos.

Una funcién se denomina una funcién entera si esta es analitica en todos los puntos del plano
finito, como por ejemplo, los polinomios.

A partir de dos estrategias (muy particulares) de aproximacién a Az — 0 tales como Ay =
0; Az — 0 0 Az = 0; Ay — 0, podremos encontrar un criterio para identificar donde, una funcién
compleja, f(x), es analitica. Esto es:

[u(z + Az, y) — u(z, y)] +ifv(z + Az, y) — v(z,y)]

I'(®)ay=0 = lim

Az—0 Ax
e [Au(z,y) | Av(z,y)
- AI;EO Az t Az ’
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[u(z,y + Ay) — u(z,y)] +ifv(z,y + Ay) — v(z,y)]

! _ s ’
f(®)pe=0 = ZAIZIJFBO Ay
L Au(r,y) | Av(z,y)
o Algljrilo [Z Ay + Ay ’

y ambas tienen que coincidir. Con lo cual

[Augc, Y) N Z.AUXI; y)}

= lim

f(@)ay=0 = f(*)ar—0 & lim Jim

Az—0

y equivalentemente

Qu(z,y)  Ov(z,y) __Oulz,y)  0v(z,y)

/ _ !l
f (x)AyZO =f (IE)ACEZO = Ox ox dy dy

Con ello hemos encontrado las condiciones necesarias para que una funcién compleja sea analitica,
vale decir: las condiciones de Cauchy Riemann

oulz,y) _ Ovlz,y)  Ou(z,y) _ Oulz,y) @)
Ox Oy Ox Jy

Ahora tendremos un criterio més expedito para determinar que la funcién f(z) = 2z + iy no es
analitica.

u(z,y) =2z u(z,y) dv(z,y) dv(z,y) u(z,y)
— T =924l =" N —— L —(=0=-——
v(z,y) =1y } ~ ox 7 oy Ox oy
Para el caso f(z) = 22 — y? + 2izy se cumplen las condiciones de Cauchy-Riemann
2,2
u(@,y) =2° —y _ ouwyy) Oy Oulzy) ., Ou(zy)
v(z,y) = 2zy ox Oy Ox y

Como esas condiciones son necesarias porque para encontrarlas hemos seleccionado un par de
rutas muy especificas: Ay = 0; Ax — 0y Az = 0; Ay — 0, se requiere exigir algunas condiciones
adicionales. Sin demostracién (puede consultar para detalles y demostraciones las referencias in-
dicadas®) exigiremos como condicién necesaria y suficiente para que una funcién sea analitica que
las cuatro derivadas parciales para u(z,y) y v(z,y), existan, sean continuas en la regiéon R y que
se cumplan las condiciones de Cauchy-Riemann. El punto crucial (adicional) es que las derivadas
sean continuas.

Ejercicio Como ejercicio al lector le sugerimos investigar los dominios del plano complejo para
los cuales las funciones f(z) = |z| —i|y| y f(2) = |2|?> = z2* son analiticas.

8Byron, F.W. y Fuller W.F. (1970) Mathematics of Classical and Quantum Physics. R. V. Churchill y J.
W. Brown (1989) Complex Variables and Applications. K. Knopp (1996) Theory of Functions, Parts I and
11
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Curiosidades de Cauchy-Riemann

Las funciones analiticas satisfacen algunas propiedades adicionales consecuencias de las condi-
ciones de Cauchy-Riemann.

La primera es que dada una funcién compleja f(z) = u(z,y) + iv(z,y); si f(z) es andlitica,
entonces u(z,y) y v(z,y) serdn funciones arménicas conjugadas, VZu(z,y) = Vv (z,y) = 0, i.e.
satisfacen la ecuacién de Laplace. Si derivamos apropiadamente las ecuaciones (2) respecto a una
y otra variable encontramos que

9 [oute,n)] _ 9 [deea)] _ 0 [ooen)] 0 [uten)] | Puley)  Suley)
or | Oz - Oz oy - Oy Ox Oy Oy 0x? oy:

y equivalentemente

0 [Ov(z,y)] _ 0 [Ou(z,y)] _ 0 [Ou(z,y)] 0 [dv(z,y) ;xa%(w,y)#?%(ﬂ:,y)_o
or | Ox - Oz oy Oy Ox Oy oy Ox? oy

es decir, hemos demostrado que las partes reales e imaginarias de una funcién analitica son necesa-
riamente armoénicas. La importancia de este resultado radica, en primer lugar, que no son arbitrarias
las funciones u(x,y) y v(z,y) con las cuales construimos f(z). Ambas deben satisfacer la ecuacién
de Laplace. En segundo lugar que ambas estan ligadas por las condiciones de Cauchy-Riemann, y
esto implica que al conocer una de las funciones armoénicas conjugadas, siempre es posible encontrar
(salvo una constante de integracién) la otra.

Ejemplo Para ilustrar lo anterior, supongamos la siguiente funcién armonica conjugada u(x,y) =
22 — 23 + 3xy? correspondiente a la parte real de f(z). Es facil comprobar que es una funcién
armonica, ahora construyamos la parte imaginaria v(z,y). Esto es

du(z,y) _ dulx,y)

u(x,y) = 20—1343zy? = =2-32243y> = v(z,y) = 2y—3x2y+y3+gb(m)

ox oy
entonces
(. y) = —6xy+6¢7(x) = —6zry = _du(@.y) = 9¢(z) = 0= ¢(x) =C = v(z,y) = 2y—322y+y>+C.
ox or oy ox

La segunda curiosidad consecuencia de las ecuaciones (2) es que para una funcién compleja
f(z) = u(z,y)+iv(z,y) en la cual ademds se cumpla que u(x,y) =const y v(x,y) =const, entonces
se cumplird que Vu(z,y) - Vu(z,y) = 0.

ou(z,y) - ou(z,y) } _ [87}(53, y)i N ov(x,y), _ ou(z,y) Ov(z,y) +8u(az, y) Ov(z,y)
Oz y

VU,(.’L‘, y)-Vv(a:, y) = or ay J ox oz 3y 8y

y por obra de las condiciones de Cauchy-Riemann es inmediato comprobar que se anulan

_Oulz,y) dulz,y) | dulz,y) du(=,y)
Ox oy dy Oz

Vu(z,y) - Vou(z,y) = =0
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Es decir, u(z,y) =const y v(z,y) =const, corresponden a trayectorias mutuamente ortogonales.
Esta “curiosidad” nos permite construir sistemas de coordenadas alternativos en el plano complejo
y, sobre todo saber como establecer su transformacién a otros planos complejos.

La tercera curiosidad es un resultado el cual, siendo una formalidad, nos indica que las funciones
analiticas f(z) dependen de z y no de su conjugado z*. O dicho de otra manera que z y z* son
variables independientes. Para demostrar esto procedemos primero a convencernos que si f(z) =
u(x,y) +iv(z,y) y f(z) analitica, entonces 852(5) = 0. Sin detenernos a pensar en el significado de
la derivada respecto a la variable conjugada, recordamos que operacionalmente

z+z*

2 N af(z) Of(z) Oz +8f(z)@ :% [8u(m,y) +Z,(%(x,y)]_ 1 [8u(m,y) +Z,(%(a:,y)}

oz ox 2 y dy

xr =

oz Ox 0z Oy 0z

z— 2"
21

y =
arreglando tendremos que es inmediato comprobar que se anula si se cumplen las condiciones (2)

0f(z) 1 [du(z,y) _av(az,y)}_i_i [8u($,y)+av(3§7y)} 0 :f(z)#f(x,y):f<z+z* z—z*)

9z* 2 Ox Oy 2 Oy Ox 2 72

en otras palabras, la funciones analiticas son verdaderas funciones de variable complejas y no, como
pudiera parecer, de dos variables reales interpuestas.

Ejercicios
1. Determine la funcién f(z) analitica cuya parte imaginaria es (y cosy + xsen z)e”

2. Muestre que si f(z) es analitica entonces f*(z*) también lo es.
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