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Simbologia

IN: Conjunto de los niime-os naturales.

?Z: Conjunto de los nime-os enteros.

Q: Conjunto de los nimeros racionales o cuerpo de los nimeros raciomales.
I Conjunto de los nimerds irracionales.

IR: Conjunto de los mimeros reales o cuerpo de los nimeros reales.

€: Conjunto de los niimeros complejos o cuerpe de los nimeros comp ejos.

U: El simbolo “U” colocado entre dos conjuntos, A U B, se traduce por: A
unién B.

N: El simbolo “N” colocado entre dos conjuntos, A N B, se traduce por: A
interseccién B.

A’: Complemento de A.

C: El simbolo “C” colocado entre dos conjuntos, A C B, se traduce por: A es
un subconjunto de B.

=: El simbolo “=" colocado entre dos proposiciones, P = @}, se traduce por:
“P implica Q”, de “P se deduce Q" o “Q} es consecuencia de P”.

¢: El simbolo “&™ colocado entre dos proposiciones, P < (7, significa las dos
implicaciones, P = Q y 2 & P. Puede traducirse como: “P si y sé.osi @7,
“P es equivalente a Q" o “P y  son equivalentes”.
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Capitulo 3. Exponentes y Radicales

Pues bien, para hacer desaparecer o eljminar el radical del denominador, los expo-
> E - ' ‘

nentes de z, y, z dentro del radical; deben ser miltiplos de 4 (indice de la raiz). Por

lo tanto '

oy iy

- Vet ety ey o Yy
4 2 z5 R .5 5 ) = =
Ve's T Yais EpE . e 7

Ejercicio 3.1 Racionalizar el numerador de la erpresion

VIZe=h- Vs
h

3.3.2 Ecuaciones radicales.

I(,omn U nombre lo indica, son ecuaciones en que intervienen radicales para la(s)
incognitaf(s).

Ejemplo 3.9 Resolvamos

Va2 —1=2 (3.2)

Elevande af eubo a ambos ludus de fu ipualdad, obtetiemnos

2 —

z-—1=28 (3.3)
Resolviendo esta ecuacidn polindmica, obtenemos que las posibles soluciones de 3.2
son =3 y £ = 3 verificando en 3.2, tenemos que '

para z = 3

V3 -1=V8=2

para z = —3
V(-3)-1=vV8=2
Luego efeclivamente z = 3 y £ = —3 son soluciones de la ecuacién planteada.

Ejemplo 3.10 Resolvamos

3.4,  Funciones Exponenciales y Funciones L ogaritmicas o 79

Trasponiendo términos y elevando al cuadrado tenemos:
3r+1={z—3)%
De donde obtenemos como posibles soluciones de 3.4 los valores z = 1 y o = &

34 VITFI=3+2=5%#1

Luego 2 = 1 no es solucidn de 3.4
34+ v38+1=3+5=8=8.

Luego z = 8 es solucién de 3.4

verificando tenemos

Nota. Posibles soluciones come z = 1, que no son solucién de la ecuacién inicial,
se acostumbra a llamarlas soluciones extraiias; por o que se hace imprescindible

verificar Jas posibles soluciones en la ecuacién inicial.

3.4 Funciones Exponenciales y Funciones Lo-
garitmicas

En la primera parte, definimos a” para cualquier namero racional r y para cualquler
nimere real positivo ¢, de la siguiente manera:

m
n=nam

. M
si r = —, entonces a
n

Nota. Si 2 es negativo (¢ < 0), se presentan ciertos inconvenientes, como por

ejemplo

(-4 = /(-4 =V-BI¢R

La definicién de un exponente irraclonal, requiere de un conocimiento en matemditicas
superior del que se poses a este nivel, sin embargo, mediante el uso de aproximaciones
sucesivas podemos darle sentido a nimeros tales como

2V3 97 2=V3 32 &7, etc,

~
3] modo mds natural de obtener 3V2, por ejemplo, es considerar sucesivas aproxi-

maciones decimales de /2, tales como:
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1.4; 1.41; 1.414; 1.4142; etc.
Entonces
glt,  gldl. ql4ld, ql4142,

; ;o etlc,

son aproximaciones sucesivas de 3v2.

El valor de 3V2 se puede obtener con cualquier aproximacidn deseada, si tomamas
un desarrollo decimal de \/5, con las suficientes cifras decimales.

5i en vez de 3‘/5, tenemos (—S)V"E tendriamos que considerar ia aproximacién
141

(~3)14 = (=3)100 = (-3 ¢ R
De aquf la conveniencia de considerar la base a positiva, es decir a > 0.

Una vez hecho el comentario anterior, enunciamos el siguiente teorema, sin demos-
tracién.

Teorema 3.3 Sic,b son reales positivos (a > 0,b > 0) y z,y € IR; entonces:
(i) a®a¥ = =tV (i) 2 = a™¥

fiii) (a®)¥ = o™ (iv) (ab)* = a%b~

(v) (3)° = 3=

Es decir, las leyes de los exponentes racionales, se cumplen para exrponentes reales
cualesquiera; stempre y cuando la base sea positiva.
2. VE

Ejercicio 3.2 Simplificar _rr-\/?‘_

Solucidon. Usando el teorema 3.3, obtenemos
p?. g5 2464

_ 2 — ﬂ,2+\/54—\/24 — :,r2+3\/€—2\/é - ﬂ,z+\/§
FV2d PRVFT)

Puesto que, si a > 0, entonces a cada niimero real z corresponde un (nico ndmero
real a¥; luego podemos definir la siguiente funcién.

i itmi 51
34 Funciones Exponenciales y Funciones Logaritmicas

Definicién 3.7 Sia > 0 ya # 1, entonces la funcidn exponencial con base a, es la
funcidn f definide por:

f: R— R
f(z)=a®
Notas:

(i) El dominio de f es R, mientras que el tecorrido o imédgen de f es
1=(D,+oo),ya.quey=a’>0

(ii) Si a = 1, entonces a® = 1*¥ = 1,Vz € R. Luego f(z) = 1; es una funcion

constante,

Consideremos dos posibilidades para la base a; 0 < a < lya>1l.
1 3
Grafiquemos f(z) = (2)* y g{z) = (5)

() flz) =2, a>1.

T v

4L

-3 .},6 1

a3

1] 3

0 1

1 2 e

2 |4 JE k-

1 16 4 32 1 W 5

1
(i) 9(2) = (5)" 0wl
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T ¥
-4 | 16 ¥
3|8 i
24 = £(7)
—1]2 :
0 |1 A
I [
T L\
4 AN &)
3_|g R e , x
4 % 4-3x1-:1 !&01234 s 7

() fe) = (2, a>1
(iYg(z) = (3)°, 0<a<l

Observemos en las grificas lo siguiente

(a) Para f(z) = 2%; sl z1 < 2, entonces f(z1) < f(z2)

(b) Para g(z) = (1)%; sl &1 < z2, entonces g(z1) > g(z2)
Las observaciones anteriores motivan la siguiente definicién

Definicién 3.8 Sea f una funcidn real y 1,22 en el dominio de f.
(i}f se llama estrictamente creciente, si se tiene que
1 < 22 == fz1) < f(22)

(ii) f se llama estrictanente decreciente, st se tiene que
71 < 23 = f(z1) > f(z2)

Para el caso de las funciones exponenciales, tenemos lo siguiente:
(i) St 0 < a < 1, entonces, f(z) = a”, es decreciente (estrictamente)

(ii) Si a > 1, entonces, f{z) = o, es creciente {estrictamente) Vs

Este hecho es dtil en la solucién de inecuaciones "exponenciales”.

Considerande como contradominio de la funcién exponencial los reales positivos, es
decir, f : R —» (0, +00) con f(z) = a¥; tenemos que la misma es biyectiva y por lo
tanto tiene funcién Inversa f 1.

3.4. Funciones Expenenciales y Funciones Logaritmicas 23

La funcién inversa de una funcién exponencial, la llamaremos funcién logaritmica y
la denotaremos momentaneamente de la siguiente manera:

7t (0,4<) — R
fHz)=log,r, a>0 y a#l

Sabemos que la relacidn existente entre una funcién f y su inversa f~! es:
-1
y=flz)e= [ W=z
De donde obtenemos
y=a' = log,y=2

Consideremos lo anteriormente dicho, desde un punto de vista mas algebraico
Supongamos que tenemos la ecuacion {exponencial)

B=27 (3.3)
Puesto que 27 es idnico y la ecuacién (3.3), admite el arreglo
28 =27

entonces concluimos que £ =3

Sin embargo la situacién, no es tan facilmente manejable si en vez de (3.5) tenemos

la ecuacion
3=2" (3.6)

Puesto que la incognita = estd en el exponente, necesitamos una nueva herramienta
para resolver dichas ecuaciones; tal herramienta es el uso de la funcién logaritmo.

En consecuencia definimos

" =be=log, b=12

Ejemplo 3.11
(i)log, 8 =3 , ya que 2° =8

(i1) log 5 100 = 2, ya que 102 = 100

(#ii) Ingy 16 = ~4, va que (£)71 =16
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Al igual que las funciones exponenciales, consideraremos dos posibilidades para la
base a del logaritmo;a>1 y 0<a<l1

Grafiquemos f{z) =log,z ¥ y(z)=logrzx
(i) f(z) = logz, a>1 )

— " .
1716 | -4 g7
1/8 1 -3 | = logy(3) = -3, ¥ -3 .1

2 = , ya que {2 = 4

1/4 ;) 5 { ) 8
172 | —1
; ? -3 log, 1 =0, ya que (2 =1

— 1 2= 3 1 — )
7 5 Og4 1,vaque ()1 =2 2
8 3 -3
16 4

—log, 16 = 4, ya que (2} = 16
(i) g{z) = logy =

z
1/16
1/8
1/4
1/2
1

2 -1
4 -2
8 —3| —+logi8=~3 yaque(}) =8
i . ya que (3)

- lﬂg% % =1, ya que (%)1 = %
— log% 1=0,yaque (3)°=1

O =] 6] o d s

Observando las grificas anteriores tenemos que
(i} 21 < 22 = f(z1) < f(x2)
(ii)z1 < 22 = g(z1) > g(z2)

Se puede demostrar que:
(i) St @ > 1, entonces f(z) = log, z, es creciente {estrictamente)

85

3.4. funciones Exponenciales y Funciones Logaritmicas

(i) 81 8 < a <1, entonces flz) =log, z, es decreciente (estrictzmente)

Este hecho es il para la solucién de inecuaciones "logaritmicas”.
A partir del teorema 3.3 (Leyes de los exponentes reales), se pueden deducir una
serie de propiedades de los logaritinos que damos a continuacién.

Teorema 3.4 Sean a,u, v reales positivos cona # 1y sear un riimero real cualquiera.

Fnionces
(ijlog,a=1
(it) log, 1 =10
(1ii) log, (u.v) = log, u + log, v
(iv) loga (%) = log, u — 108, v
(5) Yog, (u) = r10ga u
(vi) al®a¥ = u
Demostracion. (Optativa)
Dos bases de uso muy frecuente son:
a=10 y e=271828..

Los logaritmos en estas bases se denominan logaritmo comin y logaritmo natural

respectivamente y se denotan de la manera siguiente:

log,gz = logz ¥y log,z=1Inz

Ejercicio 3.3 Simplificar (i) e7ln= (#3)100/8= (#17) €3l T +2InS

Solucién.
(]) e—-ZInz‘ — e!n(r“z} —z 3=

1
2

(ii) 100'EF = (102)103: = 102108% = lnlog(zz]x2

(111) ea!n £4+2nb _ eln(a:3]+ln(52] — eln{.:l:"’.52) = 9573
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Férmula para el cambio de base. (optativo)

A continvacién obtendremos una férmula que relaciona log, ¢ con log, z, es decir,
logaritmos can bases diferentes de un némero dado
Sea
y=log,z (3.7)

Be donde

a' =1z (38)

Tomando logaritmo con base b en ambos lados de (3.8), obtenemos
log, ¢¥ = log, z

Es decir
ylogya = log; =

Reemplazando y por su valor log, = y despejando, obtenemos:

logy, =
logy a

log, z = (3.9)

Sien (3.9 a=e y b= 10, entonces

- logpx ; logz
=3 L o —
log, = Togoe © mejor Inz = =z

Esta iltima férmula nos permite calcular el fogaritmo natural si se conoce el logar-
itmo comiin y viceversa,

3.5 Ecuaciones Exponenciales y Ecuaciones
Logaritmicas

En las primeras la variable se encuentra en el exponente y en las segundas la variable
se encuentra afectada por logaritmos. Serd de mucha utilidad el manejo preciso del
teorema 3.4 y el teorema 3.3, en la solucién de estas ecuaciones.

i 87
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Ejercicio 3.4 Hallar el valor de z en:

(i) 3=.9% = 729

(i1) 3logz —log 32 = log

Solucién.

(i) 3597 =720 = 3539 =353 3% ==z =2

(ii) 3logz — log32 = log(%) = log 2® — log 32 = log(§)

= log(Z5) = log(§) = 5 = § = 2% — 162 = 0 => z(z? - 16) =0
De aca obtenemos z = 0 o r=4 é T =4

Claramente que la dnica solucién posible es z = 4, la cual resulta ser efectivamente

una solucién al hacer la verificacion.

3.6 Ejercicios de Exponentes y Radicales

1) Escriba la cantidad indicada como un nimero racional con exponente 1.
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26_2?’ (32)4 2 2
32.24
a) 911 b) 3. 36 €) Laf'_)_
. 3
o 10e(2) g ) [
5 (22.73)% 15
2 3
o (-3) B (-2 ) 4
P AN
e 9 |(-3) h (-2t -3
: G -6)"
v B[} :
my 2ot A2 3 o 2=3) :
2 -3 ( 1 279 273—3_2
Ry
2—3
P) = Q) 2* ) 3
1- 1431
6%
S) 242'323

e] 81 f) -64 g) —256

3} Elimine los exponentes negativos y simplitque s1 es posible:

2) 3z2y2\ ° b (2227 (222) ’
221yt ) (222:)°
(a+b)_1 _2 _ay—2
o et d) (577 +57)
a~ s 4 b3 9z~ + 3zy~2
) b 0 ey
- ¥

[(337_63,!_324)2]4 - (3‘-—2yz2)3 h) {a [526_3 {a3b‘2c3d)3] —2}3

[ere—tyz2y]” {ab [be (@) a3]2}4

g)

4) Sin hacer uso de la calculadora, extraiga la raiz cuadrada de los siguientes

nimeros:
a) 3 b} 5 c) 21 d) 232

e) 127 f) 325 g) 2368.1437

5) Escribe en la forma radical V/z™,conm, 7 € W:

o) 23 by 343 ¢) HLA d) 17°23
9 ¥t D @-57 g @ty
6) Escribe en la forma potencial ™/ conm, n € N:
2) V3 b) 48 o) ¥ 4 Vo

8-

e) Yty f) y—z- g) Vai+h? h)

) VATE  §) Y@+ B JE-@
) Vz3-y

¢} Desarrolle y shnplifique de ser posible:
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a) (22 - 3y)? ¢} (a%y - zy?)’

‘ 2 332
d) (gil'-i'iy) |

g) (cPyz +zy’z — zy2?)’

b) (ey — %)’

&) (VZ-.5)* f) (vz+5)°

8) Exprese en notacidn cientifica los siguientes ndmeros:

a) 2340000 b) 0.00000959
c) 3700000 d) 0.00060000001
9} Exprese en forma decimal los siguientes ndmeros:
a) - 3.4 x 108 b) 5.63x10°°
c) 9.9x107 d) 1.2x 10~

10) Calcule expresando la respuesta en notacién cientifica:
{0.00021) (220000) (25000000) (0.000003)

b
) 8000 ) (0.0005)*
212
g (0:00002)"* (3000000)* (3000) [(n annnay? ananan) 2] 192
(36000000)° 0.000000016

11) a) La masa aproximada de un dtomo de hidrégeno es
0.0060000000000000000000017g.

Exprese este nimero en notacién cientifica.

b) La masa de un electrén es aproximadamente 9.1 x 1028 g, Escriba este
nimero en forma decimal.

12) Uno de los niimeros primos més grandes conocidos es 244497 — 1. Verificar que
tal nimero es primo le llevé a una de las computadoras més rapidas del mundo
cerca de 60 dias. Use la forma cientifica para estimar el nimero de célculos
requeridos para verificar que dicho nimero es primo, si dicha computadora es
capaz de realizar 2 x 10! cdlculos por segundo.

Recientemente se ha descubierto un nuevo niimero primo, a saber 2859433 _
con 258.716 digitos. Dichos nimeros son importantes en Criptograffa, en
'Teoria de Codificacidn {envio de mensajes secretos).

91

3.6. Ejercicios de Exponentes y Radicales

13) Asumamos que la deuda piiblica y privada venezolana para el +70 1996 alcanza
a la cantidad de § 40 Millardos. Si por cada délar debemos desembolsar Bs.
500, 00, exprese dicha deuda en Bolivares. Use notacion cientifica.

14) Exprese en forma radical, simplificando si es posible:

a) (—27)*? by 1673/

¢) (~0.0008)%° d) - (0.000125)"*/°

15) Simplificar:

a) VI75+ /243 — 83 - 2/75 - 2V/39 + 379
o 1 1
b} ;Jleqs— %\/70 - §¢343+ﬁﬁ§+§x/2137

¢) 29250 — 4/1029 — 616 + V2187 - 3V/4

d) 4y/=320 — 10/=40 - 2¢/54 - 1$/32 + 3/~ 1024

e) 2v2 - 38— 7-TV/I28— =27 +4/32- 3B

f) 4-3v/3+8/8- 3927 - V9 -5/243 - /=32 5,74+ v16
g) am—m—ﬂf’ﬁ&:’ﬂﬁ-abm

16) Efectde y simplifique:
Valbe Vadb? _ ‘ﬂ{ Wy
a) \,",’L‘y3. 3,/-1;2y b) —e\/'E.T-b——B:;— LJ \/ P 2%y
23z

abe e/ fzzt f) vy i
9V ey VTV ErE N

17) Racionalice el denominador de las siguientes expresiones. Simplifique, si es

posible:
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2v/5 3
Ve [N
3 7 ) Vom
Q) Tz./yz 4) 8ab?v/adbe
Yyl cv/db2clt
o VT + 245 ) v2-3/5
VT -5 22+ V5
VI =z —1 vat+b—+va—1b
g o= h)
VT + VT =1 va+b+va—5b
) V2 -5 ) z-8
Va5 VD VT
) a:2+2:¢:y+y7 i) 2 - y2
YT+ oy Vi- ¥y
) 224+ 3z -10 ) A2 - g3
Vi 42+ V1 VA- VB
g2
of ——4
) s
18) Racionalice el numerador de las siguientes expresiones. De ser posible, sim-
plifique:
a) & +vz—y b) va+ VA
T—-y+2 a? —16
5 Yzt — Y2z + 4 d) Vi
z3 48 at — b8

1%) Simplifique las siguientes expresiones:

vz -1/2
etz "
- vz —2
A S vy
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o 3l b2l - @+

d) 8z (z?+4) (62 — 5)° + 18 (22 + 1* (62 — 5)°

e) r~3(8 —g) - z!/3

£) 6(z2 - 42 @0+ 1)+ e+ 1)° (=2 +4)7

1/2

g) [3x2 (2 + 5)/% - %zl‘ (22 + 5)71? (2)] (2z +3)7"

(22 +4)° (3) - 3z (é) (22 +4)7% (22)

h 2
) [(:c’+4]1/3]
2 (1Y (62 ~2/3 gy _ (6z 13 o,
_) (4—:5)(3)(6 +1)"3 (6) — (6 + 1)/ (~20)
’ -2
e 42 (3) 2497 @) @2+ () e=+27"®)
i -

[(31 +2)1/2]2

[(3I+2)1/2]2

20) Resuelve las siguientes ecuaciones radicales:

a) vVz-8=4¢
¢) Bz -19- Bz = -1

10
e) ﬁ+\/5—+_=ﬁ

g) Vii+1-V1-23=0

21) Simpliﬁqug:

by 7+ V5x-2=9
d) vz -dab=-2b+ V7

V-2 2/T-5
D VI+2 24z -1
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a) 3vZ. 330 b) (r.’ 5)\/5_0 c) (5\/5)\/3 d) 7\3/’5,73/?

o) . VT gy (gv@z)mz o) 9V W T
3v/18 vz
LoE /TN (@) e
: . :
N R
22) Simplifique:
a) a|ogar b) E—-ELHr C) 100]051‘ d) Sllog_-_.z:

log, logy, =2 Og, ¥
e} (ba) &b 1-) (\/E) Eb g) (305)1 Ea h) (V@)‘Ogil'zs
i) e3Lnz+2lns i) 1(-5logz-3log2 k) c2lnz-3Ln241

23) Halle el valor de:

a) log, 128 b) log;729 c) logs; 625 d) log 100000
e) log(0.0001) f) log,6361 g} log, 4096 h) logs 78125
1} log.aa j) logza k) logzze l) logsga
m) logas 49 n) loggpl21 o) logum a2

21) Resolver las siguientes ecuaciones:
a) 2tl=128 b) 2Mte =427 c) 3%.9% =729
oz —
d) 2e-1=gy e) 1000x 10 = /1005 f) (fa®\/a®v/a® =d’

g) VaEl. 76 . /g2 = Y37+l

h) 59T =125 ) ETHIIOS e

J) 4.:;-—1 _%_41'—2 + 42:—3 +4z—4 +4z—5 = 341

k) 7438 T 41 =0

3 6. Ejercicics de Exponentes y Radicales 05

1) (3771 4+ 3242) (5% 4 5771) = 17528

m) logay—g5=14 n} log,z9=2
z
o) 3!05x—log32:—zlog§

p) 2log(2z)? - 3logz =1

q) log (:r:]“g”) —logr -6=10

denotado pH para describir cuantitativamente

25) Los quimicos usan un nimero
(H+],

la acidez o la basicidad de ciertas soluciones. Por definicidn pH = —log
donde [H*] es la concentracién de iones hidrégeno en moles por litro.

a) Dé un valor aproximado del pH de las siguientes soluciones, dada [HT]
correspondiente:
i) Solucién A, con [H¥] =~ 6.4 % 103
ii) Solucién B, con [H¥]~ 1.0 x 10-%
fii) Solucién C, con [H¥]~ 6.0 x 1077
b) Dé un valor aproximado de la concentracién de iones hidrogeno [H'!'], en
cada una de las siguientes sustancias:

i) Sustancia A, pH = 4.0
ii} Sustancia B, pH =~ 9.2
i} Sustancia C, pH =~ 2.4
iv) Sustancia D, pH ~ 6.6

26) Usando logaritmes comunes, dé un valor aproximado de:
) (0.56)* (618) by (143) V323
(14.2)/17 432

y eu@” ) (1327
€ 426 206

27) Dibuje las grificas de las siguientes funciones, encontrando los cortes con los

ejes coordenados (81 los hay).
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) = 2 b) /(z)=3° Q) f(z) =2

. - 1 T x
I=F-1 9 fm=(3) 0= (3) +1
Y=logz  h) f@) =gz §) f(z)=logs(z 1)

)=logyz—2 k) f(z)=log{z+2) 1) f(z)= Lnz 42

Capitulo

4

Trigonometria

4.1 Introduccion

En griego, el término Irigonon significa tridngulo y metron medida, de modo que
trigonometria significa medicién de tridngulos. Antiguamente se utilizaba en
agrimensura, navegacion y astronomfa, para determinar relaciones entre las longi-
tudes de los lados y medicién de dngulos. Todavia se utiliza con estos fines y en
estos casos las funciones trigonométricas tienen la medida angular como sus do-
minios. Modernamente estas funciones tienen aplicacién en relacién con fendémenocs
petidicos tales comor movimionte andwtataria, carriente eléctrica alterna, cuerdas
oscilantes, péndulos de oscilacidn, ciclos comerciales y ritmos biolégicos. Estas apli-
caciones requieren que el dominio de estas funciones sean subconjuntos de nimeros
reales.

Supondremos al estudiante familiarizado con las nociones de punto, recta, dngulo,
segmento, tridngulo, etc. Lo que sigue es una apretada sintesis de un material que
en el bachillerate dispone de mucho mds tiempo para su exposicion,

4.2 Angulos

En geometria un dngulo se determina por dos rayos o semirectas £; y £2 que tienen
un extremo comiin llamado el vértice O.
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Figura 1
L,

Si Ay B son puntos en £; y £2, nos podemos referir al 4ngulo AOB.

En trigonometria es conveniente considerar que el dngulo AOB es generado a
partir de un rayo fijo £;, con extremo O, mediante una rotacién respecto a O, en un
plano, hacia la posicién especificada por la recta £,. A ¢; se le llama lado inicial a
{3 lado terminal y a O vértice del dngulo. Se llaman dngulos congruentes a
aquellos que superpuestos coinciden.

La magnitud y el sentido de la rotacién no se restringen de modo alguno, asi que
podemos dar al lado Inicial varias revoluciones en cualquier direccion respecto a
y acabar en la posicién terminal, como se ilustra en la figura siguientes.

Figura 2

Lado Terminal Lado Terminat

Sentido horario

Sentido Antihorario
o

Lado Inicial Lado Inicial

Angulo Positive

Angulo Negativo

Tomamos como sentido positivo de un dngulo «, el sentido contrario al movimiento
de las agujas del reloj (sentido antihorario) y como sentido negativo de un angulo
B, el sentido del movimiento de las agujas del reloj (sentido horario). Denotamos
los dngulos por letras griegas mindsculas o, 3, 8, etc.

Hay muchos dngulos diferentes que tienen los mismos lados inicial y terminal, a
cualquiera de estos dngulos se les llama Angulos coterminales.

Si se tiene un sistema de coordenadas rectangulares (cartesiano), entonces la
posicién estandard de un édngulo, se obtiene al tomar el vértice en el origen y
hacer que el lado inicial ¢; coincida con el eje z positivo.

4.3. Unidades de Medida (Escala Sexagesimal y Escala Radian) 929

SN
Sy

Figura 3

L 4

"y

b

oL positivo B negativo

4.3 Unidades de Medida (Escala Sexagesimal
y Escala Radidn)

Una de las unidades de medida para dngulos es el grado. Si se coloca el angulo en
posicién estandard en un sistema de coordenadas rectangulares, entonces un 4ngulo
de 1 grado, denotado por 1°, es por definicién: La medida del dngulo formado por
1/360 de una revolucién completa en sentido antihorario.

Figura 4

Definicidn 4.1 Sean o y 8 dos dngulos medidos en grados.
(1) @ se llama dngulo recto, si o = 90°
(ii) a se llama dngulo agudo, si 0° < o < 90°
(1i1) o se llama angulo obtuso, si 90° < a < 180°

(iv) Sia y B son dngulos agudos y a+ [ =90° entonces decimos que o y [3l son
complementarios

(v) Si a y B son dngulos positivos y o + 8 = 180°, entonces decimos que o y
son suplementarios
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La medida de dngulos en grados se usa en algunas ireas de aplicacién como nave-
gacién, topografia y el disefio de equipo mecédnico. En las aplicaciones cientificas,
que requieren del cdlculo, lo usual es emplear medida en radianes.

Definicién 4.2 Un dngulo o tiene una medida de 1 radian si al colocar el vértice
a en el centro de un circulo, la longitud del arco interceptado en la circunferencia

es igual al radio.
Figura 5
P

r
‘Q o =1 radian

Por consiguiente para medir en radianes, se debe efectuar el cociente entre la
longitud del arco y la longitud del radio correspondiente.
Figura 6

P

AN _&
A e=T

Nétese que como el radian es el cociente entre dos longitudes, el mismo no tiene
dimensiones (unidades), no obstante para mayor claridad escribiremos radianes o

simplemente rad.

Si consideramos un circulo de radio r, entonces un dngulo a que mide 1 radidn,
intercepta un arco AP de longitud r. En este caso se dice también que el arco AP
subtiende a a o que a es el dngulo subtendido por el arco AP.

Definicién 4.3 Un angulo central de una circunferencia C, es el dngulo cuyo
vértice estd en el centro O de la circunferencia. La Figura 7 muestra un dngulo
central a en una circunferencia C' de radio r.

4.4, Relaciones entre grados y radianes 101

Figura 7

4.4 Relaciones entre grados y radianes

Para encontrar la medida en radianes correspondiente a 360°, es necesario encontrar
el nimero de veces que un arco de longitud r, puede colacarse a lo largo de la
circunferencia C. Este nimero no es racional. En efecto, como la circunferencia
tiene longitud 27r, el niimero de veces que la longitud r puede colocarse en C es 2,
es decir, un dngulo de 2r radianes corresponde a un giro completo de 360°. De aci
obtenemos las siguientes relaciones:

360° = 27 radianes, es decir, 180° = 7 radianes.

Es decir,
1° = — radi
= T30 radianes (4.1)
1 radian = (—180) (4.2)
T

Si usamos calculadora para dar valores aproximados de 7/180 y de 180/#, obte-
nemos:

1°‘z 0.01745 rad
1 rad ~ 57,29578°
Ejemplo 1

(i) Hallemos la medida en radianes de o = 120°

(ii) Hallemos la medida en grados de 8 = 57 /6
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Solucién

T 2m
1 = o= 17 —_— ] = — d
(i) a=120 120(180) 3 e

3¢ 57 180
i :-——:—-—:1500
(i) ==+~

En geometria plana se demuestra que si dos dngulos & y a; de un circulo de radio
r, son subtendidos por arcos de circunferencia de longitudes s y 5, respectivamente
y si @ y a; se miden en radianes, entonces

o S

(23] 51
En particular si a; = 1 radidn, entonces

o= -

-~

Es decir:

Teorema 4.1 Si un dngulo central o de una circunferencia C de radio r intercepta
un arco de longitud s, entonces la medida en radianes de a estd dada por:

s
a=- (4.3)
T
Observe la Figura 7.
Ejercicio 1
Un 4ngulo central « intercepta un arco de 7 cm de largo, en una circunferencia ¢

de radio 4 ¢m. Determinar la medida aproximada de « en (i) radianes, (ii) grados.

Solucién

Por la Férmula (3)

En grados

o
a =75 /—18—0) = (iﬂ) = 10030

e

4.5. Funciones Trigonométricas de Angulos Agudos103

4.5 Funciones Trigonométricas de Angulos
Agudos

Conocemos que un tridngulo es un poligono formado por tres lados y tres dngulos.
También sabemos que un tridngulo se llama rectangulo si uno de sus dngulos es
recto.

Figura 8
A

Nl

C a B

En la figura: b es el cateto opuesto (co) para el dngulo ¢, a es el cateto adyacente
(ca) para el dngulo a y c es la hipotenusa del tridngulo ABC.

Una relacién muy famosa y antigua en un tridngulo rectdngulo es el Teorema de
Pitdgoras:

= q? + b2
que geométricamente expresa:

La suma de las dreas de los cuadrados construidos sobre los catetos, es igual al
drea del cuadrado construido sobre la hipotenusa.
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Figura 9

A cada una de las razones b/c, a/c, b/a, ¢/b, c/a, a/b, que se pueden obten’er
dividiendo entre si dos de los lados de un tridngulo rectingnln, se le llama razén
trigonométrica o cociente trigonométrico, denomindndoseles:

co b ca a tga co b

= e— = - CoOs Q¥ = 7—— = — = - -
sena hlp ) th c * ca a
hip ¢ hip ¢ ¢ ¢

= —— = - seca = — = — ctga = =7
csca=—>=4 ca a ' T3

Las seis razones trigonométricas estan determinadas en forma tnica ya que las
mismas dependen del dngulo o y no del tamaio del tridngulo en consideracién. Ver

Figura.
Figura 10

A c c

Puesto que los triangulos rectdngulos AB'C’ y ABC tienen éngulos. iguales son
semejantes y por lo tanto las razones de los lados correspondientes son iguales.

4.6. ldentidades Trigonométricas Fundamentales 10

—

De lo anterior se deduce que las razones trigonométricas son funciones de o y
reciben el nombre de funciones trigonométricas.

4.6 Identidades Trigonométricas Fundamenta-
les

A partir del Teorema de Pitdgoras y de la definicién de las funciones trigonomeétricas
es facil comprobar las siguientes identidades (verificarlo!).

1) sen?a + cos?a = 1

2) sena=1/csca ,csca #0

3) cosa =1/seca,seca # 0

4) tga = 1/ctga , ctga #0

5) tga =sena/cosa , cosa #0
6) ctga = cosa/sena , sena #0
7) 1+tg2a =sec’a

8) l+ctg?a =cscla

A partir de las relaciones existentes entre ellas, decimos que: el seno ¥ la cose-
cante son reciprocas la una de la otra, similarmente el cosenoy la secantey finalmente
la tangente y la cotangente.

Nétese que las restantes funciones trigonométricas se obtienen a partir del seno
y del coseno.

Ejercicio 2
Demuestre la siguiente identidad trigonométrica

1+ csca

————— =seca
ctga + cosa
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Solucién Figura 11

Partimos del lado de la igualdad que sea més compleja o que tenga mas términos y
usando identidades trigonométricas fundamentales tratamos de obtener el otro lado

de la igualdad. Partiendo del lado izquierdo tenemos : 45°
c
i 1 2
1+csca R
ctga 4 cosa
- : 45°
a
) sin.a S : o e®=a?+ a?. Luego ¢ = v/2a. Por lo tanto
sina(sina+1) : Lo
i e ] V3
send5° =— =Yz
\/ia V2 2

te cos45° = /2/2.

Es decir, obtenemos lo deseado. ‘ ; » identidad fundamental (5) obtenemos:
Nota: Si ambos lados de la igualdad tienen un ndmero considerable de t ince,. :

se puede trabajar simultdneamente con ambos lados, manipulando basicamente con ' tgd5° =

senos y cosenos, y tratando de llegar a una identidad trigonométrica bdsica.

send5°®
cos45°

. o En el segundo tridngulo 4 = a? — (a/2)%. Luego b = (\/5/2) a. Por lo tanto
Ejercicio 3

. - a V3 .
Demuestre la identidad | sen30° — 3_1 age —a B V3 L1 V3
cosoctga _ ctga +cosa T a2 » o8 a 2 ! tg30° = V3 =73
ctga — cosa cos actga
B, s a - V3
4.7 Algunos Valores Especiales de las Funcio- sen60° = 2a = 73 . cos60° = % = % . tg60° = 2= V3
nes Trigonométricas (30°, 45°, 60°) 2

Tenemos la siguiente tabla de valores especiales, para las funciones trlgonome-

i ; siguie tridngulos iso-rectingulo uildtero respectivamente.
Consideremos los siguientes g gulo y eq pec trxcas mis usuales.

Tabla 1

Los valores de las restantes funciones trigonométricas, se pueden obtener a partir de
esta tabla.
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o 0°=n/6]45°=n/4 | 60°=7/3
sena 1/2 V2/2 V3/2
cosa | /3/2 V2/2 1/2
tga V3/3 1 V3

Para obtener los valores trigonométricos de otros dngulos especiales tales como
0°, 90°, 180°, 270°, 360°, y sus correspondientes negativos, es conveniente introducir
un sistema de coordenadas cartesiano y la nocién de circunferencia trigonométrica
o circulo unitario.

4.8 Funciones Trigonométricas de cualquier
Angulo (Positivo o Negativo)

'I'rabajaremos con un sistema carlesiano de ejes coordenados y con una circunfe-
rencia C de centro el origen de coordenadas y de radio r = 1.

La razén de tomar radio r = 1 es que el valor del mismo es irrelevante al definir
la nocién de dngulo. Observemos la figura siguiente.

Figura 12

Las longitudes de los arcos MN, M'N', M7;7V”, ..., son proporcionales a los
respectivos radios OM, OM’, OM", ... Es decir,

MN _M'N' _ M"N"
OM OM  OM"

o (radianes) =

Esta circunferencia C (r = 1y centro el origen de coordenadas), se denomina
cominmente circunferencia trigonométrica o circulo unitario.
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Figura 13

.1
'\ Sentide antihorario positive

K :
(-1.0)! Jﬂ.n] X
/Sentido horarionegativo

6.1

!

4.9 I}azones Trigonométricas de cualquier
Angulo

En la circunferencia trigonométrica C se habla indistintamente de razones trigonométricas de
4ngulos o de arcos.

Consideremos la figura siguiente:

Figura 14
{a)
Y ] v
B[0,1)
M Pixy)
L 4
i
A’(1.0) o x A8} X AF1LD) ALO) X
Pix"y) y
8°0.-1) B(8,-1)

Sea P (z,y) un punto arbitrario de C, ubicado en la Figura 14(a) en el primer
cuadrante y en la Figura 14(b) en el tercer cuadrante. Fijemos las ideas en la primera
figura.

Para el tridngulo QOP, puesto que 7 = 1 y el dngulo a es agudo, tenemos que
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PQ

sena = =§i = PQ = ordenada de P (4.4)

cosa = g:?) = 0Q = abscisa de P (4.5)

tga = z - ordenada de P (4.6)

0oQ abscisa de P

Las restantes razones trigonométricas son las reciprocas de éstas. Apoyandonos en
(4), (5) y (6) definimos las funciones trigonométricas de un 4ngulo cualquiera, no
necesariamente agudo, de la manera siguiente:

sena = y = ordenada de P (4.7)

coea =z = abscisa de P (4.8)

, siempre que z # 0 (4.9)

y _ ordenada de P
z abscisa de P
Como de costumbre, csca, seca y ctga son las reciprocas de sena, cosa y tgo

respectivamente.
En la Figura 14(b) tenemos

tga =

/
sen (') = ¢/, cos(a) = 2", 1g (o) = £

Hablaremos indistintamente de funciones trigonométricas o razones trigonomé-

tricas.

4.10 Signo de las Razones Trigonométricas

Consideremos el punto P (z,y’) de la Figura 14(b). Se tiene que sen(a’) = ¢/, con

y' < 0;cos (') =12', con 2’ < 0y tg(e’) = (y'/z') > 0. Por lo tanto el signo de cada

razén trigonométrica dependerd del cuadrante en que esté situado el punto P.
Haciendo los dibujos correspondientes tenemos la siguiente tabla de signos.

Tabla 2

Las otras tres func; sres * ~nen el mismo signo que sus correspondientes reciprocas.
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Cuadrante | sen | cos | tg
I + [+ [+
i + | - =
i} I =
v -+ [-

4.10.1 Valores Especiales

Observando las coordenadas de los puntos A, B, A’, B, en la Figura 14 y.tomando
en consideracién las igualdades (7), (8) y (9) obtenemos la siguiente tabla de valores
especiales.

Tabla 3
Angulo sen | cos see | ese
0=0° 0 1 1 | o0
7/2=90° | 1

r = 180° 0 | -1
In/2=270° | -1
2m = 360° 0 1

o|8|=8|ola
8|o|8|o|8 |2
8

Se necesita recurrir a la bibliograffa recomendada para aclarar lo referente al simbolo
0o, ver [6], pag 47.

Para los valores de dngulos negativos, introducimos las nociones de funcién par
y funcién impar.

Observemos la figura siguiente.

Figura 15

y Pixy)

-y 0fx. v

Puede observarse que:
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sen (a) = —sen (— )

cos (a) = cos (—a)

Las restantes funciones se pueden obtener de las identidades conocidas.
La observacién anterior motiva la siguiente definicién.

Definicién 4.4 (i) Una funcion f se llama par si f (z) = f(~z), para todo =
del dominio de f.

(ii) Una funcion f se llama impar si f (z) = — f (-z), para todo z del dominio
de f.

Asi por ejemplo:
f (z) =senz es una funcién impar mientras que f(z) = cos z es una funcién par.
Con estas nociones es facil obtener valores trigonométricos de 4ngulos negativos.

4.11 Formulas de Reduccién. Periodicidad

Si un dngulo pertenece al II, Il o IV cuadrante, sus razones trigonométricas estdn
estrechamente vinculadas con las de un dngulo agudo del primer cuadrante.

4.12 Angulos Suplementarios

Consideremos la figura siguiente.

Figura 16 ¥
:
a y p
n?;.cx
A o o A
X x X
=

El arco AP mide a y por lo tanto el arco ZC\) mide 180° — a. De la figura se
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deduce lo siguiente:
e sen(180° — a) =sen(ca), ya que las ordenadas de P y @ son iguales

o cos (180° ~ @) = — cos (@), ya que las abscisas de P y @ difieren en el signo

_sen(180°~a)  sen(a)
" cos(180° - @)  —cos(a) ~tg(e)

e tg(180° — )

Las restantes igualdades se deducen de las tres anteriores.
Razonando de forma similar y haciendo el dibujo adecuado obtenemos las sigu-
ientes férmulas de reduccién:

sen (90°+a) = cos o , cos(90°+a) = sena , tg(90°+a) = —ctga
sen (180°+a) =-sena , cos(180°+a) =—cosar tg (180°+a) = tgo
sen (360°~a) =—senar  , cos(360°~a) = cosa , tg{(360°—qa) =—tga

Ejercicio 4
Calcular los valores de: sen(210°) y cos (—135°)

Solucidén
(i) Usando sen(180° — &) =sen(a) y considerando que sen(z) = —sen(—z) ten-
emos: )
sen (210°) = sen (180° — 210°) = sen (—30°) = =5
(ii) Usando sen(180° + &) = —sena obtenemos

sen (—135°) = —sen (180° — 135°) = —sen (45°) = _‘/?5

Muchas otras férmulas de reduccién pueden ser obtenidas. Consultar la bibli-
ografia recomendada, ver [6], pag 58.

4.13 Periodicidad de las Funciones Trigono-
métricas

Consideremos la figura siguiente.
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Figura 17 v

Pbey)

Si hacemos que a varfe en el intervalo [2m, 47] entonces el punto P(z,y) de-
scribe nuevamente la circunferencia trigonométrica y se repite un patrén de com-
portamiento idéntico para sene y cos . Es decir,

sen (@ + 27) =sena y cos (a + 27) = cosav
para todo a en el intervalo [0, 27].

Lo mismo ocurre si a varfa en [47,67], [67,87] y asi sucesivamente. De hecho

para todo entero & se tiene que

sen (o + 2k7m) = sena y cos (a + 2km) = cos &

Lo anterior ocurre si a es positivo o a es negativo.

Este comportamiento repetitivo del seno y del coseno motiva la siguiente definicién:

Definicién 4.5 'na funcién f sellama periédica si eziste un nimero real positivo

k tal que

f+k)=f(z) (4.10)

para todo x en el dominio de f.
El menor real positivo k, si eriste, que satisface (10) se llama el periodo de f.

Asi por ejemplo. f(z) = senz y f (2} = cos z son funciones periédicas de periodo
27, mientras que f{z) = tgz es periédica de periodo .
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4.14 Férmulas para la Suma y la Diferencia de
Dos Angulos

Si a y B representan angulos o ndmeros reales, entonces tenemos las siguientes
igualdades:

sen (a + f) = sena cos 8 + senf cos a (4.11)
sen (a — B) = senacos§ — senf cos o (4.12)
cos (a + ) = cosacos § — senasenf (4.13)
cos (a ~ B) = cosacos § + senasen (4.14)
tg (o + f) = tgattgl (4.15)

1 - tgatgs
tg(a—g) = %fiat;fg@ (4.16)

Demostraremos (11) usando razonamientos de tipo Euclideo y (14) mediante

razonamientos de tipo analitico.
Se recomienda al estudiante demostrar las restantes igualdades, usando cualquiera
de los razonamientos anteriores o bien obtener dichas igualdades de las ya de-

mostradas.
Consideremos las figuras siguientes donde AQ es un arco de la circunferencia

trigonométrica, es decir, OA = 0Q =1.
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4.16  Grafica de las Funciones Trigonométricas-
Lineas Trigonométricas

La definicién de las funciones trigonométricas como razones (cocientes) de segmen-
tos, es fundamental. Sin embargo, para algunos fines (por ejemplo, trazar sus
graficas mediante métodos geométricos) es conveniente emplear una representacién
geométrica de los valores de las funciones trigonométricas por medio de segmentos
de recta dirigidos, llamados lineas trigonométricas. '

Un segmento de recta dirigido es aquel en que se toma en cuenta el sentido, por
ejemplo los segmentos AB y BA difieren en el signo.

A continuacién las lineas geométricas que definen las seis funciones trigonomé-
tricas, tratadas a lo largo de este capitulo. Se dan dichas lineas para un angulo en
el primer cuadrante y para un dngulo en el segundo cuadrante.

Figura 20

(a) fb)

»

@

P _ o5 008 o v QP AT
sena::P_ P,cosa—ﬁ_O , tga o0~ oA
OP_OC . . OP_OT_ . 09 BC__.
csca:_Q—?::.E:-OC,seca_ﬁ_o_A— T,cthz_Q_I3 55
Para las igualdades anteriores usamos el hecho de que en la Figura 20(a), OA =

OF = OF = 1y las parejas de tridngulos OQP, OAT y OQP, OBC son semejante.s.
Los s7:: entos considerados en los cocientes anteriores, por convencién son di-

rigide- ~tido positivo o negativo de cada segmento es facilmente percibido.
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Ejercicio 5

Dibujar las Ifneas trigonométricas para un dngulo en el tercer cuadrante Y para un
angulo en el cuarto cuadrante.

A continuacién haremos con cierto detalle la grifica de la funcién seno. Luego
daremos las grificas de las funciones coseno y tangente, dejando como ejercicio que
el estudiante investigue las graficas de las funciones trigonométricas de menos uso:
secante, cosecante y cotangente.

Actualmente, con los adelantos tecnolégicos existentes (Computadoras y Calcu-
ladora de gran precisién), resulta ciertamente sencillo obtener la grafica de muchas
funciones, en particular de cualquier funcién trigonométrica.

Haremos la gréfica de f (z) =senz, empleando basicamente métodos geométricos
como un ejercicio de curiosidad histérica y de cultura general.

El siguiente dibujo muestra los segmentos que representan los valores del seno
(también del coseno) para dngulos comprendidos entre 0° Y 360°, es decir, en [0, 2n).

Figura 21 v

Ademis de los valores especiales: sen0°® = 0, sen90° = 1, 5en180° = 0, sen270° =
—1y sen360° = 0, en la Figura 21 podemos observar lo siguiente:

1) Si z crece en [0, 7/2], entonces senz crece de0al
2) Si z crece en [r/2, 7], entonces senz decrece delao
3) Si z crece en [r,37/2], entonces senz decrece de 0a~1

4) Si z crece en [37/2, 2], entonces senz crece de -lao

Es decir, los valores de senz est4n comprendidos en el intervalo [-1, 1].
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Consideremos la circunferencia trigonométrica y a su lado un sistema coordenado
cartesiano, donde por conveniencia el eje de las abscisas lo subdividimos en miltiplos

racionales de 7.

Figura 22
(a} (b} v
B 1
P/ p v Q '
N 5 [\, oef 1al  off lalle pfoul |
Q -3x |-%_ P2 P x| s_.lax X
Bk
pu\ _/Plll
Bl
Observaciones:

(i) Por cuestiones de espacio las escalas en los ejes coordenados es diferente.
Tomando en consideracién este hecho tenemos lo siguiente:

——

AP=0P AP =0P
o T — -
AB = ) AP'"=QOP"

(ii) Dado un punto P en el circulo unitario C, la ordenada y de dicho punto es el
seno del arco AP o del dngulo a.

(iii) Con un transportador circular se puede conocer la medida de AP en radianes,
si el transportador estd graduado en grados se hace la conversién correspon-
diente.

(iv) Un punto P de C proporciona infinitos puntos en la grafica de senz, segin
que se halla dado una vuelta, dos vueltas, etc.

(v) Como la funcién senz es periddica con periodo fundamental 27, basta con
determinar la porcién de la grafica correspondiente al intervalo o ciclo {0, 27]
y luego esa porcidn se repite en intervalos de longitud 27 en el eje X.
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A continuacién las grificas de g (z) = cosz y h(z) = tgz.

Figura 23

i
1

‘ -x 0 x 2x R

-3z -x x 3 5x| X

2 2 2 2 2
Z
-1
9= cos{x]

Al igual que el seno, la funcién g (z) = cosz, tiene por dominio todos los reales
y por recorrido o imagen cl intq;valo [-1,1].

Figura 24 1
-3 = —X — X
Tx x 0 ; x izz 2x %

hix] = Tg(x)

Puesto que h(z) = tgz = senz/cosz, la tangente no estd definida para los
valores en que se anula cosz.

Sabemos que cos z se anula en +7/2, £37/2, £57/2, +77/2, ... Luego el dominio

de h(z) = tgz, son todos los reales, excepto los miltiples impares de 7/2. En

simbolos

Dom(h):?R—-{z:z:(?k-{—l)g,keZ}

Nétese que el recorrido o imagen de A es todo R.
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Geuméirlcamente

W3-~l

a) 60° b) —45° C) il d) _r e) 135°
6 2
2r 5

f) -=— g -=w h) 315° [} I—" j) 1200

3

a) 135° b) 990° c) 150° d) -60° e} —90°
f)y —720° g) —75° h) 45° i) 105° j) 180°
3) Exprese los siguientes dngulos en grados:
r 4m ™ ™ 5n
a) 3 b) 3 c) ) d) 1 e) e
f) 2n - hy = < ) o7
) Oromg o -E 2

4) Determine en radianes la medida del dngulo correspondiente a un arco cuya
longitud es 18.75 m en un circulo de 25 m de radio,
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5) Halle la longitud del arco correspondiente a un 4ngulo de 4.5 radianes en yp
circulo cuyo radio es 12.5 m.

6) Calcule la longitud del didmetro de un circulo en el que a un arco de 9.6 m
corresponde un dngulo central de 1.2 rad.

7) Dado el tridngulo rectdngulo de la figura siguiente:

B
B
C
a
(04
C b A

a) Resolver dicho tridngulo en cada uno de los siguentes casos:
i) A=30° a=25cm
i) B=45°b=20cm
iii) A=60° c=48 cm
b) Halle las funciones trigonométricas del angulo a, sabiendo que a = § em,
=15 em.

c) Halle las funciones trigonométricas del angulo 3, sabiendo que a =5 cm,
=7 cm.

d) Si b = 2a, determine las funciones trigonométricas de a.

e} Si ¢ = /2a, determine las funciones trigonométricas de B.

8) En los siguientes ejercicios, construir todos los lados terminales posibles del
dngulo « y hallar los valores posibles de las otras funciones trigonométricas:

1
a) senazg b) cosa:—§ c) tga= -7

9) Determine el valor de:
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4.19. Ejercicios de Trigonometria 137

a) senl50° cos 240° 4 cos 150°sen240°
b) tg180°+ctg90°—sen(—~90°)
c) cos (—135°) cos (—225°) —sen(—135°%)sen(—225°)

d) 4sen? (210°) + 3sec? (135°) — 2ctg? (150°)

) _18120° + tg (~150°)
1 - tg(120°) tg (- 150°)

10) Dar los valores de o comprendidos entre 0 ¥ 27 que satisfacen cada una de las
siguientes ecuaciones:

1
a) sena = 5 b) cosa:—% c) tgb=1

V3

d) sena = — == e) ctga = —/3 f) V2cosa—1=0

11) a) Calcule en funcién de seno a, cada una de las restantes funciones rigonométricas
de o
b) Lo mismo que en a), pero con cosa.
c¢) Lo mismo que en a), pero con tga.
12)  a) Hallar sena en funcién de cada una de las otras funciones trigonométricas
de a.
b) Lo mismo que en a), pero con cosa.

c) Lo mismo que en a), pero con tga.

13) Demostrar las siguientes igualdades:

a) senzsecz= tgx b) senzctgr=cosz

c) sen’a +senatgla=tgla d) (1+tgla)cos?a=1

e) ctglr—cos’r=ctg?z cos?z f)  (14ctg?8)sen?f=1

g) sec?y+csc?y=seclycscly h) cos? a—sentatl=2cos?a

tgr 1
tg?r -1 tgr—ctgr

i) (senﬁ-}—cosﬁ)z-}-(sen,3—cos,3)2:2 M)

—

k) sen®@ cos -+ cos® fsenf = send cos §

1) secacsca(cos? a—sen’a)=ctgo-tga

cos ¢ sena
m) + =sena+coso
1-tga  1-ctga

senz 1+cosz
n) =2cscz
l1+cosz senz

sen3a+cos? o
p) —————=I-senacosa
sena+-cos

2tgl 1 __cosf+send
1-tg20  2cos28—1 cosbf—send

sen (n+v)+sen (n—v)
cos (n+v)+cos(n—v)

tgn

cos 2t sen2t

sent cost

cos 5t  sen5t _ costt
sent cost sentcost

t)

14) Resolver las siguientes ecuaciones trigonométricas para valores comprendidos
entre 0 y 27. Dar el resultado en radianes:

a) sen%:% b) tg?z—-3=0

c) sen?2zr=1 d) ctg? <g) =3

e) 2sen’z+3cosz=0 f) cos2x=cosz

g) 2v3cos?a=sena h) ctg?a—3csca+3=0
i) tgz=tg2z j) sen?2z-sen2z-2=0
k) senzseng—:l—cosz ) sendr—cos3z=sen2z
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15) Usando la Ley de los Cosenos y/o Ley de los Senos, resuelva los tridngulos
oblicudngulos, cuyos datos se dan a continuacién:

a) a=40, a=60°, f=45°
b) a=20, B=45°, v=60°
c) a=2,b=3, y=45°

d) a=4, c=5, =120°

16) Determine el médulo o valor absoluto de los siguientes nimerds complejos:

a) 3+4i b) —5i ¢) —1-i d) ®
e) -3 f) (1-2:)° g) iT(1-1) h) (2+41)2
)

Represente geométricamente los complejos dados.

17) Lleve a la forma trigonométrica los siguientes nimeros complejos, teniendo
presente que: 0 < a < 27

a) —1+i b) V3—i c) 12 d) -5i e) —4v3-4i

18) Usando forma trigonométrica, halle z - w ¥ w/z en cada uno de los siguientes

Casos:
a) z=1-i y w=1+; b) z=—3—i y w=+3+i
c) z=3 y w=3-1 d) 2=-2 y w=—

19) Utilice el Teorema de De Moivre para hallar la potencia indicada. Escriba el
resultado en forma cartesiana.
a) [2(cos30°+isen30°)) b) [4 (cos120°+isen120°))*

c) [3 (cos i—ﬂ—%iseni—ﬂ)} i d) (—1 -\/gi)s

e) (=3-3i)~ f) <§+ gz)

20) Halle las raices indicadas y escribalas en forma cartesiana:

4.19. Ejercicios de Trigonometria

a) Las dos raices cuadradas de ~9i

b) Las tres raices ciibicas de —64

V3 1

¢) Las cuatro raices cuartas de 7—}-51

d) Las seis raices sextas de la unidad

13y



