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| Programa del Curso

Fuente y propagacion de errores

Solucion de ecuaciones no lineales de una variable
Solucion de sistemas de ecuaciones lineales
Teoria de interpolacion
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Integracidon numerica
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Recomendaciones Generales



| Algunos conceptos

Problema numérico : Descripcion precisa de la relacion funcional
entre un conjunto finito de datos de entrada y un conjunto finito de
datos de salida.

Algoritmo : secuencia ordenada y finita de pasos, excenta de
ambigtiedades, que seguidas en su orden Iégico nos conduce a la
solucidon de un problema especifico

Metodo numérico : Procedimiento para transformar un problema
matematico en numerico y resolver este ultimo
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| Pasos Generales

El analisis numeérico se utiliza generalmente cuando no se puede
resolver el problema matematico, es decir hallar una relacion funcional
entre el conjunto de entrada y el de salida. Los pasos a seguir son:

1. Estudio tedrico del problema: existencia y unicidad de la solucion.

2. Aproximacion: Crear una solucion para un numero finito de valores
existencia y unicidad

estabilidad y convergencia

3. Resolucion: Eleccion de un algoritmo numerico

Eleccion del algoritmo: Costo y estabilidad

Coadificacion del algoritmo
Ejecucion del programa I



| Fuente .y propagacion de errores

Sistemas numericos

Aritmética del computador

Fuentes de errores

Errores de redondeo y discretizacion
Propagacion de errores
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Estabilidad e inestabilidad numérica



| Sistemas.numericos

Los sistemas numéricos mas antiguos son:
® Babilonico: base 60

®» Romano: (I,V, X,L,C,Dy M)

® Hinduy arabe: decimal

El extendido uso del sistema decimal oculta la existencia de otros
sistemas numeéricos:

® Binario: base 2

Octal: base 8

<
® Hexadecimal: base 16
o .. I



| Sistemas.numericos de posicion

Los sistemas numericos actuales, decimal, binario, octal, hexadecimal,
entre otros; representan a los numeros reales mediante un sistema de
posicion con base b.

mn
+x = +(a,b" + an_ 10"t +a, ob" %+ .. )=+ Z a;b

1=—00

donde, a es el valor absoluto del nUmero real a representar,

0 <a; <b—1eneldigito gue ocupa la posicion i en a¢ contadas a
partir del punto decimal, positivos a la izquierda y negativos a la
derecha; y n en la posicion mas a la izquierda ocupada por un digito

a, # 0

Ambiguedades:
a.ccccc---=a+1 ; c=b—-1



| Sistema numericos de posicion

Conversion de base 10 a base b: convertir el nimero 12.3125;9 a
base 2

1. Dividir, sucesivamente, la parte entera del numero (12;), entre la
nueva base (2), hasta obtener un cociente mas pequeno gue esta
ultima (2), asighando sucesivamente los restos de la division
enteraaag =0,a1 =0,a2 =1,a3 = 1.

1219 = 11004

2. Multiplicamos la parte fraccionaria del numero decimal (0.31251)
por la nueva base b (2), restando y asignando sucesivamente la
parte entera del productoaa_1 =0,a_5s=1,a_3=0,a_4 =1

0.312519 = 0.01015,

12.312519 = 1100.01015 I



| El computador
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| Sistema.de humeracion binario

Utiliza solamente dos digitos o simbolos: “0” y “1”, y su base es 2.

Definiciones:

bit: del ingles Binary diglIT, representa un digito binario. Ademas, el bit
es la unidad minima de informacion empleada en la teoria de la
informacion.

byte u octeto: Generalmente se refiere a 8 bits. Formalmente es una
secuencia de bits contiguos, cuyo tamafo depende del codigo de
informacion o de caracteres en que este usando.
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| Sistema.de humeracion binario

Nombre Abrev. Factor Valor

kilo K 210 1024
mega M 220 1048576
giga G 230 1073741824
tera T 240 1099511627776
peta P 250 1125899906842624
exa E 260 1152921504606846976
zetta Z 270 1180591620717411303424
yotta Y 280 1208925819614629174706176
bronto B 290 1237940039285380274899124224

geop Ge 2100 1267650600228229401496703205376



| Sistema.de humeracion binario

Existen variantes del sistema de numeracion binario

Binario puro:  Solamente se pueden representar nUmeros no negativos

Signo Magnitud:  El bit mas significativo representa el signo (0 = +) y
(1 = —) y los restantes n — 1 bits representan el valor absoluto del
numero.

Complemento a la Base Disminuida:  En los nUmeros negativos cada digito
se escribe como [d], = (b— 1) — (d;)s

Complemento a la Base: [N], de un numero (N), se define como:

[Ny = b" — (N )s,

donde, n es el numero de digitos de (N), I



| Sistema.de humeracion binario

En 1985 la IEEE establece el Binary Floating Point Arithmetic Standard
754-1985, donde se establecen los formatos para representar
numeros punto flotantes de precision simple (32 bits) y doble (64 bits)
Los nimeros se distribuyen de forma exponencial en la recta r eal

(—1)°287127(1 + 0.F) | (=1)°2871923(1 L 0.F)

donde, S representa el bit de signo, E el exponente y F' la parte
fraccion binaria del numero.

presicion | signo | exponente mantisa
simple 1 8 bits | 1073Y < 103® | 23 bits | 7 cifras dec.
doble 1 11 bits | 10739 « 103%8 | 52 bits

16 cifras dec. I



| Desbordamiento

Los resultados que en valor absoluto son menores que el valor minimo
gue soporta el formato de representacion son considerados
underflows, mientras los que son mayores que el valor maximo
permitido se consideran overflows.

X «—1: 1 «<0 X «— 1

Repita I «— 0

ant «— X Mentras (1 + x > 1)
| «— i + 1 X «— x [ 2

X «— 2*X I «— 1 + 1
Escribir(i, ant, Xx) Escribir(i, X)

hast a(ant > Xx) I



| Fuentes.de errores

® En los datos de entrada
® Enlos codigos

®» Temperamento del computador:
“El programa no quiere correr”

® Cuantizacion del sistema de numeracion

® de redondeo o truncamiento:
2 (5) — 2 #0.6666666 — 0.6666667 = —0.0000001

® Aproximacion en los algoritmos:

. > - N "
DI e
n! n!

n=0 n=0 I



| Errores.relativo y absoluto

Sea x* el valor aproximado de una cantidad x

® Error absoluto : |z* — x|

,x # 0

® Error relativo :
® m esunacota del error absoluto si: m >0y |z* — x| <m
9

*
r —X
X

¥ —x
x

m €S una cota del error relativo si: m >0y <m,z #0

B



| Cifras.significativas

Decimos que a es la representacion normalizada de un namero real
no nulo x si

xr = £0.a1a%a3 - - - x 10°,

donde, a; esundigitodel 1 al 9; a;,i = 2,3,..., sondigitosdel0al 9y
e € 7 es el exponente.

® " aproxima a a con t decimales correctos sit es el mayor entero
no negativo para el cual: |a* —al < 0.5 x 107*

® " aproxima a a con t cifras significativas si ¢ es el mayor entero

no negativo para el cual: |a* — a| < 0.5 x 10¢~*

donde, a* el valor aproximado de una cantidad a



| Propagacion de errores

Sean z*, y* los valores aproximados de z, y; y €, €, < 1 sus
respectivos errores relativos.

Suma / Resta .

Cxty —

(w*iy*)—(wiy)‘ _
Ty

Multiplicaci 6n

@Y = (=y)| _ N
€xy = o = €p T €y T €46y = €5 T €y
Divisi 6n .
@)~ @) e
=/y x/y 1+ €,




| Propagacion de errores

Para evitar la propagacion radida de los errores hay que tener en
cuenta gue en la aritmética del computador la propiedad asosiativa no
se cumple.

® Resta de numeros muy parecidos

—b+ b2 — 4ac B —2c
2a b+ Vb? — dac

Ir1 =

® Sumatorias largas de numeros

10° 99 1 100
P g 3o 53 (g D e

7=0 =1

Ordenar los terminos de menor a mayor I



| Error total e iteraciones optimas

Generalmente en los algoritmos iterativos los errores de aproximacion
dependen del numero de iteraciones N y pueden modelarse como,

o
€aprox = Nﬁa

y los errores de redondeo dependen del precision de la maquina €,
y van como

€red = 'V Nemaq

Entonces, el error total ¢, viene dado por,

(8%
€t — €aprox + €red = NB + v Nemaq

El nimero de iteraciones optima se alcanza cuando ¢; sea minimo I



| Calculo.del error

Como se propagan el errores de los datos x cuando se calcula f(x)

‘Ewi

o | Of(X) @
Ef_z| z;  f(X)

Empiricamente, comparamos los valores calculados con N y 2N
iteraciones. Cuando se alcanza el valor asimtotico y el error de
redondeo no es significativo se tiene que,

8}

N (X) = fan(X) = NB’

En un grafico log,,(fn — fon) VS log,,(INV) esto es una recta.

En la grafica anterior, el punto N, en el que cambia la pendiente indica

aproximadamente el nimero optimo de iteraciones, y el log,,(N,)
aproxima al numero de cifras significativas del resultado numérico.



| SimbolosO vy o

® Decimos que f es de orden O grande con respecto a g cuando
x — a SI existe una constante K > 0 tal que,

‘&’)
g9(z)

para x # a en un entorno de a.

<K,

Pondremos f = O(g) cuando = — a.

® Decimos gue f es de orden o pequeia con respecto a g cuando

T — a Sl,

f(x)

lim —~ = 0.
z—a g(x)

Pondremos f = o(g) cuando = — a. I



| SimbolosO vy o

Ejemplo:

® f=0(1) cuando =z — a significa que f(xz) se mantiane acotada
cuando r — a

® f =o0(1)cuando x — a significa que f(x) tiende a cero cuando

r — Q
Propiedades:
® Sif=o0(1)cuando x — a entonces f = O(1) cuando x — a

® Sif=0(2")cuando x — 0 para algln n € Z* entonces

f=0(z""1) cuando z — 0



Estabilidad y Condicion

Los algoritmos numericos debe dar resultados precisos Yy exactos .

Estabilidad : Un algoritmo es estable si cambios pequefios en los
datos iniciales producen cambios pequenos en los resultados

Condicion : Algunos algoritmos son estables solamente para un
conjunto de condiciones iniciales. Estos algoritmos son
condicionalmente estables

Crecimiento del error : Si ¢y denota el error inicial y ¢,, el error
despues de n iteraciones, decimos gue el error crece:
® [inealmente sie¢,, ~ kneg

® exponencialmente sie, ~ k"¢ Hay que evitarlo

Por lo general es inevitable el crecimiento lineal del error.



Ecuaciones no Lineales

Introduccion

Método de biseccion

Método de la secante

Método de Newton

Metodos iterativos de un punto
Raices multiples

© oo oo 0o

Calculo de raices de polinomios



Ecuaciones no Lineales

En las Matematicas aplicada frecuentemente se debe hallar
soluciones de la ecuacion

donde, x e R"y f: R™ — R™ es una funcion no lineal. En
particular, en este curso nos centraremos en la busqueda de las
raices o ceros de funciones unidimensionales, m =1,y
monovaluadas n = 1; es decir,

donde,z e Ry f:R—R I



Ecuaciones no Lineales

Ecuaciones algebraicas
® 2P —24+2=0

® =x-1

Ecuaciones tracendentes
. r
® sin(z) -5 =0

® tan(z) =e€”

Solo existen soluciones exactas en casos muy particulares y
generalmente, se tendran que utilizar métodos numericos, en

particular, metodos iterativos.



| Metodo. lterativo

Es aquel método numeérico en el gue partiendo de un valor z
arbitrario, se calcula una sucesion xg, x1, x2, ... de forma
recurrente, mediante una relacion de la forma

Tn+1 =9g(xn) ,n=0,1,2,... ;

donde, z; s Ryg: R — R

Los meétodos iterativos también se utilizan en otros problemas
numericos y, en general, son muy poco vulnerables al
crecimiento del error por redondeo

lteracion : Los pasos que se dan, en un algoritmo, para calcular
un iterado, x,, 1, a partir del iterado anterior, x,,. I



| Orden.de convergencia

Sea {x,}°2 , una sucesion que converge a a 'y €, = x, — .
® Sj existe una constante C' € (0,1) tal que

. ‘en—I—l‘ —C

n—oo ‘En‘

Y

entonce, la sucesion converge a « linealmente con una
tasa o velocidad de convergencia C

Si lo anterior ocurre para C' = 0, entonces se dice que la

sucesion converge superlinealmente.



| Orden.de convergencia

Sea {x,}°2 , una sucesion que converge a a 'y €, = x, — .

® Sjexiste un p > 1y una constante C' tal que

lim i1 =

w50 Jenl?

Y

entonce, {x,}.2, converge a « con orden p.

En particular, la convergencia con orden p = 2 se le llama
cuadratica y la con orden p = 3 cubica

En general los métodos que generen sucesiones con alto orden
de convergencia se aproximan mas rapidamente a la solucion

gue aquellos que generen sucesiones con bajo orden. I



Método.de biseccion

Entrada: a, b, t, n
Salida: c, ’'error’

| eer(a, b, t, n)

I «— 1

fa «— f(a)

repita

| ¢ «— a+(b-a)/2

| fc «— f(c)

| 1 — i1 + 1

| si (sign(fa)=xsign(fc)>0)
| | fa «— fc ; a «— c

| sino

| | b —c

hasta (i >n)Vv(fc=0)V(|b-a]/2<t)
si (fc=0)Vv(|b-a]/2<t)

| escribir(c)

si no

| escribir(’error’)

y=f(x)

\J




Método.de biseccion

Convergencia

Como f(a)f(b) < 0 sabemos que existe un o € [a, b] tal que f(«a) = 0. Partiendo del

algoritmo y mediante induccion se puede ver que

1 1
Como « € [an,cn] 0 a € [cn, by] tenemos que
1

Combinando las dos equaciones anteriores tenemaos que

1
en —al < g (br—a1) , n>1
Lo que implica que
lim ¢, =«
n«—oo

es decir, convergencia lineal, p = 1 con una velocidad de convergencia C' =

1
2



Método.de biseccion

Comentarios del método de biseccion:

® Hay que dar dos valores iniciales, uno a cada lado de la raiz que
se esta buscando. Esto es un problema, especialmente si no se
tiene ninguna idea del comportamiento de la funcion o si esta
presenta raices muy similares o multiples.

® Errores de redondeo o de cuantificacion pueden causar problemas
cuando el intervalo de busqueda se vuelve pequefio

® Al evaluar la funcion cerca de la raiz, f(x) ~ 0, para el calculo del
cambio de signo, los errores por operar con numeros muy
pequefos pueden hacerse presentes



Metodo.de |la posicion falsa

Entrada: a, b, t, n
Salida: c, ’'error’

| eer(a, b, t, n)

| «— 0;c «— a

fa «— f(a);fb «— f(b)
repita

| 1 — i1 + 1l;ant «— c

| ¢ «— b-fbx(b-a)/(fb-fa)
| fc «— f(c)

| si (sign(fa)=xsign(fc)>0)
| | fa «— fc ; a «— c

| sino

| | fb — fc ; b «— c
hasta (i >n) V(| c-ant]| <t)
si (|c-ant| <t)

| escribir(c)

si no

| escribir(’error’)

y=f(x)
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| Metodo.de |la posicion falsa

Convergencia

Diferencias divididas:

Definici 6n: Sean a # b # c,

diferencia dividida de primer orden: fla, b] = 2 (bz); — fla)
—a
diferencia dividida de segundo orden: f[a,b,c| = flb,c] — fla, 0]
cC—a

Propiedades:
® fla,b] = f[b,d]
> f[a17a27a3] — f[a'iaa'jaa'kl] Coni#j 7é k y i?.jak S {1a273}

® si f es continua en [a, b] y derivable en (a, b), existe ¢ € (a, b) tal que
fla,bl = /(&) (Teorema del valor medio)

® si f/ es derivable en (min(a, b, ¢), max(a, b, c)), existe n tal que
fla,b,c] = f"(n)



Metodo.de |la posicion falsa

Convergencia Del método tenemos que:

b—a
=b— f(b
A T
donde el error se calcula como
cma=b-a-—2"% 1o -0l @D @)
f(b) — f(a) 2 f(€)

Teorema: Sea f dos veces continuamente diferenciable en [a, b] con « la Unica raiz en
[a, b]. Suponiendo que f(a)f(b) <0, f'(«) # 0y f”” no cambia de signo en [a, b]. Si

f (@)
f'(x)

segun sea caso del estremo del intervalo [a, b] que no se modifique, entonces el método
converge linealmente.

W —

MAT ;e [q,b] <l,conw=a0w=5»,

c—

ant1 —a < Clap —a),Siw=b 0 bpy1 —a<C(bp, —a),Siw=a



Metodo.de |la posicion falsa

Comentarios del método de la posicion falsa:

® Hay que dar dos valores iniciales, uno a cada lado de la raiz que
se esta buscando. Esto es un problema, especialmente si no se
tiene ninguna idea del comportamiento de la funcion o si esta
presenta raices muy similares o multiples.

® Sila funcion es convexa o concava en |a, b] uno de los extremos
de intervalo no se movera por lo que el método solamente
aproxima a la raiz por uno de los lados.

® Al evaluar la funcion cerca de la raiz, f(x) ~ 0, para el calculo del
cambio de signo, los errores por operar con nUMeros muy
pequefos pueden hacerse presentes



Método.de la secante

Entrada: a, b, t, n
Salida: c, ’'error’

| eer(a, b, t, n) Yy, y=f(X)
I «— 1

fa «— f(a)

fb «— f(b)

repita

| ¢ «— b-fbx(b-a)/(fb-fa)
| 1T — i1 + 1

|a<—b; fa «— fb

| b — c; fb «— f(c)

hasta (i >n)Vv(fc=0)V(]|b-a]/2<t)
si (fc=0)Vv(|b-a]/2<t)

| escribir(c)

si no

| escribir(’error’)




Método.de la secante

Convergencia Del método tenemos que:

b—a
c=b— f(b ,
O i@
donde, usando diferencias divididas, el error se calcula como
b—a 1 £ (n)
c—a=b—oa-— :—(G—Oé)(b—()é) ) nafe(a’ab)
f(b) = f(a) 2 f'(€)
sustituyendo ¢ = xzp,41,b = zp,a = x,,—1 t€ENEMOS qUE
[ (nn)

€En+1 — €En€n—1
2f"(&n)

Teorema: Supongamos que f : R — R es una funcion C? en una vecindad de « para la
cual f(a) =0y f'(a) # 0. Entonces si zg y x1 Se seleccionan suficientemente cerca
de « las iteraciones del método de la secante convergen a «. Ademas,

- (B

lim

n— 00 (en)P

~ 1.62



Método.de la secante

Demostracion de la convergencia: Sea

/" (x)
2f"(x)

M:max( ) V ze€l=la—¢a+e€,e>0

y supongamos que zg Yy 1 son escogidos de forma tal que
6 = max{M|eo|, M|e1]} < 1
Como |e2| < M |e1]|eo| tenemos que
Mlea| < M?|er]leg] < 6% <6 <1 = |ea| < % < €

Suponiendoque x; € I ,i=1,2,...,n,lo que significa que M|¢;| < §, entonces

ens1] < Mlenen—1]

)
Mlent1] < M?|en|len—1] <62 <6 <1 = |ens1| < 17 <€

lo que indicaquexz, €1 V n



Método.de la secante

Demostracion de la convergencia:

Mleg| < 9

Mle;| < 9

Mlea| < Mleg|Meq| < dx9 = 52

Mles| < Mler|Mea| < 6 x 62 e

Mles| < Mlea|Mes| < 62 x 63 = 4°

Mles| < M|es|Meq] < 83 x6° = 4®
Mlent1] < Mlen—1|Mlen| < 69n-1 x §9n = §9n—17T4n

Se tiene que {qgn } es la sucesion de Fibonacci cuya solucion positiva es

1 (145 o
Qn—\/g 5




Método.de la secante

Demostracion de la convergencia:  Asi que

odn
len| < — con é < 1 ,0btenemos que lim |e,| =0
M n— 00
Como
+1
1 145\ 145
entonces

(5(]71 )p = §9n+1
y calculando la convergencia tenemos que
L san+1 L san+1

. € 1 . . _
lim n+p — lim ]V‘{ 5 = lim ]\1/‘[ T T MmPr—1
n— 00 (Gn) n— 00 (M(Sqn) n— oo _Mp5 n+




| Método.de la secante

Comentarios del método de la secante:

® Hay que dar dos valores iniciales, a pesar de que no tienen que
encerrar a la raiz que se esta buscando, los puntos tienen que
estar suficientemente cerca de la raiz para garantizar que el
metodo converja.

® Sila derivada de la funcion, cerca de la raiz, tiene un valor muy
alto el calculo de b — a puede causar problemas por perdida de
cifras significativas.

® De igual modo, si la derivada de la funcién, cerca de la raiz, tiene
un valor muy bajo el calculo de f(b) — f(a) puede causar

problemas por perdida de cifras significativas I



| Metodo.de Newton-Raphson

Entrada: x, t, n
Salida: x, ’"error’
| eer(x, t, n)

I «— 0

repita

| T «— i + 1

| xa «— X

| x «— xa - f(xa)/fp(xa)
hasta (i >n) V(]| x-xal| <t)
si (| x-xa|] <t)

| escribir(x)

si no

| escribir(’error’)

y=f(x)

g ()=F(x)(x = x) +1(x)

) e 08)



| Metodo.de Newton-Raphson

Convergencia

Del método de Newton-Raphson tenemos que

f(zn)

Tn+1 = Tn — f/(33n) , n=>0
Expandiendo a f(x) alrededor de xy,:
o \2
F@) = flen) + (@ =) ) + 2 ) 6 fensa] 0 fo, ]

Para z = «, f(a) = 0y dividiendo lo anterior entre f’(xy,) tenemos

f(xn) 2 f"(&n) _
I R ST R
—€n+1

Que es lo mismo que
ey — 2 e
. " 2f"(zn)



Metodo.de Newton-Raphson

Convergencia

Teorema: Sea f € C?[a,b]. Si« € [a,b] estal que f(a) =0y f'(a) # 0, entonces
existe un € > 0 tal que el método de Newton-Raphson genere una sucesion {x, }°°

n=1

que converge cuadraticamente a « para cualquier valor inicial zg € I = [ — €, a + €]

Demostracion: Definamos a

f"(&n)
f'(zn)

Sustituyendo en la ecuacion de la sucesion {e,, } tenemos

‘ ,y escojamos a xg € I tal que M|eg| < 1

le1| < (Mleo|)? < |eo| <€ ,loqueimplicaque z; € I
Ahora si suponemos que z,, € I y que M |e,| < 1 tenemos

lent1] < (Mlen|)? < |en| <€ ,loque implicaque x,41 € I



Metodo.de Newton-Raphson

Demostracion de la convergencia:  De lo anterior concluimos que

zn €1 , Mlen| <1Vn y Mlengi1| < (Mlen])® < (Mleol)®"
obteniendo que |e,| = 0 cuando n — oo ya que M|eg| < 1, lo que equivale a

lim z, =«

n—oo
Ademas,
1i €n+1 1 f// (&)
1m = —
n—oo e 2 f(a)
Es decir, el método tiene un orden de convergencia

1 /!
p=2 con C:—f ()

2 f!(a)




| Metodo.de Newton-Raphson

Trampas

Cambio de concavidad Raiz no real

f'(x) =0

y=Ff(x) y=f(x)




| Metodo.iterativo de un punto

Partiendo de la ecuacion general

cuyas raices se quieren encontrar. Supongamos gue « es una de sus
raices y que existe otro valor o que no satisface la ecuacion.

f(Oé)IO, f(x0>7é0

Realizando algunas operaciones algebraicas transformaos la ecuacion

flx)=0 en g(z)=uz,

donde, g(x) es una nueva funcion que cumple con

gla) =a, g(xo) # x0 I



| Metodo.iterativo de un punto

Al evaluar un valor cualquiera xy en g(x) obtenemos un nuevo valor

L1 = g(aj()) )

donde, si el nuevo valor

{:z;l —zx9 ,encontramoslaraiz xg = «

xr1 # o ,eSloque generalmente pasa

Si repetimos el proceso obtenemos

1= g(zo) , w2 =g(x1) ..., Tp = g(wn_1)

B



Metodo.iterativo de un punto

La sucesion {z,,} converge a la raiz « si

lim (z, —a)=0 ,esdecir, lim z, =«

n—oo n—oo

Si la expresion anteriror es cierta, debe valer tambiéen para x,, 4

lim (11 —a)=0 ,ycomozx,tiendeaca, lim (z,11—2,) =0

n—oo n—0oo

Es decir, cuando el nUmero de iteraciones se vuelve muy grande la
diferencia entre dos aproximaciones sucesivas x,, Y x,.+1 de laraiz «
debe aproximarse a cero.

Esta condicion es necesaria para que los procesos iterativos converjan
a la raiz.



Metodo.iterativo de un punto

Entrada: x, t, n
Salida: x, 'error’
| eer(x, t, n)

I «— 0
repita

| i «— i + 1
| xa «— X

| x «— g(xa)

hasta (i >n) V(]| x-xal| <t)
si (| x-xa|] <t)

| escribir(x)

si no

| escribir(’error’)

g(x) se obtiene al transformr

,,,,,,,,,

7 7f(x)=0 en g(x)=x

y=f(x)

fm&)



| Metodo.iterativo de un punto

P28

Convergencia Monotonica

Xo X, Yo X5 X4 X Xo

Convergencia Oscilante

Divergencia Monotonica

y Y, ~ =g(x
y=g(x) o)
| . Xl Xz
Xo X X2 X3 X4 Xs X3 Xg

X4
Divergencia Oscilante I



| Metodo.iterativo de un punto

Criterio de convergencia
Del teorema del valor medio sabemos que
9(Tn) — g(Tn_1) = 9/(€n>(33n — Tn-1)

donde, &, € regidn entre x,, y x,,_1 Y ¢’ (x) es la derivada de g(x).
Como g(x,) = xp11 Y 9(xn_1) = z,, podemos decir

[Tyl — Ty | = ‘g,(fn)H(fEn — Tp—1)|

Si suponemos que |¢'(£,)| < M, es decir esta acotada en el entorno
de la raiz tenemos gque

‘xn—|—1 — xn| S M‘xn — xn—1| S M2|xn—1 — xn—2‘ I



| Metodo.iterativo de un punto

Criterio de convergencia

Continuando con la sustitucion hasta el termino M|z, — x,| tenemos
|xn—i—1 — an‘ < Mnlxl — xo‘

Como sabemos que para que la serie converja z,,.1 — x,, debe tender
a cero, entonces

lim M"|xy —z,| =0,
n—aoo

y como |z; — x,| # 0 @a menos que x, = « tenemos que

g’ (x)] < M <1 Vzenunentorno de o que contenga a

Es condicion suficiente, mas no necesaria, para la convergencia I



| Metodo.iterativo de un punto

Criterio de convergencia

Teorema: Sea « unaraiz de z = g(x), con la funcién g(x) p > 2 veces
continuamente diferenciable en un entorno de . Ademas,
supongamos que

gD()=0 V j<p

Si se elige a x( suficientemente cerca de o el método iterativo de un
punto converge a « con un orden de al menos p y se cumple
€nt+l 9" ()

lim

B



| Metodo.iterativo de un punto

Criterio de convergencia

Demostracion: Expandiendo a g(x,) con una serie de Taylor
alrededor de o tenemos

(x?p_—al);_ g?* "V (a)+ (n — &>pg(p) (&n)

con &, entre x,, y a. Como ¢\ (o) = 0Vj < py g(a) = o, obtenemos

Tn+1 = g(a)—l—(xn—a)g’(a)_|_. o

Tptl — O = <xn(;> !a)pg(p) (fn)

Como el método converge por ser ¢'(a) =0 < 1, x,, — a 'y por lo tanto

_ (p)
lim Tntl 7 X _ lim En;i)—l _ 7 (@)
n—oo (T, — )P n—oo € p!




| Metodo.iterativo de un punto

Raices multiples: Cuando un método iterativo se aproxima a una raiz
de f(x) el orden de convergencia del metodo se pierde cuando la raiz
es multiple.

Definicion: Decimos que « es un cero de multiplicidad m de f(x) Si

f(x) =(x —a)"q(x) Vx # a ,donde, lim q(x) # 0

r—x

Esencialmente ¢(x) representa la parte de f(x) que no contribuye al
cero de la funcion.

Teorema: La funcion f € C™|a, b] tiene un cero de multiplicidad m en

a € (a,b) ssSi
f@)=0 vV j<m y f™a)#0 I



| Metodo.iterativo de un punto

Raices multiples: Para resolver este problema se define una funcion

f(@) (2 —a)™
f'(@) m(z —a)"1q(z) + (z — a)™q ()

¢(x) =

q()
mq(x) + (z — a)¢'(z)
que tiene un Unico cero en «, ya que g(a) # 0

b(x) = ( — )

Luego, aplicamos algun método iterativo usando ¢(x) como sustituta
de f(x). Por ejemplo para el método de Newton-Raphson tendriamos
que

o) ENE)

W =2 ) (F/(@) - f(2)f"(x)
Note que se requiere evaluar también a f”(x) I




A? de Aitken

El método A? de Aitken sirve para acelerar la convergencia lineal de
una sucesion {x, }>° , a su limite «. Para valores suficientemente
grandes de n tenemos que

2
Tpi1l —Q  Tpio —Q (Znt1 — xn)
Ty — O Tpt1 — O Tnt2 — 2Tp41 + Ty

Teorema: Sea una sucesion que converge a «. La sucesion {y,},
definida por

(Tnt1 — 20)°
Tnt2 — 2Tp+1 + Ty

Yn+1 = Tn —
converge a « mas rapidamente que la sucesion {x, }, esto es

. yn_a
im =¥— =0
n—oo T, —



| A? de Aitken

Demostracion:

Sustituyendo en la definicion los términos z,, = ¢, + « tenemos:

2

Yn = @ +
€n+2 _'2€n+4_*'€n

Por su parte,

Tpi1 —a=1n(r, —a)+d, (r, —a)

7 A\ .
~~ /" /"

€n+1 €n €n
con
N o :
lim —2F =n , Inl<1 y limJj,=0 ;
n—oo XL, — O n— 00

B



| A? de Aitken

Demostracion:
entonces

€nt1 = (M+0n)en Y €ny2 =N+ 0nt1)(n+dn)en
Sustituyendo esto ultimo en la definicion

(04 8pny1)(n+ 8) — (n + 0,)?
n + 5n—|—1>(77 + 5n> o 2(77 + 5?1) + 1

por lo que

i Yn — Q@ (1 + 0nt1)(n +0n) — (77+5n)2 _
111 = —
n—oo Lp — & (N +0ng1)(n+0n) —2(n+0,) +1

]




| Meétodo.de Steffensen

Resolviendo el problema f(x) + x = x y dado x, se calculan

(1 — w0)*
Ty — 21 + o

1 = f(zo)+2x0 , x2=f(x1)+21 , Y1 =20—

para calcular x3 no utilizamos el valor de x5 como lo hariamos con el
método de punto fijo, sino usamos AZ2-Aitken ya que suponemos que
y1 €S una mejor aproximacion de la raiz que x»,

r3 =1y , 5174:f(973)—|-$3 ; $5:f(5174)—|—$4

B

(v4 — 23)°
Ts — 2T4 + T3

Yo = T3 —

y asi sucesivamente



| Meétodo.de Steffensen

En la n-esima iteracion tendremos que

L3n =Yn », T3n4+1 = f(fl??m) + T3n , T3ng2 = f(fl?3n+1) + T3n+1

(333n+1 — 5133n)2

Yn+1 — L3n —
T3n4+2 — 2T3n+1 + T3n

Sustituyendo para usar la sucesion {y,, }°% ,

Yot — (f(yn) + Yn — yn>2
T F U a) Fyn) W) 0 — (F(yn) + yn) +

Simplificando y aplicando en método de punto fijo a y,, tenemos

(f(yn))?

9n) = Y0 = SR + ) = Fn) I




| Meétodo.de Steffensen

Entrada: x, t, n
Salida: x, 'error’
| eer(x, t, n)

| «— O
repita
| — 1 + 1
fx «— f(x)

y «— X - (fx«ftx [/ (f(fx + x) - fx))
epsil on «— | x-y]|

X «— Yy

hasta (i >n)Vv(epsilon < t)

Si (epsilon<t)

| escribir(x)

Si no

| escribir(’error’) I



| Metodo.iterativo de un punto

Comentarios:

® A medida que |¢'(x)| sea mas cercana a cero la sucesion {z,, }
coverge a o mas rapidamente.

® Newton-Raphson g($n> = In — }f/((a;i))

® Secante (Método iterativo de dos puntos)

Lpn — Tn—1

Tn) — f(Tn-1)

® Steffensen: Si se resuelve el problema z = f(x) + = entonces

(f (zn))?

9(Tn, Tn—1) = Tp — f(Tn) £(

9(Tn) = Tp —



| Raices de polinomios

Sea Px)=apz"+ap_12"t+---+ax+ag , ap#0

Teorema fundamental del algebra:  Si P(x) es un polinomio de grado
m > 1 con coeficientes reales o complejos, entonces existe al menos
un valor « € Ro C tal que P(a) =0

Corolario: Existen un conjunto de constantes unicas
{aq, a0, --ap} € Ro Cyunconjunto {81, 32, - 0, } € NT tales que

k
P(z) = an(e —a))P (@ —ag)® (@ —ap)®™ y m=3 4,
1=1

Corolario: Sean P(x)y Q(x) polinomios de grado m. Si existe un
conjunto de n > m valores distintos {z1, zo, - - x, }, tales que

P(z;) =Q(x;) Vx; entonces P(zr)=Q(x)Vx I



| Evaluacion de polinomios

Division sintética o regla de Ruffini: al evaluar
P(x) =32 —42* —Tox + 1,

ralizaremos 2 multiplicaciones para calcular 3 y > mas 3
multiplicaciones entre los coeficientes y las potencias de x, ademas
realizamos 3 sumas o restas de los términos del polinomio. En
general, para un polinomio de grado m se realizarian (2m — 1)
multiplicaciones y m sumas o restas.

Si escribimos el polinomio de la siguiente forma

Plx)=(Bz—4)xz—T)x+1,

Reducimos el numero de multiplicaciones a 3, manteniendo el numero
de sumas y restas en 3.



| Evaluacion de polinomios

Division sintética: En general, si un polinomio de grado m se
representa en la forma

se realizarian (2m — 1) multiplicaciones y m sumas o restas para
evaluarlo. En cambio si se representa como

P(z) = (- ((@am® + am—1) T +am—2))--- )z +ao,

realizaremos solamente m multiplicaciones y m sumas o restas;

¢,Cual es la principal ventaja de reducir el nUmero de operaciones?

B



| Evaluacion de polinomios

Division sintética Para evaluar el polinomio

P(x) =3z —42> — Tz +1 ,en 7 =2

] b3 as

é{*“ N e by = kg

6 + - — _

andl \ : 4+6—2 a —|—bﬂj

3 247 / T
2x2=4 b1 a1 + (CL2 —I—CLg.CI_S)CE

-/ + 4=-3 a1—|—b2f

6 4 -6 / -

3 2 —3|-5=P(x) | 1 +-6=-5=P(X) ap + 01

P(z)




| Evaluacion de polinomios

Division sintética Para un polinomio de grado m, cuyos coeficientes
son a,,, am—1,--.,01,ag t€ENEMOS
bm:am , bi:ai—kbi“i’,iz(m—l),(m—Q),...,l,O,

donde, el dltimo término que se calcula, by = P()

El nombre division sintética viene del hecho de que los nimeros

bm,bm—1,-..,b1 representan los coeficientes de otro polinomio
Numerador
~ =
m—1
x) = b1z’ = — — —
Q) Z ' (x — ) r—Z
< 1=0 B \ , N——

e Denominador Resto
Cociente I



| Evaluacion de polinomios

Division sintética _
Algoritmo de un subprograma
gue recibe un arreglo a[ 0. . nj

Entrada: a, m X con los coeficientes del polino-
Salida: b mio P(x), su grado my el valor
divSintetica(a, m x, b) donde se quiere evaluar x y re-
b[mM «— a[ni torna el arreglo b[ 0. . n] con el
para i <— m1 hasta O resultado de la evaluacion en su
| b[i] « a[i] + b[i+1] % x primer campo b[ 0], y los coe-

ficientes de polinomio Q(x) en
el resto de sus campos, b[ 1],

b[2],...,b[n

B



| Método.de Horner

De lo anterior tenemos que

P(x)_ = Q(x) + -

r— T r— T

Multiplicando por (z — ) obtenemos

La derivada de lo anterior es

P(z) = Q'(x)(z — ) + Q(x)

y evaluando la derivada en z = z obtenemos



| Método.de Horner

Se utiliza para calcular raices de polinomios con el método de
Newton-Raphson. Mediante la division sintética se calcula
P'(zx) = Q(x) y se evalua en un valor dado a P(x) y Q(x)

Entrada: a, m X _ o
L A medida que se hace la division
Salida: b, px, Qgx

sintética para evaluar a P(x) en
horner(a, m X, b, px, gx) _ )
X, se obtienen los coeficientes
bfm 1] < a[ni 4 dos d
qx — a[ e Q(m) qge so_n, usados dentro
: la misma iteracion para evaluar
para i <« m1l hasta 1

| b[i-1] <« a[i] + b[i] % x Q(:I:)enx
| gx « b[i] + gx x X Al finalizar obtenemos

px < a[0] + b[0] * x px = P(X) , gx = Q(X) = '(X)I




| Método.de Horner

Si el método obtiene una aproximacion a una raiz P(ay) ~ 0, entonces

P(r) = (v — a1)Q1(x) + P(a1) = (z — a1)Q1(x)

Este proceso se llama deflacion. Si aplicamos la deflacion a Q4 (x)
tendremos una aproximacion a una nueva raiz

Q1(a2) = P(az) = 0,
y si lo repetimos k£ = m — 2 veces se podria tener
Plz)~ (x —a1)(x —az) - (x — ag)Qr(x) ,

donde, Qx(z) es un polinomio de grado 2, cuyas raices se pueden

calcular usando una expresion analitica. I



| Método.de Horner

Entradaam a, x, t, n
Salida: Las mraices de P(z)
deflacion(m a, x, t, n)
si (m> 2)

escri bir(x)
deflacion(m1, b, x,
t, n)

| . Si no
L | escribir(’error’)
repita si no
i — i + 1 d=sqrt (a[ 1] *a[ 1]
Xa «— X - 4xal 2] «a[ 0] )
horner(a, m xa, si(d > 0)
b, px, ax) | escribir((-a[1] + d)

xH>.<a- px/ gx | / (2+a] 2])
hasta (i1 >n) V(]| x-xal| <t)

_ _ El subprograma def | aci on debe
st (I x-xaf <t) ser llamado por otro programa. I




Método.de Horner

Comentarios del método:

® Una raiz aproximada «;, mas que una aproximacion a una raiz de
P(z), es efectivamente una aproximacion a una raiz de Q;_1(x)
gue a su vez se obtiene iterativamente mediante la deflacion
aproximada de P(x). Esto trae como consecuencia que a medida
gue ¢ aumenta los errores se acumulan y las aproximaciones «; a
los valores reales de las raices,en general, seran cada vez peores.

® Por lo general los polinomios tiene raices complejas. Para
calcularlas utilizando este méetodo (Newton-Raphson) hay que
operar usando numeros complejos.

® [as raices multiples se van encontrando una a una.



| Método.de Miuller

Teorema: Siz = 3+ 1 es una raiz compleja de multiplicidad v del
polinomio P(x) entonces z = (3 — i también es una raiz de
multiplicidad v de P(x) y el polinomio D(z) = (2% — 28z + 3% + ~?)” es
un factor de P(x), es decir,

Con este resultado podemos pensar en generalizar la division sintética
para gque los términos sean polinomios cuadraticos. El méetodo de
Mduller se basa sobre esta idea, pero a diferencia del método de
Horner también permite calcular las raices complejas del polinomio.

En cambio de aproximar a la funcién con una recta, como en el

metodo de la secante, se aproxima usando un polinomio cuadratico I



| Método.de Miuller

Sean xq, x1 Y 2 los tres puntos iniciales del método y
D(z) = alx — x2)* + b(x — x2) + ¢

que pasa por (zo, P(zo)), (1, P(z1)) Y (22, P(z2)), tenemos que

—b+ b2 — 4dac

2a
Para evitar problemas de errores por la resta de numeros parecidos y
seleccionando el valor de x3 = x tal que sea la raiz mas cercana a -

Dx—29)=0 = xz—x9=

2 —1, sib<0
c , sig(b) =

b+ sig(b)Vb? — 4dac I, sib>0 I

L3 = T2 —




Método.de Miuller

Como
P(xg) = a(xo—x2)+b(zg—x2)+cC
P(zx1) = a(zx1 —x2)+b(z1 —x2)+c
P(x2) = a(zxe —z2)+blxza —x2)+c=c

resolviendo el sistema de tres equaciones obtenemos

(zo—z2)(P(z1)—P(z2))—(z1—22)(P(z0) —P(x2))

a = (xo—z2)(x1—x2)(z0—21)
p —  Pleo)—P(zz) _ (@0 —x2)(P(21) — P(x2)) — (21 — 22)(P(20) — P(x2))
(5’30_5’32) (xl — 332)(330 — xl)
a(l’ov—wz)
c = P(x2)

En general podemos tener

2c
I'n =Tn —
i b+ sig(b)vVb? — 4dac




Método.de Miuller

Entrada: x0, x1, x2,t, n
Salida: x2, 'error’ Y1 e _
| eer (x0, x1, x2,t,n)
repita
| ¢ — P(x2)
PO2 «— P(x0)-c ; x02 «— x0-x2
P12 «— P(x1)-c ; x12 «— x1-x2
a «— (x02xP12 - x12xP02)

D(X) = X%y bx—x) + ¢ . .

|

|

| h

| / (x025x12%( X0- x1)) v x SN

| b « P02/x02 - axx02 o

| x0 «— x1 o — — ///

| x1 «— x2 DL = 80 blx) + ¢

| x2 = x2 - 2xc/ (b + sig(b)

| *sqrt (bxb - 4xaxc)) Nota: x0, x1 y x2 son variables complejas. En
hasta (i >n)V(]|x2-x1| <t) caso de que el lenguaje no las soporte hay que
si (| x2-x1| <t) escribir(x2) modificar el algoritmo

sino escribir(’error’)



| Algebra Lineal

® Introduccion

® Metodos Directos ® Metodos lterativos
» Regla de Crammer # Refinamiento iterativo
# Eliminacion Gaussiana o Jacobi
o Factorizacion LU o Gauss-Seidel
» Factorizacion de Cholesky o Errores y Convergencia
» Matrices tridiagonales # Aceleracion S.O.R.
o Normasy errores

B



| Algebra Lineal Numeérica

Los problemas mas importantes que son atacados con el algebra
lineal nUmerica son:

® Resolucidon de sistemas de ecuaciones lineales
® Calculo de valores propios

® Ajuste de rectas
El problema basico se puede resumir en

AX =D,

donde, A es una matriz n x n, y X y b son dos vectorer columna n x 1,

siendo A y b conocidos



| Regla.de Cramer

" det(A)

donde, A; es la matriz A con la :-esima columna remplazada por b

NUmero de operaciones

® para el célculo de cada determinante se requieren (n — 1)n!
multiplicaciones y (n! — 1) sumas

® evaluar (n + 1) determinantes
® realizar n divisiones

En total son (n? + n)n! — 1 operaciones

B



Eliminacion de Gauss

transformar mediante operaciones lineales entre filas a

Ax=Db en Lx=c oen Ux=d,

donde,
L U
[11 0 0 “e 0 11 U112 v Uln—1 Uln
21 l22 0 “e 0 0 wugz --- U2n—1 U2n,
ln—11 ln-12 -+ lp—1n—1 0 0 R 0 Un—1n—-1 Un—1n
i lnl ln2 cee lnn—l lnn i i 0 tee 0 0 Unn

Triangular Inferior Triangular Superior




| Eliminacion de Gauss

Sustitucion hacia atras

Triangular Inferior Triangular Superior
L1 = Cl/lll Lp = dn/unn
1—1 n
xi = (¢ = 3=y lijzy)/(Lia) | i = (di — D _5—iyq wijzs)/(wis)
1=2,3,...,n t=n—1,n—-2,...1

Para obtener, por ejemplo, la matriz U y el vector d a partirde Ay b se
procede de la siguiente forma sobre la matriz ampliada A = Alb

agjl-) :a§?>—a§2>agg>/a§?, i=2,3,....n, 7=12....,n+1;

1 7 . . . ~
donde, az(-j) es el elemento que esta en la fila ¢, columna j de A luego
de aplicarle una transformacion y a,g.’) es el elemento original.



| Eliminacion de Gauss

Note que a;1 =0V > 1.
En este paso a a;; Se le conoce como el pivote.

Para acomodar la segunda columna de A usamos a as, COmo pivote

E? ,E? a%) (1>/a;12>, i=3,4,....n, 7=23,....,.n+1;

Repitiendo este proceso para tenemos que

k k—1 k—1) (k—1), (k—1)
afgj):afgj )_algj )afgkz )ak:k: ;

k=1,2...n—1, 1=k+1,k+2,....n, j=kk+1,...,n+1;

donde, a(k D es el pivote de la k-esima transformacion I



| Eliminacion de Gauss

Asi que
B 0 0 0 0 7] B 0 7]
a§1) a§2) ag:s) T agn) agn)—i—l
1 1 1 1
0 ay) as - al) a5
U=1] 0 0 aff - af) | d=| o),
0 0 - 0 oY Calnm)

Note que para que la eliminacion de Gauss funcione todos los n — 1
. —1 . . . V4 -
pivotes a,(j; ) tienen gue ser distintos de cero. Pero en la practica esto

no es todo, porque pivotes pequefios pueden provocar que el error de

redondeo aumente I



| Eliminacion de Gauss

Crecimiento del error por pivotes pequeios 8

0.0004  1.402 1 | | 1.406 0.4003 1001
0.4003 —1.502 | | 2 2501 | 0.0004
Aplicando la eliminacion de Gauss tenemos que
0.0004  1.402 1 | | 1.406
0 —1405 To —1404
de donde se obtiene que
—1404 1.406 — 1.402 x 0.9993
vy = —or = 09993 Y @1 = . — 125

0.0004 I

& usando aritmética de punto flotante de cuatro cifras decimales



| Eliminacion de Gauss

3+ Solucidon exacta

7T

—1 r Solucion aproximada,

_2 l 1 1
0 5 10 15 20 I
L1




| Eliminacion de Gauss

Crecimiento del error por pivotes pequefos

i

Si ahora usamos la eliminacion de Gauss con una matriz L tenemos

0.0004 1.402
0.4003 —1.502

L1

L2

1.406

2.001

1.402
© —1.502

= —0.9334

Aplicando la eliminacion de Gauss tenemos que

0.374 0| | | 374
0.4003 —1.502 | | 24 2.501
3.74
= — =] —
=3 0 Y

de donde se obtiene que

2.501 — 0.4003 x 10

& usando aritmética de punto flotante de cuatro cifras decimales

1
—1.502 I



| Eliminacion de Gauss

Estrategias de pivoteo

® Pivoteo Parcial: Se escoje r tal que

ail,z_l) = max (

a(k—l) )
k<i<n

1k

luego se intercambian la fila k£ con la fila r

Menos efectivo, menos costoso, mas usado

® Pivoteo Total: Se escoje r y s tales que

a* V| = max (
k<i,j<n

Se intercambian la fila £ con la r y la columna & con la s
Mas efectivo, mas costoso, menos usado I

k—1
az('j )‘)



| Eliminacion de Gauss

Entrada: n, Al n, n+1]

gzgii:(lfsﬁn]@ m«— A f[i],k]/Af[K], K]

— para j «— k hasta n+l
Fa;?k;(&lihaﬂan | ALf[i],]] « Alf[i],]]
| - meALTK], )]
si AIf[n],n] =0
escribir("Singular")

x[n] «— A[f[n],n+1]/Af[n], n]
parai «— n-1 hasta 1
X[I] — 0

para k «— 1 hasta n-1

r — Kk

para i « k+1 hasta n
si (Ali,k] > Ar, K]
r« |

S| A[r,k] = 0 . .
escribir("Singular") para | <« 1 +1 hasta n

r et or nar | x[1] < x[1]
i (k£ 1) IERYUORIET
aux «— f[K] x[1] « (A[f[i], n+1]

flK] « f[r] retornar- x[i])/A[f[i],i]
f[r] « aux I




| Eliminacion de Gauss

Comentarios

® El numero de operaciones es aproximadamente §n2

® Sise quieren resolver varios sistemas con la misma matriz A la
matriz ampliada sera A = A|b|bs|---

® Para el calculo de la inversa de la matriz A aplicamos el método de

la eliminacion de Gauss a la matriz ampliada A = All, donde | es la
matriz identidad

® El determinante de A se puede calcular a partir de la diagonal de la
maitriz triangular

n

s k—1
det(A) = (—1)° [] afh " .
k=1

donde s es el numero de intercambios de filas realizados por las
estrategia de pivoteo parcial



| Factorizacion LU

Si la matriz A se usa varias veces es conveniente factorizarla usando
una maitriz triangular inferior L y una triangular superior U

A=LU ; AxX=b = Ly=Db,Ux=y

Donde, conocidas L y U se requieren n? operaciones para resolver el
sistema AX = Db

] 0 0 0 e 0|
l21 1 0 0 0
l l | 0 0 (™
31 32 e ik - s§i¢ >k
L = . . . . , lir. = 4 al(ﬁc g
- - - - 0 sii<k
\
ln—11 lpn—12 -+ lp—1n—2 1 0

lnl ln2 ln3 T lnn—l 1 I



| Factorizacion LU

R SR v RS A I (O (S BN
(1) (1) (1) i ij ik®
0 ay a2§) T azg,
U= 0 0 aég) aén) , k=1,2,....n—1
0 0 -~ 0 oV ih,j=k+1,k+2...n

Teorema: La factorizacion LU de una matriz A no singular en unica.
Corolario: det(A) = det(LU) = det(L) det(U) = [],_, aékk—n

Si se utilizan estrategias de pivoteo parcial o total, la factorizacion LU
sera de la matriz permutada PA donde la matriz P, llamada matriz de

permutacion, es el resultado de realizar las permutaciones hechas en
A en la matriz identidad | I



| Metodo.de Cholesky

Si la matriz A es simétrica y definida positiva no es necesario aplicar
estrategias de pivoteo

Teorema de Cholesky: Sea A una matriz simeétrica definida positiva.
Entonces existe una Unica matriz triangular inferior L con [;; # 0 tal que

A=LLT
» A es simétrica si:
T ..
A=A , aij:ajz-Vz,]

s A siexiste es simétrica
# Las submatrices principales de A son simétricas

B



| Metodo.de Cholesky

® A es definida positiva si:

X'AX >0 V X #0

® a; >0V # Las submatrices principales son
» A’ es definida positiva definidas positivas
s A~! siempre existe ® det(A) >0

» A~! es definida positiva # Los menores principales son positivos

® Una matriz simétrica es definida positiva si y solo si todos sus
menores principales son positivos (Teorema de Sylvester)

Para la demostracion del teorema de Cholesky ver las notas del curso
"Analisis Numérico", de la Prof. Maria C. Trevisan.

http://www.matematicas.ula.ve/publicaciones/guias/cursonum.pdf I



| Metodo.de Cholesky

® El método requiere n’/3 operaciones, la mitad de las 2n3/3
operaciones requeridas para la factorizacion LU

® Se deben calcular n raices cuadradas
® Los elementos [;; de L pueden ser diferente de 1

® Sise quiere eliminar el calculo de las n raices cuadradas se puede
modificar la factorizacion a

A =LDL"  donde,

i—1
liy=1 , li=apn Yy ;= (az’j — Zl?kdkk> /di;
k=1

y D es una matriz diagonal con

1—1

dii=a11 Y dij = ay;— Zl?jdjj
=1 I



| Metodo.de Cholesky

Entrada: n, Al n, n], b[n]
Salida: Las x[ n]
chol esky(n, A b Xx) para i < 1 hasta n
para i « 1 hasta n y[i] <« Db[i]
para | «— 1 hasta i-1 para j «— 1 hasta i-1
| vlj] = 1[i,)]=d[]] | yli] «— yli]
dii] <« Ali,1] | - Ll ]yl ]
para | «— 1 hasta i-1 para i <« 1 hasta n
dii] « d[i] | z[1] < y[i]/d[i]
- I[i,)]=v[]] para i « n hasta 1
para j <« i+1 hasta n X[1] <« z[1]
1 Ti,]j] <« Aj,i] para | <« I+1 hasta n
para k < 1 hasta i-1 | x[1] « Xx[i]
| Il gl <= T, | - LI x| ]
| - 1 [j, k] *=v[K] ret ornar
1 [i,j] < I[j,K]/d[i] I



| Matrices Tridiagonales

a1 a2 0 0 0
az1 Q22 (23 0 0
A 0 a3z ass a34
' 0
0 0 n—1n—2 0On—1n—1 An—1n
0 e 0 0 Apn—1 Qpyn

Si la matriz A es no singular entonce podemos factorizarla

A=LU,
donde,

B



| Matrices Tridiagonales

L U
1 0 0 0 0 | C up vy 0 0
[ 1 0 0 0 0 w1 0
0 l2 1 0 0 Uus V3
0 0 . 0 O
1 0 0 0 0 wup_q
|0 O 0 I,y 1| L O 0O - 0 0
donde,
Uiy = Q4541 , Ul — A11 , l; = ditli y Ui = Q45 — livi—1
Uj—1




| Normas. Vectoriales y Matriciales

Definicion: Una norma vectorial en R™ es una funcion, || - ||, de R™ en
R con las siguientes propiedades:

® |[x[[>0 V xeR"

® |[x|=0siysolosix=0

® ||ax|=la|||x]|| V acRyxeR"”
® [ x+yl<x][+lyl ¥ xyeR"

Definicion: Sea x = (x1,2,...,2,)’ un vector en R", las normas
X |, ¥ |l X |l Vienen dadas por

n 1/p
_ P — :
1% lp= (5 1j|xz|> VX lee= max Jud
1=

La norma || x |2 se conoce como norma Euclidiana
La norma || X || S& conoce como norma uniforme I




| Normas. Vectoriales y Matriciales

Definicion: Sean x = (z1,22,...,2,)Y YY = (y1,%2,...,y,)’ dos
vectores en R"”, las distancias [, y [, entre X y y vienen dadas por

n 1/p
X =Y = (Zm—ydp) y [ X=VY [leo= max |z; —y;
1=1

1<i<n

Ejemplo 1: Six = (1,1,1)T'yy =(1.1,0.99,1.04)%

| X —y [lo=0.1081665 , | X—Y |lso= 0.1

Ejemplo 2: Six = (1,1,1)T yy = (1.1,0.999999, 1.0000001)”

B

Ix=yl2=01 , [[x=yl[e=01



| Normas. Vectoriales y Matriciales

Definicion: Se dice que una sucesion {x(*)}> converge a x
respecto a la norma || - || si dado cualquier € > 0, existe un entero N (e)
tal que

[x® —x|<e , V¥V k>N().
Teorema: La sucesion de vectores {x(*¥)} converge a x respecto a la
norma || - || siy sélo si

klima:z(.k):xi VY i=1,2,....n

Teorema: Paratodox € R”, || X [loo < || X |l2 < V7 || X ||co-
Demostracion: Sea x,; la coordenada de x tal que || X ||co= |z;|.
Entonces

n n
Ix3=27 < Y ai=lx|3 < Y af=naf=nlx|Z I
1=1 1=1



| Normas. Vectoriales y Matriciales

Definicion: Una norma matricial en R™™ es una funcion, || - ||, de R™"
en R tal que:

® |A|>0 V AcR™

® |A||=0siysblosiA=0

® ||aAl=a|||A]] V acRyAeR™

® |A+B|<||A|+]B]l V ABeR™

® |AB[<|A[|B| V ABEcR""

Definicion: Dada una norma vectorial en R™, se define la norma
matricial inducida por? dicha norma vectorial como

| A ||= max -— ' = max || Ax ||
x20 || x| lxl=1

aTambién se le llama subordinada a la norma vectorial I




| Normas. Vectoriales y Matriciales

Teorema: Si A = (a;;) €S una matriz n x n, entonces

n
| A 1= max ) |a;;|
J ;
1=1

Teorema: Si A = (a;;) €S una matriz n x n, entonces
mn
[ A [[oo= m@.aXZ ;|
j=1

Teorema: Si A = (a;;) €S una matriz n x n, entonces

| A ll=/(p(ATA)

donde, p(A) es el radio espectral de A y se define como

p(A) = ma(:;i Al 'y o(A) es el espectro de autovalores de A I



| Errores

Por lo general, la solucion calculada numéricamente
X~x=A"'h = Ax=b-r |,

donde r es el vector residual. Se puede pensar erroneamente que un
vector residual pequeio esta asociado a un error pequeno, por
ejemplo, si la solucion numérica el sistema

0.9999z; — 1.0001lz, =1
r1 — i) =1 ’

esx = (1, 0)1, el vector residual r = (0.0001 , 0)! es pequefioy a
pesar de esto el error, que viene dado por la expresion

~

X—x=xXx—A"'b |

es grande, ya gue la solucién exacta es x = (0.5, —0.5)7 I



| Errores

Error Absoluto
Teorema: Si x es una aproximacion de la solucion de Ax = b y A es
una maitriz no singular, entonces para cualquier norma subordinada el
error absoluto
Ix=x|i<frfiAl ,

Demostracion: De la definicion del vector residual tenemos que

r=b—AX=AXx —AX=AKX—-X) = x—-x=A"'r
de donde se obtiene

- —1 —1
[ x =x =A< A [l r |

B



| Errores

Error Relativo

Teorema: Six es una aproximacion de la solucion de Ax = b y A es
una matriz no singular, entonces para cualquier norma subordinada el
error relativo

Ix =x|l _ il
< = 1o

IAIAT ], six#0,b#0

Demostracion: Como

1o |

b=Ax = | b[<[|AflIx| = [x]= A
Dividiendo al error absoluto por || x || yasucotapor | b | /| Al

tenemos que
Ix=x 1 _ el

< Alll A I




| Errores

Numero de condicion
Definicion: EIl numero de condicion de una matriz no singular A
relativo ala norma || - || es

KA) = AI|A]

Con esta definicion los errores absoluto y relativo se pueden escribir
como

- Il Ix=x1 _ el
Ix =x[[< K(A) <
IAl " dxl bl

| ATITATH |

Una matriz A esta bien condicionada si (A) esta cerca de 1y esta
mal condicionada si (A) > 1
Un buen condicionamiento garantiza que un vector residual pequefo
implica que el error de la solucion aproximada es pequeno.

Calcule el niumero de condicion para la matriz del problema anterior I



Metodos. lterativos

Para resolver el problema
AX =Db |,

un metodo iterativo comienza con una aproximacion inicial de la
solucion x(°), y genera una sucesion de vectores {x(*)}>° . que
converge a la solucion x; convirtiendo el problema en uno equivalende
de la forma

X=Bx+c |,

donde, B es una matriz constante n x n y ¢ €s un vector columna
tambiéen constante.
Si una sucesion de vectores {x(¥)1>  tiende a x, es decir que

Jim | x*) _x||=0 |,

entonces, x(*—>) es solucidén de

X=Bx+4+c y Ax=D



| Métodos. lterativos

Veremos que para generalizar, es conveniente expresar a la matriz A
como

A=D(L+1+U) |,
donde,l en la matriz identidad;

(a;; ,Sij =i
dij = < :
0 ,sij#i
(CLZ']'/CLZ'Z' ,Sij<’i (az-j/aiz- ,Sij>i
lij = < y o Uij =
|0 ,Slj >1 L0 ,Sl g <1




| Métodos. lterativos

Despejamos por cada una de las equaciones una variables diferente,

por ejemplo
—45131 + 3%2 + I3 = 1 I = %332 + %333 — %
r1+951r9 —x3 = 2 = To = —%ZCl—I—%ng—I—%
201 +3x2 + 313 = 4 T3 = —2mi—zo+3

En general podemos decir que

Li = bi— E Q55T 5 /az'z' , 7,:1,2...,7”L
J#1

Ordenando las equaciones de tal forma que todos los a;; # 0

B



| Meétodo . de Jacobi

Para calcular la sucesion de vectores {x(*)}*° ' comenzamos con un
vector inicial x(9) y usando la expresion anterior calculamos

k+1 k i:1,2,...,n
xi +1) — bi—Zaijx§) /CLZ'@‘ y
oy

Escrito en forma vectorial tenemos

x*D — —(L+Ux® +D b
es decir que en la expresion iterativa

xF+) =Bx® ¢ k=0,1,...

la matriz de iteracion B y el vector ¢ vienen dados por

B;=—(L+U) , c;=D""b I



| Meétodo . de Jacobi

Entrada: n, Al n,n], b[n], x[n],t, m
Salida: x[ n], e

jacobi(n, A b, t, m Xx, e)
k «— O
repita

k — k + 1

para i <« 1 hasta n

xa[i] « x[i]
para i <« 1 hasta n
X[1] <« b[i]

+ Ali,i]=*xali]
para | < 1 hasta n
| x[i] <« Xx[i]
| - ALl )] xal]]
x[1] « x[i]/AI,i]

parai <« 1 hasta n

| d[i] <« x[1] - xa[i]
si(norma(n,d) > tol)

| e «— verdadero

Si no

| e «— falso
hasta((— e) VvV (k>m)
ret or nar

Note que para la condicion de
parada estamos usando la fun-
cion nor na que calcula la nor-

ma vectorial de e I



| Meétodo.de Gauss-Seidel

Para calcular la sucesion de vectores {x(*)}*° ' comenzamos con un

vector inicial x(?), pero a diferencia del método de Jacobi donde para
1 ;
calcular el valor de :c(k+ ) se usan solamente los valores estimados en

{
. ., . 7 1
la iteracion anterior, en este metodo para calcular el valor de x§k+ )

usamos los z;,5 = 1,2,...7 — 1 valores ya calculados de la iteracion
actualy z;,7 =i+ 1,7+ 2,...n valores de la iteracién anterior.

i—1 n ]
(k+1) _ [ 4. (k1) (k) g t=12...,n
1=1 J=1+1

Escrito en forma vectorial tenemos

X(k:—i-l) _ _Lx(k—i—l) . Ux(kz) + D—lb 7



| Meétodo.de Gauss-Seidel

de donde
(I+L)x* D = —ux® + Db |

y por lo tanto
xED) = —(1+L)7'Ux®™ + (1+L)"'D7'p
es decir que en la expresion iterativa
xk+D) =Bx® ¢ k=0,1,...
la matriz de iteracion B y el vector ¢ vienen dados por

Bes=—(+L)"'U , ceg=(1+L)"'D7'b

B



| Meétodo.de Gauss-Seidel

Entrada: n, Al n,n], b[n], x[n],t, m

Salida: x[n], e x[i] <« x[i]/A[i,il]
ES(H,OA, b, t, m X, e para i « 1 hasta n
re;ta iy o XL et

si(norma(n,d) > tol)

K — k +1 e « verdadero

para | — 1 hgsta n si no
xa[ 1] x[1] e «— falso

pa;?‘ii - kll[ ihf‘Sta n hasta((— e) Vv (k>m)
t

para | «— 1 hasta i-1 retornar

x[i] — x[i]

- AL, ][]

Note que para la condicion de
para j — i+1 hasta n parada estamos usando la fun-
x[i] — x[i] cion nor ma gque calcula la nor-

- AP, jlxalj] ma vectorial de d I




| Métodos. lterativos

Unicidad

La ecuacion vectorial x = Bx + ¢ tiene una unica solucion ya que
(I—B)~! existe.
Para Jacobi viene expresada como

|-B;=L+1+U=D""A
y para Gauss-Seidel como

| -Bgs = I+(+L)"'U=(0+L)"'1+L)+(1+L)"'U
= (I4+L)"YL+14+U)=(1+L)"'D'A

Convergencia
Lema 1: Si el radio espectral p(B) < 1 entonces (I — B)~! existe y

ademas
(I-B)"'=1+B+B*+ ZB‘“ I



| Métodos. lterativos

Convergencia
Lema 2: Las siguientes afirmaciones son equivalentes

1. limg_ afj =0

2. limp_oo || A% ||= 0

3. p(A) <1

4. limy_ oo AFX =0 V x

Lema 3: p(A) <|| A ||, para cualquier norma inducida
Prueba: Sea ) tal que p(A) = |\| y U su autovector asociado.
Entonces

Au == Au = A [ u |
Ay | A

= p(A) = ||

Full = w0 |Ix|] I



| Métodos. lterativos

Convergencia

Teorema: Para cualquier x(°) € R, la sucesion {x(*)}%
determinada por
xFtD =Bx® +¢ | k=0,1,... y Cc#0

converge a una solucion unica, x = Bx + ¢, siy sélo si p(B) < 1
Demostracion

x1)  — Bx(© 1Tc

x@ = Bx"W4+c=B% 4+ (B+Ic

x® = Bx® +c=B%0 4+ (B?+B+1)c

x® = Bx* D pc=B"O 4+ B*"14+...4+B+1I)c

k—1 37
= B%O 4 (Y1 B I



| Métodos. lterativos

Convergencia

Si p(B) < 1,
lim x® = lim B*x(® 4 1i B’
Jim x® = lim B + lim Z 7
len‘;aZ ~ ~~ o
lemal
entonces,

lim x®*) = (1-B) ¢

k— oo

es decir, la sucesion {x*)}> converge si p(B) < 1

B



| Métodos. lterativos

Convergencia
Por otro lado, sea {x(*)}° . tal que

lim x*) = x

k— o0
entonces, x = Bx +c y x(F) = Bx*~Y 4 ¢, y el error viene dado por

x —x® = Bx+c-Bx* D _¢c=Bx-—Bx* D =pB(x —x*k-D)
B(Bx +c — Bx (F=2) _ C)= B2(x — x(k=2))

= B*(x —x©) Porloque

lim x —x® = lim B*(x —x®) =0

k— o0 k— oo

y como el error inicial es arbitrario, del lema 2 tenemos que p(B) < 1 I



| Métodos. lterativos

Convergencia
Por el lema 3 tenemos que

Corolario: Una condicion suficiente para que un método iterativo
estacionario x(®) = Bx ¥~V 4 ¢ converja para toda aproximacion inicial
x(9) es que || B ||< 1 para alguna norma matricial inducida; y el error
esta acotado por

® || x =xP< B [I*] x = x|

B _
® | x—x® |< 1ﬂllgll | x(B) — x(k=1) |

La segunda cota viene de

x —xF) = B(x —x* 1) = B(x — x®) - B(x® 4 x(k=1))

[ x = x® <[ B[l x —x& ||+ || B [[[| ¥ +xE=D | I



| Métodos. lterativos

Convergencia
La convergencia de los métodos iterativos estacionarios es lineal

| x =x® <[ B[l x +x*=1 |
El criterio de parada viene dado por

IB |
1—[ B

[ x® —xt=D <
y para estimar el valor de || B || tenemos que para k grande
| x5 —xF=D x| B ||| x D — x =2

por lo que
| x®) — x|

H X(k:—l) _ X(k—2) || I

IB [~



| Metodo.de Relajacion

En terminos del vector residual el método de Gauss-Seidel se puede
escribir como

A S T
con
— " i=1,2,...,n
k k k—1 — Ly 4y .y
T,E ) = — Zaij3§§ ) + Z CL@jZI?§- ) /am- ,
: = k=0,1,...
71=1 J=1+1
Si modificamos el método anterior a
ZIZ,Ek_H) = legk) + wr,gk) , 1=1,2,...,n

cuya forma matricial es

x D — x(B) 1 (—Lx *FD) —ux™® —1x™) +wD™ b
obtenemos



| Metodo.de Relajacion

B, =(4+wl) ' (1-w)l—wU) , c,=(+wL)'wD 'b
Para ciertos valores de w la convergencia del método mejora
® Para (0 < w < 1, el método se llama de subrelajacion y logra

converger para algunos casos en los que el método de
Gauss-Seidel diverge

® Paraw > 1, el metodo se llama de sobrerelajacion o S.O.R
Succesive Over-Relaxation y acelera la convergencia

Teorema de Kahan: Sia;; # 0V ¢, entonces p(B,,) > |w — 1|. Es decir
que para que el método converja, p(B,) < 1, nesesariamente

0 <w<2.

Demostracion: Por un lado tenemos que

det(Bw) = )\1)\2 ce )\n ,

donde, A1, Ao, ..., \,; SON los autovalores de B, I



| Metodo.de Relajacion

Por otro lado,

det(B,) = det((I+wl) ' ((1—-w)l—wU))
= det ((I1+wL)™1) det ((1 — w)l — wU)
= (1—-w)"

de lo anterior tenemos que

1 —w|™ = [Al[Ae] -~ [An] < p(Bu)" <1,

es decir,
D<w<?2

Teorema de Ostrowski-Reich:  Si A es una matriz n x n definida
positivay 0 < w < 2, entonces el método de relajacion converge para

cualquier x(©) € R



| Metodo.de Relajacion

Teorema: Si A es una matriz definida positiva y tridiagonal, entonces
p(Bas) = (p(B))? < 1,y el valor 6ptimo de w para el método de
relajacion es

2

Con lo que



| Metodo.de Relajacion

Entrada: n, Al n,n], b[n],w x[n],t, m

Salida: x[n], e
sor(n, A b, w, t, m X, e) x[i] «— (1-w) =xa[i]
k «— O + wkx[ 1]/ AT, 1]
repita para i «— 1 hasta n
k «— k + 1 dii] « x[i1] - xa[i]
para i « 1 hasta n si(norma(n,d) > tol)
xa[i] « x[i] e «— verdadero
para i « 1 hasta n Si no
X[1] <« Db[i] e — falso
para j «— 1 hasta i-1 hasta((— e) VvV (k>m)

para |

x[1] = x[1]

- AT, ] ]x[]]
«— |1 +1 hasta n

x[i] «— x[i]

- ALl ] xxal] ]

r et or nar
Note que para la condicion de
parada estamos usando la fun-

cion nor na que calcula la nor-
ma vectorial de d I



| Errores

Se puede demostrar® que si usamos aleminacion gaussiana con
aritmética de t digitos, que el vector residual r de la solucion
aproximada x de Ax = b puede aproximarse a

r~ 107" [ AIX |

Para calcular una aproximacion del numero de condicion KC(A)
resolvemos el sistema Ay = r, cuya solucion aproximada

~

y~A'r=A"T"b-AX)=A"'"b—ATTAX =X —X
lo que implica que

~ ~ -1 . -1 ~
Iy =l x =x [ < TAT I r [l 107 FAT A X ]

K(A)

4Forsythe G.E., Moler C.B., Computer solution of linear algebraic systems, Prentice-Hall, Englewood
Cliffs, NJ, 1967, 148 pp




| Errores

de donde obtenemos que

Ejemplo:
En el sistema lineal siguiente tiene por solucién a x = (1,1)7

1 2999 1\ [ 3000
1 6666 zo |\ 6667

Aplicando eliminacion de Gauss con aritmética de ¢t = 5 digitos

0.5501 0 r1 \ [ 0.49489
1 6666 o | 6667



| Errores

La solucién aproximada del sistema es X = (0.89964,1)%
El vector resudual correspondiente a X es

- —0.10036
r=b—Ax= , || T |lco= 0.10036
—0.10036

Para estimar el numero de condicion resolvemos el sistema

- _ - 1
Ay =r .obteniendo y = ( 8 0036 >

Utilizando la estimacion tenemos que

1Y [l

IC(A) ~ 10° 12
A~ 10

— 10036 ; K(A)=12117.69

B



| Método . de Refinamiento Iterativo

Para el calculo aproximado del nimero de condicion estimamos el
error mediante la expresion

X — XY
El método consiste en calcular a partir de un valor inicial de x el vector

residual r, luego con este Ultimo calculamos el vector y y finalmente
usamos ay para calcular una nueva solucién aproximada x

rk) = p— Ax®)
Luy® = r®
x(k+1)  —  y(k) + y(k)

En general, X + y aproxima mejor a X que X.

B



| Método . de Refinamiento Iterativo

Comentarios:

® Una vez factorizada la matriz A = LU en cada iteracion se
requieren 2n? operaciones

® Sj el sistema esta bien condicionado con una o dos iteraciones se
obtiene la solucidon exacta.

® Con aritmética de ¢ digitos, un sistema con IC(A) ~ 107 luego de &
iteraciones el numero de digitos correctos en la solucion es
aproximadamente
min(ta k(t o Q))

® En general la solucion en sistemas mal condicionados puede
mejorarse significativamente excepto cuando C(A) > 10°

B



| Teoria.de Interpolacion

°

Interpolacion polinomial

e

Forma de Lagrange del polinomio interpolatorio

°

Diferencias divididas.
Forma de Newton del polinomio de interpolacion

Diferencias progresivas y regresivas.
Diferencias divididas con nodos repetidos
Convergencia de los polinomios interpolatorios.
Nodos de Polinomios de Chebyshev

o o o0 0

Interpolacion con funciones splines.
Splines cubicas



| Interpolacion

Definicion: proceso de obtencion de nuevos puntos partiendo del
conocimiento de un conjunto discreto de puntos.
Problemas:

® Teniendo de cierto numero de puntos, obtenidos por muestreo o a
partir de un experimento, se quiere construir una funcion gue los
ajuste.

® Aproximacion de una funcion complicada, es decir una funcion
cuyo calculo resulta costoso; por una mas simple. Esto se logra
partiendo de un cierto numero de sus valores e interpolar dichos
datos construyendo una funciéon mas simple

En general, se trata de obtener una funcion f(x), denominade funcion
interpolante , a partir de n puntos distintos (zg, yx ), llamados nodos ,

tal que
fley) =y , k=1,...,n I



| Interpolacion de Taylor

Usa el desarrollo de Taylor de una funcién en un punto,z, para
construir un polinomio de grado n que la aproxima.

" @) (g . (n+1) (¢ (x .
P(ZC):Zf ( )(x_xo)z ; 8(:13) _ f (5( )) (ZU—ZIfo)n+

—~ (n+ 1)!

Ventajas:

® Solo necesita de un punto x( de la funcion

® El calculo es sencillo comparado con otras formas de interpolacion
polindmica

Desventajas:

® Se debe conocer a la funcion

® Requiere gue la funcion sea suficientemente diferenciable en un

entorno a x
® El error de interpolacion por lo general crece al alejarse de zq



| Interpolacion de Taylor

2
Py (x) Ps(x)
X | sin(z)
Pi3(x)
flz) 0
1Lk
P;(x)
9
—27 —Tr 0 s 2T



| Interpolacion de Taylor

100 ¢

10}

0.1
0.01
0.001

0.0001

le — 05 |

—27




| Interpolacion Lineal

Es la mas simple de las interpolaciones.

Supongamos que se quiere calcular el valor una funcion f(z), de la
cual conocemos un conjunto de puntos {(x;, f(x;)},¢ =0,1,...,m;
con

:13@'<:13@'+1Vz'<m, Y 2, <T < Xip1
El polinomio interpolatorio lineal que aproxima a f(z) viene dado por

la expresion
P(z) = flz:) + x“; —— (f(zis1) = f(x1)) . reordenando
Plr) — f@is) = fli) o) — f(@ip1) — f(@i)

L

Lit1 — Li+1 — L4
P(r) = aiz+ag I



| Interpolacion Lineal




| Interpolacion Polinomial

En general, una mejor aproximacion a f(x) se puede obtener con un
polinomio de grado mayor.

Teorema: Dados n + 1 puntos distintos {(x;, f(x;)},i =0,1,...,n
existe un unico polinomio de grado < n que interpola a f(x)

Demostracion: Supongamos que existen dos polinomios P(x) y Q(x)
gue interpolan al conjunto de puntos. la diferencia entre los dos
polinomios viene dada por

R(z) = P(zr) — Q(z) ,

donde, R(x) es un polinomio de grado < n. Como
f(z;) = P(x;) = Q(x;), i =0,1,...,n; entonces R(x) tiene n + 1
ceros, sin embargo como el grado de R(x) es a lo sumo n solamente

podria tener n ceros, Asi que R(x) no puede existir a menos que sea
igual a cero. Es decir P(x) = Q(x) I



| Interpolacion Polinomica

Conocidos m + 1 puntos, xg, x1, . ..x,,; Sl Se usan:
® 2 puntos = P(x) = ag + a1x
® 3 puntos = P(x) = ag + a17 + azx?
® 4 puntos = P(z) = ag + a1x + asx? + azz’®
9o
® n+1puntosconn <m =
P(x)=ap+ a1z +ax’ + -+ an_12" "t + apz”
A diferencia del caso lineal, el calculo de los n 4+ 1 coeficientes de los
polinomios de grado n > 1 no es tan facil de calcular

Existen diferentes metodos para el calculo de los coeficientes

B



| Método Directo

Con los n + 1 puntos podemos plantear el sistema de ecuaciones

P,(zg) = ag+aimg+ asxé+ -+ an_la:g_l +anxy = f(xo)
P,(r1) = ao+aiwy+aswd+---+ an_la:"f_l +apx? = f(x1)
P.(x,) = ag+aix,+asx® +- - +a,_12" 1 +aa” = f(x,)

Note que las n + 1 incognitas son los coeficientes de los polinomios a;
y no las x;, como es |lo acostumbrado La matriz del sistema, V,,3,
viene dada por

2 n
(1 To Xp - xo\

2 n
1 =y xy --- af

V,a=f(x) donde V, =

4L lamada matriz de Vandermonde



| Metodo.de L agrange

El polinomio interpolatorio de Lagrange tiene la forma

n

Pp(x) = f(zo)Lo(z)+f(z1)L1(z)+ -+ f(zn)Ln(x) = Zf(ﬂ%')Lz'(ﬂ?) :

1=0
donde, L;(z), i = 0,1,...,n son polinomios construidos para que
(1, sii=]
Li(z;) = <
0 ,slj#i

Una forma de construirlos es usando la expresion

() = (33—5[30)(33—:61)...(;[3—xi_1>(aj—xi+1)...(x_xn>
Li(z) (x; —xo)(x; — 1) -+ (g —xi—1) (s — Tia1) -+ (T — )

Los L;(x) se llaman polinomios de Lagrange I




| Metodo.de L agrange

Ejemplo: Conocidos los puntos (0,0); (7/6,1/2); (7/3,/3/2) y (7, 1);
calcular el polinomio interpolador de grado 3 que pasa por los 4 punto.

_ (z—=7/6)(z—7/3)(z—m) (z—0)(z—7/3)(xz—m) 1
P(x) (0=n/6)(0—73)(0=m) O T (2/6=0)(n /6—1/3) (= /6—7) 2

(z—0)(z—m/6)(z—m) /3 | (z—0)(z—7/6)(z—7/3)
T B0/ 3=m) 2 T a0y (n=n/6) (x—r/3) |

P(x) = 1.0204287x — 0.0654708012% — 0.113871902"

B



| Metodo.de L agrange

0.001 E

16—04:

_9 ' ' ‘ le — 05 L

® Rojo f(x) = sin(x).
® Azul polinomio interpolatorio de grado 3.

® Verde Polinomio de Taylor de grado tres en xy = 0 I



| Metodo.de L agrange

Ejemplo: dados los puntos (1,1), (1.2,0.8333), (3,0.3333)
(6,0.1667) y (9,0.1111) calcular el valor de la funcion en z

® Rojo f(x) =1/x.

® Verde P (x).

0.4

00

4

2),

0.15 L |

® Azul Py(x).
® Violeta P3(x)




I Error del polinomio interpolatorio

Teorema: Sean f(x) una funcion (n + 1) veces continuamente
diferenciable en el intervalo I = (min;—g.,,(x;), max;—g.n(x;)); Pn(x) €l
polinomio de interpolacion de f(x) en los puntos g, z1,...,ZT,; Yy Z UN
punto en el intervalo I. Entonces existe un ¢ € I tal que

_9@)
(n+1)!

e(z) = f(T) — Pu(z) = f77(8)

donde, ¢(x) = (x —xp)(x — 1) - (x — T,).
Demostracion: Siz = z; el error () y no es necesario interpolar.
Paraz # x; ,i=0,1,...,n definamos una nueva funcion g(x) tal que

La funcion g(x) tiene (n + 2) raices en el intervalo I:

g(z;)=0,71=0,1,....n 'y g¢g(x)=0 I



I Error del polinomio interpolatorio

Note que ¢(Z) A0y f(x), P,(x) y ¢(x) son continuas y diferenciables
entonces g(x) es continua y diferenciable podemos aplicar el

Teorema de Rolle o del Valor Medio: Sea g(x) y su derivada ¢’ (x)
continuas en el intervalo [a, b]. Entonces existe al menos un valor
r = £ en a,b] tal que

Asi que si g(z) tiene (n + 2) ceros en I, entonces ¢'(x) tendra (n + 1)
ceros en I, ¢’ (x) tendra (n) ceros en [ y asi sucesivamente hasta
g™t () que tendra 1 ceros en I. Llamemos ¢ a este punto donde

g™t =0



I Error del polinomio interpolatorio

Derivando (n + 1) veces a g(z) respecto a x tenemos

gD (z) = FHD) () +B§n+1)(x2+£b(n+1)(xz f(jj>gb_(;ﬁ)n(£)
0 (n+1)!
Evaluando en x = £ tenemos
(1) (e #(n+1) f(z) — Pu(z)
g"mE) = ) + (n+ 1) O
de donde obtenemos
“(0) = 1(0) ~ Pala) = F" V(O 20

Solamente se puede usar en funciones donde la (n + 1) derivada tiene

una cota conocida en el intervalo 1. I



| Método.de Newton

Algoritmicamente, el método de Lagrange, presenta un problema:
para pasar de un polinomio de interpolacion de grado n a uno de grado
(n + 1) hay que iniciar los calculos desde el principio, es decir que no
se pueden utilizar los coeficientes de P,, para calcular los de P,, 1.

El método de Newton, que es algoritmicamente mas eficiente,
construye el polinomio de interpolacion P,, cuando se conoce €l
polinomio de interpolacion de grado (n — 1).

Pn—l (I)

7\

~

Pn(flj) — ZLO‘i‘al(fC—CE‘Q)—|—CL2(£E—ZCO)(:E—;1;1)_|_..._|_

an(r —xz0)(xr —21) -+ ( — Tp_1)

P.(x) = Pp1(z)+tap(z—x0)(x—x1) - (x —xpn_1)

B



| Método.de Newton

Usando la notacidén de diferencias divididasd tenemos

Po(x) = f(xo) = flxo]

Piz) = flao)+ L80=1@0) (0 o) = flag] + flzo, 21)(x — wo)
F(z1)—f(z0) f(xa)—=f(xz1) f(z1)—Ff(=g)
Py(z) = f(zo) + == (T —x0) + —22 = — (2 — o) (2 — 1)

xr1—x0 T2 —XT0

— f[xo] + f[xo,ilfl](ﬂf — ZUO) + f[flfo,flfl,flfz](fl? — 330)(3j - 2131)
donde,

ao = flzo] , a1 = flzo,z1] , a2 = flzo,z1, 22

2Estudiada en el método de biseccion para el calculo de raices I




| Método.de Newton

Siguiendo con polinomios de grado cada vez mayor obtenemos

P.(xz) = flro] + flxo, z1](x — xo) + flxo, z1, 22](x — 20) (2 — 21)+
flxo, x1, ..., zp)(x —xo)(x — 1) - (T — Tp_1)
donde,
an = flrg,x1,. .., Tn]



| Método.de Newton

Ejemplo: dados los puntos (1, 1), (1.2,0.8333), (3,0.3333), (5,0.2),
(6,0.1667) y (9,0.1111) calcular el valor de la funcionen z =4

L / f[v] f[m] f[mv] f[mvv] f[mvm]
1 1
-4.167
1.2 | 0.8333 0.6945
—2.778 -0.09425
3 | 0.3333 0.3175 0.006084
—0.06665 —0.06383 0.0002426
5 0.2 0.01112 0.008025
—0.0333 -0.001238
6 | 0.1667 0.003693
-0.01853
9 | 0.1111 I



| Método.de Newton

Diferencias Divididas Polinomio de Newton
Entrada: f[n], x[n], n Entrada: a[ n], x[n], n, XX
Salida: a[ n] Salida: Pn
difDv(f, x, n, a) polilnter(a, x, n, XxXx,Pn)
para i <« 0 hasta n Pn «— a[n]

a[i1] «— f[i] para i « n-1 hasta O
para i < 1 hasta n | Pn «— a[i] + Pnx(xx - X[1])

para j < n hasta i
| alj] < (alj]-a[)j-1])
| F(X[J]-x[]-1])

El subprograma pol i | nt er () recibe como entrada al vector a[ ] que

previamente calcula el subprograma di f Di v




Método.de Newton

Cuando los nodos estan igualmente espaciados podemos usar el operador de

Diferencias Progresivas Diferencias Regresivas
Definida como Definida como

Af(x) = f(z+h) — f(z) V() = f(x) — f(z —h)
de orden k > 1 se define de orden k > 1 se define

Ak f(z) = AR f(z + h) — AR f(x) VEf(z) = VET1f(z) — VEL f(z — h)
con con

AV f(z) = f(x) VOf(z) = f(z)
por lo que tenemos por lo que tenemos

AFf(z) =35 _o(=1)*7 (5) f(z + jh) VEf(@) =5 _o(=1)7 (%) f(z — jh)
Lema: Lema:

k x k Ty,
flxo,z1,..., 2] = Ak{—ékO) flen—ks -, Tn_1,Tn] = vk{ék )

donde, k > 0



| Método.de Newton

Diferencias Progresivas
Prueba del Lema: Para k = 0 tenemos

A f(xo)

flzo] = f(z0) = —51 5

Para k£ = 1 tenemos

~ flx1) = flwo)  flxz4+h)— f(z)  A'f(zo)
f[ZUO,ZUl] B 1 — T B h B 1'h1

Supongamos que cierta la k£ y probemos para k + 1

Flzo. 21 _ flr1,xo, ..., xka1] — flxo, 1, ..., Tk _
0> )ty VR Tht1 — To
ARf(z1) AR f(xo) ~ AFf(ro+h) = AFf(xo) AP f(x0)
< klhk klhE ) /(r+1)h = (r 4 1)IRF+1 ~ (r+1)lhkt?



| Método.de Newton

Diferencias Progresivas: Seax = xy + sh entonces x — z; = (s — i)h

Po(z) = fleo] + flwo,21] s _h+ flwo, w1, 2] s(s — 1) B2+
o (52

f[x07x1,$2,333]§(8 — 1)(3 — 22}@3 S
(5)3!

flwo,omp)s(s = 1) (s —k+ 1) " -+
(7)k!

f[:lf() ..... :Cn]f(s—l) '(3_n+12hn
(n)n!

Entonces,



| Método.de Newton

Diferencias Regresivas: Como tarea demuestre en primer lugar el
lema para el calculo de las diferencias regresivas y luego demuestre
gue el polinomio de interpolacion de Newton para diferencias
regresivas tiene la forma

Pale) = Pl = sh) = S (-1F () 74 (on)

B



| Fendmeno de Runge

Runge descubrié que el polinomio de interpolacion P, (x) de algunas
funciones construido usando puntos equidistantes oscila hacia los
extremos del intervalo que si se interpola. Este fendmeno lo observo

con la funcidén
1

1@) = o0
usando puntos equidistantes z; € [—1, 1] tal que

2
x;=—1+1—, i€{0,1,2,...,n}
n

Con esta funcion, el error de interpolacion tiende a infinito cuando

crece el grado del polinomio:

lim ( max |f(x)—Pn(x)\> — 0.

n—oo \ —1<z<1



| Fendmeno de Runge

|
—1 —-0.5 0 0.5 1 -1 —-0.5 0 0.5 1

El error entre la funcion f(x) y el polinomio de interpolacion P, (x) esta
limitado por el n-esima derivada de f(x). Para el caso de la funcion de
Runge la magnitud del valor maximo de las derivadas en el intervalo

[—1, 1] aumenta al incrementarse el orden, por lo que la cota del error
crece a medida que aumenta el grado de P, (x) I



Fenomeno de Runge

® |a oscilacion se puede minimizar usando nodos de Chebyshev en
lugar de nodos equidistantes. En este caso se garantiza que el
error maximo disminuye al crecer el orden polinomico.

® El fenoOmeno demuestra que los polinomios de grado alto no son,
en general, aptos para la interpolacion.

® E| problema se puede evitar usando curvas spline que son
polinomios por partes. Cuando se intenta reducir el error de
interpolacion se puede incrementar el nUmero de partes del
polinomio que se usan para construir la s pline, en lugar de
Incrementar su grado.



| Nodos.de Chebyshev

El polinomio de interpolacion que resulta del uso de los nodos de
Chebyshev reduce al minimo el problema generado por el fendmeno

de Runge.
Los nodos de Chebyshev

2 1
T = COS m(2k + 1) , k=0,1,...,n
2(n+1)

son las raices del polinomio de Chebyshev de primer tipo
Thi1(x) =221, (x)-Th_1(x) , n>2 con Ty(x)=1 'y Ti(x)==x
Teorema:

T, (x) = cos(narccos(x)) , n>0yxe|—1,1]

de donde
T, (cos(f)) =cos(nf) , n=0,1,... I



| Nodos.de Chebyshev

Demostracion: Como

cos((n + 1)0) = cos(#) cos(nf) — sin(0) sin(nf) vy
cos((n — 1)0) = cos(0) cos(nb) + sin(0) sin(nbh)

tenemos que
cos((n + 1)0) = 2 cos(#) cos(nf) — cos((n — 1)8)

Definamos f,, (x) = cos(n arccos(x)) con x = cos(#) entonces

fo(z)

fn—|—1

cos(0x0)=1 , fi(z :

cos((n + 1) arccos(cos(#))) = cos((n + 1)8)

2 cos(f) cos(nf) — cos((n — 1)0
\ 7 \a 7 \ -

~~ V.

1
L Tn(ZE) Tn—l(x)
(

|
3
_|_
[
2

|
DO
8
3

|
<
L
2



Nodos.de Chebyshev

Como los nodos de Chebyshev estan contenidos en el intervalo
Ty € [—1,1], para obtener los nodos en un intervalo arbitrario
ry € |a,b] usamos la transformacion

! 1 2k — 1
azk:§(a+b)+§(b—a)cos< w),

2n

A R aTA

SN ]

h | I | 0.001 !
1 ~0.5 0 0.5 1 -1 ~0.5 0



| Nodos.de Chebyshev

Teorema: Si P,(z) es un polinomio moénicod de grado n, entonces

| Tu(@) Il _ 1
= >
| Paf@) lloo= _max |Pafe)| > 55 = 25

Demostracion: Supongamos que existe un polinomio monico P, (x)
de grado n tal que

€ [-1,1] , definamos

Q(z) = (Tn(2))/(2"7") — Pu(2)

Como (T, (x )/(2”—1) y P, (x) son monicos de grado n entonce el
grado de Q(x) es (n — 1). En los puntos extremos de T, (x)

k
T}, = COS (—W> tenemos que T, (z) = (—1)F
n

4Un polinomio monico es aquel cuyo término de mayor grado a,, x™ tiene por coeficiente a,, —



| Nodos.de Chebyshev

Entonces

Q) = 2 py ) = U B

y como P, (z;) < 1/2"~1 tenemos que

,cambia de signo al menos (n + 1) veces,

<0 ,slkesimpar
Q(w) -
>0 ,slkespar

es decir, que Q(x) tiene al menos n raices. Pero como Q(x) es alo
sumo de grado (n — 1) entonces tenemos que

2n—1

Este resultado ademas nos permite acotar el error de interpolacion I

P, (xk) =




I Error del polinomio interpolatorio

Suponiendo que el intervalo de interpolacion sea el I = [—-1, 1], con
x € 1, el error

max |p(z)
(n+1)!

()]

(n+ 1)1 = A (@)

e(z) = |f(z) = Pul@)] = [f"T(9)]

donde, ¢(x) = (z — xg) - - - (x — x5,) €S un polinomio monico de grado
(n+1).

Si los z; son los nodos de Chebyshey, por el teorema anterior

max |¢(x)| = 27", y en consecuencia

_ _ | £ (@) lloo
mas(=(r)) = max | (a) = Pu(a)] =] £(2) = Pa(a) Il 5220

Es decir, el error de interpolacion usando los nodos de Chebyshev

esta acotado.



La Interpolacion por Splines usa secciones de varios polinomios en
distintos intervalos de la funcion a interpolar para evitar problemas de
oscilacion como el Fenomeno de Runge.Por ejemplo

(P(z) , siz € [z, 7]

Py () , Slx € |21, 2]
Sm(x) = 1.

\P,r[f;_l](;g) , Slx € [ry_1,T,]

Definicion: Seaa =z9 < z1 < --- < x, = b un conjunto de puntos en
la, b]. La funcién spline o trazador de grado m con nodos en los punto
z;,coni=0,1,...,neslafuncién S,,(x) que cumple con

® Sizx € |z;,x;41] €ntonces S, () = pl ()

® Las primeras (m — 1) derivadas de S,,,(z) son continuas I






| Spline.Cubico

El spline cubico Ss(x), que llamaremos S(x), es la mas comudn de las
iInterpolaciones por trazadores
Condiciones:

® S(z) = Pli(x) paraz; <z < .1, donde P (z) es un pol. cibico
S(x;) = f(x;) parat=0,1,...,n

Pt (x, ) = Plil(x;. ) parai=0,1,...,n — 2

Pt (z;01) = P (2;.1) parai =0,1,...,n — 2

(z;) = PUt" (z;) parai =0,1,...,n —2

Y una de estas condiciones de frontera se satisface

o S"(xg) = 5"(x,) = 0 (Frontera natural o libre)
o S'(x9) = f'(xo)y S (xr,) = f'(z,,) (Frontera sujeta)

© o o o b

B



| Spline.Cubico

Sea
P[Z] (CIS) = Q; + bz(CIS — ZCZ> -+ CZ'(ZIZ — ZCZ')2 —+ dz(CE‘ — ZIZZ'>3

y definamos h; = (x;11 —x;) parat=0,1,...,n — 1.
Entonces de la 2¢¢ condicidn tenemos

a; = P (z;) = S(z;) = flz)) , i=0,1,...,n—1
De lo anterior y la 3"* condicion tenemos
Giy1 = a; + bjh; +c;h? +d;hy . i=0,1,...,n—2
Derivando a Pl(x) y aplicanco la 4t® condicién tenemos
biv1 = b; +2¢c;h; +3d;h; , i=0,1,...,n—2

Volviendo a derivar a Pl(x) y aplicando la 5* condicion obtenemos

C¢+1:C¢+3dz’hi , i:O,l,...,n—Z I



| Spline.Cubico

Operando con las 4 ecuaciones previas obtenemos

3 3
hi—1ci—1+2(hi—1 + hi)c; + hicii1 = h—(az'+1 —a;) — h
i i—1

(Clz' — Cbz'—1)

coni=1,2,....,n—1.

Como los a; y los h; estan determinados por los (n + 1) puntos, nos
queda un sistema de (n + 1) incognitas, ¢;, con (n — 1) ecuaciones.
Las dos ecuaciones restantes las obtenemos aplicando alguna
condicion de frontera de tal forma que el problema se reduzca a un
sistema de ecuaciones lineales de la forma

Mc =z |,

donde, M es una matriz tridiagonal (n + 1) x (n+ 1), c es el vector que
contiene a los coeficientes ¢; y z es un vector columna.

Conocidos todos los a; Y l0os ¢; usando las ecuaciones anteriores se
pueden calcular los b; y los d;



| Spline.Cubico

Si enumeramos las (n + 1) filas de M desde la 0 hasta la n, los
terminos de M vienen dados por

(hi_q sii=j—1yi=1,2,...,n—1
2(hi—1 + h;) sii=jyi=1,2,...,n—1

mi; = < hy sii=j4+1yi=1,2,...,n—1
depende del borde , para (¢,5) = (0,0);(0,1); (n,n — 1); (n,n)
L0 , en otros casos

y los terminos del vector z vienen dados por

Zi = {hi(az'—i—l _ai)_ hig_l(aji—ai_l) ; Sl 1 = 172,“_’,”_1

depende del borde ,Sli=00i=n

B



| Spline.Cubico

Borde | Natural Sujeto

Moo 1 2ho

mo1 0 ho

Myn—1 0 o1

Man 1 2h,, 1

20 0 hi(al — ao) — 3f(x0)
“n 0 f(an) — (an (p—1)

®» Como la matriz M es estrictamente diagonal dominante, entonces
en no singular, por lo que el sistema de ecuaciones lineales tiene
una solucion y esta es Unica

® Se pueden establecer otras condiciones de borde pero esto implica
un calculo de todos los términos de las ecuaciones 0 y n del
sistema lo que puede traer como consecuencia la perdida de la
forma tridiagonal de M



Polinomio de Interpolacion

Comentarios

® No se mejoran los resultados tomando un numero elevado de
puntos en un mismo intervalo, pues veremos gue esto acarrea
mejoras en determinadas zonas pero notables mermas de
precision en otras, fenomeno Runge: el error de interpolacion es
menor en la zona central del intervalo y mayor en los extremos.

® Desde el punto de vista numerico es preferible, en vez de generar
un unico polinomio interpolador en base a muchos puntos de un
Intervalo, dividir el intervalo en otros de modo que por medio de
varios polinomios lograr mejorar la precision en la interpolacion.

® Debemos seleccionar un intervalo de interpolacion tal que el punto
gue gqueremos aproximar se encuentre en la zona central del
soporte.

® No debemos usar el polinomio para aproximar valores que esten
fuera del intervalo de interpolacion.



| Integracion Numerica

® Formulas de integracion basadas en interpolacion.
» Analisis del error

® Cuadratura gaussiana.
® Metodo de Monte Carlos



| Integracion basada en interpolacion

El problema a resolver numéricamente es

I = /ab f(x)dx

A diferencia del caso analitico, el problema numeérico es mucho mas
sencillo tanto asi que numéricamente podemos decir:

Deriva el gue puede e integra el que sabe
Definicion de la integral Riemman

b—a

b Rl
I = / f(x)dr = lim [ A Z f(x;) , con x; = a + ih
a i=0

h—0

En general, la idea es aproximar la integral por el area bajo la curva

medida en cuadriculas I



| Integracion basada en interpolacion

1
[, f(x)da
1 1k d
e
0.75 0.75 |- k
0.5 0.5 |
0.25 0.25 |- M“ ﬂ
0 0
1 0.5 0 0.5 1 -1 ~0.5 0 0.5 1

La expresion general para la integracion numérica es

b n—1
I:/ f(x)al:z:%z:f(:zjz)wZ , a<z;<b V 1
a 1=0

donde w; son los pesos asociados al método. I



| Integracion basada en interpolacion

Uno de los esquemas es el “cerrado” de Newton-Cotes para funciones
razonablemente bien comportadas. Los puntos, x; se toman
igualmente espaciados en el intervalo [a,b] con xg = ay x, = b, asi
tenemos

rii1=x;+h=x9+ith ,conh=ctteyn=(b—a)/h

Si expandimos a f(z) en series de potencias obtenemos
CEZ—l—h 2 3
(f(a:z') +af'(x;) + = f”(:c@) + 57 — " (x) + ) dx

Usando los dos primeros términos tendremos una aproximacion la
funcidn con rectas y la expresion anterior queda

n—1l ,z,4+h
Z / (f(z:) + 2 f (z;) + O(x?)) da I



| Metodo.de los trapecios

Una forma de trazar las rectas, si se desconoce la derivada de la
funcion, es mediante el polinomio de interpolacion de primer orden.
Luego para calcular numéricamente la integral calculamos el area bajo
los segmentos de recta, es decir las areas de los trapecios.

n-l .miy . .
/f dajNZ/ (37 CCZ.+1 f(iUz)‘|‘ aj _x;f(gcz_|_1)> dzx

= gf(ﬂfo) + hf(xi) + hf(z2) +- -+ hf(zn—2) + hf(zn-1) + gﬂxn) )

donde, los pesos w; vienen dados por

w:ﬁ,h,h,...,h,h,é I
2 2



| Metodo.de los trapecios

0.75 0.75

0.5 0.5

0.25 0.25

—1 —-0.5 0 0.5 1 —1

Para calcular el error del método definamos

1

Tit1
I; = / f(x)dx , A;=h (%f(:z:i) + §f(xz-+1)) y al error como



| Metodo.de los trapecios

Expandiendo a f(x) alrededor de z; para calcular x;,; tenemos

Fl@igr) = ) + (mip1 — z) [/ (@) + (®it1 —
Entonces

Ai =5 (f(@) + flaiv) = 5 (F(@a) + f(i) + hf' (@) + B2 f" (25) +---)

= hf (@) + 55 (@) + o £ (1) +

por otro lado

I, = —F(w:)+ Flei+1) = =F(w;) + (F(a:) + bF' () + 5 F"(2:) + - )

f(zq) f'(x4) £ (w4)
—~ 5 A 5 I
— hF/(ZCZ) _|_h F//( )‘1‘% FW(CISZ') 4.



| Metodo.de los trapecios

Si tenemos que

h3 /1 h3 7 4 1 3 pl!
E; — |Az_Iz| = 2 % Q'f (Qﬁz)—gf (CCZ)—{—O(h ) — E; ~ Eh f (CIZZ)
1 real @O Dmﬂmm]

double @

10_3 — 1 6
/ 6x —x°dr =5
c 1076 - 0

€ =¢&¢+ €maq
00 g ~ h?
10—12 _ o ) gmaq ~ h_2/3

1 )
n



| Metodo.de Simpson

Si extendemos la aproximacion de la funcion hasta el término
cuadratico tenemos

1= [ 1 =3 / T (R s )+ g @) + O ) de

donde, h = (b — a)/2n. Esto equivale a aproximar a f(z) usando un
polinomio de grado 2 en cada intervalo [x;, z;2].

I~ Z / (Lif (20) + Liga f(@isn) + Liaf (wi1)) do

donde , [; = (2= Zix1)(@— ”“”2)) es un polinomio de Lagrange

(i —@iq1) (i —Tiqo

n—2

( (340 + gfown) + 3 fas2)) ) I



| Metodo.de Simpson

El numero de divisiones debe ser par y los pesos w; seran

w = {lh, Oy N S N N lh}

3 '3 '3 3 3 3 3 3
1 real O __II{E'IEIELILJ
double @
* trapecios e fa S
10—3 ® pal U 1
* D-DD 6
. o 6xr —x dr =5
107% |- I]If!@ o 0
3 ST
E=¢€¢+¢
10-9 t maq
o . : 4
10—12 . ® ‘..“' gt h
[ A
o Oy ~ L—2/3
oo.. '.-»"'." Emaq ~ h /
L

1 256 216 224
n



| Integracion basada en interpolacion

Los pesos de los métodos integracion usando polinomios de
interpolacion son

Método  Ordel Pesos en [z;, x;41]
' h h
Trapecios 1 i h b i
' 4
Simpson 2 ig h? hg}h
3 9 9 3
3/8 3 h Oh 9 3
Milne 4 14h 64h 24h 64h 14h

45 7 457 45 45 7 45
Si contamos con n + 1 puntos en [a, b] y usamos un metodo de orden
p < n, podemos hallar los pesos w, tales que

/a ' fla)da = f;wz-fccz-) ,

siempre que f(x) sea de grado < p I



Cuadratura Gaussiana
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| Cuadratura Gaussiana

Podemos obtener resultados exactos al integrar funciones de grado
(2n — 1), mediante la seleccion de n puntos z; y n pesos w;. En el
intervalo [—1, 1], la integral vienen dada por

1 n 1

f(x)dx%z:wzf(xz) : wi:/_ H;__Zﬂjda: ;

—1 i=1 it

donde, los n puntos zx; son las raices de un polinomio perteneciente a
la familia de polinomios “ortogonales” de Legendre.

L 4" 2 gy

~ 2npl dzn
Para cambiar el intervalo de la integral podemos usar la expresion

[P fydt = 5ot f(5te+ o) do =
~ e wif (Y5t + o) I

Py(x)=1 , P,(x)

!



| Cuadratura Gaussiana

Los valores de z; y w; de cuadratura Gaussiana para valores

pequefios de n son

Numero de Puntos, n Puntos, z; Pesos, w;
1 0 2
2 +./1/3 1
3 0 8/9
+./3/5 5/9
4 +0.339981044 | 0.652145155
+0.861136312 | 0.347854845
5 0 0.568889
+0.538469 0.478629
+0.906180 0.236927

B



| Cuadratura Gaussiana

El problema de la cuadratura Gaussiana se puede expresar de forma
mas general si introducimos una funcion de peso W (x)

b n
/ W (o) () dom Y wif @)

donde, sia=—-1,b=1,y W(z) = 1, tenemos el caso anterior.
Intervalo [a, b] Peso W (x) Familia de Polinomios
—1,1] 1 Legendre
(=1,1) (1—-2)*1+2)°, o« B>—1| Jacobi
(=1,1) —— Chebyshev de primer tipo
[—1,1] V1— 22 Chebyshev de segundo tipo
0, 00) e " Laguerre
(—00, 00) e~ Hermite I



| Método . de Monte Carlo

Se basa en el teorema del valor medio para las integrales

b
1= / def(z) = (b a)f(©)

, &€ la,b]
W—/’L 1

w=ctte

donde, los n puntos x; son seleccionados aleatoriamente.

L 1
0 / 6x — 2%dr = 5
0

10712 = et~ h

.o. .o..... ~ _2/3
| T | gmanh
1 256 216 224

106

Py real
10079 7 . double
Simpson

e @ [
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