Francisco Rivero Mendoza

Departamento de Matemáticas  

Facultad de Ciencias

Universidad de Los Andes

Mérida, Venezuela

Construcción formal de los Números Enteros

1.  Introducción El poder contar hoy en día con el sistema de los números enteros, representa un paso muy importante en el desarrollo de la matemática. Los matemáticos griegos rechazaron de plano la posibilidad de usar números negativos, por carecer de significado geométrico: para los griegos, todo número representaba la longitud de algún segmento de recta. La idea de números negativos surge más adelante, como una necesidad de los algebristas de fines de la edad media, para poder dar alguna interpretación a las soluciones de las ecuaciones con números enteros. El concepto de número entero fue manejado en forma un poco ambigua, al principio, y no fue sino hasta mediados del siglo XIX, cuando aparecieron los trabajos de Peano, que se pudo formalizar utilizando el lenguaje riguroso de la matemática. En este trabajo daremos la construcción formal de los Números Enteros, a partir de los Números Naturales, usando la teoría de conjuntos. Este proceso requiere de algunas herramientas básicas de teoría de conjuntos, operaciones binarias y el concepto de clase de equivalencia.

2. ¿Qué es un número entero?

Supondremos que conocemos bien el sistema de los números naturales, que denotaremos con la letra N y en el cual se definen dos operaciones llamadas suma y producto cuyas propiedades son bien conocidas para todos. A manera de motivación podríamos  preguntarnos:

 ¿Qué es un número entero?

Si m y n son números naturales es natural plantearse la ecuación:

 x + m =  n 

Este tipo de problemas no siempre tiene solución dentro del conjunto de los números naturales. Por ejemplo, si hacemos m = 5 y n = 2, entonces no existe un número natural x tal que satisfaga

x+ 5 = 2

Usando las reglas usuales de la aritmética, se tendría que x =  2 -5, pero sin embargo esta expresión carece de sentido. Si queremos resolver éstas ecuaciones, tendríamos que ampliar el conjunto de los números naturales y considerar nuevos números, como por ejemplo “x = 2-5 “. Esto trae implícito algunas dificultades de tipo técnico, como por ejemplo usar el mismo símbolo de la resta, para dos cosas distintas. Por otro lado hay otro inconveniente, quizás un poco más sutil, pero no menos importante desde el punto de vista matemático, cuando no se tiene unicidad para la representación de x. Concretamente, si tomamos y = 3-6, vemos que también satisface la ecuación. 

y+ 5 = 2

Tendríamos entonces que aceptar una ambigüedad en la representación de estos nuevos números, lo cual nos traería serios inconvenientes a la hora de establecer una teoría. 
El paso de los números naturales a los enteros, como el lector podrá observar, no fue una tarea fácil para los matemáticos, y sólo a finales del siglo pasado se dio una definición satisfactoria de los mismos. Esta imposibilidad de manejar números negativos fue uno de los grandes obstáculos que frenaron el desarrollo del Algebra durante siglos. La dificultad se  pudo superar a finales del siglo pasado, una vez que se contó con las herramientas adecuadas para dar una definición rigurosa de número entero.

Es importante para todos nosotros que compartimos la actividad de educadores, estar conscientes de  la forma como fueron evolucionando las ideas en matemáticas, si queremos enfrentar con éxito el problema de la enseñanza- aprendizaje de los sistemas numéricos.

2.  Operaciones binarias. Una Operación Binaria sobre un conjunto A es una función que va desde el producto cartesiano de A consigo mismo, hasta A.
Recordemos que  el producto cartesiano de dos conjuntos A y B, denotado por A x B, se define como el conjunto de todos los pares ordenados de la forma (a, b), donde a está en A y b está en B.

Si denotamos a la operación con el símbolo �, se tiene

 A x A  ————> A

(a, b) ————>a � b 

Cuando tenemos una operación binaria definida en un conjunto, entonces se dice que dicho conjunto se le ha dotado de una estructura y esto lo hace mas interesante para los matemáticos. Por ejemplo el conjunto de los números naturales posee dos operaciones binarias bien conocidas que son la suma y la multiplicación. Ojo, la resta no es una operación binaria, dentro del conjunto de los naturales.

Algunas operaciones binarias tienen propiedades especiales, que facilitan las reglas de operación entre los elementos. Entre estas propiedades se encuentran la asociatividad, conmutatividad, ...etc. ( ver la sección siguiente). Es posible inventarse otras operaciones binarias en el conjunto de los números naturales. Por ejemplo la operación * , definida por :

N x N ————> N 

(n, m) ————> n * m, 

donde se define :  n * m = n,  es una operación binaria en N. Sin embargo no es muy buena pues no goza de todas las propiedades de la suma. Por ejemplo, no es conmutativa pues 2*3 = 2 y 3*2 = 3. ¿Será asociativa esta operación?
3.  Concepto de número natural. Comenzaremos por aceptar la existencia de un conjunto N, llamado conjunto de los Números Naturales, cuyos elementos son los números naturales. Es decir 

N = {1, 2, 3, 4, 5,..... }

En este conjunto se tienen un par de operaciones binarias, llamadas suma y producto, las cuales serán denotadas por “+” y “.”, las cuales satisfacen las siguientes propiedades

1. Para todo par de números naturales m y n, se cumple que m + n es otro número natural.
     2. Propiedad asociativa para la suma. Para m, n y s números naturales se tiene
 m + (n + s) = (m + n) + s.

     3. Conmutatividad para la suma Para todo par de números naturales m y n se cumple que 

m + n = n + m.

      4. Para todo par de números naturales m y n se cumple que m. n es otro número natural.

5.  Asociatividad para el producto. Para m, n y s números naturales, se cumple

m.  ( n . s) = (m . n) .s

6.  Conmutatividad para el producto. Para todo par de números naturales m y n se cumple : 

m . n = n .m

7.  Elemento neutro para el producto. Para todo número natural n se tiene :

n.  1 = 1 . n = n

8.  Propiedad distributiva. Para m, n y s números naturales se tiene :

m.  ( n + s) = m. n + m. s 

Estas 8 propiedades nos permiten desarrollar toda la aritmética de los números naturales. En cuanto a las propiedades adicionales que requieran el concepto del infinito, las mismas se derivan del llamado Principio de Inducción el cual establece:
9. Principio de Inducción. Sea A un conjunto de números naturales tal que se verifica

i)  1 pertenece a A.
ii)  si n pertenece a A, entonces n+1 también pertenece a A.
Entonces  se concluye que A = N, es decir que A contiene todos los números naturales.

Esta forma de presentar los números naturales, dando una serie de propiedades o axiomas que definen a los mismos, se llama forma axiomática. Es posible, sin embargo, dar una construcción formal de los números naturales, usando sólo tres axiomas. Esta exposición es mucho mas abstracta y  requiere de un conocimiento mayor de lógica y teoría de conjuntos. Por supuesto, y para no hacer tan larga la introducción, la consideramos fuera del alcance de estas notas. El lector interesado podrá consultar el libro de Flores ya citado.

4.  Relaciones de equivalencia. Relaciones de Orden.

Una relación dentro de un conjunto A, es cualquier subconjunto R del producto cartesiano A x  A. Dos elementos a y b contenidos en A se dicen que están relacionados mediante la relación R, si el par ( a, b) pertenece a R. Usaremos la notación aRb , o bien

a ~ b , para indicar que a y b están relacionados.

Una relación R sobre A se dice que es una relación de equivalencia, si se cumple lo siguiente:
1. Todo elemento de A está relacionado consigo mismo. Esto es, a ~ a, para todo a en A.

2. Si a está relacionado con b, entonces b está relacionado con a. Esto es a ~ b implica que b ~ a.
3. Si a está relacionado con b y b está relacionado con c, entonces a está       relacionado con c. Esto es a ~ b y b ~ c , implica que a ~ c.
Las propiedades 1, 2 y 3 se llaman, respectivamente, reflexiva, simétrica y transitiva.

Ejemplo 1. El típico ejemplo de una relación de equivalencia, es el de la relación de igualdad sobre los números naturales. El lector puede verificar fácilmente, que se verifican las condiciones 1, 2 y 3 para esta relación.

Ejemplo 2. Consideremos en el conjunto de los números naturales la siguiente relación. Diremos que un número m estará relacionado con n, si y sólo si  m = n + 1. Por ejemplo 3 estará relacionado con 2. Dicha relación no es de equivalencia ¿ Porqué ?

Cuando se tiene una relación de equivalencia R definida en un conjunto A , entonces dado un elemento a cualquiera en A, se puede considerar el conjunto formado por todos los elementos de A relacionados con él. Dicho conjunto, denotado por [a] , se llama la clase de equivalencia de a.

El conjunto de todas las clases de equivalencias de A, bajo la relación R se llama conjunto de las clases o conjunto cociente. Generalmente se denota por A /~ .

Una relación R sobre un conjunto A, se dice que es una relación de orden, si se verifica :

1. Si a está en A entonces  a está relacionado con a. Esto es a R a , para todo a en A.
2. Si a está relacionado con b y b está relacionado con a, entonces a y b son iguales. Dicho de otra forma, si se tiene a R b y b R a, implica a = b. 
3. Si a está relacionado con b y b está relacionado con c, entonces a estará relacionado con c. Esto es, a R b y b R c implica a R c.
Las propiedades 1, 2 y 3 se llaman, respectivamente, reflexiva, antisimétrica y transitiva. 

Ejemplo3. La relación orden mas conocida es la relación de menor o igual, denotada por  “( “, en el conjunto de los números naturales. Por ejemplo 2 es menor o igual a 2 y por lo tanto 2 está relacionado consigo mismo.

Ejemplo 4. Este ejemplo es un poco abstracto, pero nos da una relación de orden muy usada en matemáticas. Consideremos al conjunto S, cuyos elementos son los números 1, 2 y 3, es decir S = (1, 2, 3 (. Entonces sea A el conjunto formado por todos los subconjuntos de S, es decir A es igual a las partes de S. 

¿ Cuántos elementos tiene S?. Definimos una relación en de orden en A de la forma siguiente: diremos que un elemento a de A es menor o igual que otro elemento b de A cuando a está contenido en b, como conjuntos. Por ejemplo, si a  = (  2  ( y b =  ( 1, 2(
entonces a es menor o igual a b. 

Una relación de orden sobre un conjunto A, se dice que es total, cuando todos los elementos de A son comparables entre sí. Por ejemplo la relación del ejemplo 3 es total, pero la del ejemplo no lo es. Un conjunto dotado de una relación de orden total, se dice que está totalmente ordenado. Por ejemplo los Naturales con las relación  “( “, están totalmente ordenados.

Sea A un conjunto ordenado con “( “, y sea B un subconjunto de A. Un elemento b de B se llama primer elemento o elemento minimal de B, si b es menor o igual a todos los elementos de B. Esto es si b (  x, para todo x en B. Un conjunto A se dice que está bien ordenado, con un orden “( “, si todo subconjunto de A posee un primer elemento.

Ejemplo 5. El conjunto de los números naturales con el orden usual es bien ordenado. Esto se puede probar usando el principio de inducción.

5.  El conjunto de Los Números Enteros. A continuación daremos la construcción formal de los números enteros. En primer lugar definiremos el conjunto y en una segunda etapa probaremos que tiene una estructura similar a los números naturales, en el sentido de estar dotado de un par de operaciones suma y producto. Para dichas operaciones se cumplen todas las propiedades y otras adicionales, estudiadas en el caso de los naturales. Este nuevo conjunto se considera una ampliación  o generalización de los naturales.

     Sea N el conjunto de los números naturales y consideramos el conjunto A definido por :

A = N x N = { (n, m) \  m, n ( N } 

Definimos una relación en A de la forma siguiente: Si (a, b) y (c, d) son dos elementos de A entonces (a, b) ( (c, d)  sí y sólo si  a + d = b + c. Se entiende que el símbolo para la suma indica la operación de suma como números naturales. Notemos que los elementos a, b, c, y d son números naturales.

Se puede probar entonces, que la relación dada es de equivalencia. (Ejercicio). 

Por otro lado, si (a, b) es cualquier elemento de A, entonces su clase de equivalencia viene dada por:

[a, b] = {( x, y) ( A \  ( x, y) ( ( a, b) }

Definimos entonces el conjunto  de Los Números Enteros Z como el   cociente formado por todas estas clases de equivalencia de la forma [a, b], con a y b números naturales. Esto es  en símbolos Z = A / ( . Veamos a continuación como podemos dotar a Z  de un par de operaciones, llamadas suma y producto de números enteros. Para lograr este objetivo usaremos la suma y producto de números naturales.

Si [a, b] y [c, d] son dos números enteros, entonces:

¿Cómo se define la suma y el producto de ellos?

Muy fácil, haciendo

[a, b] + [c, d] = [a + c, b+ d ] 

[a, b] . [c, d] = [a·c + b.·d, a· d+ b· c ]. 

Es importante  hacer la siguiente observación:  El símbolo “+ “ en el lado izquierdo indica suma de números enteros, mientras que el mismo signo en el lado derecho indica una suma de números naturales. La misma observación es válida para el producto. 

Tanto la suma como el producto están bien definidos. Esto es muy importante señalarlo, pues una clase de equivalencia puede venir dada por dos representantes diferentes y entonces esto podría alterar la definición de la suma o el producto. El lector debe probar que si  ai,  bi , ci y di son números naturales, y además 

(a1,  b1)  (  (a2,  b2),  y  (c1,  d1)  (  (c2 ,  d2) entonces 

[a1,  b1] + [c1,  d1] = [a2 ,  b2] + [c2 ,  d2]

[a1 ,  b1] ( [c1 ,  d1] = [a2 ,  b2] ( [c2 ,  d2].

Una vez que se tiene demostrada la invarianza de la suma y el producto con respecto a los representantes, el siguiente paso es pasar a demostrar que se verifican todas las  propiedades de la aritmética, estudiadas en los naturales, para los números enteros. Recomendamos al lector hacer las demostraciones con todo detalle. Vale la pena detenerse un poco en estos pequeños cálculos, a fin de afianzar mejor los conocimientos. 

Las propiedades des suma y producto las enunciamos a continuación:

1. Para todo par de números enteros m y n, se cumple que m + n es otro número entero.
2. Propiedad asociativa para la suma. Para m, n y s números enteros se tiene:
m + (n + s) = (m + n) + s 

3. Existencia de elemento neutro para la suma. Existe un número entero, llamado el cero, denotado por 0, el cual verifica:

n + 0 = 0 + n = n ,

para todo número entero n. 

4. Existencia de opuestos para la suma o negativos. Dado un número entero n, entonces existe otro número entero, llamado el opuesto o negativo de n, y denotado por -n, el cual verifica:

n + (-n) = -n + n = 0.

5. Conmutatividad para la suma Para todo par de números enteros m y n se cumple que 

m + n = n + m 

6. Para todo par de números enteros m y n se cumple que m. n es otro número entero.

7. Asociatividad para el producto. Para m, n y s números enteros, se cumple :

M·(n · s) = (m · n) ·s

8. Conmutatividad para el producto. Para todo par de números enteros m y n se cumple

m · n = n ·m

9. Elemento neutro para el producto. Para todo número entero n se tiene :

n · 1 = 1 . n = n 

10. Propiedad distributiva. Para m, n y s números enteros se tiene :

(n + s) = m. n + m. s 

A la luz de estas propiedades surgen varias interrogantes:

¿Qué forma tiene el cero?  El cero viene dado por la clase [a, a], donde a es cualquier número natural. Verificarlo!
¿ Cómo vienen dados los enteros opuestos ? Si n = [a, b] es un entero, su opuesto es sencillamente -n = [b, a]. Verificarlo!

¿Cómo se inserta el conjunto de los naturales dentro de los enteros ? Mediante la aplicación: 

( : N   ((((( Z, 

dada por  ( (a) = [a + 1,1] . El lector puede probar que dicha aplicación es uno a uno, o inyectiva, con lo cual Z contiene una copia  o imagen de N. 




Además esta función preserva las operaciones de suma y producto. En efecto, se puede probar que si m y n son números naturales entonces:

i)  ((n + m ) = ((n) + ((m). 

ii)  ((n · m ) = ((n) · ((m).
Es decir, ( es una inyección que preserva las operaciones.
Si identificamos a un número natural con su imagen dentro de los números enteros, tendremos para x = [n, m] la interesante relación;

n- m =  ((n) - ( (m) = [n + 1, 1] - [ m+1, 1] = [n+1, 1] + [ 1, m+1] = [n, m] 

Con lo cual todo número entero [n, m] se puede identificar  con la diferencia de dos naturales n- m.
6.  Orden en Los Números Enteros.

El orden en Z, viene definido a través del orden de N, mediante la relación “(”. Si [a, b] y [c, d] son un par de números enteros se tiene que

 [a, b] ( [c, d] sí y sólo si a +d ( b + c. 

Nótese que si x  = [a, b] es un entero mayor que cero, se tendrá [ a, a] ( [a, b] y por lo tanto a + b ( a + a . Eliminando a se tiene que b ( a  y por lo tanto podemos hacer a = b + k, donde k es un número natural. Luego:
x = [ b + k, b] = [ k + 1, k] = ( (k).

 Es decir los enteros positivos son exactamente las imágenes de los números naturales. 
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