NOTAS DE ALGEBRA LINEAL

A. IBORT Y M.A. RODRIGUEZ
Departamento de Fisica Tedrica
Universidad Complutense de Madrid

6 de junio de 2003






Indice general

Prdlogo

. Estructuras algebraicas

1.1. Notacién y teorfa de conjuntos . . . . . . . . . . . .. L

1.2, Grupos . . . o o i e
1.2.1. Operaciones binarias internas . . . . . . . . . . . ... ...
1.2.2. Permutaciones y grupos . . . . . . . . . . ..o e e
1.2.3. Mas sobre el grupo de permutaciones . . . . . . . . .. ...
1.2.4. Homomorfismos de grupos . . . . . . . . . . .

1.3. Anillos . . . . . . L e
1.3.1. Los nimeros enteros . . . . . . . . . . ..o
1.3.2. Divisibilidad y factorizaciéon de ntimeros enteros . . . . . . . . .. ... ... ..
1.3.3. Congruencias de nimeros enteros . . . . . . . . . . . . ot

1.4, CUuerpos . . . . . o o e
1.4.1. El cuerpo de los nimeros racionales . . . . . . . ... ... ... L.
1.4.2. El cuerpo de los nimerosreales . . . . . . . . . ... ...
1.4.3. Numeros Gaussianos . . . . . . . . . . . o i e
1.4.4. El cuerpo de los nimeros complejos . . . . . . . ... oL
1.4.5. Raices n-ésimas de launidad . . . . . .. ... .. ... L.

1.5. Polinomios . . . . . . . . e e
1.5.1. El anillo de los polinomios . . . . . . . .. . .. ...
1.5.2. Divisibilidad en el anillo de polinomios . . . . . . . .. ... ... ... .. .....
1.5.3. Raices de polinomios y completitud algebraica . . . . ... . ... ... ......

. Espacios vectoriales
2.1. Definiciones . . . . . . . . . e e e e
2.2. Subespacios . . . .. ... e
2.3. Operaciones con SUbESpacios . . . . . . . . . v it e e e e e e e e
2.4. Sistemas de generadores, rango y bases . . . . .. ... oL
2.5. Cambios de base. Matrices . . . . . . . . . . . e e
2.5.1. Matrices . . . . . . .. e e e e
2.5.2. Operaciones elementales con matrices . . . . . . . . . . .. . ... ... ... ...
2.5.3. La matriz del cambiode base . . . . . . . . . . ...
2.6. Ecuaciones de subespacios . . . . . . . .. .

. Aplicaciones lineales

3.1. Generalidades sobre aplicaciones lineales . . . . . . . . . ... .. ... .. .........
3.1.1. Definiciones . . . . . . . . . . . e e e e
3.1.2. Algunos ejemplos . . . . . ...
3.1.3. Algunas propiedades de las aplicaciones lineales . . . . . . . . ... ... ......

3.2. Teoremas de isomorfia de espacios vectoriales . . . . . . ... .. ... .. ... ......
3.2.1. Primer teorema de isomorfia de espacios vectoriales . . . . ... .. .. ... ...
3.2.2. Otros teoremas de isomorfia . . . . . . . . . .. ... e

SO U W N <

e e e e e el el e
CO O UL UL WNDNHFHMHEOO

19
19
21
23
27
32
35
37
42
44



11

3.3. Representacién matricial y cambios de base . . . . . . .. ... .. ..
3.3.1. Representaciéon matricial de una aplicacién lineal . . . . . . . .
3.3.2. Representacién matricial de la composicion de aplicaciones
3.3.3. Cambiosdebase . . ... ... .. .. ... ... ...
3.3.4. Representacién matricial en bases diferentes . . . . . . . .. ..

3.4. Espacios de aplicaciones lineales . . . . ... .. ... ... ......
3.4.1. El espacio dual de un espacio vectorial . . . . . .. ... .. ..
3.4.2. Endomorfismos de un espacio vectorial . . . . . .. ... .. ..
3.4.3. Otros espacios de aplicaciones lineales . . . . ... ... . ...

3.5. Rango de una aplicacién . . . . . . .. . ... L0

3.6. Sistemas de ecuaciones lineales . . . . . ... ... .. ... .. ....

3.7. Determinantes . . . . . . . . . . ... ...
3.7.1. Aplicaciones multilineales . . . . ... .. .. ... .......
3.7.2. Determinante de una aplicacién lineal . . . . ... ... .. ..
3.7.3. Determinantes de matrices y sus propiedades . . . . .. .. ..

Formas candnicas de endomorfismos

4.1. Diagonalizacidén . . . . . . . . ... Lo
4.1.1. Matrices diagonales . . . . . . . ... . ... L.

4.2. Autovalores y autovectores

4.3. Subespacios invariantes y matrices . . . . .. ... ...
4.3.1. Diagonalizacién de endomorfismos y matrices . . . . . . .. ..

4.4. La ecuacién caracteristica . . . . . . . . ... ... ... ...
4.4.1. Calculo de autovalores y autovectores . . . . ... ... . ...
4.4.2. El polinomio caracteristico de un endomorfismo . . . . . . . ..

4.5. Formas canodnicas de endomorfismos nilpotentes . . . . . . . .. .. ..

4.6. Formas canodnicas de endomorfismos . . . . . ... .. .. ... .. ..

4.7. El teorema de Cayley-Hamilton . . . . . .. ... ... ... .. ....

4.8. Polinomio minimo . . . . . . . . ...

Espacios con producto escalar

5.1. Elespaciodual . . . .. ... ... .
5.1.1. Introduccién . . . . . . . . ...
5.1.2. Elespaciobidual . . . . . ... ... ... ... ... ...
5.1.3. Anulador . . . .. .. .. ...
5.1.4. La aplicacion transpuesta . . . . . . . . . . .. .. ... ...
5.1.5. La matriz de la aplicacion transpuesta . . . . . .. ... .. ..

5.2. Formas bilineales . . . . . . . . . ... ... L
5.2.1. Aplicaciones multilineales . . . . . .. .. .. ... .......
5.2.2. Formas bilineales . . . . . . . .. ... ... ... ...
5.2.3. Matriz de una forma bilineal . . . .. ... .. ... ... ...
5.2.4. Formas bilineales simétricas y antisimétricas . . . ... .. ..
5.2.5. Formas bilineales simétricas regulares . . . . . .. ... .. ..
5.2.6. Ortogonalidad . . .. ... ... ... ... ... ... .
5.2.7. Diagonalizacion de formas bilineales simétricas . . . . . . . . .
5.2.8. Ortonormalizaciéon de Gram-Schmidt . . . . . . .. ... .. ..

5.3. Formas Cuadréaticas . . . . . . . . . . . ... . ... ...
5.3.1. Diagonalizacion de formas cuadraticas . . . . . .. ... .. ..
5.3.2. Formas cuadraticas definidas . . . .. ... ... ... ... ..

5.4. Producto escalar . . . . . . ... ..
5.4.1. Producto escalar en un espacioreal . . . . . . ... ... . ...
5.4.2. Formas sesquilineales . . . . . . . ... ... oL,
5.4.3. Producto escalar complejo . . . . . ...
5.4.4. Norma en un espacio vectorial . . . . ... . ... ... ....

5.4.5. Ortogonalidad . . . ... ... . ... ... ... ...

INDICE GENERAL



INDICE GENERAL

5.4.6. Proyeccion ortogonal . . . . . . ...
5.4.7. La propiedad del paralelogramo . . . . . . .. . .. ... oo
5.4.8. El teorema de Riesz-Fréchet . . . . . . . . . . . .. .. .. ... .. ..

6. Operadores en espacios con producto escalar

6.1.

6.2.

6.3.

6.4.

Operadores en espacios complejos con producto escalar . . . . . . . . ... ... .. ....
6.1.1. Eloperador adjunto . . . . . . .. ... oo
6.1.2. Representacion matricial del operador adjunto . . . . . .. . ... ... ... ...
6.1.3. Operadores normales, autoadjuntos y unitarios . . . . . .. ... ... ... ....
6.1.4. Teorema espectral para operadores normales . . . . . . ... ... ... ......
6.1.5. Teorema espectral para operadores autoadjuntos . . . . . . .. ... ... ... ..
6.1.6. Teorema espectral para operadores unitarios . . ... . ... ... ... ......
Proyectores ortogonales . . . . . . ..o
6.2.1. Célculo de proyectores ortogonales . . . . . . . . ... ... ... ... ...
Operadores en espacios vectoriales reales con producto escalar . . . . . . . . ... ... ..
6.3.1. El operador transpuesto . . . . . . . . . . ... e
6.3.2. Representacién matricial del operador transpuesto . . . . . . . ... ... ... ..
6.3.3. Operadores normales, simétricos y ortogonales . . . . . .. .. .. ... ... ...
6.3.4. Teorema espectral para operadores simétricos . . . . . . . . . . . .. ... ... ..
6.3.5. Descomposicion espectral de operadores simétricos . . . . . . .. .. ... ... ..
Operadores ortogonales . . . . . . . . . . ...
6.4.1. Operadores ortogonales en un espacio de dimensién 2 . . . . ... ... ... ...
6.4.2. Subespacios invariantes de un operador ortogonal . . . . . . .. ... ...
6.4.3. Forma candnica de un operador ortogonal . . . . . .. ... ...

7. Tensores

7.1.
7.2.
7.3.

7.4.
7.5.

7.6.
7.7.
7.8.
7.9.

7.10.
7.11.
7.12.
7.13.

Una justificacidn . . . . . . . . L e
Aplicaciones multilineales . . . . . . . . . ... L
Coordenadas . . . . . . . . . e e e e
7.3.1. Coordenadas contravariantes y covariantes . . . . . . . . . . . .. . ... ... ...
7.3.2. Coordenadas en relatividad especial . . . . . . .. ... ... ... L.
Espacios vectoriales y sus duales . . . . . . ... oo
Producto tensorial . . . . . . ..
7.5.1. Definicién de producto tensorial . . . . . ... .. ... L L
7.5.2. Construccién del producto tensorial . . . . .. . ... ... ... .. ... .. ...
7.5.3. Propiedades del producto tensorial . . . . . . . . ... ... L.
Tensores y aplicaciones multilineales . . . . . . . .. .. ... 0 oo
Cambiosde base . . . . . . . . . e e e
Definicion de tensores bajo transformaciones . . . . . . . . .. ... ... oL
Propiedades de los tensores . . . . . . . . . e
7.9.1. Tensores simétricos y antisimétricos . . . . . . ... ... oL oo
7.9.2. Contraccién de indices . . . . . . . . . . . e e
7.9.3. Producto tensorial . . . . . . .. ..
Tensores covariantes antisimétricos: formas . . . . . . . .. .. ... L.
Tensores y grupos de transformaciones . . . . . . . . . ... ... oL
Espacios con producto escalar . . . . . . . ...
Aplicaciones entre espacios producto tensorial . . . . . .. ... .. ... L.

8. El espacio afin

8.1.
8.2.
8.3.
8.4.

8.5.

Introduccidn . . . . . . . L
Sistemas de referencia . . . . . . . . . L e e e e
Transformaciones afines . . . . . . . . . . . L
Espacios euclidianos . . . . . . . . e
8.4.1. Isometrias en espacios euclidianos . . . . . . . . . .. ... .. .. ...
El plano euclidiano . . . . . . . ..

II1

108
110
110

113
113
113
114
115
116
118
119
119
121
123
123
123
124
124
126
126
126
128
128

131
131
134
135
135
138
140
141
141
142
143
144
145
146
147
147
149
150
151
152
153
153



v

8.5.1.
8.5.2.
8.5.3.
8.5.4.

8.6.1.
8.6.2.
8.6.3.
8.6.4.
8.6.5.
8.6.6.

8.7.1.

Problemas

Soluciones

2
RectasenIR® . . . . ... ... ... ....
Distancia de un punto a una recta

Isometrias en el plano

Transformaciones de puntos y rectas bajo isometrias
8.6. El espacio euclidiano

Rectas en el espacio
Planos en el espacio

Posiciones relativas de rectas
Posiciones relativas de planos
Distancia de un punto a un plano
Isometrias . . . . . ... ... ... ... ..
8.7. Clasificacion de conicas
Formas canénicas . . . . . ... ... .. ..

INDICE GENERAL



Prodlogo

Qué es y qué no es este libro.

Sin ningtn afén demagégico podemos decir que “Notas de Algebra Lineal” ha sido escrito teniendo
“in mente” a los alumnos de primer curso (y superiores) de la Facultad de Ciencias Fisicas de la Uni-
versidad Complutense de Madrid. Tras ensenar el curso de Algebra Lineal y Geometria durante varios
anos y producirse la introduccién de los nuevos planes de estudio en dicha Facultad, a los autores les
parecié natural preparar un conjunto de “notas de clase” que estuvieran adaptadas al nuevo programa y
que sirvieran para facilitar a los alumnos la preparacion y seguimiento del curso de acuerdo con el plan
de estudios recientemente aprobado. Es evidente que estos objetivos y circunstancias determinan en gran
modo los contenidos, estilo y organizacién de estas Notas. A pesar del alto grado de normalizacién que
un primer curso de Algebra Lineal necesariamente debe poseer, estas “Notas” poseen diversas facetas
novedosas que describiremos a continuacién.

Ante todo hemos de recalcar que a diferencia de otros muchos textos, este libro no pretende ser ni
una “enciclopedia” de algebra lineal ni un texto de dlgebra lineal avanzada. Para ello existen abundantes
referencias (algunas de ellas casi insuperables) en la Literatura. Tampoco pretende ser éste un libro de
consulta general. Es una caracteristica de este libro que ciertos temas son tratados de modo que se
complementen de modo natural con el trabajo desarrollado durante las horas de clase.

Lo que perseguimos en cuanto a contenidos en este libro es presentar de una manera clara y precisa
los conceptos fundamentales del dlgebra lineal y alguna de sus aplicaciones mas elementales a alumnos
de primer curso de Ciencias Fisicas de tal suerte que puedan ser utilizados cuando sea necesario en los
posteriores cursos de la licenciatura.

El titulo escogido refleja el hecho de que este libro es una coleccién de notas de clase, esto es, constituye
el texto que los autores han ido preparando para si de las lecciones impartidas durante las clases, aunque
eso si ligeramente extendidas y completadas por razones obvias de estilo y precisiéon. El alumno deberia
encontrar en estas notas un texto preciso que le ayude en su preparacién de la asignatura, aunque en
modo alguno debe renunciar a completarla acudiendo a la literatura recomendada. El estilo y presentacion
seran por tanto acordes con los objetivos. Sin renunciar a la precisién y rigor mateméticos que forman
parte integral de la formacién que se persigue conseguir en los estudiantes de esta materia, se presenta
gran parte del material de una manera discursiva, semejante a una exposicién oral. Podriamos decir que
uno de los fines de este texto es convertirse en unos magnificos “apuntes de clase”.

Por otro lado al pensar en la elaboracion de este texto, habida cuenta la enorme literatura sobre algebra
lineal existente, no pudimos sustraernos en diversas ocasiones al pensamiento sobre la necesidad de su
preparacion. Gran parte de la literatura de cursos elementales de algebra lineal ha sido preparada con
objetivos muy concretos tanto metodolégicos como de contenido de acuerdo con el tipo de licenciaturas
o ingenierias para los que fue concebida. Esto conduce a que sin desmerecer en absoluto su calidad
y virtudes pedagdgicas, no siempre sean muy oportunos para unos estudiantes de Ciencias Fisicas. Es
nuestra conviccién que estos necesitan una sélida formacién de algebra lineal que les permita abordar
cualquier problema de célculo de matrices, sistemas de ecuaciones, autovalores, etc. que les pueda surgir
en su actividad profesional, sea esta técnica o no. Pero también creemos que es imprescindible que los
fundamentos conceptuales de la materia sean desarrollados en profundidad y sean asimilados con la
misma seriedad que las técnicas calculisticas. Las razones para ello son muiltiples, pero sélo citaremos una
suficientemente ilustrativa. La Mecdnica Cudntica requiere para su adecuada comprensién un dominio
superior al que se ofrece en gran parte de los textos elementales de dlgebra lineal de la teoria de operadores
y espacios vectoriales. Tal material es presentado en este curso teniendo en cuenta las necesidades de

\%
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algebra superior con que los alumnos se encontrardn en posteriores cursos.

Ademis de los comentarios previos, constituye también una novedad la inclusion de tensores y cédlculo
tensorial en este texto. Aunque en muchas ocasiones considerado un tema de algebra superior, es una
herramienta tan fundamental y habitual para un fisico que creemos debe ser introducido desde los cursos
més elementales de Matemadticas (sin renunciar por ello a que se discuta con la profundidad requerida en
los cursos posteriores donde se deba hacer un uso exhaustivo de ellos).

Un dltimo tema, casi un apéndice, estd dedicado a la descripén de algunas nociones elementales de
espacios afines, asi como a la clasificacién de cénicas como un ejemplo de aplicacién elemental de estos
conceptos.

Las Notas se completan con una coleccion de problemas usados durante muchos anos en los cursos de
algebra lineal, muchos de ellos propuestos en exdmenes. Hemos preferido incluirlos al final de las Notas
y no en cada tema, pues muchos de ellos reiinen conceptos no siempre limitados a un solo tema. Sin
embargo, se ha procurado mantener un orden similar al de los temas.

Bibliografia
* Burgos, J. de, Algebra Lineal, McGraw Hill, Madrid, 1993.
*** Gantmacher, F.R., it Théorie des matrices, Dunod, Paris, 1966.
T * Gel'fand, .M., Lectures on Linear Algebra, Interscience Tracts in Pure and Applied Mathematics,
vol. 9, Interscience Publ. Inc. N.Y. 1967.
*** Hungerford, T.W., Algebra, Holt, Rinehart and Winston, Inc. 1973.
T ** Kostrikhin, A.I., Introduccién al Algebm, McGraw Hill, 2a. edicién, Madrid, 1993.
** Nomizu, K., Fundamentals of Linear Algebra, Academic Press, New York, 1974.
* Rojo, J., Martin, 1., Ejercicios y problemas de dlgebra lineal, McGraw Hill, Madrid, 1994.
T ** Souriau, J.M., Calcul Linéaire, Editions Jacques Gabay, 2 édition 1992.

* Elemental, ** Intermedio, *** Avanzado, T especialmente atractivo



Capitulo 1

Estructuras algebraicas

Grupos. Anillos. Niimeros enteros. Cuerpos. Niimeros racionales. Nimeros reales. Nu-
meros complejos. Polinomios.

1.1. Notacién y teoria de conjuntos

Se supone que los alumnos se hallan familiarizados con la teoria elemental de conjuntos. A lo largo de
este texto los conjuntos seran denotados habitualmente por letras latinas mayusculas A, B,C, ..., X, Y, Z.
Los elementos de un conjunto A se denotardn por letras latinas mintsculas a, b, ¢, ..., z,y, z. El simbolo
a € A significa que el elemento a pertenece al conjunto A, asi A = {a € A}. Existe un conjunto que no
posee ningiin elemento, tal conjunto se llama vacio y se denota por (.

Nota. Aunque no seréd necesario en este curso, nos gustaria hacer notar que no todas las cons-
trucciones que pueden hacerse en dlgebra (incluso a este nivel elemental) conducen a conjuntos.
Por ejemplo la familia formada por todos los conjuntos no es un conjunto (;Por qué?). En
este sentido es conveniente tener cuidado al definir conjuntos y utilizarlos. Por ejemplo, si
“definimos” el conjunto de los numeros racionales cuya primera cifra decimal es cero nos
encontramos que no sabemos si el niimero 1/10 pertenece o no, ya que su expresién decimal
es 0,1 = 0,09, por tanto no hemos definido un conjunto. Un ejemplo mucho menos evidente
es el siguiente: consideremos el conjunto de los niimeros naturales “interesantes”. Podemos
probar inmediatamente que todo nimero natural es “interesante”. En efecto, tomemos el
complementario C' de este subconjunto. Ciertamente el nimero 1 es interesante luego no
pertenece a C. Probemos que C = (). Si C' # () existe un elemento m minimo en dicho
conjunto, luego m es el nimero natural mas pequeno que no es interesante, pero ésta es desde
luego una propiedad interesante, por tanto m es interesante y C' debe ser vacio. QED

El simbolo f: A — B (o también A EA B) denotard a lo largo del texto una aplicacién f del conjunto
A, llamado dominio de f, en B, llamado rango de f. Si f: A — B, g: B — C son dos aplicaciones g o f
denotard su composicién. La imagen de a € A por f se denotard f(a). Con esta notacién definimos la
composicién de aplicaciones como (g o f)(a) = g(f(a)).

El producto cartesiano de dos conjuntos A, B se denotard por A x B y se define como Ax B = {(a,b) |
a € A;b € B}. La unién de dos conjuntos se denotard por AUB = {z |z € AV z € B}, y la interseccién
por ANB={xz|z€ ANz € B}. Denotaremos por A\ B={a€ A|a¢ B}. Asi, A\ A=0.

El cuantificador 1égico V significa “para todo” y 3 significa “existe”. También utilizaremos 3! que
significa “existe un tnico”.



2 CAPITULO 1. ESTRUCTURAS ALGEBRAICAS

1.2. Grupos

1.2.1. Operaciones binarias internas

Una operacién binaria interna en un conjunto X es una aplicacion x: X x X — X. Habitualmente
la imagen por la aplicacién = de dos elementos z,y € X se denotard por x(z,y) = zxy, y se leerd “x
multiplicado por y” o “x por y”. Escribimos (X, *) para denotar el conjunto X junto con la ley *. Si
X es un conjunto finito, una operacién binaria * se puede describir dando su tabla de multiplicar: se
colocara sobre el eje OX los elementos de X y sobre el eje OY de nuevo los elementos de X. En los nodos
o puntos de interseccién en el reticulo definido por estos puntos, colocaremos los resultados de multiplicar

los correspondientes elementos. Esto es, si X = {x1,za,...,z,}, tendremos,
* T T2 s Tn—-1 In
T 1 %21 1 *x T2 T1 *Tp—1 T1 *Tp
xTo To * X1 To *x T2 T *xTp—1 To *Tp
Ty XTp* Tl TpkTy -+ Tp*xTp_1 Ty xTp

Notese que % es una aplicacién si y solo si la tabla queda completamente llena y en cada nodo hay un
tnico elemento.

Ejemplo 1.2.1 Sea X = {a,b} y x la operacién binaria interna con tabla de multiplicar

* a b
a a b
b b

La tabla anterior es equivalente a la definicién de la aplicacion x, axa = a, axb=b, bxa = b, bxb = a.

Ejemplo 1.2.2 X = {qa, b}. Definiremos la operacién binaria interna L a través de su tabla de multipli-
car,

1l a b
a a a
b b b

o equivalentemente a L a =a,a Lb=a,b L a=b,b_1Lb=0b.

Un elemento e € X se dird que es neutro por la derecha respecto a x si xxe = x, Vr € X. Anadlogamente
se dird que es neutro por la izquierda si e x x = x, Vx € X. Diremos que e es simplemente neutro si es
neutro por la derecha y por la izquierda. En otros términos un elemento es neutro si su columna y fila
en la tabla de multiplicar es simplemente una copia de X. En el ejemplo 1.2.1 a es neutro. En el ejemplo
1.2.2 no hay elemento neutro.

Ejercicio 1.2.1 Probar que si (X, *) tiene elemento neutro e, éste es tnico.

Sea (X, ) un conjunto con producto * y elemento neutro e. Diremos que y es un inverso a derecha
(izquierda) de x si z xy = e (y & = e). Diremos que y es un inverso de x si es inverso a derecha e
izquierda.

Ejemplo 1.2.3 Sea X = {a, b, ¢} con la operacién binaria interna,

o o9 *
o o8 2
Q@ oo
> o o



1.2. GRUPOS 3

Observamos que a es el elemento neutro. bx b = a implica que b es un elemento inverso de b. bxc =
a = c* b implica que ¢ es un elemento inverso de b.

Diremos que una operacién interna * es asociativa si (z xy) *z = z % (y x 2), Vz,y, z € X. En tal caso
* se llamara usualmente “producto” en X.

Ejercicio 1.2.2 Probar que si * es asociativa y x € X tiene inverso, éste es unico. Tal elemento se

denotard habitualmente por z—!.

Las operaciones de los ejemplos 1.2.1 y 1.2.2 son asociativas, no asi la del 1.2.3.
Un conjunto X con una operacién asociativa x se denomina semigrupo.

Ejemplo 1.2.4 IN = {1,2,3,...} denota el conjunto de los ntimeros naturales. Denotaremos por + la
operacién binaria interna definida por la adicién ordinaria de niimeros naturales. (IN, 4) es un semigrupo
que no posee elemento neutro. Denotaremos por - la multiplicacién ordinaria de nimeros naturales. (IN, -)
es un semigrupo con elemento neutro 1.

Asi como la tabla de sumar no se obliga a “memorizar” a los ninos, la tabla de multiplicar de los
nimeros naturales se hace memorizar a todos los ninos del mundo. Es la primera operacién interna no
trivial que pertenece al acervo cultural de la humanidad.

Una operacién binaria x se dird conmutativa si x xy = y x x, Vx,y € X. Las operaciones +, - en el
ejemplo 1.2.4 son conmutativas. Las operaciones de los ejemplos 1.2.1 y 1.2.3 son conmutativas pero la
del ejemplo 1.2.2 no lo es. Si x es conmutativa su tabla de multiplicar es simétrica respecto a la diagonal.

Si X posee dos operaciones internas %, L, diremos que L es distributiva respecto de x si zx (y L z) =
(xxz) L (z*2),Vo,y,z € X. En (N, +, ), la suma + es distributiva respecto de -.

1.2.2. Permutaciones y grupos

Por muy variadas razones la familia de las permutaciones de una coleccién finita de elementos forman
un conjunto muy importante. Lo vamos a discutir detalladamente. Consideremos por ejemplo el conjunto
X =1{1,2,...,n} de los n primeros nimeros naturales. Una permutacién de 1,2,...,n es una biyeccién
a: X — X. Nétese que (1) serd por tanto un nimero natural entre 1 y n que podemos denotar por aq,
a(2) serd otro denotado por aw, etc., hasta a(n) = a,. Diremos que la lista de nimeros ajas - - -, se
obtiene de la 123 - - -m por una “permutaciéon”, la permutacién «. Es convencional escribir la permutacién

o como una matriz
1 2 -~ n
o =
al a2 Y an

que es autoexplicativa, esto es, 1 — a1, 2 — ag, ... , N — Q.
El conjunto de todas las permutaciones del conjunto {1,2,...,n} se denotard por S,. En S,, definimos
una operacién binaria interna - como la composicién de aplicaciones, esto es:

a'ﬁ:aoﬁavaaﬁesna

esto es, (a- B)(i) = a(6(i)), i=1,2,...,n.
La operacién - es asociativa ya que la composicién de aplicaciones lo es (jprobadlo!).
Denotaremos por e la permutacién correspondiente a la aplicacién identidad, esto es, e(i) = i, i =
1,2,...,n, o en la notacién anterior
(1 2 .- n
€= ( 1 2 .. n > :

Claramente a- e = ¢- @ = «a, Ya € S, por tanto e es el elemento neutro de (S, ). Toda permutacién
« tiene elemento inverso (junico!). En efecto, si o € S, como « es biyectiva existe la aplicacién inversa

a X — X, tal que a=1(i) = j si a(j) =i. Es evidente que a-a 1 =a"t-a=e.
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. (1 2 3 4 1 _ (1 2 3 4 (1 2 3 4
EJemplol.Z.SSeaa—<2 41 3>,cona —<3 1 4 2>.Seaﬁ—<1 3 4 2>a

entonces,

Giam(1 234 (123 4)_ (1234
@71 3 4 2 2 41 3)" (32 14)
luego a- B # -« y la operacion - no es conmutativa.

Ejemplo 1.2.6 Tablas de multiplicar de (Sa2,-) y (S3,-). Vemos que Sz es conmutativo y S3 no lo es.

!

(Nétese que esta tabla de multiplicar coincide, salvo notacién, con la tabla del ejemplo 1.2.1).
Consideremos a continuacion el conjunto Ss

(1 2 3 (1 2 3 (1 2 3
©n=\9 1 3 )27\ 3 2 1 )7 \13 2)
(12 3 (12 3
G1=\92 31 )%27\ 31 2]/

T T2 T3 01 02
e e T1 T2 T3 g1 g9
T1 T1 e (o) g1 T3 T2
T2 T2 g1 e g9 T1 T3
T3 T3 g9 g1 e T2 T1
g1 g1 T2 T3 T1 g9 e
g9 g9 T3 T1 T2 (& g1

Se observa facilmente que Ti_l =7,1=1,2,3y 01_1 = 09, 02_1 =o01.
Ejercicio 1.2.3 Escribid la tabla de multiplicar de Sy y Ss.
Ejercicio 1.2.4 Probad que el producto en (S, ), n > 3 no es conmutativo.

Definicién 1.2.1 Un conjunto G con una operacion binaria interna x se dird que es un grupo si,
i. Posee elemento neutro e € G.
1. La operacidon x es asociativa, y
iii. Todo elemento posee inverso, esto es, Vx € G, Iz~ € G.

De todo lo anterior se desprende que (S, ) es un grupo. Dicho grupo se llama el grupo de permutacio-
nes de n elementos. Cuando nos refiramos a un grupo (G, x) habitualmente omitiremos la operacién % y si
no hay riesgo de confusién también omitiremos el simbolo x al escribir el producto, esto es, escribiremos
zy en lugar de = x y.

Si el grupo G es finito, llamaremos orden del grupo G al nimero de sus elementos y se denotard por
| G |. Si G no es finito diremos que | G |= oo. Por ejemplo | Sz |=2, | S3 |= 6.

Ejercicio 1.2.5 | S, |=nl.
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Definicién 1.2.2 Un subconjunto H C G del grupo (G, -) se dird que es un subgrupo si
. Ve,ye H,x-y € H,
ii.Vee H, =1 € H.

Un subgrupo H de G es a su vez un grupo con la operacién inducida de la del grupo G. Sea H = {e},
H es un subgrupo llamado el subgrupo trivial. ) C G no es un subgrupo. Si H = G, H es un subgrupo.
G y {e} se llaman subgrupos impropios (o triviales). Un subgrupo H diferente de {e} y G se dird propio.

Ejemplo 1.2.7 A3 = {e,01,02} C S3. A3 es un subgrupo de Ss. En efecto del ejemplo 1.2.6 obtenemos
que

As e o1 09
(& (& 01 (o)
01 01 (o) (&
() (o) (& 01

El subconjunto {e,71} C S3 es un subgrupo. Lo mismo ocurre con {e, 72}, {e,73}. Ningin otro
subconjunto de S3 es un subgrupo.

1.2.3. Mas sobre el grupo de permutaciones
Un ciclo es una permutacién « en S, de la forma
Oé(k’l) = k/’g, Oé(k?g) = k/’g, ceey Oé(k’,«_l) = k’,«, Oé(k?,«) = k/’l,
donde {k1, ka, ..., k. } C{1,2,...,n} y los demds elementos no cambian. Tal permutacién se denotard por
a = (kiks---k,) y habitualmente se indica el nimero de elementos que se permutan ciclicamente, esto
es, se dice que (k1ks---k;) es un r—ciclo.

Ejemplo 1.2.8 En S3 todo elemento es un ciclo. En S; no todo elemento es un ciclo. Por ejemplo, la

L1234 > es el producto de dos 2—ciclos, a = (12)(34).

permutacion o = ( 9 1 4 3

Llamaremos transposiciones a los 2—ciclos, esto es a los elementos de S,, de la forma (kikz2). Por
ejemplo en S3 los elementos 71, 72 y 73 son transposiciones.
Los resultados méas importantes sobre la aritmética de ciclos son:

Proposicion 1.2.1 Toda permutacion admite una descomposicion unica salvo orden en producto de
ciclos disjuntos que conmutan entre si.

. 1 2 3 4 5 6
Ejemplo 1.2.9 O'ESG.O'=<1 41923 6 5>:(1)(243)(56).

Proposicién 1.2.2 Toda permutacion admite una descomposicion en producto de transposiciones (que
no conmutan en general y que no es unica).

Ejemplo 1.2.10 o € S3. 0 = (123) = (12)(23) = (23)(13).

Proposicion 1.2.3 La paridad del nimero de transposiciones en las que se puede descomponer toda
permutacion no depende de la descomposicion sino sélo de la permutacion.

Se llama paridad o signatura de una permutacién al nimero ¢(o) = (—1)¥, donde k es el niimero de
transposiciones de una descomposicién de o € S,,.

Proposicion 1.2.4 La paridad de un producto es el producto de las paridades.
e(aB) = e(a)e(B).
Ejemplo 1.2.11 Todas las transposiciones tienen paridad impar. Un k-ciclo tiene paridad (—1)k_1.

El conjunto de las permutaciones de paridad par forman un subgrupo de S,, llamado el grupo de las
alternaciones o grupo alternado. Se denota habitualmente por A, y su orden es n!/2.
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1.2.4. Homomorfismos de grupos

Una aplicacién f: G — G’ entre dos grupos (G, -), (G', %), se dird que es un homomorfismo de grupos
si f(g-h) = f(g)~ f(h), Vg, h € G. Si el homomorfismo f es inyectivo se dird que es un monomorfismo.
Si es suprayectivo se dird que es un epimorfismo y si f es biyectivo se dird que es un isomorfismo.

Ejercicio 1.2.6 Denotemos por D3 el grupo de simetrias de un tridngulo equildtero. Probar que Dj3 es
isomorfo a Ss.

Ejemplo 1.2.12 Si denotamos por T el grupo de simetrias de un tetraedro regular, entonces Sy es
isomorfo a T.

Si f:G — G’ es un homomorfismo de grupos, llamaremos nicleo de f el subconjunto de G que se
aplica en el elemento neutro de G’ y se denota por ker f,

ker f={g9€ G| f(g) =¢}.

El conjunto imagen de f se denotard habitualmente por im f = {f(g9) € G’ | g € G}.
Proposicion 1.2.5 ker f, im f son subgrupos.

1 2 3 4

Ejemplo 1.2.13 Considérese la aplicacién i: S3 — Sy definida por i(a) = ( i on e 4
1 Q2 o3

> . Enton-

ces ¢ es un monomorfismo.

La inclusién natural j: A, — S, es un monomorfismo.

La asignacién a cada permutacion de su paridad, e: S,, — Z5 es un epimorfismo debido a la proposicién
1.2.4.

Un subgrupo H de G se dice normal si gHg~! C H, Vg € G, esto es, si para todo h € H, ghg™' € H
para todo g € G. ker f es un subgrupo normal de G.

Ejemplo 1.2.14 A,, es un subgrupo normal de S,,.

1.3. Anillos

1.3.1. Los numeros enteros

En esta seccidn revisaremos escuetamente los niimeros enteros y la nocién de anillo.

Hemos visto que el conjunto de los nimeros naturales IN tiene una estructura de semigrupo respecto
a la suma (también con respecto al producto). Podemos plantearnos como extender este conjunto para
convertirlo en un grupo. Mas concretamente, la ecuacion z +n = m, n,m € IN no siempre tiene soluciéon
en los nimeros naturales. ; Podemos extender IN para que la ecuacién anterior siempre se pueda resolver?
Hay un procedimiento natural para hacer esto y consiste en anadir las raices de esta ecuacién a IN. Si
denotamos la raiz de  + n = m por m — n vemos inmediatamente que m —n = (m + r) — (n + r) para
todo r € IN, lo que nos permite introducir una relacién de equivalencia en el conjunto de todas las raices
de todas las ecuaciones x + n = m. Denotaremos por (n —m) una de estas clases. Podemos definir la
suma de raices como sigue:

(m—n)+(m —n') = ((m+m') - (n+n)).

El elemento neutro de la suma es la raiz de la ecuacién x +n = n, esto es (n —n) que denotaremos por 0.
Si m > n existe un nimero natural r tal que m =n + r y la clase (m — n) la denotaremos simplemente
por r. Si m < n de manera andloga existe un ntimero natural s tal que n =m + s y la clase (m —n) se
denotard por —s.

El conjunto de raices se denotarda Z y sus elementos se llamaran niimeros enteros.

Z={.,-2-1,01,2,..}.



1.3. ANILLOS 7

Alternativamente los ntimeros enteros pueden construirse considerando una relacién de equivalencia
en el producto cartesiano IN x IN como sigue: (n,m) ~ (n’,m’) si y sélo si n +m’ = m + n'. La clase de
equivalencia que contiene a (m,n) se denotard como [m,n]. Definimos la suma en el conjunto de clases
como [m,n]+ [r,s] = [m+r,n+s].

Ejercicio 1.3.1 Probad que la operacion + estd bien definida y proporciona una estructura de grupo en
IN x IN/ ~. La operacién es conmutativa con elemento neutro la clase [m, m].

Es facil comprobar que hay tres tipos de clases: la clase [m, m] que denotaremos por 0; las de tipo
[m + r,m], que denotaremos por 7; y, finalmente, las de tipo [m, m + r] que denotaremos por —r. Esto
muestra de nuevo que el conjunto de raices de la ecuacion lineal de primer orden con coeficientes naturales
estd formado por los elementos del conjunto IN x IN/ ~. Identificaremos a partir de este momento ambos
conjuntos y los llamaremos indistintamente nimeros enteros. El subconjunto de enteros 0,1,2,..., se
denominardn enteros positivos y el subconjunto 0, —1, —2, ..., se denominaran enteros negativos. El cero
es el unico entero positivo y negativo. Diremos que p es menor o igual que g si p — g es positivo y lo
denotaremos p < q. La relacién < es una relacién de orden total en Z.

Tenemos la siguiente propiedad fundamental de los niimeros enteros (y de los naturales):

Teorema 1.3.1 Cualquier subconjunto no vacio de enteros positivos posee un elemento menor o igual
que todos los demds que se demomina minimo del conjunto.

Demostracion. Un tal subconjunto contiene un entero positivo n ya que es no vacio. Entonces el
primer elemento en la lista 0,1,2,...,n — 1,n contenido en el conjunto tiene la propiedad en cuestién.
QED

Una propiedad equivalente al teorema anterior es el “principio de induccién completa”.
Teorema 1.3.2 Principio de induccion completa. Si una proposicion sobre un nimero entero positivo n

es cierta para n =0, y su veracidad para todo 0 < k < n implica su veracidad para n, entonces es cierta
para todo n.

Demostracion. Llamemos F' el subconjunto de nimeros enteros positivos para los cuales la propo-
sicién es falsa. Si F' es no vacio, tomemos el minimo de este conjunto, llamémosle ng. Pero la proposicién
es cierta para todo k < ng y por hipotesis la proposicion es cierta para nyg. QED

Producto de nimeros enteros. Definimos una operacién - en Z como sigue: [m,n] - [r,s] = [mr +
ns, ms + nr], o utilizando la notacién de raices,

n-m=nm;n-(—m) =—(nm);(—n) - (—=m) =nm;n-0=(-n)-0=0.

W

Omitiremos en lo sucesivo el punto en el producto de niimeros enteros excepto por motivos de

claridad en la notacién.
Existe elemento neutro para el producto de enteros, el 1.

Proposicion 1.3.1 +1 son los unicos enteros que poseen inverso respecto al producto.

Es inmediato verificar que el producto es asociativo,

p(qr) = (pq)r, Vp,q,r € Z,

distributivo,
p(q+7) =pg+pr,
conmutativo,
pq = qp,
y ademas

0-p=p-0=0.
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Definicién 1.3.1 Un anillo es un conjunto A dotado de dos operaciones binarias internas denotadas
respectivamente por + y -, tales que (A, +) es un grupo Abeliano y (A, -) es un semigrupo, satisfaciéndose
ademds la propiedad distributiva:

x-(y+z)=z-y+x-z, x9z2€A

Si la operacion - es conmutativa se dird que el anillo es conmutativo, y si posee elemento neutro respecto
del producto, se dird que A es un anillo con identidad.

Ejemplo 1.3.1 (Z,+,-) es un anillo conmutativo con identidad. En Z se satisface ademds la siguiente
propiedad: si pg = 0, entonces, o bien p = 0 0 ¢ = 0. Un tal anillo se dice que es un dominio de integridad.

Ejemplo 1.3.2 . Considérese el conjunto IH = {(qo, ¢1, 92, q3) | ¢; € Z} con las operaciones:
(g0, 01, 42, 43) + (0 415 42, 43) = (g0 + Qo> @1 + ¢4, G2 + 42, g3 + G3),

(90, 1,92, g3) - (40+ 415 95, 45) = (9090 — ©14) — 4295 — 4305, 9205 — 4395, 4391 — 145, 4195 — G24})-

IH es un anillo con identidad pero no es conmutativo. IH no es un dominio de integridad.

Definicién 1.3.2 Un subconjunto B C A de un anillo (A, +,-) se dird que es un subanillo si
.a—béeB, VYa,be B,
1. a-be B, Ya,be B.

Denotamos por —b el inverso de b respecto a la operaciéon +. Se desprende de la definicién que todo
subanillo es un anillo.

Proposicion 1.3.2 Si B es un subanillo de Z existe un numero natural m € IN tal que B = mZ =
{mp |p € Z}.

Demostracién. Si B = {0}, sea m = 0. Si no, el conjunto de elementos mayores que cero en B no
puede ser vacio. Tomemos m el minimo de ellos. Por ser B subanillo mZ C B. Si p € B, aplicamos el
algoritmo de la divisién por m (ver Teorema 1.3.5) y obtenemos que existe 0 < r < m tal que p = gm+r,
pero entonces 7 = p — qgm € B y r es positivo y menor que m. QED

Nota. Es suficiente suponer que m —n € B para todo m,n € B C Z. Tal conjunto es
automaéaticamente un subanillo.

En lo que sigue discutiremos exclusivamente anillos conmutativos con identidad (aunque no exigiremos
tal propiedad a los posibles subanillos). La identidad serd denotada por 1 o 14 si hubiera peligro de
confusion.

Los elementos invertibles de un anillo A se llaman unidades. El conjunto U(A) = {z € A | 3z~ € A}
es un grupo llamado el grupo de unidades de A.

Definicién 1.3.3 Ideales. Un ideal de un anillo A es un subanillo I que ademds satisface Ty € I para
todo x € I, y € A.

Corolario 1.3.1 Los ideales de Z son de la forma mZ para algin m € Z.

Ejemplo 1.3.3 El anillo de los polinomios Z[x].

Sea x un simbolo abstracto (podriamos tomar por ejemplo en su lugar un cuadro “abstracto” o el
logotipo de una compania comercial) y considérese el conjunto cuyos elementos son objetos de la forma
ag + a1z +asx®> + -+ anx”, a; € Z,i =1,...,n, n € IN. Los sfmbolos 22, z3,..., 2™ representan
xx,xxe, etc. Los elementos de este conjunto se denominan polinomios, los denotaremos por P(z), Q(z),
etc. y al conjunto de todos ellos lo denotaremos por Z[z] y 1o denominaremos el anillo de los polinomios

con coeficientes enteros. Definimos en este conjunto las operaciones + y - como sigue:
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Ne)

Si P(x) =ap+ a1z + -+ apz™, Q(x) =bg+byz+ -+ bpz™, y n > m, entonces P(x) + Q(z) =
(a0 + bo) + (a1 + b1)x + (a2 + ba)x® + - + (@m + byp)2™ + amprz™M + -+ 4+ apa™, y P(z) - Q(z) =
apbo + (a1bg + agb1 ) + (azbg + a1by + aobg)$2 + -+ apbypz™t™. Utilizando una notacién més compacta
podemos escribir P(z) = Y"1 a;z’, Q(z) = Z;n:o bjzd,y

méx(n,m) n+m
P(z)+ Q(x) = Z (ar 4 br)z®, P(z)-Q(z) = Z Z aib; | =",
k=0 k=0 \it+j=Fk

y en la suma by = 0, para todo k > m.

Z[x] es un anillo conmutativo con identidad. Cada ntimero entero p define un polinomio cuyo tdnico
término es el ag = p. Los enteros se convierten de este modo en un subanillo de Z[z] pero no forman un
ideal.

Considérese por el contrario conjuntos como B = {P(x)(1 4+ ) | P(z) € Z[z]} = (1 + x)Z[z] o
C ={P(z)(1+2?) | P(z) € Z[z]} = (1 + 2?)Z[z]. Tanto B como C son subanillos y adem4s son ideales.

Z[x] es un dominio de integridad.

1.3.2. Divisibilidad y factorizacion de nimeros enteros

Un ntmero entero p se dice que divide (o que es un divisor) de otro entero ¢ si existe un entero r
tal que ¢ = pr. También diremos que g es un multiplo de p. Si p divide a ¢ lo indicaremos por p | g.
Es evidente que todos los muiltiplos de p son los enteros de la forma rp, r € Z, que es un ideal de Z
denotado por pZ y también (p). Nétese que todo niimero entero tiene al menos cuatro divisores +p, +1
que llamaremos divisores impropios.

Un nuimero entero p se dice que es primo si no posee mas divisores que los impropios. Si p es primo
—p también lo es. Por esta razén habitualmente se consideran inicamente los primos positivos y mayores
que 1.

Teorema 1.3.3 Teorema fundamental de la aritmética. Todo nimero entero p se puede escribir como
un producto de numeros primos. Ademds dicha escritura es unica excepto por el orden de los factores.

Demostracién. Ver al final de esta seccién.
Por esta razén se dice que Z es un dominio de factorizacién tinica (y también se llama un anillo
factorial).

Teorema 1.3.4 Teorema de Euclides. El conjunto de los primos es infinito.

Demostracion. Supongamos que el conjunto P de los nimeros primos fuera finito, digamos P =

{p1,p2,...,pn}. Entonces el nimero pips---py + 1 no estd en P y en consecuencia no es primo. Pero
entonces por el teorema fundamental de la aritmética este niimero debe ser divisible por alguno de los
primos p; de P lo cual es imposible. QED

Dados dos nimeros enteros p, ¢, consideremos el conjunto S de todos los enteros de la forma rp + sq,
con r,s € Z. Claramente dicho conjunto es un subanillo (de hecho es un ideal). Por tanto hemos visto
que S = mZ para algun m € Z. Dicho m se llamara el médximo comun divisor de p y ¢ y se denotard o
bien m.c.d. (p, q) o simplemente m = (p, q).

Ejercicio 1.3.2 Probar que si p es un nimero primo tal que p | ab entonces p | a o p | b.

Ejercicio 1.3.3 Probar que si m | p y m | ¢, entonces m | (p,q). Probar que si p | p’ y q | ¢/, entonces
(p.a) | (0, q)

Diremos que dos nimeros enteros p y ¢ son primos entre si (p, ¢) = 1. NStese que esto es equivalente
a que existan dos numeros enteros r, s tales que rp + sq = 1.

Ejercicio 1.3.4 Pruébese que la ecuacion pxr + qy = r, p,q,r € Z, tiene soluciones enteras si y sélo si
(p.q) |7



10 CAPITULO 1. ESTRUCTURAS ALGEBRAICAS

Teorema 1.3.5 Algoritmo de la division. Sean p,q € Z, q > 0, entonces existen d,r € Z tales que
p=qd+7r;0<r<gq,
y ademds d,r son unicos.

Demostracién. Consideremos el conjunto S = {p —dq | d € Z,p — dq > 0}. Claramente S # 0
émese d = —p?). Entonces S tendrd un minimo (teorema 1.3.1) que denotaremos por r. Necesariamente
<r<gyaquesir>gq,entonces r=qg+1,0<r <ryr' =p—(d+1)q €S lo cual es absurdo.

Unicidad. Supongamos que d’, ' son dos enteros tales que p = qd’ + 7' y 0 < 7/ < ¢. Entonces
g(d —d’) = r' —r. Supongamos que ’ > r por tanto ¢(d —d’') > 0, esto es d > d' y por tanto d = d' + dp,
dp > 0. Entonces p = dq+r = q(d’+dy) +r y por tanto gdg+7r = 1/, que implica que 7’ > ¢. Si suponemos
que 7 > r’ obtendremos que r > ¢ por tanto la tnica posibilidad es que r = r’ y por tanto d = d’. QED

(t
0

Teorema 1.3.6 Algoritmo de Fuclides. Dados dos niumeros enteros p, q € Z podemos calcular su mdzimo
comun divisor a través del siguiente algoritmo:

= qdo+10,0< 79 <g,

g = rodi+71,0< 1 <7y,
ro = Tida+12,0<1r9 <71y,
Tneg = Tpo1dp+7,,0<r, <rp_1,
Tn—1 = Tndn+1; Tn4+1 = 0.
Entonces r, = (p, q).
Demostracién. En efecto, si d | p y d | g, entonces d | 7y ya que rg = p — gdp, por tanto, (p,q) | 7o,

pero d | ¢ y d | ro implica que d | 1, y asi sucesivamente, hasta que (p, q) | 7.
Reciprocamente, esta claro que ., | Tn—1, PEr0O Tp_9 = Tndpt1 + rp, por tanto r, | rn_o, etc. hasta
que 1y, | py T | g, por tanto ry, | (p, q). Por tanto r, = (p, q). QED

1.3.3. Congruencias de nimeros enteros

En el conjunto de los niimeros enteros Z introducimos una relacién de equivalencia como sigue: fijemos
un nimero entero positivo n; diremos que p es congruente con ¢ médulo n si n | p — g, esto es si Ir € Z
tal que p — ¢ = rn, o todavia de otro modo, si ¢ < n como p = rn+ ¢, q es el resto de dividir p por n.
Si p es congruente con ¢ médulo n, escribiremos p = ¢ (méd n).

Ejercicio 1.3.5 Probar que la relacion anterior es efectivamente una relacién de equivalencia.

La clase de equivalencia que contiene a p se denotard por [p]. Claramente [p] = {p + nr | r € Z}.
Efectivamente si p’ € [p], entonces p’ = p (mdd n), esto es Is € Z tal que p’ — p = ns. Obsérvese
también que [p] = [p + n], por tanto las clases de equivalencia diferentes de nimeros enteros congruentes
modulo n son:

O)={sn|seZ},[1]={14sn|s€Z},....,In—-1]={n—-14+sn|seZ},

esto es, [0] es el conjunto de multiplos de n, [1] es el conjunto de multiplos de n més 1, etc. El conjunto
de clases de congruencia médulo n se denotard por Z,,, asi

Z, ={[0],1],12],...,[n—1]}.

En Z,, se definen dos operaciones + y - como sigue:
i [r]+[s] =[r+ 4],
ii. [r] - [s] = [rs], r,s=0,1,...,n— 1.
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Ejercicio 1.3.6 Probar que las operaciones estdn bien definidas.

(Z,,,+,-) es un anillo conmutativo con identidad [1].

Ejemplo 1.3.4 El anillo Z3 posee dos elementos {[0], [1]}. En el anillo Z3 = {[0], [1], [2]} todo elemento
posee inverso ya que [2][2] = [1]. El anillo Z4 = {[0], [1],[2],[3]} no es un dominio de integridad ya que

[2][2] = [0].

Ejercicio 1.3.7 Sea p primo, probar que todo elemento no nulo en Z,, tiene inverso.

1.4. Cuerpos

1.4.1. El cuerpo de los nimeros racionales

Los tnicos niimeros enteros que poseen inverso respecto a la multiplicacién son +1. Hay un proce-
dimiento standard para construir a partir de un dominio de integridad un nuevo anillo donde todos sus
elementos poseen inverso. Ilustraremos esta construcciéon con el dominio de integridad de los nimeros
enteros Z.

Sea el conjunto Z x Z*, donde Z* = Z — {0}. Consideremos la siguiente relacién de equivalencia
(p,q) ~ (r,8) & ps = gr. Las propiedades reflexiva y simétrica son evidentes. Con respecto a la transitiva,
si (p,q) ~ (r,8), y (r,s) ~ (t,u), entonces ps = qr, ru = st, y por tanto psu = gru = qst, esto es
(pu — gt)s = 0. Como s # 0, pu = gt lo que quiere decir que (p, q) ~ (¢, u).

La clase de equivalencia que contiene al par (p, q) se denotard por p/q o pg~!. El conjunto Z x Z*/ ~
se denotara por Q y sus elementos se llamaran nimeros racionales (o fraccionarios). Asi Q = {p/q:p €
Z,q € Z*}. En Q definimos dos operaciones +, - como sigue:

R T R R =Ye)

q s st q s qs q s
Ejercicio 1.4.1 Probar que (Q, +, ) es un anillo conmutativo con identidad. Ademds es un dominio de
integridad, pero no es un dominio de factorizacién unica.

Todo elemento p/q € Q con p # 0 tiene inverso. En efecto (p/q)~! = ¢/p ya que p/q - q/p = pq/qp =
1/1=1.
En cada clase de equivalencia p/q € Q hay un tnico representante p’/q’ tal que que (p’,¢') = 1.

Notas.

1. El conjunto Q se obtiene en forma analoga a como hicimos en la construccién de los nimeros
enteros resolviendo la ecuacion gr = p, ¢ # 0. Las raices de esta ecuacién se pueden escribir
en una notacién obvia como pg~'. Los detalles del andlisis se completan de manera trivial.
;, Como obtendriamos la suma de ntimeros racionales siguiendo esta linea de razonamiento?

2. La misma construcciéon se puede aplicar al dominio de integridad de los polinomios con
coeficientes en Z. El conjunto que se obtiene es el cuerpo de las funciones racionales con
coeficientes en Z.

3. La construccién anterior se puede realizar en cualquier anillo A utilizando un sistema mul-
tiplicativo S. Un sistema multiplicativo es un subconjunto tal que el producto de cualesquiera
par de elementos pertenece al conjunto. En el conjunto de pares A x S se introduce una rela-
cién de equivalencia como anteriormente, esto es (z,s) ~ (y,t) < zt = ys, z,y € A, s,t € S.
El conjunto cociente se denota por S~'A y es un anillo (anillo de fracciones de A por S).

Definicién 1.4.1 Un conjunto IK dotado de dos operaciones binarias internas +, - se dird que es un
cuerpo si (IK,+,-) es un anillo con identidad y todo elemento x # 0 tiene inverso x—1 respecto del
producto.

Si (IK,-) es un semigrupo conmutativo el cuerpo IK se dird conmutativo. En lo sucesivo y salvo
especificacién contraria trataremos exclusivamente con cuerpo conmutativos.
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Definicién 1.4.2 Un cuerpo IK se dird que tiene caracteristican € NU {0} sin-1 =0, donde 0 es el
elemento neutro de la suma (+) y 1 el elemento unidad del producto (-).

Ejemplo 1.4.1 (Q,+,-) es un cuerpo conmutativo de caracteristica 0.

Ejercicio 1.4.2 Probar que si p es primo, (Z,,+, ) es un cuerpo. ;Cudl es su caracteristica?

1.4.2. El cuerpo de los niimeros reales

Un subconjunto IF C IK del cuerpo IK se dird que es un subcuerpo de IK, si es un subanillo y si para
todo elemento x € IF, z # 0, entonces x~! € IF. Automaticamente IF es un cuerpo. También se dird que
IK es una extensién de IF.

Ejercicio 1.4.3 Probar que Z, no posee ningin subcuerpo propio (es decir, distinto de {0}, Z,,).

Un cuerpo que no posee subcuerpos propios se llama primo.

Ejercicio 1.4.4 Probar que Q es un cuerpo primo.

El problema de las extensiones de Q

Sea P(z) =ag+ a12+ -+ + apa™ € Z[x], diremos que p/q es una raiz de P(x) si ag + a1p/q+---+
an(p/q)™ = 0, esto es si q"ag + ¢" pas + -+ + p"a, = 0. Es claro que los niimeros racionales p/q son
las raices de los polinomios de primer grado —p + gz, ¢ # 0. Es también evidente que hay ecuaciones
de segundo grado que no tienen raices racionales, por ejemplo, 22 —2 = 0, o 22 + 1 = 0. Podemos
plantearnos por tanto si existen cuerpos IK, extensiones de Q donde las ecuaciones anteriores tengan
solucién. El problema es que hay muchisimos. Existe un cuerpo 6ptimo, extension de Q en el que toda
ecuacién polinémica tiene alguna raiz: el cuerpo de los nimeros complejos C. La construccién de C se
hace en dos etapas. Una primera que no es algebraica y en la que se construye un cuerpo, llamado de
los nimeros reales IR, caracterizado por una propiedad topolégica (completitud) y una segunda etapa
algebraica que describiremos posteriormente.

La construccién de los ntimeros reales a partir de los niimeros racionales Q) se realiza utilizando concep-
tos no algebraicos como ya hemos indicado y que por tanto no reproduciremos aqui (consultar un curso de
anélisis matematico elemental). Como es bien sabido, nimeros como V2, v/3, v/54+/17 son ntmeros reales
al igual que niimeros como T, e, e‘/Q, ... y otros ntimeros no racionales como 0,01012012301234012345...,
etc. Las operaciones de suma y producto de ntimeros reales se denotaran con los signos convencionales
+, . IR es un cuerpo de caracteristica cero. Los nimeros reales x € IR que son raices de ecuaciones
polinémicas con coeficientes en Z se llamaran niimeros algebraicos. Todos los racionales son algebraicos,
pero también lo son nimeros irracionales como v/2, v/3, v/2 + /5, etc.

Teorema 1.4.1 e y m no son algebraicos.

1.4.3. Numeros Gaussianos

Sea d € IN tal que vVd ¢ Q. Consideremos el conjunto Q(v/d) definido como Q(vd) = {a+bVd | a,b €
Q}. Es facil observar que Q(\/ d) es un cuerpo con las operaciones:

(a4 bVd) + (a' +V'Vd) = (a+ad') + (b+ V)V,
(a+bVd) - (a/ +b'Vd) = (ad’ 4 bb'd) + (ab + a'b)Vd.

Claramente la identidad para el producto es 1 y

1 a —b
(a+bVd) ™= o ot o eV
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sia 6 b+#0. Nétese que en este caso a® — db® # 0 ya que si a® = db?, entonces vVd = a/b € Q en contra
de la hipétesis. Obsérvese que (a + bvVd)(a — bV/d) = a® — db? y asi

1 a—bvd a—bvd

a+bV/d  (at+bVd)(a—bV/d)  a?—db?

El conjunto Z(vVd) = {p+qVd | p,q € Z} es un anillo contenido naturalmente en Q(+v/d). El anillo Z (v/d)
es un dominio de integridad pero no es un dominio de factorizacién unica. Por ejemplo, (5 — 2v/. 5)(5 +

2v/5) =5 = /55, (6 4+ 3v/3)(6 —3v3) =9 =3-3.

Claramente los ntimeros a + bv/d, a — bv/d son las raices del polinomio entero
2?2 — 2az + (a® — b%d) = 0.

Nétese que podemos permitir d < 0 en toda la discusién anterior.

1.4.4. El cuerpo de los nimeros complejos
Consideremos el conjunto Z x Z con las operaciones:
(myn)+ (r,8) = (m+r,n+s),
(m,n)-(r,s) = (mr —ns,ms+nr), m,n,r,se€ Z.
Con estas operaciones Z X Z es un anillo conmutativo con identidad. El elemento neutro respecto de la

suma es (0,0) y la identidad respecto al producto es (1,0).

Proposicién 1.4.1 El elemento (0,1) es una raiz del polinomio 2* + 1 € Z[x].
Demostracién. En efecto (0,1)2 = (0,1) - (0,1) = (=1,0) = —1. QED

Si denotamos (0, 1) como /—1, vemos inmediatamente que Z x Z se puede identificar con Z(y/—1) =
{m +ny/~1|m,n € Z}. Andlogamente se pueden definir los enteros Gaussianos Z(v/—d), d > 0.

El anillo Z(v/—1) estd obviamente contenido en el cuerpo Q(y/—1) y éste a su vez en el cuerpo
R(v-1)={a+b/-1|a,beR}.

Definicién 1.4.3 Llamaremos cuerpo de los mimeros complejos C al cuerpo IR(v/—1) extension del cuer-
po de los nimeros reales IR. El elemento v/—1 se denota tradicionalmente por i, asi que un elemento z
de C se escribird como z = a+1b, a,b € IR. El nimero a se llama la parte real de a y se denota por Re z,
asimismo el numero b se llama la parte imaginaria de z y se denota por Im z. Las operaciones de suma
y producto en C quedan por tanto escritas como: si z = a +1b, 2/ = a’ + b/,

z+2 =(a+d)+ib+V), z- 2= (ad" —bV)+i(ab) +a'b).

El elemento neutro para la suma es 0 y el neutro para el producto es 1. Tal y como ya indicamos en
los cuerpos gaussianos, el inverso de un nimero complejo no nulo z, tiene la expresién:

N b
- a2 + b2 a2 + b2 :
Un automorfismo de un cuerpo IK es un isomorfismo ¢: IK — IK, esto es, p(z + y) = ¢(z) + ¢(y),

p(ry) = p(2)e(y), Yo,y € K.
Definimos ¢:C — C como ¢(a + ib) = a — ib. Habitualmente se denota ¢(z) = Z, (o también z*). Z se

llama complejo conjugado de z. Claramente ¢ es un automorfismo de C. Nétese que (i) = —i.

Ejercicio 1.4.5 C tiene solamente dos automorfismos, el automorfismo identidad y ¢. Lo mismo ocurre
con los cuerpos de niimeros Gaussianos Q(v/d).

Ejercicio 1.4.6 Un cuerpo primo no posee mas automorfismos que la identidad.

Llamaremos médulo de un ntimero complejo al tinico ntimero real positivo |z| tal que |z|? = zz.
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Representaciones de los nimeros complejos

Un ndmero complejo z = a+ ib se puede representar como el punto (a, b) del plano real IR?, definimos
de esta manera una aplicacién C — IR?, z — (Re z,Im z). El médulo del ntimero complejo z se corresponde
con la norma del vector de coordenadas (a,b) ya que ||(a,b)|| = va% + b2 = |z|. La suma de nimeros
complejos corresponde a la suma de vectores en el plano. El producto por contra tiene una interpretacién
geométrica menos evidente.

Representacién polar de los nimeros complejos. Un punto del plano (a, b) # (0, 0) queda univocamente
determinado por su norma y el dngulo que forma con un eje arbitrario, por ejemplo con el eje OX.
Asi r = |z, y tan@ = b/a; 6 se llama argumento de z y se denotard § = argz, 6 € [0,27). En otras

palabras
Imz

2 2 2
= (R + (Im tanf =
T (Rez) (Imz)“, tan Re s’

y la inversa
Rez=rcosf), Imz=rsenb.

Notese de nuevo que la correspondencia z — (r,6) no estd bien definida para todo z (para z = 0 no lo
estd).
Representacion trigonométrica de los nimeros complejos. Hemos obtenido asi una nueva representa-
cién de los nimeros complejos (£ 0),
z=rcosf +irsen6.

Si w = scos ¢ +issen ¢, tenemos z - w = (rs) cos(6 + @) + i(rs) sen(6 + ¢). Por tanto en la representacién
polar, la multiplicaciéon de nimeros complejos corresponde al producto de sus médulos y la suma de sus
argumentos (médulo 27).

Estas propiedades y expresiones se vuelven mas transparentes si utilizamos la funcién exponencial.
La definicién precisa de la funcién exponencial requiere nociones de andlisis que no corresponden a este
curso. En cualquier caso definimos e* como:

1. e =1lim, .o (1 + ;)n

2.8 =30 -
3. e* = e”(cosy +iseny) donde z = x + iy.

Las propiedades mas importantes de la funcién exponencial son:
1. e% - e? = e*tw,

2.0 =1.
3. e = €%,

Ejercicio 1.4.7 Probar las propiedades 1, 2 y 3 utilizando la definiciéon 3 de la funcién exponencial.

Consecuencia inmediata de lo anterior son las siguientes férmulas:

6

e =cosf+isenf, z=|zle'*8%

Por tanto z - w = |z| - |w|e!(®8>+ar8w) En particular 2" = r"e™?. Nétese que

6271'1 — 1

)

y en general, e2™" = 1. M4s todavia, e’ = 1 siy sélosi cos§ = 1 y sen @ = 0, esto es, si y s6lo si § = 27n,
neZz.

1.4.5. Raices n-ésimas de la unidad

Tratemos de resolver la ecuacion z"™ =1 en el cuerpo de los niimeros complejos. Una solucién a dicha
ecuacién es ciertamente todo nimero complejo 2o # 0 tal que 2§ = 1. Por tanto si z = re? tenemos que

Zg _ Tne'me,
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es decir 7™ = 1y ¢ = 1. Por lo tanto r = 1 y nf = 2wk, k € Z, 0 = 2nk/n, k = 0,41, 42, .. ..
El argumento 6 de z; tiene que estar en [0,27) y asi los valores de k para los que esto ocurre son
k=0,1,2,...,n — 1. Las soluciones de la ecuaciéon z"™ — 1 = 0 serdn por tanto:

2mi/n 4mi/n _ eQw(n—l)/n
, y - = .

zo=1, z=¢e€ Zo=e¢e ey Zn—1

Dichas raices determinan un poligono regular de n lados inscrito en el circulo de radio 1 ya que todas
ellas tienen maédulo 1.

Ejercicio 1.4.8 Hallar las raices del polinomio 1 + x + 22 +--- + 2"

Si multiplicamos dos raices n-ésimas entre si obtenemos:

o -z = 2D/

Por tanto vemos que si k+1 > n, entonces k+1=mn+s5,0<s<ny z, -z =e™/" yasi z;, - 21 = 2,
con s =k+! (méd n). Es por tanto conveniente etiquetar las raices n-ésimas de la unidad con las clases
de congruencia de niimeros enteros médulo n, [0],[1], ..., [n — 1] obteniendo asf la hermosa férmula:

k] * A1) = 2k

que nos dice que la aplicacién [k] — zp) es un isomorfismo entre el grupo (Z,,+) y el grupo de raices
n-ésimas de la unidad.

Ejercicio 1.4.9 Probar que si n | m, el conjunto de raices n-ésimas de la unidad es un subgrupo del
conjunto de raices m-ésimas de la unidad.

Ejercicio 1.4.10 Probar que el conjunto de nimeros complejos de médulo 1 es un grupo con respecto
al producto. ;Tiene este grupo otros subgrupos aparte de las raices n-ésimas de la unidad?

1.5. Polinomios

1.5.1. El anillo de los polinomios

Al igual que construimos el anillo de los polinomios con coeficientes enteros Z[z] en el ejemplo 1.3.3,
es posible extender tal construcciéon a un anillo cualquiera A y utilizarlo como anillo de coeficientes de
los polinomios. De ahora en adelante “anillo” significarda “anillo conmutativo con identidad”. Al igual que
entonces en el ejemplo 1.3.3, x denotard un sfmbolo abstracto y #? = zx, 23 = 2w, etc. El conjunto A|x]
esta formado por las expresiones P(z) = ag + a17 + agx? + - - + a,2™, donde a; € A, i = 1,...,n. Cada
elemento de A[z] se llamard polinomio en x con coeficientes en A. Dado un polinomio P(z) = >} _, anz",
llamaremos grado del polinomio P al nimero natural n = méx{k | ar # 0} y lo denotaremos OP. Un
polinomio constante no nulo tiene grado cero. El término a,z™ tal que n = P se llama dominante. Un
polinomio se llama ménico (o unitario) si el coeficiente del término dominante es 1.

Proposicion 1.5.1 Propiedades del grado. Si A es un dominio de integridad se verifica:
i. 0(PQ) = 90P + 0Q.
ii. O(P + Q) < méx(0P, 0Q).

En A[z] se definen de manera natural dos operaciones +, - como en el ejemplo 1.3.3:si P(z) = >, a; ",
Qz) =3, bjzI, entonces,

P(z)+ Q(x) = Z(ak + o)zt P(x)Q(x) = Z Z aib; | =

k k i+j=k

El anillo A[x] posee como subanillo al propio anillo A (los elementos de A se identifican con los polinomios
de grado cero).
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Ejercicio 1.5.1 Considérese el conjunto S de sucesiones infinitas (ag, a1, ..., an,...) de elementos de
A tales que todos sus términos excepto un numero finito son 0. En este conjunto introducimos dos
operaciones

(ao,al,...,an,...)+(bo,bl,...,bn,...)Z(a0+bo,a1 +bl,...,an+bn,...),
(ao,al,...,an,...) . (bo,bl,...,bn,...) = (aobo,aobl + aibo, ..., anbo + Gn_1b1 + -+ agbp, .. .).

(S,+,+) es un anillo. Probar que la correspondencia (ag,as,...,an,...) — P(z) = Zkzo arz® es un
isomorfismo de anillos. Nétese que (0,1,0,...) — x.

Ejemplo 1.5.1 De acuerdo con lo anterior, ademés de Z[x], tenemos los anillos Q[z], IR[z], C[x], as{ como
Z,]zx], etc.

Ejercicio 1.5.2 Si A es un dominio de integridad, entonces A[x] es un dominio de integridad.

1.5.2. Divisibilidad en el anillo de polinomios

La nocién de grado de un polinomio permite extender la teoria de divisibilidad de niimeros enteros a
los anillos de polinomios. Un anillo poseyendo una aplicacién 6: A — Z7T con las propiedades del grado
descritas en la proposiciéon 1.5.1 se llama un dominio Euclideo. Nos concentraremos en las propiedades
de divisibilidad del anillo de polinomios sobre un cuerpo IK.

Sean P, Q € IK[z], diremos que P divide a @ si existe R € IK[z] tal que @ = PR. Las unidades del
anillo IK[z], esto es sus elementos invertibles, son los polinomios constantes no nulos. Un polinomio se
dird irreducible si sus tnicos divisores son las unidades de IK[z] y él mismo multiplicado por unidades.
La nocién de irreducible es equivalente a la nociéon de niimero primo.

Ejercicio 1.5.3 Probar que en el anillo Z,[x] hay polinomios invertibles no constantes.

El anillo IK[z] posee la propiedad de factorizacién tnica, esto es, todo polinomio P(x) se escribe de
manera Unica como
P(z) =aPi(x)...P.(z),
donde a € TK*, P;(z), ¢ =1,...,r son polinomios irreducibles.

Para establecer este resultado, probaremos en primer lugar la extensién al anillo IK[z] del algoritmo
de la division.

Teorema 1.5.1 Algoritmo de la division. Para todo par de polinomios P(z),Q(z) € K|x], Q(z) # 0,
existen dos polinomios D(x), R(z) tales que

P(z) = D(x)Q(x) + R(x),
con OR(x) < 0Q(x). Ademds dichos polinomios son inicos.

Demostracién. Existencia. Si Q(z) divide a P(z) el resultado es inmediato. Supongamos que no es
asi. Consideremos el conjunto de los niimeros enteros positivos,

S ={0(P(z) - D(x)Q(x)) | D(z) € IK[z]}.

El conjunto S es no vacio y por el teorema 1.3.1 existe r = min S. Sea entonces D(z) un polinomio tal que
I(P(x) — D(z)Q(x)) = r. Entonces P(z) = D(2)Q(z) + R(z) y OR(x) = r. Necesariamente r < 0Q(x)
ya que si r > 9Q(z), entonces el término dominante de R(x) serd de la forma ax” y el de Q(z), bx™ con
r > m. Pero el polinomio D(x) = b~laz""™ es tal que R(z) — D(2)Q(z) tiene grado menor que r ya
que su término de orden 7 serfa az” — b~ tabz™ ™z™ = 0. Por tanto P(z) — D(z)Q(x) — D(z)Q(z) =
P(z) — (D(z) + D(z))Q(z) = R(z) — D(z)Q(x) tiene grado menor que 7.

Unicidad. Supongamos ahora que D(z) y R(zx) no son tnicos, esto es, existen D(z) y R(z) tales que
P(x) = D(2)Q(z) 4+ R(x), dR(x) < dQ(z). Entonces, (D(z) — D(x))Q(x) = R(x) — R(x), pero entonces,

(D — D) +0Q = d(R — R) < méx(dR,dR) < 9Q.

Lo cual es imposible a no ser que D — D = 0. En cuyo caso ademds R = R. QED
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Maximo comun divisor de polinomios

Repetiremos gran parte de la linea argumental que desarrollamos al definir el minimo comtn miltiplo
y maximo comun divisor de nimeros enteros.

Proposicién 1.5.2 Para todo ideal I # 0 de IK[z] existe un polinomio P(x) tal que I = {Q(x)P(z) |
Q(x) € Klz]} = (P)

Demostracién. Sea I # 0 un ideal de IK[z] y S = {r = OR(x) € Z | R(z) € I}. Es evidente que
S # () y por tanto tomemos el elemento minimo 79 > 0 de dicho conjunto. Si rq = 0, entonces hay un
polinomio constante R(x) = a en I, pero a # 0, y por tanto R(z) es invertible y entonces I = IK[z].
Por tanto I = (1). Supongamos por tanto que 1o > 0. Sea Py(z) € I tal que 9Py = rg. Supongamos que
existe Q(z) € I tal que Q # RPy, entonces por el algoritmo de la divisién existe D(x) y R(z) tal que
Q=DPy+ R con 0 < OR < 0Py = rg. Pero entonces P = Q — DPy € I y su grado es menor que rg, lo
que es absurdo. QED

Dados dos polinomios P, @, consideremos todos los polinomios de la forma M P+ NQ, M, N € K[z],
denotemos tal conjunto por J. Claramente J es un ideal y por la proposiciéon anterior sabemos que
existe un polinomio D tal que J = (D). Diremos que D es el maximo comin divisor de P y Q y
se denotard por (P, Q) o m.c.d.(P,Q). Una consecuencia inmediata de la definicién de maximo comin
divisor es la siguiente propiedad.

Corolario 1.5.1 Sean P,Q € K[z] y D = (P,Q), entonces existen dos polinomios M, N € IK[x] tales
que D= MP+ NQ.

Ejercicio 1.5.4 Si D | Py D | Q entonces D | (P, Q). Concluir de aqui que si P es irreducible y P no
divide a @ entonces (P, Q) = 1.

Un ideal de un anillo formado por los miltiplos de un elemento dado se llama principal. Un anillo
tal que todos sus ideales estdn formados por los multiplos de un elemento se llama anillo de ideales
principales. Si ademads es un dominio de integridad se llama un dominio de ideales principales. Tanto Z
como IK[z] son por tanto dominios de ideales principales.

Ejercicio 1.5.5 Probar el algoritmo de Euclides para polinomios. Esto es, si P(x), Q(z) € IK[x], proce-
demos iterativamente y construimos:

P(x) = Do(x)Q(x) +RQ( ); ORg < 0Q,
DQ($) = ($ RQ($ + Rl( 8R1 < ORy,
Dy ($) = ($ R1($ + RQ( 8R2 < ORy,

Dn—l(x) = Dn(x)Rn—l(x);

y R, = 0. Entonces R,,_1 es el m.c.d.(P, Q).

La unicidad de la factorizacién de un polinomio en factores irreducibles se sigue del siguiente Lema.

Lema 1.5.1 Si P(z) € K[z] es un polinomio irreducible y P(z) | A(z)B(z) entonces o P(x) | A(x) o
bien P(x) | B(x)

Demostracién. Supongamos que P | AB y P no divide ni a A ni a B. Como P no divide a A
y P es irreducible entonces (P, A) = 1, por tanto existen polinomios M, N tales que PM + AN = 1.
Multiplicamos la anterior ecuacién por B y obtenemos que

PMB+ ANB = B,

y como P | AB, entonces P | B lo cual es absurdo. QED
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Teorema 1.5.2 Todo polinomio P(x) € IK[x] con OP > 1 posee una descomposicion inica en producto
de factores irreducibles salvo producto por unidades.

Demostracion. Probémoslo por induccién sobre el grado del polinomio. Supongamos que 0P = 1.
Entonces P(x) = a + bz y P es irreducible. Supongamos a continuacién que la hipé6tesis es cierta para
todo k£ menor que n y probémoslo para k = n. Sea por tanto P un polinomio de grado n. Si P no posee
divisores no triviales, es irreducible y ya esta. Si P posee un divisor no trivial Dy tendremos P = P} D,
y 0D1 < n, OP; < n, por tanto por hipétesis de induccién, tanto Dy como P, factorizan como producto
de factores irreducibles. Por tanto P factoriza como producto de factores irreducibles.

Unicidad. Supongamos que P(x) = Pi(z)---P.(z) = Q1(z)---Qs(x) son dos descomposiciones en
factores irreducibles de P(x). Tomemos un factor P; de la primera descomposicién, entonces P; | Q1 - - - Qs
y por tanto por el Lema 1.5.1 P; debe dividir a algtn factor ), pero P; es irreducible y por tanto P; = Q;
excepto posiblemente una unidad. Repitiendo el proceso para todos los P; se completa la demostracion.
QED

1.5.3. Raices de polinomios y completitud algebraica
Sea P(x) € IK[z] un polinomio arbitrario P(z) = ap + a1z + - - - + anz", a; € IK. Un elemento « € IK

se dird que es una rafz de P(x) si ag + a1 + a2a® + -+ - + a,a™ = 0, esto es si P(a) = 0.

Teorema 1.5.3 « es una raiz de P(z) si y sdlo si (x — ) | P(x).

Demostracién. Sea a una raiz de P(x). Dividamos P(z) por (x — «). Entonces P(z) = Q(x)(z —
a)+ R(xz) y 0 < OR(x) < 1y por tanto R(z) debe ser constante o cero. Por otro lado evaluando la
anterior igualdad en a obtenemos que R(«) =0 y por tanto R(z) = 0. QED

Consideremos un cuerpo IK y un subcuerpo IF C IK. Un elemento « € IK se dira algebraico sobre IF si
es raiz de algin polinomio P(z) € IF[z]. Un elemento « se dird transcendente sobre IF si no es algebraico.
Un cuerpo IK se dira algebraicamente cerrado si todos los elementos algebraicos sobre IK en una extensién
cualquiera de IK estdn en IK. Los cuerpos Q y IR no son algebraicamente cerrados.

Teorema 1.5.4 Todo polinomio P(z) € C[z] de grado mayor o igual a 1 posee al menos una raiz.

Demostracion. La demostracion de este teorema no es puramente algebraica.

Teorema 1.5.5 Todo polinomio P(x) € Clz] factoriza como producto de factores de grado 1, esto es:
Pz)=a(z —a1)(z —az) - (z — an),
donde a,c; €C,i=1,...,n=0P son las raices de P(x).

Demostracién. Por el teorema de factorizacién de polinomios, Teorema 1.5.2, todo polinomio P(z) €
C[x] factoriza como producto de polinomios irreducibles. Veamos que todo polinomio irreducible sobre C
es de grado 1. Supongamos que P(z) es irreducible y de grado > 1, entonces por el Teorema 1.5.4 P(z)
posee una raiz «, pero entonces P(z) = (x — a)Q(z) por el teorema 1.5.3 y P(z) no es irreducible. QED

Ejercicio 1.5.6 Determinar si es cierta o falsa la siguiente proposicion. Si IK es algebraicamente cerrado
y P(z) € IK[z] es irreducible, entonces dP(x) = 1.

Corolario 1.5.2 Teorema fundamental del dlgebra. C es algebraicamente cerrado.

Demostracién. Sea P(x) un polinomio sobre C. Por el teorema anterior, Teorema 1.5.5, factoriza
como producto de factores de grado uno. Por lo tanto todos los elementos algebraicos sobre C, esto es,
raices de polinomios sobre C estdn en C. QED



Capitulo 2

Espacios vectoriales

Espacios vectoriales. Subespacios. Sistemas de generadores. Dependencia e independen-
cia lineal. Bases. Matrices.

2.1. Definiciones

Veamos algunos ejemplos para introducir la nocién de espacio vectorial.

Ejemplo 2.1.1 Consideremos el conjunto de los niimeros reales. En él hay definidas dos operaciones, la
suma, respecto de la cual es un grupo, y el producto.

Ejemplo 2.1.2 Sea ahora V el conjunto de los pares de ntimeros reales, (x,y), donde z,y € IR. Podemos
definir la suma de dos elementos de este conjunto en la manera usual:

(,y)+ @ y) =@+ y+y)
Definimos también el producto de un nimero real por un par:
Az,y) = (Az, Ay)

Ejemplo 2.1.3 Sea V = IK", donde IK es un cuerpo, es decir, el espacio de n-uplas de escalares en IK.
Con las operaciones obvias de suma y producto por escalares (ver ejemplo anterior), este espacio tiene
propiedades similares a las que exhiben los ejemplos anteriores.

Ejemplo 2.1.4 Sea C]0,1] el conjunto de las funciones continuas definidas en el intervalo [0, 1] de la
recta real con valores en IR. La suma de funciones continuas es una funcién continua. La funcién que se
obtiene al multiplicar una funcién continua por un nimero real, es de nuevo una funcién continua.

Ejemplo 2.1.5 Sea IR[z] el conjunto de polinomios en la variable x. Como la suma de dos polinomios es
otro polinomio, y el producto de un nimero real por un polinomio es también un polinomio, estamos en
una situacién similar a la de los ejemplos anteriores. De hecho, IR[x] es, en cierto sentido, un subconjunto
de C(IR).

Ejemplo 2.1.6 Sea IR, [z] el conjunto de polinomios en la variable z de grado menor o igual a n € IN.
Esta claro que las mismas propiedades que vimos en los ejemplos anteriores aparecen de nuevo aqui.

Ejemplo 2.1.7 Sea V el conjunto de funciones continuas en IR tales que f(0) = 1. Es fécil ver que

estamos en un caso diferente. Ahora la suma de dos funciones en V noestden V. Si f,g € V, f(0)+¢(0) =
2, luego f 4+ g no estd en V.

19
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Ejemplo 2.1.8 Supongamos ahora que el conjunto V es el formado por las funciones f(z) que verifican
la siguiente ecuacion:

d’f

dz?
En este caso no tenemos, al menos por ahora, una idea clara de cuales son los elementos de este conjunto.
En los ejemplos precedentes podiamos construir de manera explicita elementos del conjunto en cuestion.
Aqui solo sabemos que se trata de funciones que se pueden derivar dos veces (digamos que estédn en el
conjunto C?(IR)), y que su segunda derivada es el producto de la funcién seno por la funcién de partida.
Pues bien, a pesar de esta falta de informacion, la suma de dos de estas funciones verifica la ecuacion, y
el producto por un nimero real de cualquier funcién de V' es también una funcién de V.

= f(z)senx

Los anteriores ejemplos son casos particulares de una situacién general que pasamos a definir con
precision.

Definicién 2.1.1 Un espacio vectorial sobre un cuerpo IK (los elementos de IK se llamardn escalares) es
un conjunto V' (cuyos elementos se llamardn vectores) dotado de dos operaciones. Una de ellas interna
(suma,):

+VxV —=V

respecto de la que V' es un grupo conmutativo. Y una operacion externa, el producto por escalares:
2IKxV —V

que verifica:
1. (A + p)v = M+ p,
2. AMu+v) =M+ Ao,
8. Mpv) = (Au)v,
4. lv=w, donde u,v € V, \,p € IK y 1 es la unidad en IK.

Es muy sencillo comprobar que todos los ejemplos anteriores son espacios vectoriales reales (sobre el
cuerpo IR), salvo el ejemplo 2.1.7. La mayor parte de sus propiedades se derivan de propiedades similares
sobre los nimeros reales. Se tiene:

Teorema 2.1.1 Todo cuerpo es un espacio vectorial sobre si mismo.

Demostracion. En efecto, las dos operaciones son las que tiene el cuerpo y el producto por escalares
se confunde con la propia operacién interna de multiplicacién del cuerpo. QED

Nota. El mismo concepto se puede definir sobre un anillo. Se dice en este caso que se tiene
un médulo. Debido a que el anillo no es conmutativo en general, es preciso especificar si la
multiplicacién externa es por la derecha o por la izquierda. Debido a que, en general, no
tendremos un elemento inverso respecto a la multiplicacion, las propiedades de los mdédulos
son distintas de las de los espacios vectoriales. En este curso no insistiremos en la idea de
médulo.

Ejemplo 2.1.9 Consideremos la ecuacién que describe a un oscilador armdnico (por ejemplo un muelle
que verifica la ley de Hooke, con constante de recuperacién k). El movimiento de la masa m sujeta al
muelle viene descrito por una funcién z(t) que da la posicién en funcién del tiempo. De las leyes de la
dindmica newtoniana se deduce inmediatamente que z(t) verifica lo que se llama una ecuacién diferencial
lineal de segundo orden:

d’x

dt?
con w? = k/m. Las soluciones de esta ecuacién forman un espacio vectorial, por un razonamiento se-
mejante al que hicimos en el ejemplo 2.1.8. Desde un punto de vista del movimiento, lo que estamos
diciendo es que la superposicién (lineal) de dos movimientos del oscilador armdénico es otro movimiento
de este tipo. Todos los movimientos del oscilador arménico se obtienen por superposicién de dos bésicos,
los dados por las funciones senwt y cos wt.

+w?r=0
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Los modelos lineales como el anterior son fundamentales en Fisica. No todo fenémeno que ocurre en
la Naturaleza es lineal, y de hecho, los no lineales constituyen una clase muy importante. Pero incluso en
estos casos, las aproximaciones lineales proporcionan muchas veces informacién valiosa sobre el fenémeno
en cuestion.

Consecuencia de las operaciones definidas en un espacio vectorial es la siguiente, una herramienta
fundamental en el estudio de los espacios vectoriales.

Definicién 2.1.2 Sean z1,...,x, elementos de un espacio vectorial y \1,. .., A, escalares del cuerpo IK.
Se llama combinacion lineal de los vectores x1, ..., x, con coeficientes A1, ..., An al vector:

n

Z)\ixi =\NZ1+ ...+ A\xp

i=1
Obviamente, toda combinacién lineal estd contenida en el espacio. Téngase en cuenta que una combinacién
lineal es una suma finita con coeficientes en el cuerpo. Posibilidades de sumas con infinitos sumandos, o
de otras con un numero finito de coeficientes no nulos, aunque en cantidad variable, llevan a conceptos
més avanzados de dlgebra en los que no entraremos (sumas y productos directos con un nimero arbitrario
de factores).

Ejemplo 2.1.10 Supongamos en IR* los vectores v; = (1,0,0), vo = (0,1,0) y v3 = (0,0,1). Una
combinacién lineal de estos tres vectores con coeficientes Ai, A2, A3 € IR es:

)\1(1, 0,0) + )\2(0, 1,0)+ )\3(0, 0,1) = ()\1, A2, A3)

de donde resulta que cualquier vector de IR® se puede poner como combinacién lineal de estos tres vectores,
hecho que determinaré buena parte de las propiedades de este espacio vectorial.

Ejemplo 2.1.11 Si en el espacio de los polinomios en una variable con coeficientes reales, seleccionamos
cualquier familia finita del tipo 1, z, 22, ..., 2", las combinaciones lineales de estos elementos no cubren
todo el espacio, por muy grande que hagamos n.

2.2. Subespacios

Hemos visto en el ejemplo 2.1.5, como los polinomios formaban un espacio vectorial real, y como las
funciones continuas (en todo IR) son también un espacio vectorial. Puesto que los polinomios se pueden
interpretar como funciones continuas, tenemos un espacio vectorial contenido en otro. La situacién se
presenta con mucha frecuencia y se encuentra descrita en la siguiente definicién:

Definicion 2.2.1 Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo IK y sea W un subconjunto de V mno vacio.
Se dice que W es un subespacio vectorial de V si:

.u—veW,VuveW,

it du € W, VA € IK.

Proposicion 2.2.1 Si W es un subespacio vectorial de V' entonces el conjunto W con las operaciones
+ vy -, inducidas de la suma y el producto por escalares de V', es un espacio vectorial.

Ejercicio 2.2.1 Probar la proposicién anterior 2.2.1

Ejemplo 2.2.1 Consideremos ahora el conjunto de los nimeros complejos. Al ser C un cuerpo, es un
espacio vectorial sobre si mismo. El conjunto de los ntimeros reales es un subconjunto de C. La pregunta
es obvia. ;Es IR un subespacio vectorial de C? La respuesta no lo es tanto. En efecto, como sabemos, IR
es un espacio vectorial sobre IR. Pero aqui estamos hablando de IR como un subconjunto de C, es decir,
como los niimeros complejos que tienen parte imaginaria igual a cero. La suma de dos de estos nimeros
es otro ntimero del mismo tipo. Pero el producto de un nimero complejo arbitrario (un escalar de C) por
un nimero complejo de parte imaginaria cero (es decir, un niimero real) no es en general un nimero real.
Por tanto IR no es un subespacio vectorial del espacio vectorial complejo C.
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Ejemplo 2.2.2 El conjunto de los niimeros complejos es un espacio vectorial real. No es dificil probar
que se cumplen todas las propiedades del caso. Los reales siguen siendo un subconjunto de C que ahora
es un subespacio vectorial (por supuesto real).

Ejemplo 2.2.3 Consideremos el espacio tridimensional IR®. Se trata de un espacio vectorial sobre IR
cuyos elementos son las ternas de nimeros reales:

($1, To, $3), z; €R,i=1,2,3
El siguiente subconjunto es un subespacio vectorial de R3:
W = {($1,$2,0) | xr1,T2 € IR}

Pero el subconjunto de IR?:
A= {(z1,22,1) | 21,22 € R}

no lo es. Tampoco es un subespacio el conjunto:
S% = {(x1, 20, 23) |2t + 22 +25 =1, 2, €R, i =1,2,3}

Se trata de la esfera unidad en IR?. Los conjuntos como éste se llaman variedades, y, aunque no presenten
caracteristicas lineales, su estudio local implica la consideracién de espacios vectoriales (en este caso de
planos).

En todo espacio vectorial hay siempre dos subespacios, el espacio total y el vector cero (el elemento
neutro del conjunto considerado como grupo abeliano). Pero puede no haber més.

Ejemplo 2.2.4 Los dos tnicos subespacios del espacio vectorial real IR son {0} y IR. La demostracién
es la siguiente. Sea W un subespacio vectorial de IR. Entonces, si 0 # x € W, yx € W para todo niimero
real y. Como z tiene inverso, se tiene:

F={zy|lye R} =R
Como F' C W, se tiene: W =1R. Si en W solo tenemos el elemento 0, entonces: W = {0}.

Ejemplo 2.2.5 El conjunto de polinomios de grado menor o igual que n € IN es un subespacio propio
(es decir distinto del {0} y el total) del espacio vectorial de todos los polinomios.

Los subespacios vienen determinados de varias maneras. Hemos visto alguna de ellas, concretamente,
en espacios del tipo IK", en el que una o varias de las componentes de los vectores son iguales a cero.
Pero se puede hacer de otras formas.

Ejemplo 2.2.6 En C" se considera el conjunto de vectores tales que:

{(@1, ... 20) | > @i =0}

Se trata de un subespacio propio de C". También el subconjunto:

n
{(z1, .. xn) | in:o,xl + z, =0}
i=1

es otro subespacio, contenido en el anterior.

Esta forma de dar subespacios se suele llamar implicita. Pero se podrian definir de una forma explicita,
es decir, dando las componentes de los vectores. Por ejemplo:

{(xl,...,l'n) |$1=)\1,$2=)\1+)\2,$n=0, )\1,)\260}

Como iremos viendo, las posibilidades son muchas.
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2.3. Operaciones con subespacios

La familia de subespacios de un espacio vectorial admite una serie de operaciones que pasamos a
detallar.

Teorema 2.3.1 La interseccion de subespacios de un espacio vectorial es un subespacio vectorial.

Demostracion. Sean W7 y W5 dos subespacios de V. Si z,y son dos elementos de la interseccién,
W1NWs,, ambos estan en cada subespacio, luego la suma pertenece a ambos y por tanto a la interseccion. El
mismo argumento se aplica al producto por escalares. Nétese que la interseccion de subespacios vectoriales
nunca es vacia, pues al menos el vector 0 estd en todos ellos. QED

Ejemplo 2.3.1 Consideremos el espacio vectorial real de las funciones continuas definidas en IR con
valores en IR, C(IR). El conjunto de polinomios con grado menor o igual a n (n un nimero natural fijado)
es un subespacio vectorial como ya hemos dicho. El conjunto de las funciones continuas que se anulan en
2 = 0 es un subespacio vectorial de C(IR). La interseccién de ambos, es decir, el conjunto de polinomios
de grado menor o igual que n que se anulan en z = 0, es un subespacio vectorial de C(IR).

Sin embargo, la unién de subespacios vectoriales no es en general un subespacio vectorial. Pero pode-
mos construir un subespacio de la siguiente forma.

Definicién 2.3.1 Sea S un subconjunto de un espacio vectorial V. Se llama espacio vectorial generado
por S al menor de los subespacios de V' que contienen a S.

Estd claro que dicho subespacio sera la interseccién de todos los subespacios que contienen a S. La
interseccién no puede ser vacia, pues S estd en todos ellos, y al menos hay un subespacio que contiene a
S que es el espacio total. Pero no es sencillo, en principio, calcular explicitamente este subespacio.

Ejemplo 2.3.2 Sea el subconjunto del conjunto de polinomios en la variable z: S = {z}, que obviamente
no es un espacio vectorial. Pero esté claro que W = {Az | A € IR} s es un subespacio vectorial y contiene
as.

Definicién 2.3.2 Sea S un subconjunto de un espacio vectorial. La envolvente lineal de S, lin(S), es el
conjunto de combinaciones lineales que se pueden formar con los elementos de S.

Se tiene:

Teorema 2.3.2 La envolvente lineal de un subconjunto de un espacio vectorial V' es un espacio vectorial
(subespacio del espacio vectorial V).

La demostracién es evidente.

Teorema 2.3.3 El subespacio generado por un subconjunto de un espacio vectorial es la envolvente lineal
lin(S), de este subconjunto.

Demostracién. Claramente S estd contenido en lin(S). Sea W un subespacio que contiene a S.
Entonces, debe contener también a la envolvente lineal, pues es un subespacio. Por lo tanto lin(S) C W
para todo W subespacio que contiene a S. De donde lin(S) C NW donde la interseccién se refiere a todos
los subespacios que contiene a W. De aqui se concluye que el espacio generado por S es la envolvente
lineal de S. QED

Ejemplo 2.3.3 El conjunto de matrices 2 x 2 con elementos complejos, es un espacio vectorial complejo.
El subespacio generado por los elementos:

=0 a) 2= (V)
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es la envolvente lineal de estos elementos:

(g _g),a,BeC

Notese que es un subespacio propio del espacio de matrices del que hablamos. Sin embargo, existen casos
en los que la envolvente lineal de una familia es el espacio total.

Definicién 2.3.3 Se dice que el subconjunto S del espacio vectorial V es un sistema de generadores de
V si la envolvente lineal de los elementos de S (es decir, el espacio generado por S) es el espacio total V.

Ejemplo 2.3.4 En el espacio vectorial de polinomios, la familia S = {1,z,2% x3,...} es un sistema de
generadores.

Ejemplo 2.3.5 En el espacio de matrices 2 X 2 con coeficientes complejos, la familia:

g 1 0 1 0 0 -1 0 1 i
o o 1/)>\0 -1 )" 1 0 )’ 10 )"\ i —i
es un sistema de generadores.

Esta claro que todo subconjunto es un sistema de generadores de su envolvente lineal.
Con estas nociones definiremos la suma de subespacios. Como hemos dicho, la unién de subespacios
no es necesariamente un subespacio.

Ejemplo 2.3.6 Consideremos en IR?, los subespacios: Wi = {(a,0) | @ € R} y Wa = {(0,4a) | a € R}.
La union es el conjunto:

Wi UWy = {(a, 0), (O,b) | a,be IR}
Pero esto no es un espacio vectorial. Pues si sumamos (1,0) y (0,1) que estdn en la unién, obtenemos

(1,1) que no pertenece a la unién.

Definicién 2.3.4 Se define la suma de dos subespacios Wy y Wa de un espacio vectorial como la envol-
vente lineal de la union de ambos subespacios:

Wi+ Wy = 1in(W1 U WQ)

La definicién anterior no es muy 1til en muchos casos. Sin embargo, se tiene lo siguiente:

Teorema 2.3.4 La suma de dos subespacios de un espacio vectorial es:
Wi+ Wa = {z1 + 22 | 21 € Wy, 20 € Wa}

Demostracion. Puesto que 1 € W1 y zo € W5, ambos estan en la unién y por lo tanto su suma
estd en la envolvente lineal. De aqui se tiene la mitad de la igualdad:

{xl +$2|$1 EW1,$QEW2}CW1 + Wy

Ademis, cualquier vector de la envolvente es una combinacién lineal de elementos de la unién. Por tanto,
podemos separar los vectores que forman la combinacién lineal y que pertenecen a Wi por un lado y
los que pertenecen a W5 por otro. Como ambos Wy y W5 son subespacios vectoriales, llegamos a que
cualquier elemento de la envolvente se puede poner como suma de un elemento de W; mas otro de Wh.
QED

En general, los elementos de la suma se pueden poner de varias formas como suma de un vector de
W1 y otro de Ws. Dicho de otra manera, la descomposiciéon no es unica. Pero a veces si lo es.

Definicién 2.3.5 Se dice que la suma de dos subespacios vectoriales de un espacio vectorial es directa
si cada elemento de la suma admite una unica descomposicion como suma de un elemento del primer
subespacio mds un elemento del seqgundo. Se escribe entonces: W1 & W
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La caracterizacion de sumas directas se puede hacer también de la forma siguiente:

Teorema 2.3.5 Sean Wy y Wy dos subespacios del espacio vectorial V. Entonces, la suma de Wy y Wo
es directa si y solo si Wi N Wy = {0}

[I9nb

Demostracion. La parte “si”’se deduce facilmente. Si la interseccién es el vector 0, y tenemos dos
descomposiciones para un vector v de la suma, v = 1 + 2 = y; + ¥2, entonces: 1 — y1 = Y2 — T2. Pero
el primer vector estd en Wi y el segundo en Wy, luego ambos (que son iguales) estdn en la interseccién,
luego son cero. De aqui se deduce que x1 = y1 y T2 = Y2, luego la descomposicién es tnica y la suma
es directa. El “solo si” se demuestra por: si v estd en la interseccién, estd en ambos subespacios. Pero
eso quiere decir que v = v + 0 es una descomposicién valida y que v = 0+ v también lo es. Como la
descomposicion es Unica al ser la suma directa, se concluye que v = 0. QED

Ejemplo 2.3.7 Los subespacios W7 = {(a,0) | a € R} y W5 = {(0,a) | a € IR} tienen como suma el
espacio total IR? y ademés la suma es directa.

Los conceptos de suma y suma directa se pueden extender a mas de dos subespacios, imponiendo la
unicidad de la descomposicion de cualquier vector de la suma en suma de elementos de cada subespacio.
Las condiciones para la suma directa de méds de dos subespacios son mas complicadas de lo que uno
podria suponer:

Teorema 2.3.6 La suma de los subespacios Wy, i = 1,2,3 del espacio vectorial V' es directa si y solo si
se cumplen las relaciones

Win (W +Ws) ={0}, Waon (Ws+Wy)={0}, Wsn (Wi+Ws)=/{0}

Demostracién. Supongamos que la suma es directa. Sea x un vector en la interseccién WiN(Wa+Ws).
Entonces, © € Wy y x = x5 + x3, por estar en la suma W5 4+ W3. Pero como la descomposicién es unica:
r=24+04+0y x =04z + x3 deben ser la misma, luego x = 0. De forma similar demostrariamos las
otras intersecciones. Ahora suponemos que las tres intersecciones mencionadas en el teorema son iguales
al vector 0. Sean x = =1+ x2 +x3 = y1 +y2 + y3 dos descomposiciones de un vector x. De manera similar
a como hicimos la demostracién en el caso de dos subespacios, ponemos:

T1— Y1 =Y2 — T2+ Y3 — X3

Pero el vector de la izquierda estd en W7 y el de la derecha en Wy 4+ W3, luego estan en la interseccion.
Como la interseccién es el vector 0 concluimos que x1 = x5 y también: x2+x3 = y2 +y3. Podemos repetir
el razonamiento con otra pareja:

Toa— Y2 =Y1 —T1+Ys— T3

con lo que al estar ambos en Ws y W7 + W3, son iguales a 0 y por tanto, x2 = y2. De la misma forma se
demuestra que z3 = y3, y la descomposicion es unica. QED

Si la suma directa de varios subespacios es el espacio total, se dice que este ultimo se descompone en
suma directa de los subespacios. Cada vector del espacio admite una descomposiciéon en suma de vectores,
perteneciente cada uno de ellos a un subespacio.

Asimismo, el concepto de suma directa se puede extender a espacios vectoriales, no necesariamente
subespacios de un mismo espacio vectorial.

Definicién 2.3.6 Dados dos espacios vectoriales Vi y Vo definidos sobre un cuerpo IK, se define la suma
directa de estos dos espacios como el conjunto de expresiones de la forma vy 4+ vy (el signo suma tiene
un sentido formal aqui, ndtese que los vectores son de espacios distintos).

La suma y el producto por escalares se definen de forma natural:
(v1 + v2) + (w1 + w2) = (v1 +w1) + (va + wo)

)\(’Ul + ’UQ) = \v1 + \vg
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Notese que se puede introducir también como el conjunto de pares, es decir, como los elementos del
producto cartesiano de V4 y V. También se puede extender a un nimero arbitrario de factores (finito, el
caso infinito requiere un andlisis mas cuidadoso).

La ultima operacién con espacios vectoriales que vamos a considerar es el espacio cociente. La idea es
clasificar los vectores de un espacio vectorial en clases siguiendo un criterio establecido por un subespacio
vectorial elegido. La construccion en el caso de espacios vectoriales solo anade la forma de hacer la
clasificacién. Las relaciones de equivalencia, pues de eso se trata aqui, aparecen en conjuntos arbitrarios
como ya se habra estudiado en otros lugares.

Definicién 2.3.7 Sea V un espacio vectorial y W un subespacio de V. Dados dos vectores x,y € V, se
dice que estdn en la misma clase (respecto de W), si:

r—yeWw

Se trata de una relacién de equivalencia, como se puede demostrar facilmente. Cada clase se escri-
bira como:

[]=z+W={z+y|yeW}

y se dice que z (que es un elemento cualquiera de la clase) es el representante de esa clase. El conjunto
de clases se designa por V/W y tiene una estructura de espacio vectorial, definida de la forma siguiente:

VIWxV/W —s V/W
(z+Wy+W) — (z4y)+W

KxV/W —  V/W
ANz+W) — (Az)+W

En las cuestiones relativas a clases de equivalencia es necesario prestar atencion al representante elegido.
Es decir, s x + W =2+ Wey+W =9 + W, lasclases x +y + W y 2’ + 3’ + W deberian coincidir
(es decir, z +y y o’ + ¢ deberfan estar en la misma clase). Lo que es muy sencillo de comprobar. De la
misma forma para el producto por escalares.

La idea de espacio vectorial cociente es sin duda ligeramente més complicada que las anteriores.
Veremos unos ejemplos para tratar de aclarar su construccion y utilidad.

Ejemplo 2.3.8 Consideremos el espacio vectorial real V = IR? y el subespacio W = {(0,0, 2) | z € IR}.
Gréaficamente podemos pensar en V como el conjunto de vectores en el espacio con origen en el origen de
coordenadas, y en W como el eje z. Los elementos del espacio cociente V/W son las clases:

(x,y,2) + W

pero podemos elegir un representante sencillo para cada clase: (z,y,2) y (2,4, 2') estdn en la misma
clase si su diferencia estd en W, es decir, si z = 2’ e y = 3. La tercera coordenada es arbitraria, es decir,
en una clase toma todos los valores. El mas sencillo es obviamente el valor 0, y por lo tanto:

VIW ={l(z,y,0)] | z,y € IR}

Si identificamos vectores (con origen en el origen de coordenadas) con los puntos donde estd su extremo,
este espacio es el plano zy. Con més precisién, cada punto del plano zy estd en una clase diferente (y en
cada clase hay un punto del plano zy). Si en un problema dado la coordenada z no aparece, este espacio
cociente, o el plano al que es isomorfo (en un sentido que precisaremos maés adelante) resulta més sencillo
de utilizar.

Ejemplo 2.3.9 Supongamos ahora que V es el espacio de polinomios en una variable z. Y que W es el
subespacio de constantes: W = {A | A € IR}. En este caso, dos polinomios son equivalentes (estédn en la
misma clase) si su diferencia es una constante. El representante més sencillo de cada clase es el que tiene
el término de grado cero igual a cero. Como ejemplo de aplicacion, la derivada es constante en cada clase,
es decir, las derivadas de dos polinomios que estén en la misma clase son iguales. Y si dos polinomios
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estdn en diferentes clases, sus derivadas son distintas. Considerada la derivada como una aplicacién del
espacio de polinomios en si mismo, es inmediato ver que no es inyectiva. Pero si se toma como espacio
inicial este espacio cociente, la derivada (definida como la derivada de cualquier elemento de la clase)
es inyectiva. Aplicaciones de este resultado apareceran mas tarde. Aqui solo diremos que la derivada se
anula en W (y que si la derivada de un polinomio es cero, ese polinomio estd en W).

2.4. Sistemas de generadores, rango y bases

Ya hemos indicado anteriormente lo que es un sistema de generadores de un espacio vectorial. Con un
sistema de este tipo podemos construir todos los elementos del espacio vectorial mediante combinaciones
lineales. Sin embargo, es posible que un vector pueda expresarse como varias combinaciones lineales
diferentes.

Ejemplo 2.4.1 Sea V = IR?, y el sistema de generadores:

S ={(1,0),(0,1),(1,1)}

Aunque atin no hemos visto un método para saber si un sistema de vectores es sistema de generadores
de un espacio vectorial, admitamos que éste lo es. Por otra parte no es muy dificil comprobarlo usando
directamente la definicién. Un vector como por ejemplo el (1,—1) se puede expresar de muchas formas
mediante una combinacion lineal de estos vectores. Por ejemplo:

(1,-1)=(1,0) = (0,1), (1,-1)=(1,1)—2(0,1)

Esto es debido a que este sistema de generadores no es linealmente independiente, concepto que
introducimos a continuacion:

Definicién 2.4.1 Sea V un espacio vectorial. Se dice que una familia de vectores es linealmente inde-
pendiente (1.i.), si toda combinacion lineal de vectores de la familia igualada a cero, tiene necesariamente
todos los coeficientes iguales a cero.

Ejemplo 2.4.2 Es muy sencillo demostrar que la familia del ejemplo anterior no es linealmente inde-
pendiente. Por ejemplo la siguiente combinacién lineal es igual a 0 y sin embargo los coeficientes no son
iguales a cero:

(1,0) = (0,1) = (1,-1) =0

Cuando una familia de vectores no es linealmente independiente, se dice que es linealmente depen-
diente (1.d.). Es decir, una familia de vectores de un espacio lineal es linealmente dependiente cuando es
posible encontrar una combinacion lineal de vectores de esa familia igual a cero, y en la que no todos los
coeficientes son nulos.

Ejemplo 2.4.3 En todo espacio vectorial, toda familia de vectores que contenga al vector 0 es 1.d. En
efecto, la combinacién lineal trivial: A\,0 es cero para cualquier \.

Una consecuencia interesante de la d.l. es la siguiente:

Teorema 2.4.1 Si los vectores {x1,...,xn}, n > 1 del espacio vectorial V son l.d., alguno de estos
vectores se puede poner como combinacion lineal de los demds.

Demostracion. . Si este conjunto de vectores es 1.d., existe una combinacion lineal:
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en la que algun \; es distinto de cero. Sea por ejemplo Ay # 0, para algun k entre 1 y n. Entonces:
n 1 n
)\kxk—i_.z, Aixi:O:xk:_)\k,Z \i;
i=1,i#k i=1,i#k

debido a que existe el inverso de \g. QED

Este teorema nos conduce a la siguiente definicion:

Definicién 2.4.2 Se dice que el vector x € V' depende linealmente de S (subconjunto de V'), si x puede
expresarse como una combinacion lineal de vectores de S.

Debido al teorema anterior, la envolvente lineal de una familia de vectores puede considerarse generada
por menos vectores de los que en un principio podria suponerse.

Teorema 2.4.2 Sea S una familia de vectores del espacio vectorial V', y supongamos que S es l.d. Sea
x un vector de S que depende linealmente de los demds vectores de S. Entonces la envolvente lineal de S
es igual a la envolvente lineal de S\ {x}.

La demostracion es una consecuencia del teorema sobre dependencia lineal y del hecho de que cada vez
que z aparezca en una combinacién lineal de un vector de lin(S), podemos sustituirlo por la combinacién
lineal de otros vectores de .S segin hemos visto en el teorema anterior.

El teorema lleva inmediatamente a la siguiente conclusién:

Teorema 2.4.3 Si S es un sistema de generadores de un espacio vectorial V', y el vector x depende
linealmente de los otros vectores de S, entonces, S\ {x} es también un sistema de generadores de V.

La demostracién es evidente.

Definicién 2.4.3 El rango de una familia de vectores es el numero mdximo de vectores linealmente
independientes que se pueden encontrar en la familia.

Veremos mas adelante como estudiar el rango y como ampliar este concepto a matrices.

Estamos en condiciones de definir lo que es una base de un espacio vectorial. Esto nos permitird re-
lacionar los espacios vectoriales con unos espacios tipo y simplificara los cdlculos en muchas ocasiones al
poder hablar de coordenadas sin necesidad de usar los objetos abstractos del espacio.

Definicién 2.4.4 Se dice que la familia de vectores del espacio vectorial V', B, es una base, si es un
sistema de generadores de V' y es l.i.

Ejemplo 2.4.4 La familia estudiada en un ejemplo anterior {(1,0), (0,1), (1, —1)} no es un base de R?
pues no es Li. Sin embargo, la familia {(1,0), (0, 1)} si es una base. Nétese que se obtiene de la primera
eliminando un vector que se podia poner como combinacién lineal de los otros dos, lo que hace que siga
siendo un sistema de generadores de acuerdo con el teorema demostrado antes. Ademads es linealmente
independiente, como se comprueba sin més que aplicar la definicion:

)\1(1,0) -‘1-)\2(0, 1= (0,0) = ()\1,)\2) = (0,0) =AM =X=0

Ejemplo 2.4.5 Consideremos el conjunto de polinomios en una variable x con coeficientes reales. Como
ya hemos visto es un espacio vectorial sobre IR. El conjunto:

S={l,z,2%..}

es una base de este espacio. Cualquier polinomio es una combinacion lineal de elementos de este conjunto.
Ademss, el conjunto S es l.i. Cualquier combinacién igualada a cero obliga a que todos los coeficientes
sean 0:

Az 4 Aoz 4+ At =0

con todos los naturales n;, i = 1,...k distintos entre si, implica \; = 0, ¢ = 1,...k. Nétese que
las combinaciones lineales son sumas de productos de escalares por vectores con un numero finito de
sumandos.



2.4. SISTEMAS DE GENERADORES, RANGO Y BASES 29

En los dos ejemplos anteriores la situacién es muy diferente. En el primero, dos vectores formaban una
base. En el segundo, la base estd formada por un nimero infinito de vectores, pero al menos es numerable.
Si consideramos el espacio de funciones continuas en IR, la existencia de una base, con un niimero finito
o infinito (numerable o no) de vectores, no resulta ficil de establecer. En este curso nos limitaremos a
bases con un numero finito de elementos, aunque en lo referente a otros aspectos, apareceran ejemplos de
espacios que no tienen este tipo de bases. Usando conceptos de teoria de conjuntos (axioma de eleccién)
es posible probar que todo espacio vectorial posee una base.

Un espacio vectorial tiene en principio muchas bases. Dada una de ellas es posible hacer combinaciones
lineales de sus elementos, y si los vectores que resultan son linealmente independientes, forman otra base
distinta de la anterior. Estudiaremos esta situacién con mas detalle mas adelante.

Por ahora, nos limitamos a demostrar el siguiente resultado:

Teorema 2.4.4 Sea V un espacio vectorial. Todas las bases de V tienen el mismo cardinal.

Este teorema es fundamental. Permite relacionar las bases de un espacio vectorial, y asignar a este
espacio un nimero natural cuando el cardinal anterior es finito. Desde el punto de vista de las propiedades
algebraicas del espacio, este nimero proporciona toda la informacién que necesitamos.

Definicion 2.4.5 Se llama dimension de un espacio vectorial V' sobre un cuerpo IK al cardinal comain
de las bases de V.

Los espacios IK", de los que hemos visto varios ejemplos, nos dan los prototipos de los espacio vec-
toriales de dimensién finita sobre el cuerpo IK. Cuando la dimensién es infinita hay que prestar atencién
a otras cuestiones, pero no entraremos en esos detalles aqui. La demostracién la haremos en un espacio
vectorial que admita una base con un nimero finito de elementos.

Demostracién. Supongamos que el espacio vectorial V' tiene una base: B = {v1,...,v,}, con n
elementos. Probaremos que cualquier conjunto de vectores l.i. tiene como maximo n elementos. Sea
S ={u1,...,un} un conjunto de vectores l.i. Entonces: u; = Z:'L=1 Aiv;, y alguno de los coeficientes no es
cero. Si es, por ejemplo, \; # 0, podemos sustituir v; por u; y obtener otra base, ya que serd un sistema
de generadores (al poder despejar vy en funcién de uy y va,...,v,) v ademés es l.i. Si

n
Hiug + Z wiv; =0

=2

entonces, 1 = 0 implica que los demds son cero, ya que son 1.i. Si 1 # 0, w1 seria combinacién lineal del
resto, lo que es contradictorio con A; # 0. Siguiendo este proceso (cambiando el orden si es necesario)
construirfamos una base de V: {uy, ..., ug, k11, - . ., Un }. En esta base, mediante el mismo razonamiento,
podriamos sustituir uno de los v;, digamos, viy1, por ug41 si el coeficiente de vi41 en el desarrollo de
Ug+1 en esta base es no nulo (alguno de los coeficientes de los vectores v; es no nulo por razones de
independencia lineal de los vectores u;). Si seguimos sustituyendo esté claro que en cada paso tendremos
una base de V', y el nimero de vectores de S no puede ser mayor que n. QED

También podemos enunciar el siguiente resultado:
Teorema 2.4.5 En un espacio vectorial de dimension finita n no hay conjuntos de vectores l.i. con mds

de n vectores. Si un conjunto de vectores l.i. en V tiene n elementos linealmente independientes, es una
base.

La demostracion es inmediata de lo anterior.

Teorema 2.4.6 El rango de un sistema de vectores de un espacio vectorial es la dimension de la envol-
vente lineal de ese sistema

Demostracion. El rango es el nimero méximo de vectores Li. La dimensién es el cardinal de una
base. Del sistema de vectores podemos retirar los que dependen linealmente de los demés hasta quedarnos
con un conjunto Li., que sigue generando la envolvente. Luego la dimension es igual al rango. QED
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Ejemplo 2.4.6 En el espacio complejo C, el vector 1 es una base. La dimensién es 1. Cualquier otro
nimero complejo diferente de cero es una base. Siempre se tiene este resultado, la dimensién de un cuerpo
considerado como un espacio vectorial sobre si mismo es 1.

Ejemplo 2.4.7 Si se considera a C como un espacio vectorial sobre IR, una base es por ejemplo, {1,i}.
Pero {1, —1} no lo es. La dimensién de C sobre los reales es 2.

Ejemplo 2.4.8 La dimensién del espacio IK"™ (producto cartesiano de IK por sf mismo n veces) sobre IK
es justamente n. Podemos elegir la llamada base candnica:

{(1,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,...,0,1)}
que es un conjunto l.i., pues de la combinacién lineal:
A1(1,0,...,0) + X2(0,1,0,...,0) +-- -+ A,(0,...,0,1) = (0,...,0)

se deduce:
(A, A2, .., A) =(0,...,0)

y por tanto todos los coeficientes son cero. Ademaés, cualquier elemento de este espacio se puede poner
como combinacion lineal de los vectores de este conjunto:

(A1, A2y An) = A1(1,0,...,0) 4+ A2(0,1,0,...,0) + - - -+ An(0,...,0,1)

luego es una base, y la dimension es n.

Definicién 2.4.6 Dada una base B = {uy,...,u,} de un espacio vectorial V (de dimension finita) y un
vector x € V, existe una sola combinacion lineal de los vectores de la base que sea igual al vector dado.
Se llaman coordenadas del vector x en la base B a los escalares A1, As, ..., A, tales que:

n
xr = E )\iui
i=1

Como hemos dicho, las coordenadas estdn univocamente determinadas. Por supuesto si cambiamos la
base, cambiaran.

La correspondencia que se puede establecer, fijada un base, entre un espacio de dimensién finita n
y IK", asignando a cada vector sus coordenadas en esa base, es biyectiva y tiene unas propiedades que
seran estudiadas mas adelante.

Dado un espacio vectorial V, se puede hablar de la dimensién de sus subespacios, pues éstos son a su
vez espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo. Un resultado importante es el siguiente:

Teorema 2.4.7 Sea V un espacio vectorial de dimension finita y W un subespacio de V. Se verifica:
dimW < dimV

Demostracién. En efecto, sea e; un vector de W, no nulo (si W tiene solo el vector nulo, el resultado
es trivial). Silin{e; } # W, existird un segundo vector en W, es, linealmente independiente con el anterior.
Si lin{ey, ea} # W, habrd un tercero, etc. Como V es de dimensién finita, el proceso se acaba. En cada
uno de los pasos, la dimensién de W es menor o igual que la de V', lo que demuestra el teorema. QED

Los espacios de dimensién finita son més sencillos de estudiar que los de dimensién infinita y a ellos
estarda dedicada la mayor parte del curso.
La construccion de bases no siempre es facil, pero veremos un resultado que ayuda.

Teorema 2.4.8 Teorema de prolongacion de la base

Sea V' un espacio vectorial de dimension finita igual a n, y W un subespacio de V. Si By =
{wi,...,wi} es una base de W, se pueden encontrar vectores {uki1,...,un} tales que el conjunto
{wi, .., Wey Ugy1, - .-, Un} €S una base de V.
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Demostracién. Sea {wi,...,wy,} una base de W. Si W # V| existird un vector en V, tal que
B U {uk+1} es un conjunto l.i. (si no lo fuera, uyy; estaria en W). Consideremos el espacio Wy41 =
lin(BU {ug41}). Si este espacio es igual a V', la demostracién estd acabada. Si no lo es, habra otro vector
Ug+2 con el que se podra razonar como antes. Como la dimension de V' es finita, el proceso acaba. Los
vectores anadidos forman junto con los de la base de W inicial, la base ampliada. QED

Como consecuencia del anterior teorema podemos probar:

Teorema 2.4.9 Sea V un espacio vectorial de dimension finita. St W es un subespacio de V', existe un
subespacio U de V' tal que:

V=WaoU
Demostracion. Sea By, un base de W. Por el teorema de prolongacién de la base, podemos construir
una base de V, anadiendo vectores a By . Sea By = {w,..., Wk, Uk+1,...,Un} esta base. Definiendo
U =lin({uk41,...,un}), no es dificil probar que los espacios W y U tienen interseccién igual a {0} y su
suma es V. QED

Se dice que W y U son subespacios suplementarios. Dado W la elecciéon de U no es unica.
Las dimensiones de los subespacios construidos a partir de otros por las operaciones estudiadas ante-
riormente estdn relacionadas a través de los teoremas siguientes.

Teorema 2.4.10 Sea V' un espacio vectorial de dimension finita, y W1, Wa dos subespacios de V. En-
tonces,
dim W7 +dim Wy = dim(W1 + WQ) + dim(W1 N WQ)

Demostracién. Sea Bw,nw, = {a1,...,a;} una base del espacio Wp N W5. Como este espacio
estd contenido en Wi, podemos ampliar la base y obtener otra de Wi: Bw, = {a1,...,ax,b1,...,bm}.
Y como también estd contenido en Wy, la podemos ampliar a una base de este subespacio: By, =
{a1,...,ax,c1,...,c.+. Consideremos el conjunto de vectores de V:

Bw ={a1,...,ak,b1,...,bm,C1,...,Cr}

y probemos que es una base del espacio Wi + Ws. En primer lugar es 1.i. Construimos una combinacion
lineal de estos vectores y la igualamos a cero:

k m T
Zaiai + Zﬁz‘bi + Z%’Ci =0
i=1 i=1 i=1

Sean v = Zle o;a, V1 = 2111 Bibi y vy = Z:=1 ~;¢;. Entonces, v € Wi NWay, v1 € Wy y ve € Wa. Como
la suma es cero, vo € W1, luego vo € W7 N Ws. Este vector debe poder expresarse como una combinacion
lineal de la base de este subespacio. Por tanto vy = 0. Debido a la independencia lineal de cada uno de los
tres conjuntos de vectores a;, b;, ¢; concluimos que todos los coeficientes son cero, y por tanto el conjunto
construido es 1.i.

Probemos ahora que generan el espacio Wi + W5. Esto es maés sencillo. Cualquier vector de este
espacio es suma de un vector de WW; més un vector de W5. Basta examinar las bases ampliadas de estos
subespacios para ver que cualquier vector de la suma se puede poner como combinacién lineal de los
vectores del conjunto l.i. determinado anteriormente. Ademds todos estos vectores estdn en la suma.
Luego es una base. Por tanto, la dimension de W7 + W5 es k +m + r lo que demuestra el teorema. QED

Como consecuencia se tiene:
Teorema 2.4.11 Si la suma W1 ® Ws es directa, se tiene:
dim(W1 (&%) WQ) = dim W7 + dim Wy

La demostracién es inmediata de dim{0} = 0.
Ademés:
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Teorema 2.4.12 Sea V un espacio vectorial de dimension finita, y W un subespacio de V. Entonces,
dimV = dim W + dim(V/W)

La demostracion es consecuencia del siguiente teorema.

De aqui se deduce que la dimensién del espacio cociente V/W es igual a la dimensién de un subespacio
suplementario de W. Como veremos més adelante, el espacio cociente es isomorfo al suplementario de W
(a cualquiera de ellos).

Se puede precisar aun més.

Teorema 2.4.13 Sea V' un espacio vectorial de dimension finita, y W un subespacio de V. Fijada una
base de W, By = {w1,...,wi}, la ampliamos a una base de V: By = {w1,...,wk,v1,...,0m}, donde
dimV = m + k. Entonces, el conjunto de vectores de V/W :

BV/WZ{’Ul +W,...,Um-‘rW}
es una base de V/W.

Demostracién. El conjunto By y es Li. Tomamos una combinacion lineal e igualamos a cero:

m

Z)\i(vi +W) =0

i=1

Operando, obtenemos: (Zfll Aiv;)+W =0, es decir, la clase cuyo representante es 2111 Aiv;, es la clase
cero, o sea, 2111 Aiv; € W. Pero los vectores v; no estan en W, sino en el suplementario, por lo tanto:
2211 Aiv; = 0, y como son l.i. se concluye que los coeficientes \; son cero. Veamos ahora que son un
sistema de generadores. Sea x + W un elemento cualquiera del espacio cociente. Como x € V, se tiene:

k m
T = Zﬂﬁz‘wi + Zyivi
i=1 i=1
Por tanto: . .
c+ W = Zywi + W = Zyi(vi + W)
i=1 i=1

que es lo queriamos demostrar. QED

2.5. Cambios de base. Matrices

En lo que sigue el espacio vectorial V' es de dimensién finita.

Segin hemos visto en la seccién anterior, este espacio admite una base, con un nimero de vectores
igual a la dimensién del espacio, y podremos expresar los vectores en funcién de esta base. Si tenemos
otra base, las coordenadas cambiaran. Este es el inconveniente de usar bases en un espacio vectorial, las
expresiones de los vectores cambian al cambiar la base y hay que prestar mucha atencién a la hora de
hablar de coordenadas en vez de vectores. Sin embargo, el uso de bases presenta otras muchas ventajas,
por lo que trataremos de establecer como cambian las coordenadas al cambiar las bases.

Sean B = {u1,...,u,} y B = {u],...,u,} dos bases del espacio vectorial V. Como todo vector puede
expresarse como combinacién lineal de los vectores de una base, este resultado es cierto para los vectores
de la base B en funcién de los vectores de la base B’:

! ! !
UL = A11U) T 21Uy + -+ apiuy,

! ! !
U2 = Q12U + A22Uy + - - - + Ap2Uy,

’ / ’
Up =  QlpUy + A2plUy + - -+ Gpnly,
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es decir:

n
_ /
U; = ajiuj
j=1

Por lo tanto, si € V', y su expresion en la base B es:

n
xr = E T;U;
i=1

su expresién en la base B’ sera:

Si ahora pensamos que = también puede escribirse en la base B’:

n
i=1
llegamos a la igualdad:

n n

o Comeny!
E Ty = E aji%iu;
j=1

ij=1

Pero la expresién en una base es tnica, por lo tanto, las coordenadas son iguales y se tiene:

n

!/ .

T; = g a;jrj, 1=1,...n
i=1

Es decir, conociendo la relacién entre las bases podemos saber como cambian las coordenadas. El
cambio inverso, es decir pasar de las coordenadas en la base B’ a las coordenadas en la base B también
es sencillo de expresar. Basta repetir el razonamiento anterior, cambiando el papel de las bases B y B':

uy = bniur +barua+ -+ bnun
uhy = bioui + basus + - - + bpouy,
U;L = bipur + bapus 4 - - - + bppuy,

n
U; = E bjiu;
=1

Repitiendo el proceso llegamos a:

n
Ty = E bijxg», i=1,...n
j=1
Esta claro que los escalares a;; y b;; no pueden ser independientes. La relaciéon que los liga es:

n n
Ty = E AijTj = Qij E bjrcy,
j=1 k=1

y como esta relacion se debe cumplir para todo vector del espacio, o si se quiere para valores arbitrarios

n
i=1

de x, se tiene:

33
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n
Z aijbjr = dik
j=1
donde §;; es un simbolo (delta de Kronecker) que representa un conjunto de valores de la forma siguiente:

5oL sii=]
TV 0 st i#j

La expresién anterior es un conjunto de ecuaciones (n?) que relacionan los coeficientes a;j con los b;;.

Los célculos con estos coeficientes son bastante complicados de escribir. Incluso el calculo de los
coeficientes a;; en funcién de los b;; no parece sencillo, aunque en principio es un problema lineal. Un
elemento esencial para estas operaciones que facilita enormemente los cédlculos es la matriz.

Ejemplo 2.5.1 Consideremos en IRp[z] dos bases:
1
B={1,z,2%}, B ={l,z, 2(3302 - 1)}

y estudiemos como se transforman las coordenadas de un polinomio p(z) = A1 + Aoz + A322. Expresado en
la primera base, las coordenadas son los tres nimeros reales: (A1, A2, A3). Para calcularlas en la segunda
base, veamos como se escriben los vectores de la primera base en funcién de los de la segunda:

luego los escalares a;; son:

y por lo tanto las coordenadas en la segunda base en funcién de las coordenadas en la primera son:

1
)\/1 = )\1+3)\3
o= A
2
Y

Los coeficientes b;; se calculan también facilmente:

y el cambio de coordenadas inverso es:

Moo= NN
A = A
o= Oy
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No es dificil comprobar que los coeficientes a;; y b;; satisfacen las relaciones estudiadas anteriormente.
Las dos expresiones del polinomio p(x) en estas dos bases son:

1 2. 1
p($) = )\1 +)\2$ +)\3x2 = ()\1 + 3)\3) + )\Qx + 3)‘32(3$2 _ 1)

Atn en un ejemplo tan sencillo, los calculos son tediosos de escribir. El lenguaje de matrices permite
un mayor aprovechamiento.

2.5.1. Matrices

Definicién 2.5.1 Una matriz es una coleccion de objetos dispuestos en forma rectangular con un cierto
numero de filas y columnas.

En lo que sigue, las matrices estardn formadas por escalares, pero se les puede encontrar muchas
otras aplicaciones. Los elementos de la matriz se designan por dos subindices que indican la posicién que
ocupan: el primero la fila y el segundo la columna. Asi, el elemento as3 de una matriz esta en la fila 2 y
columna 3. La matriz A = (a;;) es la formada por los elementos a;; en las posiciones correspondientes.

Ejemplo 2.5.2 La siguiente disposicién es una matriz 2 X 3, es decir, con dos filas y tres columnas:
2 -1 4
A= ( 1—4 30 0 >

Teorema 2.5.1 El conjunto de matrices nxm con coeficientes en un cuerpo IK, My, ym(IK) es un espacio
vectorial sobre IK de dimension nm

El elemento 22 es: 3

Demostracién. La suma de matrices se define elemento a elemento, es decir la matriz suma tiene
como elementos la suma de los elementos que ocupan la misma posicién en cada uno de los sumandos. Y el
producto por escalares consiste en multiplicar cada elemento de la matriz por el escalar. Las propiedades
de espacio vectorial son claras.

En cuanto a la dimensién, basta encontrar una base con nm elementos. La m4s sencilla es: B = {E;; |
i=1,...n, j =1...,m} donde las matrices F;; tienen un 0 en todas las posiciones, salvo en la fila i
columna j donde tiene un 1. No es dificil ver que es un sistema l.i. y que es un sistema de generadores.
QED

Existen muchas operaciones con matrices que iremos estudiando poco a poco. Por ejemplo, se puede
definir la transpuesta de una matriz, que permite construir a partir de una matriz de dimensiéon n x m
otra de dimensién m X n:

Definicién 2.5.2 Sea A € M,,»,(IK), con elementos (a;j). Se define la matriz transpuesta de A, A?,
como la matriz en My, xn(IK) con elementos (b;;), tal que:

bijzaji,izl,...m,j:l,...,n

Es decir, se intercambian las filas por las columnas.

Las matrices se usan en algebra lineal constantemente, con distinto significado. Hay pues que poner
cuidado en su interpretacion.

Se puede definir otra operacién entre matrices, el producto. Sin embargo, no siempre es posible
multiplicar dos matrices. Para ello el nimero de columnas de la primera debe ser igual al de filas de
la segunda y la matriz resultante tiene tantas filas como filas tenia la primera matriz y tantas columnas
como columnas tenfa la segunda. Se ve que no se trata de una operacién en M, ., (IK), sino:

ot My (IK) X Mo (IK) — My, 1 (IK)
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El método de multiplicacién, que es asociativo y distributivo respecto a la suma, consiste en lo si-
guiente. El elemento ij de la matriz producto es la suma de los productos de los elementos de la fila ¢ de
la primera matriz por los elementos de la columna j de la segunda. En funcién de los elementos de las
matrices que se multiplican se tiene la férmula:

m
Cikk = g aijbjk
=1

donde A = (a;;), B = (b;j), C = AB = (¢;5) v los indices se mueven en el rango adecuado.

Ejemplo 2.5.3 Sean las matrices A y B:

-1 3 i 0
A:<1+Q _; _Q), B=|2+2 -1 1 0
! ! 0 -1 0 1

Su producto es:

—2-2i 1 -1 0
AB_( B3+4i 1+4i 1+i —i>

Obviamente no se puede cambiar el orden de los factores, no porque se obtenga otro resultado, sino
porque en la mayoria de los casos ni siquiera se podra hacer el producto.

Pero cuando las matrices tienen igual el nimero de filas y de columnas (en este caso se llaman
cuadradas), la operaciéon anterior es una operacién interna en el espacio vectorial de matrices. Con ella,
este conjunto se transforma en un anillo respecto de las operaciones suma y producto, un anillo no
conmutativo con elemento unidad (la matriz identidad, unos en la diagonal, es decir cuando ¢ = j, y
ceros en las demds posiciones), que sin embargo no es un cuerpo, porque no siempre existe el inverso.
Esta estructura que mezcla la de espacio vectorial con la de anillo, se llama un dlgebra, en este caso no
conmutativa con elemento unidad (respecto a la multiplicacién). Dentro de ella se pueden seleccionar las
matrices que si poseen inverso, y construir un grupo multiplicativo, como hemos hecho con los anillos. El
cdleulo del inverso de matrices cuadradas (cuando éste existe) no es sencillo. Se dird que una matriz es
regular cuando tiene inverso.

Existe otra forma de ver el producto de matrices. Supongamos que A es una matriz con coeficientes en
IK, de dimension n x m y B otra de dimensién m X k, de manera que existe el producto AB. Supongamos
que escribimos la matriz B como una coleccién de matrices de m filas y una columna (vectores columna):

B = (By,Bs,...,By)

Entonces, el producto AB se puede leer como una matriz cuyos vectores columna son la multiplicacion
de A por los vectores columna de la matriz B:

AB = (ABy, AB,, ..., ABy)

La demostracién es evidente del producto de matrices. Un resultado similar se obtiene con las filas: Si la
matriz A se escribe como una coleccién de vectores fila (una fila y m columnas):

Ay
Aa
A= .
An
el producto AB se puede escribir como:
AB
A>B
AB =
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2.5.2. Operaciones elementales con matrices

Aunque su motivacién no sea excesivamente clara en este punto, vamos a estudiar una serie de mani-
pulaciones formales con las filas y las columnas de una matriz.
Una operacion elemental de filas en una matriz consiste en una de las tres transformaciones siguientes:

1. Cambiar entre si dos filas
2.  Multiplicar una fila por un escalar no nulo

3.  Multiplicar una fila por un escalar no nulo y sumarla a otra fila

De manera similar se definen las operaciones elementales entre columnas.

Ejemplo 2.5.4 Sea la siguiente matriz con coeficientes en C:

1 0 -1 2 01
0 2 3 2 00
1 0 2 -1 11
-1 0 1 0 0 O

La siguiente matriz se obtiene de ésta mediante una operacién elemental:

1 0 -1 2 0 1
0 2 3 2 0 0
1 0 2 -1 1 1
-2 0 -1 1 -1 -1

en la que hemos sumado la tercera fila multiplicada por —1 a la cuarta. La matriz que se obtiene es
claramente distinta de la primera. No estamos diciendo que las operaciones elementales dejen invariantes
las matrices. La siguiente matriz también se obtiene de la primera, mediante el intercambio de la tercera
y cuarta columnas:

—__ O
S O N O
O»l—*l\Dl\D
_= N W
o = o O
O = O =

El uso de operaciones elementales permite simplificar las matrices llegando a formas més sencillas.
Otra cosa es la utilidad, debido a que atin no hemos visto qué relacién, desde el punto de vista de las
aplicaciones de las matrices al dlgebra, existe entre matrices obtenidas mediante operaciones elementales.

Teorema 2.5.2 Sea A una matriz en M, xm(IK). La operacién elemental que consiste en intercambiar
la fila i por la fila j permite obtener una matriz igual a Fi;A, donde Fj; es una matriz cuadrada de
dimension n, que tiene ceros en todas las posiciones salvo en las ij y ji y en las kk para todo k # i, j
donde tiene un 1.

Por ejemplo, para n = 3, m = 8, la matriz F3 es la siguiente:

0
0
1

S = O

1
0
0
Las matrices Fj; tienen inverso. Concretamente el inverso coincide con ella misma:

FijFi; =1,

donde I es la matriz identidad en dimensién n. Resultado nada sorprendente si pensamos que si hacemos
esta operacion elemental dos veces, la matriz no cambia. Que se verifica el teorema es facil de ver. Cuando
multiplicamos la matriz F;; por A tomamos una fila de Fj; y actuamos sobre una columna de A. Si la
fila es distinta de la i o la j, no se produce ningin cambio, luego se obtiene la misma fila de la matriz A.
Sin embargo, cuando usamos la fila 7, al multiplicar por una columna cualquiera de A no se obtiene el
elemento 4 de esa columna sino el j. Es decir la fila i de la matriz A es sustituida por la fila j.
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Ejemplo 2.5.5 La matriz Fy4 para n =4 es:

1 0 0 0

0 0 0 1

0 010

01 00

Su producto por la matriz A del ejemplo anterior es:

1 0 -1 2 0 1
-1 0 1 0 0 0
1 0 2 -1 1 1
0 2 3 2 00

Con las columnas ocurre una situacién parecida pero ahora las multiplicaciones son por la derecha:
Teorema 2.5.3 Sea A una matriz en Myxm(IK). La operacion elemental que consiste en intercambiar
la columna i por la columna j nos da una matriz igual a AF;;, donde F;; es la matriz descrita en el

teorema precedente, pero ahora en dimension m.

Ejemplo 2.5.6 El producto de la matriz A del ejemplo anterior por la matriz F4 en dimension 6:

0 0

Foy =

OO O OO
OO = OO
OO OO
OO OO+~ O
O O OO o
_ O O O oo

€es:

|
—
N = O N
W N = =
N O OO
o= O O
O = O =

donde las columnas segunda y cuarta.

La segunda operacién elemental es multiplicar una fila (o columna) por un escalar no nulo. Se tiene
el teorema siguiente:

Teorema 2.5.4 Sea A una matriz en My, xm(IK). La operacion elemental que consiste en multiplicar la
fila (o columna) i por un escalar A # 0 nos da una matriz igual a K;(A\)A (0o AK;(\) para columnas),
donde K;(X\) es la matriz de dimension n (o m para columnas) que tiene ceros en todas las posiciones
salvo en la diagonal, donde tiene 1 excepto en la posicion ii que tiene .

La demostracién es evidente de las reglas del producto de matrices. Estas matrices K;(\) tienen inverso,
que es la matriz K;(A71).
Finalmente la tercera operacion se describe de manera similar.

Teorema 2.5.5 Sea A una matriz en My, xm(IK). La operacion elemental que consiste en multiplicar la
fila i por un escalar \ y sumarla a la fila j, nos proporciona una matriz igual a L;j(N\)A, donde L;;(X) es
la matriz de dimension n que tiene ceros en todas las posiciones y unos en la diagonal con la excepcion
siguiente: en la posicion ji aparece \

Un resultado similar se obtiene para columnas. La matriz a emplear es ahora la transpuesta de L;; () y
suma a la columna j la ¢ multiplicada por .

La demostracion es también evidente de las reglas del producto. Pero podemos interpretarla de la
forma siguiente. La matriz A se considera como una matriz de filas:
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Ay
A
A= )
An
El producto es ahora:
Ay Ay
A; A;
Lij(MA=Li(A) [ ¢ | = :
A; A+ A;
An An

En cuanto a las operaciones con columnas, se considera la matriz A como una matriz de columnas
A= (Aq,...,Ap) y se tiene:

ALﬁj()\) =(A1,..., A .. A, .Am)ij(A) =(A1,.. A, O A AL AR
No es dificil probar que estas matrices tienen también inverso (aunque A sea cero). Concretamente:
Li(MLij(=A) = 1

Como hemos dicho, el uso de operaciones elementales sobre una matriz permite simplificar la forma
de ésta. Se tiene el siguiente resultado.

Definicién 2.5.3 Una matriz escalon reducida por filas es una matriz en la que en cada fila, el primer
elemento no nulo estd en una columna situada a la derecha de la columna de la fila anterior en la que
estd el primer elemento no nulo de esa fila

Teorema 2.5.6 Sea A una matriz rectangular m x n sobre un cuerpo IK. Esta matriz se puede reducir
mediante operaciones elementales con filas y columnas a una matriz escalon.

Demostracion. Consiste simplemente en la descripciéon de un algoritmo que permite llegar a ese
resultado en un numero finito de pasos (cosa natural dado el cardcter finito de la matriz).

Mediante operaciones elementales del tipo cambios de filas, podemos conseguir que el primer elemento
no nulo de la primera fila esté en la primera columna no nula de la matriz. Es decir las columnas anteriores
son todas cero. Usando ese primer elemento no nulo en la primera fila, podemos hacer nulos los elementos
situados debajo de él, utilizando la operacion elemental de multiplicar una fila por un escalar y sumar a
otra. Una vez conseguido esto, colocamos en la segunda fila aquella (descontando la primera) que tiene
el primer elemento no nulo en la columna con el menor indice posible. Mediante operaciones elementales
podemos conseguir que todos los elementos por debajo de éste sean nulos. Etc. QED

Ejemplo 2.5.7

1 0 -1 2 01
0 2 3 2 00
1 0 2 -1 11
-1 0 1 0 0 O

Vamos a reducirla a la forma escalén. La primera fila tiene un elemento no nulo en la primera columna.
Utilizamos éste para hacer cero el resto de elementos de la primera columna. Multiplicando por —1 y
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sumando a la tercera, y multiplicando por 1 y sumando a la cuarta, obtenemos:

1 0 -1 2 01
0 2 3 2 00
0 0 3 -3 10
0 0 0 2 01

La segunda fila sirve a nuestros propédsitos. Y la tercera también. Con lo que la matriz ya estda en forma
escalén. Utilizando otras operaciones elementales, podriamos conseguir que los primeros elementos no
nulos de cada fila fueran iguales a 1. Multiplicando la segunda y cuarta fila por 1/2 y la tercera por 1/3,
tenemos:

0 1 0 1/2

Aun podemos obtener una forma mas simplificada. Usamos operaciones elementales para eliminar los
elementos de las columnas que no son cero ni son el primero de la fila no nulo. Este paso no siempre se
puede hacer, debido a que los primeros elementos no nulos de cada fila no estdn escalonados como aqui,
de uno en uno. Multiplicando la tercera fila por 1 y sumando a la primera, la cuarta por —1 y sumando
a la primera, la tercera por —3/2 y sumando a la segunda, la cuarta por —5/2 y sumando a la segunda
y la cuarta por 1 y sumando a la tercera se llega a:

00 1/3 1/2
0 0 —1/2 —5/4
10 1/3 1/2
0 1 0 1/2

oo O
[ -]

No se pueden hacer méas ceros mediante operaciones elementales de filas. Nétese que las operaciones
elementales de filas no tienen porqué conmutar. Si uno recuerda que en definitiva no son méas que productos
por laizquierda de las matrices explicadas antes, es claro que en general éstas no conmutan. La matriz final
se obtiene de la inicial mediante un producto por una matriz que es el producto de las correspondientes
a las operaciones elementales hechas. Recordando todos los pasos, se tiene:

10 00 1 00 0 10 0 0 1 00 -1 1010
0 1 00 01 0 —5/2 01 -3/2 0 0 1 0 0 0 1 0O
0 011 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 010
0 0 01 0 0 O 1 0 0 0 1 0 0 O 1 0 0 01
1 00 0 1 0 0 0 1 0 0 O 10 00 10 00
0 1 0 0 0 1 0 0 0 1/2 0 0 0 1 00 0 1 00
0 0 1 0 0 0 1/3 0 0 0 10 0 010 -1 0 1 0
0 0 0 1/2 0 0 0 1 0 0 0 1 1 0 0 1 0 0 1

Obsérvese que el orden de multiplicacién es el inverso (claro estd) del orden en el que se han hecho
las operaciones elementales. El producto es:

1/6 0 1/3 —1/2
—3/4 1/2 —1/2 —5/4
16 0 1/3  1/2
/2 0 0 1/2

P =

Esta es una matriz cuadrada con inverso, que corresponde a una sucesién de operaciones elementales. Su
obtencién es ciertamente laboriosa. Pero existe una forma mucho més sencilla de obtenerla. Supongamos
que sometemos a la matriz identidad a las mismas operaciones elementales que a A. Al final obtenemos
las matrices anteriores multiplicando a la matriz identidad: PI = P. Por tanto la matriz P se obtiene
facilmente de esta forma. Cada vez que hacemos una operacién elemental en la matriz A, hacemos la
misma en la matriz I.
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Como hemos visto, no es posible simplificar mas la matriz haciendo operaciones con filas. Sin embargo,
operando con las columnas podemos simplificar atin mas. Consideremos la matriz:

1000 1/3 1/2
0100 —1/2 —5/4
0010 1/3 1/2
000 1 0 1/2

La primera columna por —1/3 sumada a la quinta, y por —1/2 sumada a la sexta da:

100 0 0 0
0100 —1/2 —5/4
0010 1/3 1/2
000 1 0 1/2

La segunda columna por 1/2 sumada a la quinta, y por 5/4 sumada a la sexta da:

1000 0 0
0100 0 0
0010 1/3 1/2
0001 0 1/2

La tercera columna por —1/3 sumada a la quinta, y por —1/2 sumada a la sexta da:

10000 0
01000 0
00100 0
00010 1/2

Finalmente, la cuarta columna por —1/2 sumada a la sexta da:

100 0 0O
0 1.0 00O
0 01 00O
0 00100

Ahora tenemos una matriz que multiplica a A por la derecha:

1000 —1/3 —1/2
0100 1/2 5/4
oo 10 —1/3 —12
@=100 01 0 —1/6
0000 1 0
0000 0 1

que es el producto de las operaciones elementales que hemos hecho (ahora en el mismo orden en que las
hacemos). Entonces, decimos que hemos obtenido (PAQ) la forma més sencilla posible desde el punto de
vista de transformaciones elementales.

Calculo de la inversa de una matriz.

Sea A una matriz cuadrada, de la que suponemos tiene inversa. Haciendo operaciones elementales con
filas podemos llegar a la forma mas sencilla posible segtin lo dicho anteriormente. Es decir: PA es una
matriz reducida, concretamente la matriz identidad (si no es asi, A no puede tener inversa, discutiremos
esto mas adelante). Pero, la matriz P es entonces A~!, la matriz inversa de A, y se obtiene aplicando a
la matriz A las mismas operaciones elementales que nos permitieron pasar de A a la identidad. Luego
PI = P es la matriz inversa de A.
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Ejemplo 2.5.8 Sea:

2 -1 1
A= 0 1 0
—4 0 1

que suponemos tiene inversa. Calculdndola mediante operaciones elementales:

2 -11 1 00
A= 0 10 01 0
—4 01 0 0 1

O N

I
—

—_
O =
— O
o O

2 01 1 10
010010
003221

2 0 0 1/3 1/3 —1/3

010 0 1 0

003 2 2 1

1 00 1/6 1/6 —1/6
0 1 0
003 2 2 1

—
o

1 00 1/6 1/6 —1/6
0 1 0
00 1 2/3 2/3 1/3

(e}
—
e}

luego la matriz inversa es:
1/6 1/6 -1/6
0 1 0
2/3 2/3 1/3

como se puede comprobar ficilmente.

2.5.3. La matriz del cambio de base

Veamos una primera aplicaciéon de matrices a la teoria de espacios vectoriales. Como hemos visto,
cuando tenemos dos bases en un espacio vectorial (de dimensién finita), podemos hallar las coordenadas
de un vector en una base cuando conocemos las coordenadas en la otra. Si la relacién entre los vectores

de las bases B = {u;} y B’ = {u}} es:
n
Ui = Z ajiug, (2.1)
j=1

podemos definir una matriz:
P = (ai;)

cuyos elementos sean las coordenadas de los vectores de la primera base en funcién de los de la segunda,
cuidando el orden de filas y columnas. Sea X € IK" el vector (columna) de coordenadas correspondiente
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ax €V enlabase By X' € IK" el correspondiente en la base B'. Es decir, en la notacién utilizada
anteriormente:

X1 Ty

X , xh
X = X =]

T xl,

donde:
n n
!
T = g Til;, T = g T,
i=1 i=1

Teniendo en cuenta las ecuaciones que estudiamos para el cambio de coordenadas:

n
!/ .
T; = g a;jrj, 1=1,...n
i=1
vemos que se pueden escribir, utilizando matrices, como:
X =PX
El cambio inverso es:

n
Ty = E bijxg,izl,...n
i=1

luego, si P’ = (b;;), se tiene:
X =PX

Como sabemos, los escalares a;; y b;; no son independientes, sino que verifican:

n
E aijbjk = dik
i=1

Pero esto no es més que la igualdad del producto de matrices P y P’ con la matriz identidad:
PP =1

es decir, la matriz de cambio de base es una matriz que posee inverso y este inverso es justamente la
matriz de cambio de base en sentido contrario. Veamos un ejemplo de lo dicho.

Ejemplo 2.5.9 Se define la traza de una matriz cuadrada como la suma de los elementos de la diagonal.
El conjunto de matrices 2 x 2 con coeficientes en C de traza nula es un espacio vectorial complejo. La
suma de matrices de traza nula es una matriz de traza nula y el producto de escalares por matrices de
traza nula es también una matriz de traza nula. La dimensién de este espacio es tres (la dimensién del
espacio total es 4 como ya sabemos, y la condicién de traza nula selecciona un subespacio con dimensién
3, como detallaremos en la préxima seccién). Una base es:

(0 9) = (08) = (1)

Cualquier matriz de traza nula es combinacién lineal de estas tres matrices:

A= (3 _g > =ah+ pe+~f

Seleccionemos otra base en este espacio, que tendrd también tres elementos.

(01 (0 =i (1 0
1=\ 10) 270 o) =0 21
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y calculemos la matriz de cambio de base, que serd claramente una matriz 3 x 3. Para ello expresemos
los elementos de la base {h, e, f} en funcién de los elementos de la base {o1, 02, 03}:
1

5 (o1 —io2)

1
h=o03 e= 2(01 +i0g), f=

por lo que la matriz de cambio de base es:

0 1/2 1/2
0 /2 —i/2
1 0 0

y por tanto, si A es cualquier matriz de traza nula, con coordenadas en la base {h,e, f}, dadas por
X1, X2, T3, y coordenadas en la base {01, 02,03}, Y1, Y2, y3, se tiene:

i 0 1/2 1/2 I
Y2 = 0 i/2 —i/2 X9
Y3 1 0 0 T3
es decir:
1
o=, (@2 + x3)
)
y2 = (w2 —x3)
Yys = T1

Es sencillo comprobar que el resultado es correcto:

o X1 X9 _1 0 1 ) o 0 —2
A_<x3 _x1>—2($2+$3)<1 0>+2($2 x3)<l 0>+x1<

2.6. Ecuaciones de subespacios

O =
|

— O
N———

Como dijimos anteriormente, el rango de una familia de vectores en un espacio vectorial es el nimero
maximo de vectores l.i. que se pueden encontrar en esa familia. Cuando el espacio es de dimension finita,
el rango es un numero finito, porque, como hemos visto, no hay conjuntos de vectores l.i. con mas de n
elementos, donde n es la dimensién del espacio. Ampliamos este concepto a matrices.

Definicién 2.6.1 Sea A una matriz con coeficientes en IK con n filas y m columnas. Se define el rango
de A como el rango de sus vectores fila (considerados como vectores del espacio IK™ ).

Ejemplo 2.6.1 El rango de la matriz:

2 -1 0
A= 0 1 -1
-2 3 -2

es igual a 2, pues es facil ver que solo hay dos vectores fila 1.i. (la tercera fila es igual a dos veces la
segunda menos la primera).

El rango por filas de una matriz es muy facil de calcular si esta en la forma escalén. En efecto, dada la
forma que alli tienen los vectores fila, basta restar del nimero total de filas, las filas formadas por ceros.
Nétese que desde este punto de vista, lo que estamos haciendo al reducir una matriz a su forma reducida
es establecer combinaciones lineales de vectores (que generan la misma envolvente lineal que los vectores
originales, debido a las exigencias que se han hecho sobre las operaciones elementales), y por tanto, una
vez llegados a la forma final, basta excluir los vectores que son cero.

No parece que las filas hayan de jugar un papel més importante que las columnas. Podriamos haber
definido el rango de una matriz como el rango del sistema de vectores formado por sus vectores columnas.
Pero ocurre que ambos rangos son iguales.
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Teorema 2.6.1 El rango del sistema de vectores fila de una matriz y el rango del sistema de sus vectores
columna son iguales, y es el rango de la matriz por definicion.

Demostracién. Sea A una matriz n x m sobre un cuerpo IK y supongamos que r¢ y r. son sus rangos
por filas y columnas respectivamente. Por la definicién de rango por filas, existen 7 filas L.i. que podemos
suponer que son las 7y primeras. Las demds filas dependen linealmente de estas primeras:

s
szz)‘kiFia k::?“f—l—l,...,n

i=1

siendo F; los vectores fila de la matriz A. En componentes:

ry
akj = g Aeitij, k=rp+1,....n, j=1,...m
i=1
Por lo tanto, las columnas j = 1,...,m se puedes poner como: aj; arbitrarios cuando k = 1,...75 y
arj = ity Akiai; cuando k =rs + 1,. .., n. Definiendo una coleccién de vectores en IK™:

(1,0, 0, A 11 s Ant)s (0see ey 0,1, Aty oy Ar)

vemos que la columna j es combinacién lineal de ellos (con coeficientes: aij,...,ar;). Por lo tanto el
nimero de columnas l.i. es menor o igual que ry. Empezando de manera similar por las columnas ob-
tendriamos: 7. < ry. Asi, el rango por filas es igual al rango por columnas. Obtendremos este resultado
mas tarde al estudiar la relacion entre determinantes y rangos. QED

El rango de una matriz puede cambiar al multiplicarlo por otra. Se tiene el siguiente resultado.

Teorema 2.6.2 Sean A € My xm(IK) y B € My« (IK) dos matrices. Se tienen las desigualdades:
F(AB) < r(A), (AB) < r(B)

Demostracion. No es nada sorprendente que asi sea. Como ya hemos visto, multiplicar una matriz
(como A) por la derecha por otra matriz, no es més que construir otra matriz cuyos vectores columna
son combinaciones lineales de los vectores columna de la inicial. Con estas operaciones uno no puede
conseguir mas vectores l.i. de los que habia. Como mucho tendra los mismos, luego el rango no puede
aumentar. El mismo razonamiento se aplica a los vectores fila cuando multiplicamos por la izquierda.

QED
Pero si una de las dos matrices tiene inverso (por supuesto es cuadrada), entonces el rango de la otra

no varia:

Teorema 2.6.3 Sea A € M, wm(IK) y un matriz reqular B € My, xm (IK). Entonces:
r(AB) = r(A)

Si consideramos C € My, xn(IK) regular, se tiene también:
r(CA) =r(A)

Demostracién. La razon es evidente del teorema anterior. Al multiplicar por una matriz cuadrada lo
que estamos haciendo, desde otro punto de vista, es un cambio de base. La dimension de la envolvente
lineal no varia, es decir, el rango permanece constante. QED

Los subespacios de un espacio vectorial (de dimensién finita), se pueden definir de varias maneras,
como ya hemos adelantado en otro punto. La forma implicita consiste en escribir los vectores en una base
(del espacio total), y someter a las coordenadas a unas ecuaciones lineales homogéneas, es decir igualadas
a cero.
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Teorema 2.6.4 Consideremos el espacio vectorial de dimensidn n, IK". Los vectores & = (21,2, ..., Tp)
de este espacio que satisfacen las m ecuaciones:

a1121 + a1222 + -+ -+ A1 Ty

2121 + 2222 + + - + G2, Ty

Am1T1 + Q22 + -+ AppTp, = 0
forman un subespacio vectorial de IK™.

La demostracion es inmediata debido a la linealidad de las ecuaciones.
El sistema anterior se puede escribir como una ecuacién con matrices. Sean las matrices:

a11 @12 - QAln x1

a1 Q22 - Q2n T2
A= , X =

Am1 Am2 - Amn Tn

La ecuacién se puede escribir como:
AX =0

y de aqui es inmediato probar que el conjunto de soluciones es un espacio vectorial, subespacio de IK".
La dimensién de este subespacio es facil de establecer. La matriz A se puede transformar en una matriz
escalén reducida por filas mediante operaciones elementales. Como éstas son equivalentes a multiplicar
la matriz por la izquierda por matrices regulares, el sistema de ecuaciones tiene las mismas soluciones:

PAX =0 AX =0

De esta forma, el niimero de ecuaciones que nos queda es justamente el rango de la matriz A.

Teorema 2.6.5 La dimension del subespacio definido por la ecuacion AX = 0 es igual a la dimension
del espacio (X € IK"™) menos el rango de la matriz A € My, xn (IK).

Para un espacio vectorial arbitrario (no necesariamente IK"), la situacién es la misma. Basta elegir
una base y emplear coordenadas para encontrarnos en una situacién igual a la descrita anteriormente.
Volveremos a estudiar estos aspectos con mas detalle cuando definamos las aplicaciones lineales.

La otra forma de definir un subespacio es como la envolvente de una familia de vectores. En este caso
la dimensién es clara, es justamente el rango de esa familia de vectores, es decir el nimero maximo de
vectores 1.i. que podemos encontrar en esa familia. Cualquier vector del subespacio viene dado como una
combinacién lineal de los vectores de la familia que genera el subespacio:

k
er@xzz&-vi

i=1

donde S = {vy,...,v;} es la familia generadora de W. Téngase en cuenta que el vector z no determina
univocamente los coeficientes A;. Pero de entre los vectores de S podemos seleccionar un conjunto maximal
de vectores 1.i. Este conjunto, como ya hemos dicho muchas veces, genera W. Y no solo eso, es una base
de W. De modo que en funcién de estos vectores las coordenadas si son tinicas.

Una manera practica de calcular esta base es la siguiente. Supongamos que tenemos una base en el
espacio vectorial V' de partida, B = {uy,...,u,} y que los vectores v; que generan el subespacio tienen
en esta base unas coordenadas:

v = buur +barug + -+ bpiuy
biour + baoug + -+ - + bpouy

V2

vk = bigur + bagug + - - -+ bpruy,
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Cualquier vector del subespacio es:

es decir, si @ = Y1 | ju;, se tiene:
k
Tj = E bji)\i
i=1

que es la expresién que deben tener las coordenadas de z para que este vector esté en W y en la que
A; toman valores arbitrarios en IK. Estas expresiones son las ecuaciones paramétricas de W. En forma
matricial, la ecuacién es:

X =BA
donde las matrices X, B, A son respectivamente:
1 bin b2 - bin A1
22 bor b2 - bop A2
X = , B= , A=
Tn b1 bm2 -+ bmn Ak

Estas ecuaciones tienen cierto parecido con las que dimos anteriormente en forma implicita (de hecho para
IK"™, pero vélidas en cualquier espacio de dimensién n una vez que definamos una base). ;Cémo pasamos
de unas a otras? El proceso se conoce como eliminacion de pardmetros yendo hacia la primera ecuacién
(X = BA = AX = 0) o resolucién del sistema yendo de la segunda la primera (AX = 0 = X = BA).
Ambos procesos son ya conocidos y no insistiremos en ellos. La segunda ecuacién tiene parametros
redundantes en general, debido a que los vectores que generan el subespacio no tiene porqué ser l.i. Y
la primera puede tener ecuaciones redundantes como hemos dicho ya. En ambos casos la dimension del
subespacio es:

1. De AX =0 se deduce dimW =n —r(A4).
2. De X = BA se deduce dim W = r(B)

Ya veremos en otra ocasién nuevas interpretaciones de estos resultados en relacién con las aplicaciones
lineales.
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Capitulo 3

Aplicaciones lineales

Aplicaciones lineales. Nicleo e Imagen. Representacién matricial. Cambios de base.
Espacios de aplicaciones lineales. Rango. Sistemas de ecuaciones lineales. Determinantes.

A lo largo de este capitulo V, W, ..., etc., denotarén espacios vectoriales sobre el cuerpo IK (de carac-
terfstica diferente a 2, p.e., IR, C).

3.1. Generalidades sobre aplicaciones lineales

Las aplicaciones més notables entre espacios vectoriales son aquellas que preservan sus estructuras.
Tales aplicaciones se denominan lineales y sirven a una gran variedad de propdsitos. En este capitulo
vamos a estudiar algunas de sus propiedades y aplicaciones.

3.1.1. Definiciones

Definicién 3.1.1 Una aplicacion f:V — W entre dos espacios vectoriales se dird que es lineal si,

i fle+y)=[f(z)+ f(y), Yo,y eV,
it. f(Ax) = Af(x), VA e K.

En otras palabras f es un homomorfismo de grupos abelianos (V, +), (W, +) y conmuta con el producto
por escalares.

Si f es inyectiva diremos que es un monomorfismo de espacios vectoriales, si es suprayectiva, diremos
que es un epimorfismo y si es biyectiva diremos que f es un isomorfismo de espacios vectoriales.

Si fi1,..., fr son aplicaciones lineales de V en W y Aq,..., A\, son escalares, definimos la combinacién
lineal A1 f1 4+ ---+ A fr como una aplicacion de V en W dada por

Afr+ -+ A fe)(@) = Mfi(x) + -+ A fr(n), Vo e V.

Proposicion 3.1.1 La combinacion lineal de aplicaciones lineales es una aplicacion lineal. Lo mismo
ocurre con la composicion de aplicaciones lineales.

Demostracion. Efectivamente, si f, g son aplicaciones lineales de V en W y A, u dos elementos del
cuerpo IK, hemos definido (A\f +pug)(z) = Af(x)+ug(x), Vo € V. Entonces, (Af+pg)(z+y) = Af(x+y)+

ng(z+y) = A f(@)+f(y)+ulg(@)+9y) = Af(x)+pg(@)+Af(y)+rg(y) = (Af+pg)(@)+(Af +r9)(y).
Andlogamente, si f:V — W, g:W — U, son dos aplicaciones lineales, la composicién go f:V — U

es lineal. go f(z +y) = g(f(x +y)) = g(f (@) + f(y)) = 9(f(@)) + 9(f(y)) = go f(x) + go f(y), y de la
misma forma con el producto por escalares. QED

49
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Nota. En la clase Vi de todos los espacios vectoriales de dimensién finita sobre el cuerpo IK,
se puede establecer una relacion de equivalencia como sigue: V =~ W si y sélo si existe un
isomorfismo f:V — W de espacios vectoriales. Es un ejercicio sencillo comprobar que dicha
relacion es de equivalencia.

Desde este punto de vista dos espacios vectoriales isomorfos se pueden considerar idénticos
y el problema de la clasificacion de espacios vectoriales consiste en describir el conjunto de
clases de equivalencia Vi / ~. Como veremos inmediatamente tal conjunto es IN U 0.

Dentro de la clase de equivalencia [V] de un espacio vectorial dado V, se hallan todos aquellos
isomorfos a él. Desde un punto de vista abstracto, las realizaciones concretas de un espacio
vectorial son irrelevantes pero no asi desde un punto de vista préactico.

3.1.2. Algunos ejemplos
Ejemplo 3.1.1 Sea V =1IK, y A € IK entonces fy(z) = Az, es una aplicacién lineal.

Ejercicio 3.1.1 Probar que toda aplicacién lineal de IK en si mismo es de la forma descrita en el ejemplo
anterior 3.1.1.

Ejemplo 3.1.2 Sea V = C. Si consideramos C como un espacio vectorial sobre el cuerpo de los nimeros
reales IR, la aplicacién f(z) = Z es lineal, pero no si consideramos C como un espacio vectorial sobre C.

Ejemplo 3.1.3 Sea V = IR?. fz,y) = (xcosa—ysen o, zsena+ycosa), a« € IR. f denota una rotacién
de dngulo a (f = €™ en notacién compleja).

Ejemplo 3.1.4 Consideremos ahora V = IK[z], f(P) = P’, VP € IK[z]. Denotaremos la aplicacién lineal
anterior (“tomar la derivada”) por el simbolo D (o también 8, ), entonces D?, D3, ... etc. son aplicaciones
lineales debido a la proposicién 3.1.1 asi como cualquier combinacién lineal de ellas, por tanto

L=D"+MD" 14 XD" 24 4 X1 D+ A\,
es una aplicacién lineal. Un tal objeto se denomina un operador diferencial lineal en IK[z].

Ejemplo 3.1.5 Consideremos de nuevo V = IK[z], y la aplicacién f:IK[z] — Kz], f(P) = [ P(z)dx
donde el simbolo [ - dx denota la primitiva con término constante 0. La aplicacién lineal [ P(z)dz también
se denota por D71, esto es, D~!P = [ P(z)dz. Cualquier potencia de esta aplicacién lineal también es
lineal D=2, D~3, etc. Una combinacién lineal de los operadores D¥, k € Z, se denominard un operador
pseudodiferencial en IK[x].

Ejemplo 3.1.6 Sea V = M, (IK). En el espacio vectorial de las matrices cuadradas la aplicacién
f: M, (K) — M, (IK), f(A)=A"
es lineal. Si B € M,,(IK), f(A) = BA es lineal.

La siguiente proposiciéon proporciona un método sistemético y eficaz para la construccion de aplica-
ciones lineales “a la carta”.

Proposicién 3.1.2 Construccidn de aplicaciones lineales. Sea V' un espacio vectorial y B = {e1,...,en}
una base de V. Sea W un espacio vectorial. Asociamos a cada elemento e; de B un vector arbitrario
u; € W. Definimos entonces f:V — W como sigue: Si x = > i z'e;, f(v) = > i, x'u;. Entonces la
aplicacion f es lineal.

Demostracién. Es inmediato comprobar que f es lineal. En efecto, si x = >, ey, y = > yles,

entonces 2 +y = 3,(2¢ +y)er y por tanto f(z+y) = (@' +y)us = X, i+ 3y yus = £(z) + F(b).
Anglogamente para f(Az). QED
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3.1.3. Algunas propiedades de las aplicaciones lineales

Definicién 3.1.2 Llamaremos nicleo de la aplicacion lineal f:V — W al subconjunto ker f = {v € V|
f(v) =0} = £71(0). La imagen de f se denotard por im f o bien f(V).

Proposicion 3.1.3 ker f e im f son subespacios vectoriales.
Ejercicio 3.1.2 Probar la proposicién anterior 3.1.3.
Ejercicio 3.1.3 Probar que f2 =0 si y sélo si im f C ker f.

Proposicion 3.1.4 Una aplicacion lineal f:V — W es un monomorfismo si y solo si ker f =0; f es un
epimorfismo si y sdlo si f(V) =W

Ejercicio 3.1.4 Probar la proposicién anterior 3.1.4.
Ejemplo 3.1.7 V = K]z], D: K[z] — K[z]. im D = K[z], y ker D = polinomios de grado cero.

Ejemplo 3.1.8 V = M,(K), f(A) = [A,B] =AB—-BA. K=C,n=2, B = ( 1 _(1) >; ker f =

{( ctd 2) |c,d€C},imf:{<Z __22 > |a,b€C}.

Ejemplo 3.1.9 Sea V el espacio vectorial V' = {0}. Hay una unica aplicacién f: {0} — W, y es f(0) =
Ow . Esta aplicacién se denotara habitualmente por 0 — W. Hay también una tnica aplicacién f: W —
{0}, es la aplicacién trivial f(u) =0, Vu € W. Tal aplicacién se denota habitualmente W — 0.

Proposicién 3.1.5 1. Si W C V es un subespacio de V y f:V — U es lineal, entonces f(W) es un
subespacio de U.
2. 51 S es un subconjunto no vacio de V, lin(f(S)) = f(lin S).

Ejercicio 3.1.5 Probar la proposicién anterior 3.1.5.

Proposicion 3.1.6 1. Si f:V — U es un monomorfismo y S es un sistema linealmente independiente,
entonces f(S) es linealmente independiente.

2. 5i S es un sistema generador de V' y f es suprayectiva, entonces f(S) es un sistema generador de
U.

Ejercicio 3.1.6 Probar la proposicién anterior 3.1.6.

Proposicién 3.1.7 Si f:U — V es un isomorfismo y B es una base de V, entonces f(B) es una base
de U.

Demostracion. Si f es un isomorfismo, entonces es un monomorfismo. Si B es una base cualquiera
de V, entonces por la proposicién 3.1.6 f(B) es 1.i. Por otro lado, f es también un epimorfismo, y por la
proposicién 3.1.6 f(B) es un sistema generador. Por lo tanto f(B) es una base. QED

Podemos concluir esta cadena de razonamientos con el siguiente teorema.

Teorema 3.1.1 Una aplicacion lineal f:V — U es un isomorfismo si y solo si para alguna base B de V,
f(B) es una base de U.
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(39l

Demostracién. El “sélo si” es el enunciado de la proposicion 3.1.7. El “si” se prueba facilmente

como sigue. Sea B = {ej,...,e,} una base de V tal que f(B) es una base de U. .
Supongamos que z € ker f. Entonces f(z) = 0, pero x = S ate;, y por tanto f(z) = > 2 f(e;) = 0.
Como los elementos de f(B) son l.i., entonces ' =0, i =1,...,n y por tanto z = 0. Como ker f =0, f

es un monomorfismo.
Sea y € U. Como f(B) es un sistema generador de U, existen 4, i = 1,...,n tales que y = > _ ¢ f(e;),
por lo tanto y = f(3_ y'e;) y y € im f, por tanto f es suprayectiva y por tanto es un epimorfismo. QED

Del resultado anterior se desprende la siguiente caracterizacion de espacios vectoriales isomorfos.

Corolario 3.1.1 Dos espacios vectoriales de dimension finita U y V' son isomorfos si y solo si dimV =
dim U.

3.2. Teoremas de isomorfia de espacios vectoriales

3.2.1. Primer teorema de isomorfia de espacios vectoriales

Teorema 3.2.1 Sea f:V — W una aplicacion lineal, entonces:
i. Eziste un isomorfismo f:V/ker f — f(V),
ii. existe un monomorfismo i: f(V) — W,
iii. existe un epimorfismo m:'V — V/ker f,
tales que, f =io for.

1% Jow

wl li

Vikerf -1 imf

Demostracién. El monomorfismo i es la inclusién candnica, i(w) = w, Yw € f(V).
El epimorfismo 7 es la proyeccién candnica, 7(v) = v + ker f, Vo € V.
El isomorfismo f se define como sigue:

flo+kerf)=f(v), YveV.

Debemos comprobar en primer lugar que f esta bien definida. En efecto, si v+ker f = v/ +ker f, entonces
v —v' €ker f. Por lo tanto f(v) = f(v), y f(v+ker f) = f(v' + ker f).

Debemos probar ademés que f es lineal, suprayectiva e inyectiva. La prueba de la linealidad de f es
rutinaria y la suprayectividad es evidente.

Calculemos por ejemplo, ker f. Si v + ker f € ker f, entonces f(v) = 0, y por lo tanto v € ker f, y
v+ ker f = ker f que es el cero del espacio cociente.

Finalmente calculemos i o f o m(v) = io f(v+ker f) = i(f(v)) = f(v). QED

Corolario 3.2.1 dimV = dimker f + dim f(V).

Demostracién. Efectivamente, como f es un isomorfismo, tenemos que dim V/ker f = dim f(V),
pero dim V/ker f = dimV — dimker f. QED

La composicion de dos aplicaciones f:U — V, g: V — W se dira exacta si ker g = im f. Se tienen las
siguientes propiedades elementales:

Ejercicio 3.2.1 Probar las siguientes afirmaciones.
1.0 = U LV es exacta <= f es un monomorfismo.

2. ULV = 0 es exacta < f es un epimorfismo.
3.0-oU -V —>W — 0esexacta < V/UXW.
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3.2.2. Otros teoremas de isomorfia

Ademaés del teorema de isomorfia anterior existen otros teoremas que permiten identificar espacios
vectoriales construidos a partir de operaciones suma y cociente. Citaremos dos.

Teorema 3.2.2 Sean W C U C V un espacio vectorial y dos subespacios contenidos el uno en el otro.

Entonces:
V/W

/W =V/U.

Demostracién. En primer lugar notemos que U/W es un subespacio de V/W ya que u+W € V/W,
Vu € U. Definamos la aplicacién f:V/W — V/U por f(v + W) = v+ U, Yv € V. Es claro que esta
aplicacién estd bien definida ya que W C U. Por otro lado la aplicaciéon es suprayectiva y ademds
ker f = {v+W |v €U} =U/W. Entonces por el primer teorema de isomorfia, teorema 3.2.1,

V/W VW
U/W  kerf

IR

FV/W) =V/U.
QED

Teorema 3.2.3 Sean U,V dos subespacios de un espacio vectorial. Entonces se verifica:

v _U+V

unv.-— v
Demostracién. Definamos la aplicacién f:U — (U + V)/V por f(u) = u+ V. La aplicacién f es
suprayectiva. En efecto, si x + V € (U 4+ V)/V, entonces ¢ = u + v, con u € U, v € V. Por tanto

f(u) = & 4+ V. Si calculamos el niicleo de f tenemos, u € ker f si f(u) = 0, por tanto u € V, entonces
ker f = U NV. Aplicamos el primer teorema de isomorfia a f y obtenemos el enunciado. QED

3.3. Representaciéon matricial y cambios de base

3.3.1. Representacién matricial de una aplicacién lineal

Sea f:V — W una aplicacién lineal entre los espacios vectoriales V, W (ambos sobre IK). Sea By =
{ej}7_; una base de V (dimV =n) y By = {u;}j~, una base de W (dim W = m). La imagen del vector
ej por f, f(e;), serd una combinacién lineal de los vectores de By, esto es:

f(ej) :Aljul—l—Agqu—l—---—i-Amjum, j:l,,n (31)
Los coeficientes A;;, 7 =1,...,m, j =1,...,n, pueden organizarse como una matriz m x n,
Ay A - A
A1 A - Agp
A= ) . .
Aml Am2 o Amn

La primera columna estd formada por los coeficientes de la imagen de e; en la base uy,..., la j-ésima
columna esta formada por las coordenadas de la imagen del vector e; en la base u;, etc. Si colocamos los
vectores u; formando una matriz 1 X m, (ui, ..., uy) podemos escribir:

(f(el)a---af(@n)):(U1,...,um)-A.

Llamaremos a la matriz A la representacion matricial de f en las bases By y By y en ocasiones por
motivos de precisién en la notacién escribiremos también A(f; By, Bw) con indicacién expresa de las
bases respecto de las cuales estd definida.
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Nota. Es evidente que en la definicién de la matriz asociada a una aplicacién lineal en dos bases
dadas hay una serie de convenciones arbitrarias, por ejemplo en la ecuacién (3.1), podriamos
haber etiquetado los coeficientes en el desarrollo como sigue:

flej) = Ajiur + Ajoua+ -+ Ajmuy, j=1,...,n.

Podemos mantener la definiciéon de A o cambiar filas por columnas. En uno u otro caso algunas
de las expresiones que apareceran a continuacién adoptardn formas diferentes. En cualquier
caso el conjunto de convenciones que hemos adoptado son consistentes con la notacién tensorial
comtinmente aceptada en nuestros dias (aunque no siempre ha sido asf) y a ella nos atendremos
en todo lo que sigue.

La utilidad de la representacién matricial de A de f se aprecia mejor si describimos como se transfor-
man las coordenadas de un vector x al tomar su imagen f(z). Si denotamos por 7 las coordenadas de = en
n y . ; m .
la base e;, x = 3 _7_; ¥’e;, y si denotamos por y' las coordenadas de f(x) en la base u;, f(z) = > i2, y'ui,
tendremos,
n m
E z! Ajjus,

1:=1

J

f@)y=fDY alej | =D aif(e;) =
j=1 j=1

por tanto > ", ylu; = >, (Z? xinj) u; lo que implica que y* = 37", Aj;27. Denotando por X el

2l y!
vector columna X = : y andlogamente con Y = : tenemos:
xn ym
Y=A4-X, (3.2)
o escribiéndolo explicitamente:
y1 All A12 e Aln x1
] A1 Ay oo Agy
m : : . : on
4 Aml Am2 e Amn

La ecuacion anterior Y = AX describe como actia f sobre las coordenadas de los vectores en unas
bases dadas, pero las bases no son tnicas. Estudiaremos a continuacién como cambia la ecuacién anterior
cuando cambiamos de bases.

3.3.2. Representacion matricial de la composicion de aplicaciones

Consideremos ahora dos aplicaciones lineales f: U — V' y ¢g: V — W. La composicién de las aplicacio-
nes fy g es de nuevo una aplicacién lineal go f: U — W (proposicién 3.1.1). Si fijamos bases By = {u;},
By = {v;} y Bw = {wx} de los espacios U,V y W respectivamente, tendremos una representacién ma-
tricial A para la aplicacion f en las bases By y By, una representacion matricial B para la aplicacion
lineal g en las bases By y By y una representacién matricial C' para g o f en las bases By y Bw. La
pregunta que nos hacemos es ;qué relacion existe entre A, B'y C?

Notemos que por definicién de representacién matricial, ecuacién (3.1), tenemos para los tres casos:

f(uz) = Ajv1 + Agjvg + -+ Ami'Um; 1=1,....n (33)
g(’Uj) = Bljwl +ngw2+---+B,«jw,«, j = 1,...,7’77, (34)
gof(ui) = Crwi + Cows + ---+Cm-w,«, t=1,...,n. (35)

Por lo tanto, desarrollando g o f(u;) en la ecuacién (3.5) tenemos,

go flu;) = g(f(us)) = g(Arivr + Agiva + -+ + Apivim)

m m r m,r
> Auglu) =Y A (Z Bklwk> = Y AuBuuy,
=1 =1 k=1

1=1,k=1
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y comparando con el segundo miembro de la ecuacién (3.5) tendremos

r m,r
g Criwg = g Ay Brjwy,.
=1

1=1,k=1

Como los vectores wj, forman una base, tendremos por tanto,
m

Cri = E BriAui,
1=1

que en lenguaje de matrices, corresponde a la formula:
C = BA.

Hemos concluido, demostrando asi el siguiente teorema.

Teorema 3.3.1 La matriz correspondiente a la composicion de dos aplicaciones lineales en bases dadas se
obtiene multiplicando las correspondientes matrices de cada una de las aplicaciones en el orden contrario
a Su composicion.

Notas. 1. Este teorema justifica “a posteriori” la definicién del producto de matrices. El
producto de matrices no es por tanto una operacién exética que tiene interesantes (y sorpren-
dentes) aplicaciones sino que no es méas que una manera especial de escribir la composicién
de aplicaciones y de ello emanan todas sus propiedades.

2. La no conmutatividad del producto de matrices simplemente refleja el hecho de que la
composicién de aplicaciones no es en general conmutativa.

Ejercicio 3.3.1 Escribir la matriz que representa a las aplicaciones lineales D y L del ejemplo 3.1.4 en
la base {1,z,...,z",...}.

Ejercicio 3.3.2 Sea V un espacio vectorial de dimensién n y a una permutacion de n elementos. Con-
sidérese la aplicacién lineal f,:V — V definida por fo(e;) = eq(;) donde B = {e;};,. Escribir la matriz
A, asociada a f, en la base B. Probar que A,Ag = Ang, Vo, 3 € S,.

3.3.3. Cambios de base

Punto de vista pasivo

Este es el punto de vista que adoptamos en el capitulo precedente, seccién 2.5.3. Sea V un espacio

vectorial en el que cambiamos las bases; la base By = {u1,...,u,} se cambia a la nueva base Bj, =
{ufy,...,ul}. Los vectores x € V no son alterados, pero sus coordenadas variardn:
n n
x = inui = Zx'iu;.
i=1 i=1

El vector columna X = (z") es el vector de las coordenadas antiguas y X’ = (2'*) es el vector columna
de las coordenadas nuevas. La relacién entre ambas esta proporcionada por

X' =PX, (3.6)
con u; = Z?zl Pjiug como en la ecuacién (2.1), esto es, P es la matriz del cambio de base,
(Uty .oy un) = (U, ... ul) - P.

Si escribimos los vectores de la nueva base B, en funcién de los de la antigua base By, tendremos

n

I

up =" Qjiuy,
=1

con ) la matriz inversa de P, y entonces
X' =Q 'X.
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Nota. El punto de vista pasivo es el mas habitual cuando se trata de describir principios de
invariancia relativista en Fisica. En efecto los vectores de un espacio vectorial representan
habitualmente “estados” de un sistema fisico y las leyes de la Fisica no dependen de la base
que escojamos para escribirlas, esto es, son independientes del “sistema de referencia” que
utilicemos para describirlas.

Hemos de notar que un cambio de base define un isomorfismo ¢ del espacio vectorial V' a través de la
férmula (ver proposicién 3.1.2)
o) =u;, Vi=1,...n.

Debemos interpretar que este isomorfismo no estd modificando los vectores de V sino solamente los
observadores, esto es, las bases utilizadas para describir los vectores en coordenadas.

Nétese también que esta correspondencia entre cambios de bases e isomorfismos es biunivoca una vez
que fijamos una base dada.

Punto de vista activo

A veces resulta conveniente adoptar otro punto de vista para discutir los cambios de bases en espacios
vectoriales. Imaginemos ahora que la base By esta fijada pero tenemos una transformacion lineal ¢: V. — V
que cambia los vectores, x — ¢(x). Esta transformacién lineal enviard los vectores u; de la base By a los
de un nuevo sistema u}, ¢(u;) = uj. Si la aplicacién ¢ es un isomorfismo, los vectores u} serdn una base
B;, de V. La representacién matricial de ¢ en la base By estard dada por:

Blui) = uj =Y ¢jiu;.
j=1

Pero ahora lo que nos importa no es la nueva base, sino el cambio de los vectores. Asi, queremos obtener
las coordenadas del nuevo vector 2’ = ¢(x) respecto de la base By, esto es:

n
() = Zx;uz
i=1
Se obtiene que ¢(z) =Y, 2'p(w;) = D z'¢ju; y por tanto, 'V =Y, ¢;;x’, o matricialmente,
X' = ®X,
donde ® es la matriz con coeficientes ¢;;.

Nota. El punto de vista activo se utiliza cuando estamos interesados en estudiar el efecto de
transformaciones en los estados de un sistema fisico y sus propiedades de simetria. En lo que
sigue, cuando hablemos de cambios de base y cambios de coordenadas estaremos asumiendo
el punto de vista pasivo.

3.3.4. Representacién matricial en bases diferentes

Sea f:V — W una aplicacion lineal y By, By bases respectivamente de V' y W. Sea ¢y:V — V
un isomorfismo en V' definiendo una nueva base de V, ¢y (By) = B, y ¢w: W — W un isomorfismo
en W definiendo una nueva base ¢w (Bw) = By, de W. Denotaremos por v; los vectores de By, esto es
By = {v;}; andlogamente By, = {v;}, Bw = {w;} y By, = {w}}. Ademds

n m
’U,E = Z Pji’Uj, U}Z = Z lewk. (37)
j=1 k=1
La representacion matricial de f en las bases By y By vendra dada por una matriz A definida por

flvy) = Z Apiwy,
k=1
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y en las bases By, y By,
m
Fh) =3 A, (38)
=1

Por tanto, usando la ecuacién (3.7) en la ecuacién (3.8) tendremos,
n n n m
f(v) = f(z Pjv;) = Zsz‘f(Uj) = Zsz‘ (Z Akjwk> ;
j=1 j=1 j=1 k=1
y andlogamente,
m m m
3t = 3t ()
k=1 k=1 =1
por tanto

m
E Pji Ajjwy,
1i=1

m,m
!
g AL Quew =

n
k=1,l=1 i=

y la independencia lineal de los vectores w; implica que
m n
> AQu = Py
k=1 j=1
En otras palabras, utilizando notacién matricial, tenemos,
QA = AP,
y despejando A’ en el primer miembro de la ecuacién (esto es, multiplicando por @~ por la izquierda),

A =Q AP (3.9)

Ejercicio 3.3.3 Con los isomorfismos ¢y y ¢w podemos construir una nueva aplicacién lineal f =
qb;vl ofo¢y:V — W tal y como nos indica el diagrama adjunto.

/

VvV =
ov | 1w
v L

Probar que la representacién matricial de f en las bases By y By es precisamente A’.

Ejercicio 3.3.4 Probar que el rango de la matriz asociada a una aplicacion lineal no depende de las
bases en que se escriba.

Si particularizamos la situacién anterior al caso en que f es un endomorfismo, esto es, una aplicacién
lineal f:V — V, podemos fijar la misma base By en su dominio y en su rango. Cuando cambiemos de
base, podemos realizar simultaneamente el cambio en su rango y su dominio con lo que tendremos que las
matrices Py @ de la discusién anterior coincidiran y la férmula para el cambio de base de una realizacién
matricial A de f, resultara:

A= P TAP. (3.10)

En el proximo capitulo discutiremos el problema de determinar la expresion matricial méas sencilla para
un endomorfismo.
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3.4. Espacios de aplicaciones lineales

3.4.1. El espacio dual de un espacio vectorial

La proposicién 3.1.1 nos ensend que las combinaciones lineales de aplicaciones lineales son de nuevo
aplicaciones lineales. Este hecho nos conduce a considerar como candidatos a nuevos espacios vectoriales
conjuntos cuyos elementos son aplicaciones lineales ya que podemos sumarlas y multiplicar por escalares.
En particular si consideramos IK como un espacio vectorial de dimensién 1 sobre el propio cuerpo IK,
las aplicaciones lineales f:V — IK se llaman covectores o formas lineales sobre V' y forman un espacio
vectorial.

Proposicion 3.4.1 Sea V' un espacio vectorial sobre IK. El conjunto de aplicaciones lineales f:V — IK
forman un espacio vectorial sobre IK denotado por V* llamado el espacio dual de V. Ademds dimV =
dim V*.

Demostracion. Definimos la suma y el producto por escalares de aplicaciones lineales de la manera
habitual (ver proposicién 3.1.1). Con ellas V* se convierte en un espacio vectorial sobre IK tras una
comprobacién rutinaria de las propiedades de la suma y el producto por escalares.

Si B = {e1,...,e,} es una base de V, un covector f:V — IK tiene la forma f(z) = >, 2*)\;, donde
i = f(ei). Definamos ahora una familia de covectores e*: V — IK, i = 1,...,n, como sigue:

e'(e;) = 5;», Vi, j=1,...,n,
equivalentemente ei(x) = 2!, donde z = > x'e;. Probemos que el conjunto B* = {el, ...,€"} es una
base de V'*.
Si f e V* sea \; = f(e;), entonces f = >, Ne'. En efecto, Y, \iel(z) = >, Mot = Y, f(zle;) =
f(z), y B* es un sistema generador.
Probemos que B* es libre. Supongamos que Zj ujej = 0, entonces Zj ujej (x) =0 para todo z € V.
Tomemos = = ¢;, entonces 0 = Y, ;e (e;) = Y- ;07 = i, y B es libre. QED

Ejercicio 3.4.1 Probar que si f(x) = 0 para todo f € V*, entonces x = 0.

Nota. Los espacios vectoriales V' y V* tienen la misma dimension, por tanto son isomorfos de
acuerdo con el corolario 3.1.1, pero no hay ningin isomorfismo candnico entre ambos. Para
cada eleccién de una base B en V tenemos el isomorfismo proporcionado por la aplicacion
¢:V — V* p(e;) = el

Ejemplo 3.4.1 El espacio IK* se puede identificar con IK escogiendo como base el covector f que envia
1len 1.

Si consideramos el espacio vectorial de los polinomios IK[z], cada elemento a de IK define un covector
fa como sigue:

fa(P) = P(a) € K.
Ejercicio 3.4.2 Probar que el conjunto de covectores f,,, a; #a; sii #j,i=1,...,n+1 son lLi.

Ejemplo 3.4.2 El espacio (V*)* es candnicamente isomorfo a V. Por un lado dim(V*)* = dim V* =
dim V, luego (V*)* es isomorfo a V. Ademéds hay una aplicacién natural ¢:V — (V*)* definida por
o(x)(f) = f(z), Vf eV, zeV.

Esta aplicacién es un monomorfismo ya que si ¢(z) = 0, entonces f(x) = 0, para todo f € V*, por
tanto x = 0. Por tanto ¢ es un isomorfismo.
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3.4.2. Endomorfismos de un espacio vectorial

Una aplicacién lineal f de un espacio vectorial V' en si mismo se denominard un endomorfismo de V.
El conjunto de aplicaciones lineales de V', esto es, de endomorfismos de V, se denotard por End(V).
Al igual que ocurre con el espacio dual de V' tenemos la siguiente proposicion.

Proposicién 3.4.2 End(V) es un espacio vectorial de dimensién (dim V)2,

Demostracién. La demostracién de que End(V') es un espacio vectorial es una repeticién del caso
del espacio dual. Construyamos una base de End(V'). Sea B = {e;}_,, una base de V. Denotemos por

eg :V — V las aplicaciones definidas por

el(ex) = 6les, Vi jk=1,...,n,

J

esto es, si . = Y. z'e;, entonces e’ (z) = x7e;. La familia de aplicaciones B = {e’ |i,j=1,...,n} es una
) i (z i (2 i ) ) )

base de End(V).
Probemos que es un sistema generador. Sea f € End(V). Entonces f(e;) = >, Arier, @ = 1,...,n.
Definamos la aplicacion
n
Z )\jie;.

4,j=1

Entonces, szfl MNeb(z) = D )w-xiej =3 xi(zj Njiej) = >zt fe;) = f(x).
El sistema B es 1.i. Si Zi,j u§» el = 0, actuando sobre el vector e, tendremos, > u};ei =0, y por tanto
u}; = 0, para todo i, k. QED

Nota. De manera anédloga se puede definir el espacio vectorial de aplicaciones lineales V' — V*,
V* =V, V* — V*, etc. Todos estos espacios vectoriales tienen la misma dimensién n?, si
n = dim V, pero son diferentes. Todos ellos son ejemplos de espacios de tensores de tipo (0, 2),
(2,0), (1,1) respectivamente como se verd mas adelante.

3.4.3. Otros espacios de aplicaciones lineales
Denotaremos por Hom(V, W) el conjunto de aplicaciones lineales f: V — W.
Proposicién 3.4.3 El conjunto Hom(V, W) es un espacio vectorial de dimensién dimV dim W.

La demostracion es andloga a la de la proposicién 3.4.2.

Ejercicio 3.4.3 Calcular la dimensién de los espacios vectoriales: Hom(V*, W*), Hom(V, Hom(V,U)) y
Hom(End(V),U).

Ejercicio 3.4.4 Probar que existe un isomorfismo canénico entre los espacios vectoriales:

Hom(V, Hom(W, U)), Hom(Hom(V*, W), U)

3.5. Rango de una aplicacién

Retomamos el concepto de rango ya introducido en la seccién 2.4 para familias de vectores de un
espacio vectorial V' y para matrices en 2.6. Relacionaremos dicho concepto con propiedades de aplicaciones
lineales.

Definicién 3.5.1 Si f:V — W es una aplicacion lineal, llamaremos rango de f a la dimension de f(V'),
o en otras palabras al nimero de vectores independientes en la imagen de una base cualquiera de V. El
rango de una aplicacion se denotard por r(f) o mds explicitamente rango(f).
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De la definicién se deduce inmediatamente que si By es una base de V, entonces r(f) = r(f(By)), ya

que f(V) =1in f(By), y por tanto dim f(V) = r(f(By)).
La relacién entre el rango de una matriz A y el rango de una aplicacién lineal esta dada por la siguiente
proposicién.

Proposicion 3.5.1 Si A es una representacion matricial de f:V — W, entonces:
T(f) = TC(A)'

Demostracién. Recordemos que el rango por columnas de A, 7.(A) es el nimero de vectores columna
Li. Es facil ver que los vectores columna A7, A¥ son 1i. si y sélo si f(e;) y f(ex) son Li. En efecto,
Af(ej)+ pf(er) = 0 es equivalente a (AA;; + pA )e; = 0, lo cual es cierto si y sélo si AA;; + Ay, = 0. El
argumento anterior nos indica que los vectores columna A7, ..., A¥r, serdn Li.siy sélosi f (€j1)s---s flej,)
son l.i., y por tanto la proposicion queda probada. QED

Corolario 3.5.1 51 A’ es equivalente a A, entonces
re(A) =r.(A7).

Demostracién. En efecto, la dim f(V') no depende de las bases que escojamos. QED

Nota. El teorema 2.6.1 nos mostré que el rango de filas y el rango de columnas de una matriz
coinciden. Por tanto los resultados anteriores se pueden enunciar directamente utilizando el
rango de la matriz representando a la aplicaciéon f. En cualquier caso es significativo que en
las demostraciones es el rango por columnas el que aparece de manera natural. ; Como aparece
el rango por filas en este contexto?

En primer lugar observaremos que rango de filas de A = rango de columnas de A* donde (A?);, = Ag;.
Nos interesa hallar una aplicacién lineal relacionada con f tal que su representacién matricial sea A?.

Definicién 3.5.2 Sea f:V — W es una aplicacion lineal; llamaremos aplicacion transpuesta o dual de
f vy se denotard por f* a la aplicacion f*: W* — V* definida por

(f*(@)(v) =a(f(v), YaeW* ' veV.

Proposicién 3.5.2 Si A es la representacion matricial de f en las bases By, By entonces At es la
representacion matricial de f* en las bases duales By,, By, .

Demostracién. En efecto, si By = {ei,...,e,}, la base dual B}, = {e',...,e"} se define como
el(e;) = 5f tal y como vimos en la proposicién 3.4.1 y de manera andloga para By = {u1,...,um} y
su base dual By, = {u!,...,u™}. Calculemos f*(u') = Z?zl A%,el, pero por otro lado f*(u')(e;) =
u'(flei)) = u' (X)) Ajiug) = Aji. Si evaluamos Y7 A%’ en e;, obtenemos Af; = Aji, y por tanto
A* = At QED

Por tanto r¢(A) = r(f*).
Proposicién 3.5.3 r(f) =dimV — dimker f.

Demostracién. En efecto, f: V' — W y por el primer teorema de isomorfia, V/ ker f 2 f(V'), entonces
dimV — dimker f = dim (V) = r(f). QED

Podemos por tanto ofrecer otra demostracion del teorema 2.6.1 ligada a las propiedades y estructura
de las aplicaciones lineales.

Teorema 3.5.1 7(A) = r.(4).
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Demostracion. Tenemos r¢(A) = r.(A') = r(f*) = dim W* — dimker f*.

Calculemos ker f*. Si « € ker f*, entonces f*(«) = 0. Por tanto f*(a)(v) = 0, Vv € V, y entonces
a(f(v)) =0 para todo v, y asi a(f(V)) = 0.

Sea By una base de W adaptada a f(V), esto es By = {u1, ..., Ur, Ups1y. .oy Um}, ¥ {U1, ..., ur} €8
una base de f(V) (notemos que entonces rango f = r). Por tanto la condicién a(f(V')) = 0 implica que
a=Ap1u "t 44\, u™. En efecto, un elemento general de W* tendrd la forma o = A\jul+- - -+ X\ u™,
perou; € f(V),i=1,...,r, por tanto a(u;) =0,¢=1,...,r,y por tanto A\; = --- = A\, = 0. Concluimos
que dimker f* =m —r, y asi rango f* =m — (m—r) =r. QED

3.6. Sistemas de ecuaciones lineales

En muchas ocasiones los textos de dlgebra lineal comienzan con una discusién de sistemas de ecuaciones
lineales. Hemos pospuesto deliberadamente retrasar tal discusion hasta este momento y tratar los sistemas
de ecuaciones lineales como una mera aplicacién de la teoria de aplicaciones lineales.

En cualquier caso, un sistema de m ecuaciones lineales con n incégnitas x1, ..., T, consiste en una
familia de ecuaciones

a1 +apre+ -+ apr, = b
a21x1 + a2 + -+ agpT, = b
Om1%1 + GmaT2 + -+ ATy, = by

con a;; € IK, b; € IK. El problema consiste en determinar cuando existen y cudles son los valores de
r1,...,2T, en IK que satisfacen dichas ecuaciones.
Podemos escribir el sistema anterior en forma matricial. Si A denota la matriz m x n definida por

A=(a;;),i=1,...,m,j=1,...,ny X, B son las matrices columnas n x 1 y m x 1 respectivamente,
1 b1
X = , B= : ,
Tn bm
tenemos:
A-X =B.

Si pensamos que X y B son vectores en IK" y IK™ respectivamente, y A denota una aplicacién lineal
f:IK" — IK™ en las bases canonicas, tenemos que el problema de resolver el sistema anterior, es equiva-
lente a determinar el conjunto f~1(B).

El siguiente teorema resuelve todas estas cuestiones. Denotaremos por (A | B) la matriz que se obtiene
anadiendo el vector columna B a la matriz A y se llamard matriz extendida de A por B.

Teorema 3.6.1 Rouché—Frobenius. Dado un sistema de ecuaciones A - X = B, de m ecuaciones con
n incdgnitas, el sistema posee solucidn si y sélo si r(A) = r(A | B). Ademds si Xo es una solucidn, el
conjunto de todas las soluciones es Xg + ker A.

Demostracién. <) Supongamos que 7(A) = r(A | B). Entonces r.(A) = r.(A | B), por tanto
dim(lin{ A, A%, ... A"}) = dim(lin{ A%, ..., A", B}) lo que quiere decir que B € lin{A!, ..., A"}, esto es
existen ntimeros xg; tales que B = xg; A + - - + 20, A" = A- Xp, v el vector X es una solucién.

=) Si Xj es una solucién de A- X = B, entonces A- Xy = By desarrollando el producto por columnas
tenemos wo A + 209A4% + -+ + 20, A" = B, luego B € lin{A',... A"}, = dim(lin{A!,..., A"}) =
dim(lin{A!,..., A", B}) = r(A) =r(A | B).

Finalmente si Xy es una solucidn, el conjunto de soluciones es Xy + ker A. En efecto, si X7 es otra
solucién, A - (X; — Xo) =0 = X; — Xy € ker A. QED
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Definicién 3.6.1 Fl sistema A-X = B se dird compatible si r(A) = r(A | B) e incompatible en caso
contrario.

Si el sistema A - X = B es compatible, dado que r(A) = dimIK" — dimker A, el sistema tendrd una
unica solucién si ker A = 0, esto es, si 7(A) = dimIK" = n = niimero de incégnitas.

Podemos resumir la situaciéon como:

—Sir(A) # r(A| B) = Incompatible.

—Sir(A) =r(A| B) = Compatible

Si r(A) =n = numero de incégnitas = Compatible determinado
Si r(A) < n = Compatible indeterminado

Ejemplo 3.6.1 Consideremos un sistema homogéneo, esto es un sistema tal que B = 0. Es obvio que
el sistema siempre tiene una solucién, la solucién trivial X = 0. El sistema siempre es compatible. El
sistema serd compatible determinado cuando (A4) = nimero de incdgnitas, en cuyo caso sélo habrd una
solucién, la solucién trivial. Si hay tantas ecuaciones como incégnitas, esto es equivalente a que la matriz
A sea invertible. El sistema serd compatible indeterminado cuando r(A) < n y las soluciones serdn todos
los vectores en el nticleo de A.

3.7. Determinantes

El concepto de determinante es tan importante que aunque un tratamiento preciso de esta nocién
requiere adentrarnos en el ambito del dlgebra tensorial, esta justificado el esfuerzo adicional que vamos a
realizar en las préximas secciones por el gran rédito que nos ha de reportar en futuras empresas.

3.7.1. Aplicaciones multilineales

Definicién 3.7.1 Si V es un espacio vectorial sobre IK, diremos que una aplicacion f:V x Toxv S K
es m-multilineal st,

i flx1, oo i Yis ooy m) = f(@1, oo Ty oo ) F f(@1, Yy e Tm)s
it f(z1, . ATy o X)) = Af(@1, Ty ), Y= 1, M, X1y Ty Y1y Ym €V, A € TKL

Nota. Es facil comprobar que el conjunto de aplicaciones multilineales es un espacio vectorial
de dimensién (dim V)™.

Una aplicacién m—lineal f se dird que es antisimétrica si,

f(xoz(l); e Ta(i)y - - 7'7;0((711)) = e(oz)f(xl, sy Ly ee '7‘rTI’L)a

donde « € Sy, y €(a) es la signatura de la permutacién.

Definicién 3.7.2 Una aplicacion m—multilineal antisimétrica se llama una m—forma lineal.

Si f es una aplicacién m-multilineal y B = {e;} es una base de V, f queda determinada por sus
. . i
valores sobre las familias de vectores e;,, ..., e;,, , esto es, si xp € V, tendremos que xy = Zik Tl e, y

entonces,
n

flxe, ... xm) = Z 2 xin fe .. ei).

11,0 im=1

Los nimeros Ai,i,.. 4, = f(€i,,...,€;,) son las coordenadas de f en una cierta base.
Ejercicio 3.7.1 Si f es una m—forma lineal, se verifica f(...,z,...,z,...) =0, para todo x € V.

Proposicion 3.7.1 Una m—forma lineal f en V queda determinada dando sus valores sobre las familias
de vectores €;,, ..., e, tales que 1 <iy <ig < ...<iy <n, donde B={e;}}', es una base de V.
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Demostracién. En efecto, si tomamos una familia cualquiera de m vectores en una base B = {e;},

€15 €jss - - -, €j,, €Xiste una permutacién o € Sy, tal que 1 < a(j1) =41 < a(jz2) =d2 < - a(fm) = im <
n. En efecto, no hay mas que tomar la permutacion que es la identidad en el complementario del conjunto
{j1, 42, -, Jm}, ¥ la permutacién que envia j; al minimo de ji, ja, ..., jm; que envia jo al minimo del

conjunto anterior excepto la imagen de ji, etc. Entonces es evidente debido a la antisimetria de f que

flejys---se5,) =€ela)f(e,. .. ei,).

Por tanto f queda determinada sobre familias de vectores satisfaciendo la condicién del enunciado. QED

Ejercicio 3.7.2 Probar que el nimero de familias de vectores que determinan una m—forma lineal es
n
Teorema 3.7.1 Si dimV = n todas las n—formas lineales son proporcionales.

Demostracion. En efecto, segtn el ejercicio 3.7.2, el nimero de familias que determinan una n—forma
en un espacio de dimensién n es (Z) = 1. Por lo tanto si f es la aplicacién definiendo tal forma, basta
especificar el ntimero

A= f(el,eg, .. .,en),
donde B = {e;} es una base cualquiera del espacio V. QED

Observemos que si f es una n—forma en un espacio de dimensién n, tendremos para cualquier familia
de vectores x1, ..., Ty, que,

n

f(xl,...,xn) = Z T14q ---xmnf(eil,...,ein),

pero como f se anula sobre dos vectores idénticos, en la suma anterior indices iy, repetidos no contribuiran
y sblo quedaran los términos en que todos los i1, ..., 1, sean diferentes, esto es los etiquetados por las
permutaciones de 1,...,n, y por tanto:

f(xla .- -axn) = Z Tia(1) " 'xnoz(n)f(eoz(l)a Sy ea(n))-

€Sy
Por otro lado debido a la antisimetria de f, podemos reorganizar los vectores ey (i), ..., €q(n), €N SU
argumento y llevarlos al orden natural ey, ..., e,. Para hacer esto podemos utilizar una descomposicion

cualquiera en transposiciones de a (lo cual es siempre posible debido a la proposicién 1.2.2). Dado que
cada transposicién contribuye con un signo menos al valor de f, tras aplicar las transposiciones que
convierte « en la identidad obtendremos un factor que serd la paridad de la permutacién « (recordar la
proposicién 1.2.3). Por tanto tendremos la siguiente férmula para f,

flxr,...,zn) = Z €(Q)T1a01) * Tnam)f(e1, - -, en). (3.11)

a€S,

Si g es otra n—forma tendremos aplicando la férmula (3.11)

g(x1,.. . xn) = Z €(a)T1001) * Tnam)g(eL, - - -, en),
a€ESy,

y por tanto si g(eq,...,en) =py fler,...,en) = X # 0, tendremos que

g(x1, ... xn) = /;f(xl,...,xn),

confirmando de nuevo el resultado del teorema 3.7.1.

Definicién 3.7.3 Una n-forma no nula Q en un espacio vectorial V' de dimension n se llama un volumen
enV.
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Fijémonos que si seleccionamos una base B = {ey,...,e,} en V podemos definir un volumen asociado
a esta base a través de la formula
Qpler,...,en) =1

Notemos que aplicando la férmula (3.11) obtenemos para tal volumen,

Qp(z1,...,25) = Z €(Q)T1a(1) " Tnan), (3.12)
€Sy

donde z;; son las coordenadas del vector z; en la base B. Llamaremos a esta expresién el determinante
de los vectores z1, ..., x, respecto de la base B. Notemos que el cambio de base s6lo afectaria el valor de
dicha expresién en un factor global segin el teorema 3.7.1.

Ejercicio 3.7.3 Calcular dicho factor para las bases B, B con matriz de cambio de base P.

Ejercicio 3.7.4 Considérense en IR? el volumen Q definido en la base canénica i, j por Q(i, j)=1.Si
w1, uz son dos vectores, probar que el drea del paralelogramo definido por ellos estd dada por Q(uq,uz).

Ejercicio 3.7.5 Considérese en IR® el volumen  definido en la base canénica i, j, k por Qi 4, k)= 1.
Pruébese que el volumen del paralelepipedo definido por los vectores wuy, us, us es Q(uy, ug, ug).

Estos dos ejercicios muestran la razén de llamar volumen a una n—forma en un espacio vectorial.
Podemos insistir en el hecho de que todas son proporcionales y por lo tanto multiplicindolas por un
factor podemos convertir unas en otras; asi dada una base podemos siempre normalizar un volumen con
respecto a la citada base haciendo que Q(eq, ea,...,¢e,) = 1.

Notas. 1. Las férmulas para el volumen en dimensién 2 y 3 obtenidas en los ejercicios 3.7.4,
3.7.5, son también validas en cualquier dimensién. En efecto, si definimos en IR™ la n—forma
Q tal que en la base candnica eq,...,e, toma el valor 1, entonces si uq,...,u, son n vec-
tores en IR" el volumen (en el sentido de la medida del conjunto con respecto a la medida
de Lebesgue en IR™) del paralelepipedo definido por ellos (esto es, la envolvente convexa de

0,u1,...,u,) es precisamente Q(uq, ..., u,). La demostracién de este hecho utiliza las propie-
dades de transformacién de la medida habitual en IR" que se estudian en un curso de célculo
avanzado.

2. Puede parecer extrano que el volumen de un conjunto de vectores pueda ser negativo.
Tal posibilidad estda asociada a la orientacion de la familia de vectores que utilicemos. Los
volimenes en un espacio vectorial real definen una orientaciéon en dicho espacio como sigue:
Diremos que dos n—formas €2, €’ son equivalentes si existe un nimero real positivo A € IR™
tal que Q' = AQ. Tal relacién es claramente una relacién de equivalencia con exactamente
dos clases. Llamaremos una orientacién en nuestro espacio vectorial a cada una estas dos
clases que denotaremos por [+] y [—]. Supongamos que Q € [+], entonces diremos que una
base B = {v1,...,v,} estd orientada positivamente si Q(v1,...,v,) > 0 y negativa en caso
contrario. Notese que si una base estd orientada negativamente basta intercambiar dos de sus
vectores para obtener una orientada positivamente.

Si utilizamos la base B para identificar V' con IK", la n—forma definida en IK" (en la base candnica)
la llamaremos volumen candnico en IK" o también determinante a secas. Si consideramos entonces los

vectores az, ..., a, en IK" y los identificamos con los vectores columna de una matriz llamaremos deter-
minante de la matriz al determinante de los vectores aq, ..., a,, esto es si la matriz n x n A estd definida
por
@11 a1 -+ Gni
@12 Qa2 - Gp2
A= ;
A1p  A2n - Qpn
entonces
det A = Z e(a)an(1)1 - Aa(nn (3.13)

a€Sy,
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3.7.2. Determinante de una aplicacién lineal

El determinante de una matriz definido por la férmula (3.13) en la seccién anterior deberia ser tomado
como la nocién del determinante de una aplicacién lineal (o como la expresién en unas bases dadas de
dicho concepto). En realidad el concepto de determinante de una aplicacién lineal surge de un modo
ligeramente diferente y directamente relacionado con el ejercicio 3.7.3.

Sea f:V — W una aplicacion lineal entre dos espacios vectoriales V' y W de la misma dimensiéon n.
Fijemos un volumen Qy en V' y otro Qs en W. Definamos una n—forma f*Qy en V como sigue:

(f*Qw)(xl, .. .,.Z'n) = Qw(f(xl), .. ,f(xn)), Vri,...,x, € V.

(Nétese que si las dimensiones de los espacios vectoriales fueran diferentes f*Qy no serfa un volumen
en V). Por el teorema 3.7.1 tenemos que los volimenes Qy y f*Qu son proporcionales. Llamaremos
determinante de f a dicho nimero.

Definicién 3.7.4 Se llama determinante de f respecto de los volumenes Qv y Qw al numero X € IK tal

que
[ Qw = Xy

y se denotard por det(f; Qv, Qw).
Si f es un endomorfismo de V', llamaremos determinante de f al determinante respecto de cualquier
volumen en V' y se denotard simplemente por det f.

Notese que si f: V' — V es lineal y 2y es un volumen, entonces la ecuacién,
 Qy = det(fQv), (3.14)

define el determinante de f. Si cambiamos el volumen Qy es lo mismo que multiplicar los dos miembros
de esta ecuacién por un mismo ntmero y el factor det f no varia. Dado que det f no depende de la base
escogida cuando f es un endomorfismo, jcuanto vale det f7

Proposicién 3.7.2 Sea f:V — V una aplicacion lineal y B = {e;}!_, una base de V. Si A = (a;;) es la
representacion matricial de f en dicha base, entonces,

det f = Z 6(Oé)aoz(l)l ©Qa(n)n-
a€S,

Demostracién. En efecto calculemos det f utilizando la férmula (3.14). Calculemos en primer lugar
f*Qy, para ello todo lo que tenemos que hacer es calcular f*Qy (e, ..., e,). Pero esto es, por definicién,

f Quler,...,en) = Qu(fler),..., f(en))

QV (Z A311€451 5+« Zainne%) = Z e(a)aa(l)l - -aa(n)nﬂv(el, ceey en).
i1 in

a€S,

QED

Notese que hemos obtenido que el determinante de f es simplemente el determinante de una repre-
sentacién matricial A de f en una base arbitraria y donde el determinante de la matriz A estd dado por
la férmula (3.13).

1. En la préxima seccién veremos que este hecho es evidente a partir de las propiedades
de los determinantes y de las leyes de transformacion de las representaciones matriciales de
endomorfismos.

2. En la definicién de determinante de una matriz A se podrian haber intercambiado columnas
por filas y escribir dicho determinante exactamente igual que la férmula (3.12). Veremos a
continuacién que tal convencién es irrelevante porque el determinante de una matriz y su
traspuesta coinciden. El resultado mas general que no probaremos aqui es que el determinante
de una aplicacién lineal f:V — V y su dual f*: V* — V* coinciden.



66 CAPITULO 3. APLICACIONES LINEALES

3.7.3. Determinantes de matrices y sus propiedades

Se puede desarrollar directamente la teoria de determinantes y sus aplicaciones tomando como defini-
cién la férmula (3.13). A pesar de ello y como veremos a continuacién las propiedades de los determinantes
resultan transparentes (casi triviales) a partir de la fundamentacién conceptual desarrollada en las sec-
ciones previas.

Definicién 3.7.5 Sea A una matriz cuadrada n X n sobre el cuerpo IK. Llamaremos determinante de A
y lo denotaremos det A (o a veces también |A|) al nimero

det A = Z e(a)Aa(l)l o Aamyn- (3.15)
a€S,
En los casos n = 2 y n = 3 es facil recordar las expresiones de los determinantes, asi:

a1 a2

= 11022 — G12G21,
a21 Aa22

a1l a1z a13

G21 Q22 Q23 | = @11022033 + A12023031 + Q13021032 — Q13022031 — 012021033 — G11023032.

asz1 az2 a3s3
Es claro a partir de la definicién que el desarrollo del determinante de una matriz n X n tiene n! términos.
Por tanto la complejidad de su calculo aumenta extraordinariamente con el orden de A.

Propiedades de los determinantes

Proposicién 3.7.3 La funcidn A — det A definida en el conjunto M, (IK) tiene las propiedades siguien-
tes:

i. det A es una funcion multilineal de las columnas de A.

1. det A es una funcion antisimétrica de las columnas de A.

i14. det I, = 1.

Demostracién. Si utilizamos los resultados de la seccién anterior, en el sentido de que el determinante
de A no es més que el volumen de los vectores columnas de A entonces las propiedades (i) y (ii) son
triviales. La propiedad (iii) es inmediata a partir de la definicién del determinante de una aplicacién lineal
(3.14) ya que el determinante de la aplicacién identidad es 1.

A pesar de ello las propiedades anteriores se pueden probar directamente.

i. Supongamos que A = (A'... A* + B*... A"), entonces:

| A | = det(Al LA + Bt .. An) = Z e(a)Aa(l)l s (Aa(i)i + Ba(i)i) .- Aa(n)n
a€S,
= > el AayiAayi Ao + Y (@) Aay - Bagyit - Aann
aESy a€Sy

= det(A'.. A" . A") +det(A'...B'.. A™).

ii. Denotemos por A = (A'...A7...A"... A") la matriz que se obtiene de la A intercambiando la
columna 7 con la j. Entonces,

det A = > e(@) Aoy Aa@y Aai* Aa(nin
a€S,
= Z E(a)AaOﬁj(l)l e Aaonj(j)j e AaOﬂj(i)i o Aaonj(n)n
a€S,
= Y e(Bomi)Apan - Apyi - Ay Apn
BESH

- Z e(B)Apy1 -+ Ap(yj - Aptiyi - Apnyn = — det A.
BESH
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iii. Es evidente a partir de la definicién 3.15. QED

El siguiente teorema es una reformulacién en coordenadas de nuestro teorema fundamental 3.7.1.

Teorema 3.7.2 Sea D: M,,(IK) — IK una funcidn con las siguientes propiedades:
i. D es una funcion lineal de las columnas de A € M, (IK).
ii. D es una funcidn antisimétrica en las columnas de A € M, (IK).
Entonces existe una constante X\ tal que

D(A) = Adet A.

Demostracion. Es evidente que la funcién D define una n—forma en el espacio vectorial IK". Por lo
tanto por el teorema 3.7.1 D es proporcional a la n-forma definida por det A. QED

Proposicién 3.7.4 det A = det A".

Demostracién. Se puede probar directamente de: det A* = Zaesn e(a)Aq1y1 - Aa(n)n ¥ COmMO

Aoy Aatmyn = Ata-11) Ana-1(n) al ser a — a~! una aplicacién biyectiva de S, el sumatorio

sobre « es igual al sumatorio sobre a~!. En cualquier caso podemos probarlo utilizando la caracterizacién
dada por el teorema 3.7.2.

Definamos una aplicacién D(A) = det A*. Probemos que D es lineal en las columnas. Esto es, si
A= (AL, ... A"+ Bt ... A"), entonces

det A" = Z 6(05)1405(1)1 e (Aa(i)i + Ba(i)i) e Aa(n)n
a€ESy,
= Z e(a)Aayr Aty Aamn + Z e(a)Aq1)1 - Bagyit Aann
€Sy €Sy

= D(A'...A"...A")+D(A'...B"... A").

Del mismo modo que probamos que el determinante es antisimétrico en las columnas de A, proposicién
3.7.3 (ii), probamos que D es antisimétrica en las columnas de A.

Finalmente es inmediato probar que D(I,) = 1, y por tanto el coeficiente A = 1. Segtin el teorema
anterior 3.7.2, D(A) = det A y por tanto det A* = det A. QED

Proposicién 3.7.5 Desarrollo de un determinante por filas y por columnas. Si A = (a;;) es una matriz

n X n, entonces:
n

det A = i(—l)“‘ja“Mi (A) = Z(—l)i"'jaijMij(A), (316)

i=1
donde M;;(A) es el determinante de la matriz que se obtiene al quitar la fila i y la columna j de la matriz
A. M;;(A) se denomina el menor (i,7) de la matriz A o también el complemento del elemento a;;.

Demostracion. La férmula anterior se sigue del desarrollo:

det A = Z 6(O‘)aloz(l) *rQpa(n) = Z 6(Oé)ail(aloz(l) e '&ia(i) e 'ana(n))
*€Sn a€ S,
ali)=1
+ Z G(a)aiQ(ala(l) e '&ia(i) e 'ana(n)) +-
a €S,
a(i) =
+ Z 6(Oé)aﬂ'n(aloz(l) e '&ia(i) s 'ana(n))
a €S,
ali)=n

QED
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Producto de determinantes e inversa de una matriz
Teorema 3.7.3 Dadas dos matricesn X n A y B con coeficientes en IK, se verifica:
det(AB) = det Adet B. (3.17)

Demostracion. Podemos demostrarlo facilmente utilizando la definicién 3.14 del determinante. En
efecto, si f es un endomorfismo representado por A y g es un endomorfismo representado por B (en la
misma base), entonces

det BAQ = (go f)*Q = f* 0 g*Q = f*(¢"Q) = f*(det BQ) = det Bf*Q = det B det AQ.

Se puede probar también directamente utilizando la definicién 3.13 y manipulando las sumas adecua-
damente. Otra demostracién se puede realizar aplicando el Teorema 3.7.2 a la aplicacién D(A) = det(AB)
con B fija. QED

Ejercicio 3.7.6 Probar la férmula (3.17) utilizando la definicién 3.13 del determinante de una matriz.

Teorema 3.7.4 La matriz A es invertible si y solo si det A # 0. Ademds det(A™1) = (det A)~L.

Demostracién. Si A es invertible, entonces existe una matriz A~! tal que AA~! = I,,. Por tanto,
1 =detl, =det(AA~!) =det Adet A= y asf det(A™1) = (det A)~L.
Reciprocamente si det A # 0, construimos la matriz cuyo elemento (i, j) es:

1 S
Bij = o 41T Myi(A).
Calculemos AB. Tenemos,
n )
0_1)k+J
(AB);j = ZAikBkj = Z det A Ai Mji(A).
k=1 k=1
Si ¢ = j, utilizando el desarrollo del determinante por columnas (3.16), obtenemos,
1 < - det A
AB);; = —1)HF A My (A) = =
(AB)si detAkZl( ) ik M (4) det A

Si i # j, entonces (AB);; = 0 ya que es el desarrollo por columnas del determinante de la matriz A con
la columna j reemplazada por la ¢, esto es con dos columnas iguales, y por tanto 0. QED

La demostracién anterior nos ha proporcionado de paso una expresién explicita de la inversa de una

matriz:
1

— detA(—l)“’iji(A). (3.18)

(A7h)y

Proposicion 3.7.6 Cadlculo del rango de una matriz. El rango de una matriz A es igual al mdzimo de
los ordenes de sus menores no nulos, donde llamamos menor de una matriz al determinante de una
submatriz cuadrada y orden del menor al orden de la submatriz.

Ejercicio 3.7.7 Probar la proposicién anterior.

Proposicion 3.7.7 Regla de Cramer. Dado el sistema lineal de ecuaciones AX = B, si A es invertible
su solucidn es unica y es X = A~ B. Explicitamente:

a/ll o e bl o e aln
a21 o e bQ o e G/QTL
anl P bn P ann
Tr; = )
a1 - Qin
@21 - G2n

Gp1 - Qnn
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donde el vector B se halla en la columna i del determinante del numerador.

Ejercicio 3.7.8 Probar la proposicién anterior 3.7.7.
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Capitulo 4

Formas canonicas de endomorfismos

Diagonalizacién. Autovectores y autovalores. Subespacios invariantes. Ecuacién carac-
teristica. Endomorfismos nilpotentes. Formas canénicas de endomorfismos. Teorema de
Cayley-Hamilton. Polinomio minimo

4.1. Diagonalizacion

Sea V un IK-espacio vectorial de dimensién finita, IK = IR,C. Un endomorfismo de V, f € End(V) es
una aplicacién lineal de V en V.

Sabemos que dada un base de V, B = {uy,...,u,}, se asocia a un endomorfismo f una matriz A,
construida de la forma siguiente (ver 3.3.1):

flui) =Y ajoug, A= (ai;) = A(f, B)
j=1

Las columnas de A son las coordenadas de los vectores imagenes de la base B, expresadas en esta base.
Si cambiamos de base:

B = {u} — B = {u}}

con matriz cambio de base P:
ui =Y Py}, P=(Py), detP#0,
j=1

la matriz A cambia a una matriz A’ = M(f, B’) dada por:
A = PAP (4.1)

La férmula anterior corresponde a la férmula (3.9) cuando la aplicamos al mismo cambio de bases tanto
en el dominio como en el rango de f.

Notese que si ambas bases estan referidas a una tercera (como por ejemplo, en el caso de IR", con las
bases B y B’ escritas en la base candnica):

se tienen dos matrices:

/ /
qi1 " qin 911 " q1n

! !
qn1 - dnn dn1 " Apn
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en las que las columnas son las coordenadas de los vectores de las bases By B’ en la tercera base {e;}.
La matriz de cambio de base es ahora muy sencilla: el cambio de base de B a {e;} viene dado por Q y el
de {e;} a B' por: (Q')7!, luego el de Ba B es P = (Q")1Q

De acuerdo con estas ideas, el objetivo de este tema es encontrar una base B en la cual la matriz
A(f, B) sea lo més sencilla posible.

Es muy facil persuadirse que si utilizamos cambios de bases diferentes en el dominio y en el rango de
la aplicacion f es posible hallar una expresién para f de la forma

I. 0

(50 »
donde 7 es el rango de f. En efecto, basta tomar una base {uy, ..., us} del nicleo de f y extenderla a todo
V,asi B={v1,...,0p,u1,...,us}, conr =r(f) y r+s=dimV. Tomemos los vectores f(vi),..., f(v,)
que forman una base de im f y completemos dicha base hasta obtener una base B’ de V. Es obvio que la
matriz asociada a f en estas dos bases es la descrita en (4.2).

Por el contrario si estamos describiendo nuestro endomorfismo f desde una base dada, nos intere-
sard averiguar como cambia la forma de sus matrices asociadas bajo las transformaciones (4.1).

Diremos que dos matrices A y A’ son equivalentes o conjugadas si existe una matriz invertible P
tal que A’ = PAP~!'. Dicha relacién es de equivalencia. Desde un punto de vista asociado a la teoria
de grupos la relacién anterior corresponde a la conjugacién por el grupo general lineal GL(n,IK) en el
conjunto de matrices M, (IK). El problema que estamos planteando consiste en buscar un elemento lo
mas sencillo posible en la érbita de A bajo la accién por conjugacion del grupo general lineal.

El problema de determinar formas canénicas de endomorfismos consiste en describir el espacio cociente,
esto es las clases de equivalencia, del conjunto de matrices con respecto a la relaciéon de equivalencia
anterior.

4.1.1. Matrices diagonales

Definicién 4.1.1 Una matriz diagonal A € M, (IK) tiene todos sus elementos cero salvo los de la dia-
gonal:
ai
A=

Apn

Una matriz diagonal A queda definida por las férmulas:

0 si i#]
AU:{ Ly

a; si i=73"

o0 equivalentemente A;; = a;;0;;, y la representaremos habitualmente como A = diag(ai1, ..., ann)-

Aceptaremos que ésta es la forma mas sencilla de escribir un endomorfismo en una base adecuada.
Sin embargo no siempre es posible encontrar un base en la cual el endomorfismo en cuestion venga
representado por una matriz diagonal. En este caso, nos veremos obligados a contentarnos con una
representacion también sencilla (forma candnica de Jordan) pero no diagonal.

Definicién 4.1.2 Diremos que un endomorfismo f es diagonalizable si existe una base del espacio vec-
torial tal que la matriz asociada a f en dicha base es diagonal.

De manera andloga podemos decir que una matriz es diagonalizable si existe una matriz equivalente
a ella que es diagonal.

1 1

Ejemplo 4.1.1 Consideremos la matriz A = ( 0 1

>. Estudiemos como cambia bajo conjugacién. Si

P= ( LCL Z > es una matriz invertible ad — bc # 0, entonces A’ = P~ AP es,

s 1 d —b 11 a b\ 1 ad + dc — be d?
T ad—bc\ —c a 0 1 c d ) ad—bc —c? ad—bc—cd )’
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Por tanto A serd diagonalizable solamente si ¢ = d = 0 lo cual es imposible ya que P ha de ser invertible.

Ejercicio 4.1.1 Probar que el operador D en el espacio de polinomios no es diagonalizable. Probar que
cualquier operador diferencial en el espacio de polinomios no es diagonalizable.

Ejercicio 4.1.2 Probar que si f es diagonalizable cualquier potencia de f también lo es.

4.2. Autovalores y autovectores

En la descripcién de un endomorfismo juegan un papel crucial los vectores cuya imagen por f es
proporcional a ellos mismos.

Definicién 4.2.1 Sea f € End(V). Se dice que A € IK es un autovalor (valor propio) de f si existe un
vector v € V, v # 0 tal que:
f(v) = Av. (4.3)

En este caso, se dice que v es un autovector (vector propio) de f con autovalor A.

Es evidente que cuantos méas autovectores encontremos para un endomorfismo, mas facil resultard des-
cribirlo. Asi para el endomorfismo identidad todos los vectores son autovectores con autovalor 1.

Definicion 4.2.2 El espectro de f es el conjunto de sus autovalores:
o(f) ={Ae K| X autovalor de f}.

Noétese que dado un autovector, existe un tnico autovalor asociado a él (obviamente), pero a cada
autovalor puede corresponderle méas de un autovector.

Ejemplo 4.2.1 Considérese el endomorfismo f definido en un espacio vectorial V' de dimensién 3 a
través de la asignacion:

for) =v1 +wva+wv3, flva) =ve+ws, [f(v3)=u0s,

donde v, v2, v3 forman una base de V. Si resolvemos la ecuacién f(u) = Au, encontramos que necesaria-
mente A =1y u = vs. Por tanto o(f) = {1}.

Ejercicio 4.2.1 Probar que si f" = 0 para algtin r > 0, entonces o(f) = {0}.

Ejercicio 4.2.2 Probar que si f2 = f y f # 0, entonces o(f) = {1, —1}.

Dado un endomorfismo f diremos que un subespacio W es invariante si f(W) C W.

Proposicién 4.2.1 Sea f € End(V). Para cada autovalor A, se define el conjunto:
W={veV|f(v) =}
Se tiene que V) es un subespacio de V invariante bajo f. El espacio Vy se puede definir como:
VA =ker(f — Aly),
donde 1y es la aplicacion identidad en V.

Demostracién. La demostracion es evidente. La combinacién lineal de autovectores correspondientes
a un mismo autovalor es un autovector de ese autovalor. Y por supuesto, f(Vy) C Vi va que si v € V),

f(f()) = f(A) = Af(v). QED
La proposicién anterior (4.2.1), nos dice que los espacios de autovectores son invariantes. No todo

subespacio invariante de V es de este tipo.
El siguiente resultado establece la relacion que existe entre los subespacios invariantes V.
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Proposicién 4.2.2 Si A1,..., \. son autovalores distintos de f € End(V), la suma de los subespacios
Vi, i=1,...,r es directa.

Demostracién. Basta probar que si un vector pertenece a la suma de estos subespacios, se puede
escribir de forma tnica como suma de vectores cada uno en un subespacio. Sea v € Vy, +--- + V),
v =11+ -+ vy, con v; € Vy,. Probar la unicidad de la descomposicién es equivalente a probar que si
v = 0, cada uno de los vectores v; es cero. Lo hacemos por induccién en r. Sea r = 1. El resultado es
inmediato. Supongamos que es cierto para r — 1. Tenemos, (para r):

vi+---+v.=0
Aplicando f a los dos miembros de esta igualdad:
)+ + flor) =0,
y como v; es un autovector de autovalor \;:

Ao+ -+ Ao =0,

de donde, restando la ecuaciéon anterior multiplicada por \.:

M =2A)vi 4+ Mot — A)ve—1 =0.

Pero ahora estamos en las condiciones del caso » — 1, por lo tanto:

()\i—)\r)vizo, i=1,...,T—1.

Al ser todos los autovalores \; distintos, los vectores v; son cero (i = 1,...,r), lo que implica que v, = 0.
Luego la suma es directa (lo que lleva, en particular, a que las intersecciones entre estos subespacios se
reduzcan a {0}). QED

Notese que el subespacio correspondiente al autovalor 0 es el nicleo de f. Por tanto un endomorfismo
f serd invertible si y sélo si el cero no estd en su espectro.

4.3. Subespacios invariantes y matrices

Si se tiene un subespacio invariante de un endomorfismo (del tipo V) o cualquier otro), en bases
adaptadas a este subespacio las matrices que representan al endomorfismo tienen una forma especial.

Proposicién 4.3.1 Sea f € End(V) y W C V un subespacio de V invariante bajo f. Entonces, existe
un base de V', B, en la que la matriz de f tiene la forma:

A= (g ¢ )

Demostracién. Sea By, una base de W que se amplia a una base de V. En esta base, la matriz
es la dada en la proposicién, porque las imagenes de los vectores de la base By, estdn contenidas en el
subespacio W que es invariante, por tanto sus coordenadas sobre el resto de la base B son cero. QED

Cuando se dispone de un subespacio invariante bajo f, es posible definir una aplicacién lineal obtenida
a partir de f del espacio cociente V/W en si{ mismo:

o vyw — V/W
v+ W — fu)+W

La aplicacién f estd bien definida y es lineal (debido al cardcter de subespacio invariante de W). Sea
Bw = {wi,...,w,} una base de W'y B = {wy,...,w,,u1,...,us} la base ampliada de V. Como hemos
visto en temas anteriores, una base del espacio cociente V/W es: By w = {u; + W |i=1,...,s}. En la
base B, la matriz de la aplicacion f es la dada por el teorema, es decir:
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T
flw;) = Zajiwj, i=1,...,r
j=1
T S
flug) = ijkwj+ZCijj, k=1,...,s
j=1 j=1

con lo que la matriz de la aplicacién f en la base By y es:

T S S S
flug + W) = flug)+ W = ijkwj +chkuj +W = chkuj +W = chk(uj + W)

j=1 j=1 j=1 j=1

Por lo tanto, la matriz de f en la base By ,w es igual a C.

Si el subespacio W en el teorema anterior tiene dimension r, entonces A € M,.(IK), C € M,,_,(IK) y
B € M,y (n—r)(IK). Si W es un subespacio invariante puede ocurrir que exista un suplementario U que
también sea invariante. En tal caso la proposicién anterior nos dice que existe una base tal que la matriz

asociada a f tiene la forma:
A 0
0o C J°

Todavia mas. Si V se puede descomponer como una suma directa de subespacios invariantes W;, i =
L,...,.N, V=W & & Wy, f(W;) C W;, entonces podemos construir una base tal que la matriz
asociada a f tiene la forma:

Ay
Ao
An

y el orden de la matriz A; es la dimension de W;. Tales matrices se dird que son diagonales por cajas.

4.3.1. Diagonalizacion de endomorfismos y matrices

El siguiente teorema establece una condicién necesaria y suficiente para la existencia de una base en
la que el endomorfismo f viene representado por una matriz diagonal, es decir, una condicién para que
f sea diagonalizable.

Teorema 4.3.1 Sea f € End(V). f es diagonalizable si y solo si existe una base de V' formada por
autovectores de f.

Demostracién. Si existe una base de autovectores: B = {u1, ..., un}, sus imdgenes mediante f son
fu;) = \wg, i =1,...,n, por lo que la matriz asociada es:
A1
A(f,B) =
An

Y en sentido contrario es igualmente sencillo. Si la matriz asociada es diagonal, los elementos de la
diagonal son justamente los autovalores, y los vectores de la base los vectores correspondientes. QED
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4.4. La ecuacidn caracteristica

4.4.1. Calculo de autovalores y autovectores

Sea f € End(V), y B una base de V. Sea A la matriz asociada a f en la base B. Los autovalores y
autovectores de f se pueden calcular en la base B en la forma siguiente:

f(v) = v,

implica que
AD = A0,

donde ¥ es el vector de IK" que representa a v € V en la base B. Resolver esta segunda ecuacién es
equivalente a resolver el sistema homogéneo de ecuaciones:

(A= Xv =0. (4.4)
Este sistema poseera soluciones no triviales si y solo si
det(A — M) =0, (4.5)

tal y como mostramos en el capitulo anterior.

La ecuacién anterior, (4.5), se denomina la ecuacién de autovalores o ecuacién caracteristica, y nos
permite encontrar los autovalores de un endomorfismo como raices del polinomio det(A — AI). Para cada
solucién de esta ecuacién, se calcula el (o los) autovector correspondiente usando de nuevo la ecuacién
(4.4).

4.4.2. El polinomio caracteristico de un endomorfismo

Sea A € M, (IK). Se define el polinomio caracteristico de A como:

pa(A) =det(A — AI) (4.6)
Es un polinomio de grado n y el coeficiente del término de mayor grado es (—1)™.
Sea f € End(V). Se define el polinomio caracteristico de f como el polinomio caracteristico de la
matriz de f en cualquier base y lo denotaremos por ps. En efecto, es muy sencillo demostrar que el
polinomio no depende de la base ya que:

det(A’ — \I) = det(PAP™* — XI) = det(P(A — AXI)P™') = det(A — \I)

donde A’ es la matriz de f en otra base y P es la matriz de cambio de base.
De acuerdo con la ecuacién de autovalores se tiene:

Proposicion 4.4.1 ) € IK es autovalor de f si y sélo si A es raiz del polinomio caracteristico, es decir,
Df ()\) =0.

Ejercicio 4.4.1 Probar que si el polinomio caracteristico no posee término independiente el endomor-
fismo no es invertible.

Ejemplo 4.4.1 Notemos que si f es un endomorfismo de un espacio vectorial V' complejo tal que en
una cierta base su matriz asociada A tiene coeficientes reales, A € M, (IR), entonces si A es un autovalor,
también lo serd .

Dada una raiz del polinomio caracteristico, existen dos niimeros asociados a ella: uno es la multiplici-
dad algebraica como raiz de ese polinomio. El otro es la dimensién del espacio invariante V. A este ultimo
lo llamaremos multiplicidad geométrica. Es decir, la multiplicidad geométrica de una raiz del polinomio
caracteristico es la dimensién de ker(f — Aly). En general estos dos nimeros son distintos. Pero se tiene:
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Proposicién 4.4.2 Sea f € End(V), A € K raiz del polinomio caracteristico de f, py()\). Entonces, la
multiplicidad algebraica de A es mayor o igual que la multiplicidad geométrica de X.

Demostracion. Sea Ay € IK una raiz del polinomio caracteristico, py(Ag) = 0y sea V), el subespacio
invariante asociado a Ag. Construimos una base de V), y la ampliamos a una base de V. La matriz de f
en esta base es, como ya sabemos, Prop. (4.3.1):

(0 ¢)

Es facil probar que el polinomio caracteristico de f es el producto de los polinomios caracteristicos de A
y C, debido a las propiedades de los determinantes:

pr(N) = det(A — AI)det(C — AI)

Pero A es una matriz diagonal (porque la base de V), esta formada por autovectores de f), y su polinomio
caracteristico es: (Ag — A)*, donde s = dim V), que es la multiplicidad geométrica de Ag:

pr(A) = (Ao — A)° det(C — AI)
Por tanto, la multiplicidad algebraica de Ag es mayor o igual que la geométrica (= s). QED

Consecuencia de estos resultados es el siguiente teorema, que da un criterio suficiente para la diago-
nalizacién de un endomorfismo (o una matriz):

Teorema 4.4.1 Si f € End(V), dimV = n, tiene polinomio caracteristico con n raices distintas, enton-
ces [ es diagonalizable.

Demostracién. El espectro de f es: o(f) = {\1,...\n}, con todos los autovalores A; distintos. Los
autovectores correspondientes son l.i., pues estdn en subespacios invariantes distintos, luego forman una
base de V, y por tanto f es diagonalizable. En este caso:

V=V,&  -dV,,.
Las multiplicidades algebraica y geométrica coinciden para cada autovalor y son iguales a 1. QED

La condicién anterior no es una condicién necesaria para la diagonalizacién. En efecto, la matriz
diag(X, ..., \) es diagonal y todos sus autovalores coinciden.

4.5. Formas canonicas de endomorfismos nilpotentes

Como paso previo al estudio de las formas candnicas de endomorfismos de un espacio vectorial V'
de dimensién finita sobre C, estudiaremos en primer lugar las de los endomorfismos nilpotentes. La
razon estd en que el estudio de estos endomorfismos se puede hacer sobre los subespacios invariantes de
V, asociados a un autovalor (aunque no estén formados tinicamente por autovectores), y en ellos, los
endomorfismos (f — Aly) son nilpotentes. El limitarse a C viene dado por la propiedad de ser un cuerpo
algebraicamente cerrado (propiedad que no tiene IR, recordad 1.5.3). Esta propiedad hace que la suma
de las multiplicidades algebraicas de las raices del polinomio caracteristico sea igual al grado de este
polinomio es decir a la dimensién del espacio V, lo que serd decisivo en la construcciéon de las formas
candnicas que nos proponemos estudiar.

Definicién 4.5.1 Sea f € End(V). Se dice que f es nilpotente de grado r, si f* =0y f7~1 #0.
Los autovalores de un operador nilpotente son todos iguales a cero:
fW)y=Mw=0=f()o=Nv=A=0

por lo que un operador nilpotente no es diagonalizable, a no ser que sea igual a 0. Sin embargo, para cada
operador nilpotente existe una base en la cual éste adopta una forma particularmente sencilla. Antes de
discutir la situacién general estudiemos brevemente que ocurre con un endomorfismo nilpotente de grado
2, esto es, f2 =0.
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Ejemplo 4.5.1 Si f2 = 0, resulta evidente que im f C ker f. En efecto, si v = f(u), entonces f(v) =
f?(u) = 0. Supongamos que el rango de f es . Entonces, dimker f = n—r, donden = dimV,y r < n—r.

Sea {u1,...,u,} una base de im f. Ampliemos esta base hasta obtener una base de ker f, esto es anadimos
los vectores Uy41, ..., Up—r. Tomemos vectores anti-imégenes de los w1, ..., u, que denotaremos por v;,
esto es f(v1) = w1, ..., f(vr) = up. El conjunto {u1, ..., U, Urp1y. -y Un—p, V1,..., 0} €s una base de V.

En dicha base la matriz A que representa a f tiene la forma:

0 0 I
A=10 0 0
0 0 O
Es posible reordenar los vectores de la base como {uy,v1, ..., Ur, Up, Ups1, ..., Un—r} ¥ entonces la expre-
sién de la matriz asociada es:
0 1
0 0
0 1
A= 0 0

0

Un endomorfismo f tal que f?2 =0 e im f = ker f, se dice que es un endomorfismo vertical.

Teorema 4.5.1 Todo operador nilpotente f € End(V) induce una descomposicidn del espacio V en
subespacios invariantes. En cada uno de ellos se puede encontrar una base en la que el endomorfismo
restringido a ese subespacio tiene como matriz la siguiente:

0 1 00 0
0 010 0
0 000 ---1
0 000 ---0

Demostracién. Sea f € End(V), f© = 0. Construimos los espacios imdgenes de los operadores
fEok=0,1,...,
Uy = im f* = fH(V)

es decir:
Up=V, U= f(V),....,U_1 = f1(V), U, = {0},

que estan contenidos unos en otros formando un cadena de subespacios:
{0}=U,CcU,1C---CU; CUy=V.
Noétese que f(U;—1) = U; y que, por tanto, f(U,—1) = {0}, es decir:
U,_1 Cker f.

Sin embargo, no tienen porque ser iguales.
Construimos una base del subespacio mas pequeno no trivial, U,._; y la ampliamos a una base del
subespacio siguiente y asi sucesivamente. Sea d,_; = dimU,_1 y una base de U,_1:

(WY,
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Todos estos vectores son anulados por f:

Al ser el subespacio U,_; la imagen mediante f del subespacio U,_s, para cada vector de esta base
de U,_; existe un original (o varios) en U,_q, es decir, existen vectores:

WD e,

tales que:
Ff™) =ulY =1, dy

Podemos demostrar que todos estos vectores estédn en U,_o (pues U,_; C U,_2) y que son linealmente
independientes. Para ello construyamos una combinacion lineal e igualémosla a cero.

dr—1
Z(az (r 1)+Bz (r 2)) 0
i=1
y aplicando f:

dr—1

S (@) + i@l )) =0

i=1

Como los vectores ugr_l) eU,_q €ker fy flu; (r= 2)) (T 2 , se tiene:

dr—1
> Bl =0
1=1

que es una combinacién lineal de vectores de una base igual a cero, luego los coeficientes son nulos:

De manera inmediata se prueba que también los coeficientes «; son todos iguales a cero.
Este conjunto de vectores linealmente independientes en U,._5 se puede ampliar a una base de este

subespacio:

—1 —1 -2 -2 -2
{u(lr )""7%(17;,1)’ (lr )""7ur(i7;71)’vr(7l7;712|-1"' , g: 22)}

donde 8,92 =d;—o — dyr_1.

(r—2)

En principio, los vectores v; se pueden elegir con cierta arbitrariedad. Podemos usar ésta para

. P r—2
escogerlos en el nicleo de f. Las imagenes de estos vectores U§ )

en una base de este espacio:

estdn en U,_1, luego se pueden escribir

dr_1
f(v,(: )= Z Mz'kuy_l), k=dr—1+1,...,52

i=1

con lo que los vectores:

dr—1
U’gfr_Q) = /U/(:_Q) - Z /j/ik‘u’gr_Q)a k= d?“—l + 1) sy Sp—2
i=1

estan en el nicleo de f. En efecto:

f( 5: 2)) (T 2) Z/’[/'L (T 2) _O)k:dT—1+1)'--7ST—2
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pues: f (uy_Q)) = uy_l). No es dificil comprobar que estos vectores son también 1.i. con el resto y que
por tanto tenemos una base de U,._s:

u(lr_l), e ufj:ll),

u(lr_Q), cee uf;:f), cee ug:f)

que verifica:
Py =0, f@™) =l f@fT) =0, i =1, der, = de L s,

Esta misma construccién se puede hacer en U,_3. Como U,_o C U,—3 v f(Ur—3) = U,_2, existen
(r—3
i

vectores u ) e U,_3 tales que:

F ™) =i =1, s

Estos vectores forman con los anteriores un sistema de vectores de U,_3 que es linealmente independiente.
Se amplia a una base de U,._3 usando vectores en ker f. Todas estas cuestiones se demuestran de la misma
forma que se hizo en el paso anterior.

Y asi sucesivamente hasta acabar la cadena. De esta forma, construimos una base del espacio V' que
podemos ordenar como:

(r—1) (r—1)
Uy N e
u(lr_Q), ceey uf;:f), ceey ugtjf),
u(lr_s), ceey uf;:f’), ceey ugtjf), ceey ugtjg),
0 0 0 0 0
u, ol L Wl Wl Y
Las propiedades méas importantes de esta base son: en cada columna, f (ug )) = ug D por tanto,

los vectores de cada columna generan un subespacio de V invariante bajo f. El espacio total V' es suma
directa de todos ellos. El primer vector de cada columna estd en ker f, es decir, es un autovector de f
(los demds no son autovectores):

V=@ -0V,

Como todos los espacios son invariantes, la matriz estd formada por cajas (cuadradas) en la diagonal:

AL 0 0 - 0
0 Ay 0 -~ 0
A= ) S .
0 0 0 - A,

Cada caja A; tiene la siguiente forma. La base de V; es:
O e R e B )

y COINo:
j +1 r—k

la caja ¢ (correspondiente al subespacio =V;) es:

0 1 00 0
0 010 0
0 0 0O 1
0 0 0O 0
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como se decia en el enunciado del teorema. El orden de cada caja coincide con la dimension de los
subespacios V;. QED

Notese que todas las cajas corresponden al mismo autovalor, 0, el Uinico que tiene el endomorfismo
nilpotente. El orden de la primera caja es r, el orden de nilpotencia del endomorfismo. El orden de las
demds cajas es menor o igual a r y hay que calcularlo en cada caso.

Esta forma de la matriz del endomorfismo nilpotente f se llama forma canénica de Jordan de f.

Ejemplo 4.5.2 Sea f € End(V), V = IR*. Supongamos que la matriz de f en la base canénica es:

0 011
0 0 01
A= 0 0 01
0 0 00

y que deseamos hallar una base en la cual f tenga la forma candnica del teorema anterior. Calculemos
las potencias sucesivas de esta matriz:

A% =

o O OO
o O OO
o O OO
o oo

Se trata de un endomorfismo nilpotente de orden 3.
La cadena de subespacios que aparece en el teorema es:

Us = {0} CUy =im f% = f(Uy) CU, =im f = f(Up) C Uy = R*

Calculemos Us:

0 0 1 1 T z+t
0 0 0 1 y | t
0 0 0 1 z | t
0 0 0O t 0
luego:
1 0
. YT 0 1
Uy = f(R*) =lin o || 1
0 0
El espacio Us es:
0 0 0 1 T t
0 0 0O y | _| O
0 0 0O z || O
0 0 0O t 0
luego:
1
. 0
UQZf(Ul):hn 0
0

De acuerdo con el teorema, seleccionamos una base en el espacio U,_; = Us,. Escogemos el vector
calculado antes:

u® =

o O o
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y ahora calculamos una base de U;. El primer vector de la base es u(ll), tal que f (u(ll)) = u(12). Entonces:

z+t 1
t 10
t |10
0 0
por ejemplo:
0
1 1
a1
0

Ahora deberfamos ampliar este conjunto {u(f), u(ll)} a una base de U;. Pero ya lo es. Solo nos queda

Up. Buscamos un vector de Uy = IR*, u(lo) tal que f(ul®) = u(ll):

z+t 0
t B 1
t o 1
0 0
por ejemplo:
0
0 0
a0 -
1

y completamos la base con un vector de ker f, 1.i. con los anteriores. Las ecuaciones de ker f son z =t = 0.
Elijamos:

0
0 1
ul? = 0
0
y por la tanto, la base de todo el espacio es:
1
2 0
ul? = 0
0
0
1 1
ult = .
0
0 0
0 0 0 1
LI L O
0
Hay dos subespacios invariantes:
1 0 0 0
. 0 1 0 1
Vi=ling b g [ 1 |7 =1 » V2= 0
0 0 1 0
Las cajas correspondientes en la matriz son:
0 1
i—=1001], Va2—(0)
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y la forma canédnica de la matriz es:

01 00
0 01 0
J= 0 0 0 O
0 0 0 O
La matriz de cambio de base (de la encontrada a la inicial) estd formada por los vectores de la base:
1 0 0 0
0 1 0 1
P= 01 -1 0
0 0 1 0
y se tiene por tanto:
A=pPJjp~!

4.6. Formas canonicas de endomorfismos

Veamos ahora como podemos encontrar para un endomorfismo cualquiera un forma candnica similar
a la anterior, la forma canénica de Jordan de un endomorfismo.

Para ello, lo primero es descomponer el espacio en una serie de subespacios, a cada uno de los cuales
se asocia un endomorfismo nilpotente cuya forma candénica conocemos.

Definicién 4.6.1 Sea f € End(V), A € o(f) C K. Se dice que el vector v € V, v # 0 es un vector
propio generalizado de V' si existe un entero positivo r tal que:

(f=Aly)v=0

Los vectores propios generalizados no son en general autovectores, aunque todo autovector es un
vector propio generalizado (con r = 1).

Definicién 4.6.2 Se definen los espacios invariantes generalizados como:
Nx={veV|3Ir>0, (f —Aly)v=0}

Se tiene el siguiente resultado sobre las propiedades de estos espacios.

Proposicion 4.6.1 Con las notaciones anteriores,
i. N es un subespacio vectorial de V
ii. f — Aly es nilpotente en N : [(f — Alv)|NA]T = 0 para algun entero positivo r.
i1i. Ny es invariante bajo f.

Demostracion. La primera propiedad es muy sencilla de probar. Si v; y ve son dos vectores de N
que son anulados por f — Aly elevado a las potencias 71 y ro respectivamente, cualquier combinacion
lineal de estos vectores es anulada por ese operador elevado al mayor de r1 y r2. En cuanto a la segunda,
basta considerar los exponentes que se necesitan para anular los vectores de una base de Ny y coger el
mayor de todos ellos. Finalmente, la tercera se prueba como sigue. Sea v € N),con:

(f=Aly)v=0
para algun entero positivo . Como f — Aly conmuta con f, se tiene:
FI(F = ALy)"0) = 0= (f = ALy)" f(v) = 0
y por tanto, Ny es invariante bajo f. QED

El punto mas importante es que estos espacios invariantes generalizados forman una suma directa. Y
no s6lo eso. Si el cuerpo es algebraicamente cerrado (por ejemplo C, o si se trata de IR, si todas las raices
del polinomio caracteristico estdn en IR) la suma directa de estos espacios cuando se consideran todos los
autovalores es igual al espacio total.

Probaremos un resultado preliminar.



84 CAPITULO 4. FORMAS CANONICAS DE ENDOMORFISMOS

Proposicién 4.6.2 Sip € K, u# A, entonces la restriccion de f —ply al subespacio Ny, (f — ulv)|NA
tiene inverso.

Demostracién. El subespacio Ny es invariante bajo f — uly . Veamos que el nicleo de (f — ulv)|NA
es igual a {0}, o 1o que es lo mismo, (f —ply )N Ny = {0}. Sea v € Ny, tal que (f —uly)v = 0. Aplicando
f—=Aly awv:

(f =) = fv) == (u— A

Si v = 0 la aplicacién es inyectiva. Si v # 0, entonces es un autovector de f — A1y con autovalor p — A.
Pero f — A1y es nilpotente en Ny, de donde p = X en contra de la hipdtesis. QED

Como ocurria con los subespacios V), los subespacios N asociados a autovalores distintos, forman
una suma directa.

Proposicion 4.6.3 Sean A1, ..., A\, autovalores de f distintos. Entonces, los subespacios Ny, ..., Ny
forman una suma directa.

m

Demostracién. Como en el teorema para los subespacios V), lo haremos por induccién en m. Para
m = 1 es trivialmente cierto. Supongamos que es correcto para m — 1. Para el caso m, consideremos la
suma:
v+ FU,=0,v€N,,1=1,...,m

y demostremos que cada v; es igual a 0. Para ello, como v,,, € N,,,, existe un entero positivo s tal que:

Aplicando a la suma de v; este operador:
(f=2Anly)or+- 4+ (f = Anly)’vm_1 =0
que es el caso m — 1 (recordando que los espacios Ny, son invariantes). Por la hipétesis de induccidn:
(f = Amly)’v;=0,i=1,....m—1

Pero hemos demostrado que el operador f — A, 1y era inyectivo en Ny, con ¢ =1,...,m — 1 por ser los

autovalores distintos. Por tanto, v; =0, i = 1,...,m — 1, lo que implica que también v,, = 0. QED
Hemos visto que la multiplicidad geométrica de un autovalor, la dimensién del subespacio V), era

siempre menor o igual que la algebraica. Para los subespacios Ny se tiene el siguiente resultado.

Teorema 4.6.1 Siny, es la multiplicidad algebraica de \g € o(f),
dim Ny, = ny,

Demostracién. Al ser N,, un subespacio invariante bajo f, podemos definir la restriccion de f a

este subespacio, f = f| Ny, Y la aplicacién inducida en el espacio cociente V/Ny,, f . Hemos estudiado
la forma que toma la matriz de f en una base adaptada a al subespacio Ny, lo que implica que los
polinomios caracteristicos de estas tres aplicaciones estdn relacionados por:

pr(N) =pi(Np;(N)
El grado de p Ja()\) es la dimensién del subespacio Ny, por tanto, si:
dim N)\o < Ny

entonces, \g es raiz de p f()\), es decir, autovalor de f , de donde existe un autovector vg + Ny, € V/Ny,:

f(vo+ Nxy) = f(vo) + Nxy = Aovo + Ny,

es decir:
(f = Alv)(vo) € Ny,
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Esto quiere decir que existe un entero positivo, s tal que:
(f = ALy)* (ug) = 0

y por lo tanto,
Vo EN)\O $U0+N)\0 =0

lo que es contradictorio con el caracter de autovector. Por lo tanto, al ser dim Ny, < n,,, como ya
habiamos demostrado anteriormente, concluimos que ambas son iguales. QED

En cada uno de los espacios Ny, f es igual a un endomorfismo nilpotente mas la aplicacion identidad
por A:

fIny = gx + Aln,

Como hemos demostrado la existencia de un base donde g, toma la forma candnica de Jordan,
estd claro que en esa base f serd la forma candnica de Jordan de un endomorfismo nilpotente mas la
aplicacién identidad por el autovalor correspondiente. Esta serd la forma de Jordan del endomorfismo f.
Para acabar, s6lo nos queda probar que la suma de los subespacios Ny cubre todo el espacio V. Esto
s6lo es cierto si las rafces del polinomio caracteristico estdn en el cuerpo IK (los factores irreducibles
del polinomio tienen grado 1). El resultado es cierto en C siempre y en IR si no hay raices complejas.
Enunciamos el teorema para C.

Teorema 4.6.2 Sea V' un C-espacio vectorial de dimension finita n. Sea f un endomorfismo en V,
f€End(V), yo(f) =4{\,..., Am} el espectro de f. Existe una base de V' en la cual f tiene la forma
canonica de Jordan: diagonal por cajas y cada caja del tipo:

A1 0 O 0
0 A 10 0
o0 0 x - 1
00 0 0 -+ A

Téngase en cuenta que a un sélo autovalor pueden estar asociadas varias cajas.
Demostracion. Por ser C un cuerpo algebraicamente cerrado:

n=ni+---+npy

donde n; es la multiplicidad algebraica de A;. Los subespacios invariantes generalizados Ny,, ..., Ny
asociados a los autovalores de f forman una suma directa. Pero

luego:
V=N\ & --@®Ny,,

y en cada subespacio se tiene el resultado demostrado anteriormente. QED

En espacios vectoriales reales puede ocurrir que: ni 4 - - - 4+ n,,, < n y no se pueda poner la matriz en
la forma canénica de Jordan. Sin embargo, si se pasa a un espacio vectorial complejo, es posible hacerlo.

Si los endomorfismos nilpotentes f—Aly son cero, el endomorfismo es diagonalizable. En caso contrario
no lo es.

4.7. El teorema de Cayley-Hamilton

Si g(A) es un polinomio con coeficientes en IK y f € End(V), donde V es un IK-espacio vectorial de
dimensién finita, se puede definir el endomorfismo g(\):

q()\):am)\m—i—----i-al)\-i-ao—>Q(f):amfm+"'+a1f+a01‘/
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Los operadores 1y, f, ..., f™ no pueden ser todos independientes (para m suficientemente grande ya que
dim End(V) = n?) y por tanto existe una combinacién lineal, con coeficientes no todos nulos, igual a
cero. Es decir, existe g(X) tal que ¢(f) = 0.

El teorema de Cayley-Hamilton establece la existencia de un polinomio de grado n = dim V' que anula
al endomorfismo.

Teorema 4.7.1 Sea V un C-espacio vectorial de dimensidn finita y f € End(V'). Entonces, el polinomio
caracteristico de f anula a f:

ps(f) =0

Demostracion. Sin=dimV y f = g+ Aly, donde g es un endomorfismo nilpotente de una caja,
el polinomio caracterfstico es: (Ag — A\)™, que anula a f:

pr(f) = Molv — )" = (Moly —g— Xolv)" =(—g)" =0

Sea ahora f un endomorfismo arbitrario de V. De acuerdo con la forma candnica de Jordan, en
cada caja f tiene la forma anterior, y el polinomio caracteristico de f es el producto de los polinomios
caracteristicos asociados a cada caja. Si f; = f|n;, el polinomio caracteristico en N; anula a f;:

pr(fi) =0

lo que implica que el polinomio caracteristico de f anula también a las restricciones f; y por lo tanto a
f (al ser suma directa). QED

El resultado es también cierto en IR, incluso aunque el polinomio caracteristico tenga raices complejas
y no exista una forma canénica de Jordan.

4.8. Polinomio minimo

De acuerdo con el teorema de Cayley-Hamilton, el polinomio caracteristico anula a f. Sin embargo,
no es, en general, el polinomio de menor grado entre los que anulan a f.

Proposicién 4.8.1 El conjunto Iy = {q € IK[\] | ¢(f) = 0} es un ideal en IK[A].

La demostracién es inmediata. Z¢ es no vacio al contener al polinomio caracteristico.
Todos los ideales en IK[A] son principales, por lo que existe un polinomio de grado minimo en Zy y
todo otro polinomio del ideal es multiplo de éste.

Definicién 4.8.1 Se llama polinomio minimo de f € End(f) al polinomio de menor grado entre los que
anulan a f. Se elige con el coeficiente de mayor grado igual a 1.

Veamos ahora cual es el polinomio minimo de los endomorfismos nilpotentes. Sea f € End(V) un
endomorfismo nilpotente y n = dim V. El polinomio caracteristico de f es p(\) = (=)™, pero si f es de
grado de nilpotencia r, 1 <7 < n, el polinomio minimo es:

mf()\) =\

Hay que senialar que si » = 1 el endomorfismo f es cero (y trivialmente diagonalizable), mientras que
si 7 > 1 no es diagonalizable.

De acuerdo con lo demostrado para la forma canénica de Jordan, si f es un endomorfismo nilpotente
de varias cajas, el orden de nilpotencia de f es la dimensién de la mayor de las cajas, nimero que coincide,
como acabamos de ver, con el grado del polinomio minimo:

n=ni+---+ng ng>-->n>1, mpA) ="

Para un endomorfismo cualquiera, en cada subespacio invariante generalizado Ny, el operador f —
Aoly es nilpotente de grado ng, donde ng es la dimension de la mayor de las cajas de este endomorfismo
en la forma canénica de Jordan. Por lo tanto, el polinomio minimo de (f — Agly)|n, es: (A — Ag)™.

Para que f sea diagonalizable en N}, las cajas deben tener dimensién 1 y por lo tanto el polinomio
minimo debe ser A — \g. Hemos demostrado el siguiente resultado:
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Proposicién 4.8.2 Sea V' un C-espacio vectorial de dimension finita y f € End(V'). El endomorfismo
f es diagonalizable si y solo si las raices del polinomio minimo tienen multiplicidad igual a 1.

Notese que las raices del polinomio minimo, segin hemos visto al analizar la forma canénica de Jordan
coinciden con los autovalores, es decir con las raices del polinomio caracteristico. Los polinomios minimo
y caracteristico tienen la mismas raices pero en general distintas multiplicidades.
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Capitulo 5

Espacios con producto escalar

El espacio dual. Formas bilineales. Diagonalizacién. Ortogonalidad. Formas cuadraticas.
Formas sesquilineales. Producto escalar.

El producto escalar aparece como una estructura adicional en la teoria de espacios vectoriales. Aunque
los resultados expuestos se consideran solo en espacios de dimension finita, muchos de ellos pueden ser
aplicados a espacios de dimensién infinita. Se estudian primero las formas bilineales, para pasar después
a las simétricas definidas positivas (en el caso de espacios reales) o sesquilineales en el caso de espacios
complejos).

5.1. El espacio dual

Repasaremos en primer lugar nociones del espacio dual ya introducidas en el Tema 3.

5.1.1. Introduccion

Sea V un IK-espacio vectorial de dimensién finita, con IK = IR, C. Sea £(V,IK) el espacio vectorial de
los homomorfismos de V' en IK. Su dimensidn es igual a la dimensién de V' (pues dimIK = 1).

Definicién 5.1.1 Se llama a V* = L(V,IK) el espacio dual de V. Los elementos de V* se llaman formas
lineales:
wevVr w:V — IK, lineal

Proposicion 5.1.1 dimV* =dim V.

Es una consecuencia inmediata de la definicién del espacio dual. Introducimos ahora una base especial
en el espacio dual: la base dual.

Proposicién 5.1.2 Sea B = {uy,...,u,} una base de V. El conjunto de formas que verifican:
uf(uj):&ij, i,j:l,...n
es una base de V*, llamada la base dual de B.

Demostracion. Las formas lineales quedan definidas al dar las imagenes de los vectores de una base.
Veamos que son linealmente independientes. Sea:

i: )\Luf =0
i=1

89
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Al aplicar la forma lineal del miembro izquierdo de esta ecuacién a los vectores de la base B se obtiene:
n n
ZAi“Z(“j) :Z)\i(sij =X=0, j=1,...,n
i=1 i=1

luego son linealmente independientes. Al ser n formas (n = dim V*), son una base. QED

Dado un vector del espacio V, sus coordenadas en una base B se calculan haciendo actuar las formas
de la base dual correspondiente sobre el vector:

n n n
reV, szxiui, u?(x)szm?(uﬁsziéijzxj
i=1 i=1

i=1
Una notacién muy empleada para la accién de las formas sobre los vectores es:
(2, w)

en la que se pone de manifiesto el caracter lineal de la actuacién de w, y a la vez las propiedades de
espacio lineal de V'*

5.1.2. El espacio bidual

Se define el espacio bidual de un espacio vectorial V' como el dual de su dual:

es decir, los elementos del bidual son las aplicaciones lineales de V* en IK.
Existe un isomorfismo natural entre un espacio y su bidual (en dimensién finita), definido de la forma
siguiente:
¢o: V. o— UV
x — ¢x): V' — K .
w e Y(@)w)

Ahora bien:
K

w: Vo=
x — wx)’

lo que sugiere la definicién de ¢ como:

$(z)(w) = w(x)
0, en la segunda notacion:

(w, o(x)) = (2, w)

Veamos que ¢ es un isomorfismo. La aplicacién estd bien definida. Ademds, es lineal:

P +y)(w) = wlz+y) =w@) +wy) = ¢(x)(w) + o(y) (W)

lo que es cierto para toda forma w. Por tanto:

oz +y) =)+ o(y)
De la misma forma:
) () = w(A) = Aw(z) = A(2)(w)
es decir:
p(Az) = Ap(x)

También se tiene que ¢ es biyectiva. Demostremos que su nitcleo es trivial.
() (w)=0=w(x)=0, Vwe V"

pero eso quiere decir que x = 0. Por tanto, ¢ es inyectiva. Como las dimensiones del espacio inicial (V)
y final (V**) coinciden, la aplicacién es biyectiva y tenemos un isomorfismo.

No existe un isomorfismo natural (como éste) entre un espacio y su dual. Més adelante estudiaremos
como definir tal isomorfismo cuando V' estd dotado de un producto escalar.
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5.1.3. Anulador

Sea S un subconjunto de V.

Definicion 5.1.2 El anulador de S es un subespacio de V* dado por:
SO ={weV*|w(x) =0,VreS}
Es facil ver que S° es un subespacio:
w,w' € 8% (wHw)(z) =w(x)+u' () =0
weSNeK, (Mw)(z) =Aw(z) =0

Si §* C V*, el anulador de este subconjunto estaria en V** que hemos visto que es isomorfo de una
forma natural a V.

() ={ae V"™ |a(w) =0, Ywe S}
Usando el isomorfismo, se suele identificar V' con V** y definir el anulador de S* como:
(") ={z eV |wx) =0, Vwe S*}

Si W es un subespacio de V, el anulador del anulador de W coincide con W, como es facil deducir de
las definiciones anteriores. Ademas se tiene el siguiente resultado:

Proposicion 5.1.3 Si W es un subespacio de V', entonces:

dmW? = dimV — dim W

Demostracién. Sea By = {ui,...,uxr} una base de W, y ampliemos esta base a una de V:
B = {ul, ey Uk, Uk 41,y - ..,un}
Construyamos la base dual: B* = {uj, ..., u}, Uy qs-ees uk}.
Demostremos ahora que el conjunto: Bjy,o = {uj,,...,u;,} es una base de WY, Cada elemento de

este conjunto esta en WO, pues:
wiu) =0, j=k+1,...,ni=1,...k
al ser bases duales. Ademas, sea w € W°. Entonces:

w(u;)=0,i=1,...,k

Como w es un elemento del dual, se puede escribir en la base B*:

n
w= Z Aiul
i=1
y usando el que w es un elemento de V*:
w(ui):)\izo, izl,...,k

Por lo tanto w es una combinacién lineal de los elementos de Bjjo, que forman una base. La relacién
entre las dimensiones es ahora inmediata. QED
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5.1.4. La aplicacién transpuesta

Las aplicaciones entre espacios vectoriales se pueden llevar a sus duales. Sea f:V — V' un homomor-
fismo de espacios vectoriales. Sean V* y V'* los espacios duales de V' y V' respectivamente.

Definicién 5.1.3 La aplicacion transpuesta de f es:
v v

donde:
W) (@) = (f(z), Y €V, VzeV

También podemos escribir:
(z, f'(W")) = (f(2),o)

La aplicacién f* estd bien definida y es lineal. En efecto, dado ', f*(w’) es una aplicacién lineal de
V en IK:

FHWh 4 wh)(2) = (W + wy)(f(2)) = wif(z) +wh(f(@)) = f'(wi)(@) + [ (wh)(@)
W) (@) = (W)(f(@) = Mw'f(2)) = Af*(W)(2)

5.1.5. La matriz de la aplicacion transpuesta

Veamos que relacién existe entre las matrices de una aplicacién y su transpuesta. Sean B y B’ bases
de V y V' y B*, B’* sus bases duales respectivamente. Sean n = dimV, n’ = dim V.

Sean Ay = (a;j) y Ape = (bi;) las matrices de f en las bases B, B y de f* en las bases duales B, B*.
Entonces:

n’ n
flui) = Z%‘W}, fHug) = Z bjiuj
j=1 j=1

Los elementos de las matrices que representan a f y f* se pueden calcular de la formas siguiente:

n’ n’ n'
“;* (f(wi)) = “3*(2 agiuy,) = Z amu}*(u;) = Z akiljk = aji
k=1 k=1 k=1
De forma similar:
n n
ft(u’_lj*)(u”t) = Z bk]u]t(uz) = Z bkjéki = b'LJ
k=1 k=1
Pero, por la definicién de aplicacién transpuesta:
FHS) (u) = uf (f(us))

y por tanto:
aji = bij

y las matrices (en las bases duales) son transpuestas una de la otra:
gt
A = A%
Si usamos notacién vectorial para las aplicaciones lineales, sea:

T (¢ I ¢ P w1 bi1 -0 b
X = ) Af = , Q= ) Af‘ =

Tn Qp/1 -+ Qp/n Wn bp1 - bpnr
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donde X son las coordenadas de x € V' en una base B y () son las coordenadas de w en la base dual B*.

Entonces,
wz) =0'X

en el sentido de producto de matrices. La accién de los homomorfismos f y f? se escribe con matrices:
X'=ArX, Q=Ap

Por tanto, usando nuevamente la definiciéon de la aplicacién transpuesta, se tiene:
(Ap QU)X = () ArX

es decir:
(Q’)tAt,,X = (Q’)tAfX

y como el resultado debe ser cierto para todo vector z y toda forma w’, se tiene el resultado anterior:
A’},, = Ay
Entre los ntcleos e iméagenes de f y f; existen las siguientes relaciones:
ker f* = (Im £)°, Tm f* = (ker f)°
En efecto, probemos la primera de ellas. Si ' € ker f?, se tiene f!(w’) = 0, es decir:
J(f(z)=0,Vz eV

lo que quiere decir:
(2" =0, V2’ € Im f

o sea:
W' € (Im f)°

Supongamos ahora que w’' € (Im £)°. Siguiendo el camino anterior a la inversa, concluimos que w’ €
ker f* y por tanto la primera relacién queda demostrada. La segunda se demuestra de forma similar. Sea
w € im f*. Entonces, existe w’ € V'* tal que: f'(w’) = w. Por tanto:

Siz € ker f, w(z) = 0, y por tanto w € (ker f)°. Es decir,
im f* C (ker f)°.
Pero:
dimim f* = n —dimker f* =n — dim(im f)° =n — (0’ —dimim f) = n — dimker f = dim(ker f)°,
lo que prueba la igualdad de ambos subespacios.

Ejemplo 5.1.1 Sea V = Ry[z] = lin{1, z, 2%}. La base dual viene dada por las tres formas:

1
Ei(p) = p(0), Ex(p) =p'(0), Es(p)=,p"(0), VpeV
Esta claro que son tres elementos de dual, y que:
Ei(pj(.ﬁ)):&ij, i,j=1,2,3

donde:
pi(z) =1, po(z) =2, p3(z)=2>
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Cualquier polinomio se escribe en esta base como:
p(a) = Er(p) + Ba(p)z + Es(p)a?
Se considera ahora la aplicacién derivada en V':

D: 'V —
p(x) — p(z)

que tiene como matriz en la base dada:

o O O
o O =
o N O

La aplicacion transpuesta verifica:
D*(w')(p) = &' (Dp)

Sustituyendo w’ por los elementos de la base:

D'(E1)(p) = Ei(Dp)=p'(0)= Ex(p)
D'(Ey)(p) = E2(Dp)=p"(0)=2E3(p)
D'(Es)(p) = Es(Dp)=p"(0)/2=0

por lo que la matriz de la aplicacién transpuesta en la base dual es:

o = O
N OO
o O O

5.2. Formas bilineales

Se estudian en esta seccion las formas bilineales, especialmente las simétricas y se introducen las
aplicaciones multilineales en forma general.

5.2.1. Aplicaciones multilineales

Definicién 5.2.1 Sean Vi,...,V,, W IK-espacios vectoriales. Se dice que la aplicacion:
p:Vix...xV, =W

es multilineal si es lineal en cada variable separadamente:

(1, i+ T ) = (T, Ty Tn) F (T, Ty T
O(X1y ooy ATy ooy ) = AQ(X1, ooy Ty ooy Ty

El conjunto de las aplicaciones multilineales forma un espacio vectorial: L(V4,...,V,; W).

5.2.2. Formas bilineales

Definicién 5.2.2 Una forma bilineal es una aplicacion multilineal de V' x V en IK, donde V es un
IK-espacio vectorial

Una forma bilineal es pues:

oV xV oI
tal que:
plx+y,2) = ox,2)+¢(y,2)
o(z,y+2) o(z,y) + oz, 2)
Az, y) = Ap(z,9)
oz, \y) = Ap(z,y
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para x,y,z € V, A € IK. El conjunto de formas bilineales es un espacio vectorial, y cuando la dimensién
de V es finita, la de L(V,V;IK) = Lo(V) es igual a la de V elevada al cuadrado.

Proposicion 5.2.1 Sea V un IK-espacio vectorial de dimension n. Sea:
Lo(V)={¢:V xV = IK, ¢ bilineal}

Entonces, L2(V) es un IK-espacio vectorial. Si B = {uy,...,up} es una base de V- y B* = {uj,...,ul}
su base dual, entonces, el conjunto de formas bilineales:

(lolj(xay):<xau:><y)u;>) i?jzl)"'7n
es una base de Lo(V') que por tanto, tiene dimension n?.
Demostracién. Es muy sencillo probar que ¢;; es una forma bilineal. Probemos que son 1.i. Sea:
n
Z Aijpi; =0
i,j=1

Aplicando esta expresién a los elementos de la base de V:

(Z Xijpij) (uk, w) = Z Aij (ug, up ) (ug, uj) = Z AijOrildy = Akt
=1 =1 =1

luego:
)\ijzo, i,j:l,...n

Veamos ahora que generan todo el espacio L2(V): Sea ¢ € L2(V). Esta forma queda fijada calculando
sus valores sobre una base de V' (al ser bilineal). Es decir: p(u;, u;) = a;;. En efecto:

n n n
o(x,y) = @(Z Jﬁiui,zyjuj) = Z Qi TiY;
i=1 j=1

4,j=1

Construimos ahora la forma bilineal:
n
@(xa y) = Z aij<xa u:><ya U’j)
ij=1

que es una combinacién lineal de las formas ¢;;. Es inmediato ver que es igual a . En efecto, calculando
los valores sobre una base:

n n
Pk, wr) = Z agj(uk, ug) (ur, uj) = Z @ijOkiOl; = Qi
1,7=1

4,j=1

QED

5.2.3. Matriz de una forma bilineal

Como hemos visto antes, los escalares a;; = p(u;, u;) determinan de manera tnica a la forma bilineal.

Definicién 5.2.3 Se llama matriz de una forma bilineal en una base B = {uy,...,u,} a la matriz cuyos
elementos son los escalares o(u;, u;).
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De esta manera, los valores que toma la forma bilineal sobre vectores x,y, de coordenadas en la base

B:

x1 Y1 @11 - Qln

Tn Yn ap1  +* Qnn

vienen dados por:
o(r,y) =D aijzy; = XTAY
ij

Como la correspondencia entre formas bilineales y matrices n X n es biunivoca, tenemos establecido
un isomorfismo entre estos dos espacios vectoriales. Toda matriz cuadrada representa una forma bilineal
en una base dada de V. Nétese que esta es otra utilizacion de las matrices aparte de la ya considerada
de representar aplicaciones lineales.

Evidentemente, cuando cambiamos de base, la matriz de la forma bilineal cambia (como ocurria con
las matrices que representaban homomorfismos). Veamos como es este cambio.

Sean B, B’ dos bases del espacio vectorial V:

B={uy,...,u.}, B ={ul,...,u,}

con la matriz de cambio de base P:
n
li .

U; = E Pjin, z:l,...,n
=1
En las coordenadas, el cambio de base es:
n

Tj = E Pijxg», X =PX'

Jj=1

por tanto:
p(z,y) = X'AY = (PX')'AY" = (X')'P'APY" = (X')' A'Y"

y se tiene la relacion:
A = P'AP
Hay que senalar la diferencia que aparece con respecto al caso de matrices que representan homomor-

fismos (o0 en particular endomorfismos). All{ es la inversa de la matriz P la que aparece en esta relacién,
mientras que aqui es la transpuesta la que juega ese papel.

5.2.4. Formas bilineales simétricas y antisimétricas

Definicién 5.2.4 Sea p:V x V — IK una forma bilineal. Se dice que ¢ es simétrica si:

o(x,y) =y, x), Vr,yeV

Se dice que ¢ es antisimétrica si:
e(z,y) = —p(y,x), Vr,yeV.

Proposicion 5.2.2 Si ¢ es una forma bilineal simétrica, la matriz que representa a ¢ en cualquier base
es una matriz simétrica.
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Demostraciéon. Sea B una base de V. Entonces:
aij = p(ui, uj) = o(uj, ui) = ag;
es decir:
A=A

QEDEs también evidente que si la matriz asociada a una forma bilineal es simétrica en una base, lo es

en todas y la forma bilineal correspondiente es simétrica.

De forma similar se concluye que una forma bilineal es antisimétrica si y solo si su matriz en cualquier
base es antisimétrica. Las formas simétricas forman un subespacio vectorial del espacio de las formas
bilineales. Las formas antisimétricas forman también un subespacio vectorial

El espacio L2(V') se descompone en suma directa de formas bilineales simétricas y antisimétricas:

Lo(V) = A(V) @ S(V)

y las dimensiones de estos dos subespacios son:

dim A(V) = ;n(n —1), dimS8(V)= ;n(n +1)

5.2.5. Formas bilineales simétricas regulares
Sea p: V x V — IK una forma bilineal simétrica.
Definicién 5.2.5 Se define el radical de @ como el subespacio de V' dado por:
radp={z eV |pxy =0, VyeV}
Es inmediato probar que rad ¢ asi definido es un subespacio de V.

Definicién 5.2.6 Se dice que ¢ es reqular (no degenerada) si su radical es el vector 0.

Definicién 5.2.7 Se llama rango de la forma bilineal simétrica ¢ a:
ran(y) = dimV — dimrad ¢

Proposicién 5.2.3 Sea ¢ una forma bilineal simétrica de rango r. Sea A la matriz de ¢ en una base B.
Entonces:

ran @ = ran A
Demostracion. Sea W un subespacio complementario a rad ¢:
V=Woradyp
y sea BB una base adaptada a esta descomposicién:

B={ui,...;U,Ups1,...,Upn}

(53)

donde C es una matriz r X r que probaremos que tiene determinante distinto de cero.
Construyamos una combinacién lineal de las r columnas de C igual a cero:

La matriz de ¢ en la base B es:

o(u1,ur) o(u1,ur)
A1 : +oF A ; -0
o(up,u1) o(ur, ur)
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es decir:
)\1(,0(“1',“1)+"'+)\r§0(’U;i,’U/7«):0, Z’:la"'ar

o, usando las propiedades de bilinealidad de ¢:
o(ui, Mug + -+ Nup) =0, i=1,...,7
Como consecuencia, el vector v = A\juy + - - - + Aru, estd en el radical, pues:
olu,v)=0,i=1,...,n

Sin embargo, v € W por lo que v = 0. Como los vectores uq,...,u, son li., se concluye que \; =
-+ =\, =0 y las columnas de C son Li. lo que asegura que el rango de A es igual a r. QED

El cambio de base no modifica el rango de la matriz (pues det P # 0), por lo que la dimensién del
radical (y por tanto el rango de la forma bilineal) es igual al rango de la matriz que representa a ¢ en
cualquier base.

Vedmoslo de otra forma. Sea r = ran(A), siendo A la matriz de ¢ en una base arbitraria. Las columnas
de la matriz A tienen n — r relaciones lineales linealmente independientes:

Aip(ug, ur) + -+ App(ug,un) = 0

)\n—r,l(P(Ui; Ul) + -+ )\n—r,n@(ui; Un) = 0
con i =1,...,n. Aplicando las propiedades de ¢:

(P(Ui;)\llul+"'+)\1nun) =0

(P(Ui, )\n—r,lul + -+ )\n—r,nun) = 0
Por tanto, los vectores: {A\11u1 + -+ Apln, - - -, An—r1U1 + - - -+ Ap—r nUn } son una base del radical de

© que tiene dimensién n — r (son linealmente independientes, anulan a una base y no hay més vectores
L.i. con estas propiedades). QED

Con este resultado es inmediato demostrar la siguiente proposicién:

Proposicion 5.2.4 Sea p:V x V — IK una forma bilineal simétrica. Entonces:
¢ regular < det A #£0

donde A es la matriz de ¢ en una base de V.

5.2.6. Ortogonalidad

Sea ¢ una forma bilineal simétrica en un IK-espacio vectorial V.
Definicién 5.2.8 Se dice que x,y € V son ortogonales (x L y) respecto ¢ si p(x,y) = 0.
Definicién 5.2.9 Se dice que x € V' es isdtropo (siempre respecto @) si o(x,x) = 0.

Definicién 5.2.10 Si U es un subespacio de V', el subespacio ortogonal a U es:
Ut ={z eV |py =0, VycU}

Veamos dos propiedades de la relacién de ortogonalidad.
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Proposicion 5.2.5 Sea ¢ una forma bilineal simétrica reqular en V- y U un subespacio de V. Entonces:
dimV =dimU + dimU*.

Demostracién. Sea B una base de V (de dimensién n), y By = {u1,...,un} una base de U. Las
ecuaciones de U+ son:

bir - bin 1
A =0
bmi - bmn Tn

donde b;; son las coordenadas de los vectores de la base By en la base By A es la matriz de la forma
bilineal ¢ en la base B.

Tenemos un sistema de ecuaciones que define U+: BAX = 0. El rango de la matriz BA es igual al
rango de la matriz B, ya que la matriz A es regular. Por lo tanto, la dimensién del espacio de soluciones de
este sistema es el nimero de incégnitas, que es n, menos el de ecuaciones que es m, siendo m justamente
la dimensién de U. QED

Proposicién 5.2.6 Sea ¢ una forma bilineal simétrica reqular en V- y U un subespacio de V. Si ¢|y es
regular, entonces:
V=UeaU"*

Nota: Aunque ¢ sea un forma regular en V', esto no quiere decir que lo sea en cualquier subespacio.

Demostracién. Veamos que la interseccién de U y U~ es igual al vector 0.

Six € UNU*, entonces ¢(z,y) = 0,Vy € U, ya que = estd en U~. Como z también pertenece a U, se
deduce que x estd en el radical de la forma ¢ restringida a U (pues estd en U y anula a todos los vectores
de U):

x € rad |y

Pero esta forma es regular, luego su radical es el vector nulo y por tanto x = 0. Es decir:
UnuUt = {0}
Como ademés se tiene por la proposiciéon anterior:
dimV = dimU + dim U+

concluimos que:

V=UaU".
QED

5.2.7. Diagonalizacién de formas bilineales simétricas

Como ya hemos visto, al cambiar la base la matriz asociada a una forma bilineal cambia. Podemos
intentar buscar una base en la cual la matriz sea lo mas sencilla posible. Demostraremos a continuacién
que, para las formas bilineales simétricas, siempre es posible encontrar una base en la cual la matriz sea
diagonal.

Proposicion 5.2.7 Sea V un IK-espacio vectorial de dimension n y o:V x V — IK una forma bilineal
simétrica de rango r. Entonces, existe una base de V., B = {u1,...,u,} en la cual se tiene:

o(ui,u) =0,  iF]
o(ui, ui) = ¢, i1=1,...,n

Ademas:
Cl,...,C,«#O, C7«+1=...=Cn=0
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En el caso complejo, la base se puede escoger de forma que:
co=-=c¢c =1
En el caso real, existe un nimero entero mayor o igual que cero, p, tal que:
ca=-=¢p=1 cn=-=c¢=-1
En este caso, se llama signatura de la forma bilineal ¢ al par (p,q), con ¢ =1r — p.

Demostracion. El problema se puede reducir al caso regular. Sea:
V=Wodrady

En una base adaptada a esta descomposicién, la matriz de la forma bilineal es:

B 0
=(50)
con det B # 0 y por tanto ¢|w regular.
Supongamos entonces que : V x V — IK es una forma bilineal simétrica regular. Sea u; un vector
de V tal que: p(ui,u1) = ¢1 # 0. Al menos existe un vector con estas caracteristicas. Si no fuera asf, la
forma bilineal seria cero. En efecto, es inmediato probar que:

! (plx+y,xz+y) —plx,z) = o(y,y))

@(x,y) = 9

lo que permite expresar una forma bilineal en términos de sus valores sobre la diagonal de V' x V (el
conjunto de pares con las dos componentes iguales).
Sea W1 = lin{u; }. Como ¢ es regular, (y ¢|w, también) se tiene:

V=waew

Al ser ¢|w, regular, se puede probar que <p|W1L también es regular.

Si no fuera asi, existirfa un vector x € Wi, tal que ¢(z,y) = 0, Yy € Wit. En este caso, p(z,y) =
0, Yy € V, ya que:

e(@,y) = p(@,y1) + ¢(x,y2) =0

donde y; € Wi, yo € Wit, y ¢ no seria regular en V.

Consideremos ahora un segundo vector ug en el espacio Wi, tal que: ¢(ug, ug) = c2 # 0 y construya-
mos el subespacio:

Wy = lin{uy, us}.

La forma bilineal ¢ es también regular en W5 (pues su matriz asociada en la base {u1,u2} es diagonal y
los valores en la diagonal son ¢, ¢co que son distintos de cero). Por tanto:

V=W,®Ws.

Como el espacio es de dimensién finita, podemos seguir este proceso hasta construir una base de V:
{u1,...,un}, que satisface las condiciones del teorema.
Si IK = C, podemos tomar otra base:

1 1
\/Cl 1, ) \/Cn n (

que hace que la matriz asociada tenga todos los elementos de la diagonal iguales a 1.
Si estamos en IR, se puede tomar como base:

1 1
ULy ey (7 s
{\/|61| Vel "}
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y en ella los elementos de la diagonal de la matriz asociada son iguales a +1. QED

En el caso real, el nimero de +1 y —1 en la diagonal (para una matriz diagonal, lo que hemos llamado
signatura de la forma bilineal) no depende de la base elegida (hay muchas bases en las cuales la matriz es
diagonal y estd formada por +1 y 0). Es claro que el niimero de ceros, que es igual al rango de la forma
bilineal, no cambia al cambiar de base. No es tan evidente que la signatura sea un invariante caracteristico
de la forma bilineal. Se tiene el siguiente teorema:

Teorema 5.2.1 Teorema de Sylvester. (Ley de inercia). La signatura de una forma bilineal simétrica
real es un invariante.

Demostracién. Sean {uy,...un}, {u},...u,} dos bases de V con las siguientes propiedades:

o(us,uz) =0 i# ] p(uj,uy) =0, i#j

olu,u)) =1, i=1,...,p oul,u)=1, i=1,....p

oluj,u)=-1, i=p+1,....,7r pu,u)=-1, i=p +1,...,r

o(u,u;)) =0, i=7r...,n eul,u))=0, di=r...,n

Demostremos que p = p’. Para ello, supongamos primero que p’ > p. Sea {uf*,...,u*} la base dual
de {uf,...ul,}. El sistema de ecuaciones:
(r,uff) =0, k=p +1,...,r

tiene soluciones no triviales cuando nos restringimos a x € lin{upy1,...,u,}. En efecto, se trata de un
sistema con r — p’ ecuaciones y r — p incégnitas, y r —p’ < r—p al ser p’ > p. Sea x una de esas soluciones.
Si escribimos z en la base {u;}, resulta ser una combinacién lineal de los vectores: {up41,...,u,}. Silo
hacemos en la base {u}}, es una combinacién lineal de: {uf, ..., u;,, U1, .., Up}, pues verifica el sistema

anterior (basta recordar como se escribian las coordenadas de un vector en una base usando la base dual).
Es decir:

r=y+z yeclin{u),. .. uy}, zeclin{u.,,...,u,}.

El valor que toma la forma bilineal ¢ sobre x es:

oz, ) = p(y,y) + (2, 2) + 2¢(y, 2) = p(y,y) > 0.

Sin embargo,
o(z,x) <0

pues = € lin{upt1,...,u,}. Por lo tanto, p < p’. De manera similar probarfamos que p’ < p y con-
cluirifamos que p = p'. QED

En el caso real, existen tipos de formas bilineales simétricas particularmente interesantes.

Definicién 5.2.11 Sea ¢ una forma bilineal simétrica definida sobre un espacio vectorial real de dimen-
sion n. Se dice que ¢ es definida positiva si

olx,z) >0, VYxeV,z#0

En este caso, el rango de la forma bilineal es n y la signatura es (n,0). Se dice que ¢ es definida negativa
St

olx,z) <0, VYxeV,z#0
En este caso, el rango de la forma bilineal es también n y la signatura es (0,n).

Se puede hablar también de formas semidefinidas positivas o negativas, cuando las desigualdades no
son estrictas.
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5.2.8. Ortonormalizacion de Gram-Schmidt

Del apartado anterior se deduce inmediatamente que una forma bilineal simétrica real definida positiva
tiene como matriz asociada en una base apropiada, la matriz identidad. Se dice entonces que la base
correspondiente es ortonormal. El proceso de ortonormalizacién de Gram-Schmidt es una forma particular
de construir bases ortonormales a partir de una base cualquiera para formas bilineales definidas positivas.

Proposicién 5.2.8 (Gram-Schmidt.) Sea V' un IR-espacio vectorial de dimension finita n. Sea ¢ €
S2(V)) definida positiva y B = {e1,...,en} una base de V. Entonces, existe una base de V, B =

{u,...,un} tal que:
i.- lin{eq,...,e,} =linf{uy, ..., u },
ii.- o(ui, uj) = 0ij, 4,5 =1,...,n, es decir, B es una base ortonormal.

Demostracién. Se define el primer vector de la base B’ como:

1
= 61
\/<p(61, e1)

que cumple las dos condiciones del teorema, pues ¢ es definida positiva. El segundo vector se obtiene
como una combinacion lineal de u; y es. Sea:

U1

li
Ug = €2 — A21U1

donde X271 es un ntimero real a fijar. Para ello imponemos que uj sea ortogonal a u1:

@(u1, 62 — Agrur) = @(u, e2) — Aa1p(ur, ur)
de donde se deduce:
A21 = ¢(u1, e2)

Si ahora definimos: )
!

= li li u2
\/ p(uy, uy)
los vectores uq, us verifican las condiciones del teorema.
Supongamos que de esta forma hemos construido los vectores uq, . . ., u, que verifican las condiciones

del proceso de ortonormalizacién de Gram-Schmidt. Buscamos u,41 como una combinacion lineal de e, 41
y de los ya construidos uq, ..., u,:

U2

T

!
Upqq = €r41 — E Ar41,5U;j
j=1

Imponiendo las condiciones p(u!. 4+1,ui) =0, i=1,...,7, se obtienen los pardmetros \;;:

T T
0= @(erit,w) = D Arpr @y, ) = lerpr, us) = D Arir,di
j=1

Jj=1

lo que nos da la solucién:
)\r-i-l,i = (P(er—i-l ) u’i)

es decir:

T
Uy = erp1 — D p(erir, uiu;
i=1
Normalizando el vector u;.,; (es decir, dividiendo por la rafz cuadrada de ¢(u;.,,u;.,,)) obtenemos
el vector u,41. Este vector cumple las condiciones del teorema como es fécil observar (nétese que e,41
no depende linealmente de uq, ..., u,).
El proceso termina al ser V un espacio de dimensién finita. QED
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5.3. Formas Cuadraticas

Dada una forma bilineal simétrica, ¢, se verifican las identidades siguientes (identidades de polariza-
cién) que permiten expresar los valores que toma ¢ sobre cualquier par de vectores en funcién de los que
toma sobre la diagonal (como ya hemos usado anteriormente).

plr,y) = ;[w(x +y,x+y) — (@, z) — 0y, y)]
p(r,y) = i[@(x+y,x+y) —p(r -y, —y)]

Su demostracién es inmediata sin més que desarrollar.

Definicién 5.3.1 Sea V un IK-espacio vectorial. Una aplicacion: Q:V — IK es una forma cuadrdtica si:
a) Q(\x) = MQ(x)

y la aplicacion pq:V x V — IK, definida por:

) ealey) = QL+ 1)~ Q) ~ Q)]

es una forma bilineal simétrica.

A cada forma cuadratica le corresponde una forma bilineal simétrica, y viceversa, dada una forma
bilineal simétrica podemos construir un forma cuadritica mediante:

Qe(z) = ¢(x, x)

Se tiene:

Q— pg — Qp, =0Q
Se dice que una forma cuadratica es definida positiva, etc, si la correspondiente forma bilineal lo es.

Si A es la matriz de la forma bilineal p¢ en una base B, se dice que A es la matriz de la forma cuadratica
en esa base. La expresién de Q(z) es entonces:

Q(z) = X' AX

y por supuesto, A* = A. Es decir, la matriz asociada a una forma cuadrética en cualquier base es
simétrica.

5.3.1. Diagonalizacién de formas cuadraticas

El problema de reducir una forma cuadritica a una suma de cuadrados (en C) o a una suma y
diferencia de cuadrados (en IR) es el de encontrar una base en la cual la forma bilineal simétrica asociada
tenga una matriz diagonal con £1 y 0 en la diagonal. Ya hemos visto que eso es siempre posible.

Veamos ahora un método practico de hacerlo, el método de Lagrange. La forma cuadratica @ se
escribe en una base dada como:

Qx) = Y anwswy

ik=1

donde a;; = ag;. La idea del método es la de completar cuadrados. Supongamos que existe un elemento
de la diagonal no nulo, a;; # 0. Entonces, () se puede escribir como:

Qz) = aij (Z ajixi> + Q1(2),
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donde ()1 es otra forma cuadratica. Lo importante es que el primer sumando es el cuadrado de una suma
(salvo un factor que se puede incluir extrayendo su raiz cuadrada, o la de su valor absoluto si estamos en
IR) y que @1 no depende de z;. Basta desarrollar el cuadrado y restarlo de Q(z) para comprobarlo. De
esta forma podemos seguir el procedimiento con Q1(x) que depende de n — 1 variables, hasta acabar el
desarrollo. Podria ocurrir que en algiin momento, ninguno de los elementos de la diagonal fuera distinto
de cero.

Supongamos entonces que a;; =0, 9 = 1,...,n. Existird un elemento a;;, # 0. La descomposicién que
podemos hacer ahora es:

Qz) = 2a1jh <k:1(ajk + ahk)$k> - 2a1jh (Z(“J’k - ahk)$k> + Q2(x)

k=1

dogde Q2(z) es una forma cuadrdtica que no depende de x;, zp, y las formas lineales Y j_, (a;k + ank )Tk,
> k—1(ajx —ank)xy son linealmente independientes. Basta desarrollar para comprobar estas afirmaciones,
pero es facil darse cuenta que no se trata mds que de una generalizacién de la siguiente (y evidente)
identidad:

1(ﬂv—y)2

1
Qry = 2 _
Ty 2(x+y) 5

Al descomponer en suma de cuadrados (o suma y diferencia), las formas lineales que aparecen (elevadas
al cuadrado) en la descomposicién son linealmente independientes (en el primero de los supuestos es trivial,
pues dependen de un numero de variables distinto cada vez; en el segundo se puede comprobar como se
ha dicho anteriormente). Esta formas lineales dan el cambio de base, o al menos parte de él, pues la forma
puede no ser regular (con radical no nulo) y aparecer menos de n cuadrados en la suma. En este tltimo
caso no es dificil completarlas con otras formas 1.i. hasta tener la expresiéon de la nueva base en la que la
forma cuadrética es diagonal.

5.3.2. Formas cuadraticas definidas

Si una forma cuadrdtica (o una forma bilineal simétrica) estd escrita en una base arbitraria, no es
posible deducir si es definida positiva o no de una inspecciéon de los elementos de la matriz, como es el
caso en el que esta matriz es diagonal. Sin embargo se puede dar un criterio sencillo que permite averiguar
esta propiedad mediante el célculo de los menores principales (los determinantes de las matrices que estan
construidas sobre la diagonal, tomando los elementos de las 7 primeras filas y 7 primeras columnas hasta
hacer una matriz cuadrada r x r).

Proposicién 5.3.1 Sea Q una forma cuadrdtica definida sobre un espacio vectorial real, y A su matriz
en una base B. Entonces, Q es definida positiva si y solo si los menores principales de A, D1, Do, ..., Dy,
son todos mayores que cero.

Proposicién 5.3.2 Sea Q una forma cuadrdtica definida sobre un espacio vectorial real, y A su matriz
en una base B. Entonces, Q es definida negativa si y solo si los menores principales de A, verifican:

Dy <0,D2>0,...,(—1)nDn>0

No demostraremos estas propiedades.

5.4. Producto escalar

De entre todas las formas bilineales simétricas, las definidas positivas presentan unas propiedades
particulares que las hacen apropiadas para las aplicaciones en Fisica (junto con las pseudodefinidas
Lorentzianas).
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5.4.1. Producto escalar en un espacio real

Definicién 5.4.1 Un producto escalar en un espacio vectorial real V' es una forma bilineal simétrica
definida positiva. Es decir:
(, ) VxV-=R

con las propiedades:
i) (z,y) = (y,z), x,yeV
i) (x+y,2) =(z,2)+ (y,2), (Az,y)=A=,y), z,y,2€V, AeR
iii) (x,2) >0, Ve eV, (z,2)=0&2=0

5.4.2. Formas sesquilineales

Esta definicién no puede extenderse a espacios complejos, pues el concepto de forma bilineal simétrica
definida positiva no se puede establecer alli. Sin embargo, una aplicacion similar a ésta puede definirse en
espacios complejos, sustituyendo la propiedad de bilineal por otra.

Definicién 5.4.2 Sea V' un espacio vectorial complejo. Una forma sesquilineal es una aplicacion:
¢:VxV —=C

que verifica:
i) d(z,y) = d(y,2), z,yeV
it) p(x,y + 2) = ¢(z,y) + ¢z, 2), d(x,\y) = Ap(2,y), x,y,2€V, AeC

Debido a la primera propiedad se tiene:

P(\z,y) = A(z,y),

es decir, la aplicacién no es bilineal. Solo es lineal en la segunda variable, pero no en la primera (se trata
de una convencién, en otros lugares la definicién se hace de modo que la aplicacion es lineal en la primera
variable).

La teoria de formas sesquilineales es muy similar a la de formas bilineales simétricas reales. Si el
espacio es de dimensién finita, podemos escribir la aplicacién en una base dada. Es facil ver (siguiendo
en todo la teoria de las formas bilineales), que la expresion es:

p(x,y) = XTAY

donde X, Y son los vectores de C" que representan a x,y € V en esa base y X representa la transpuesta
conjugada de una matriz. Debido a la primera propiedad de las formas sesquilineales, la matriz A verifica:

AT =A
(las matrices con esta propiedad se llaman hermiticas). En efecto:
d(z,y) = XTAY = (XTAY)T =Y TATX = YT AX, VX,V eC"

Al igual que en el caso real las matrices simétricas estaban asociadas a las formas bilineales reales, en
el caso complejo las matrices hermiticas estan asociadas a las formas sesquilineales. Si el espacio es real,
una forma sesquilineal es simplemente una forma bilineal simétrica (al ser el conjugado de un nimero
real igual a s{ mismo).

Si se cambia la base, la matriz de una forma sesquilineal cambia. Como se puede comprobar facilmente
(siempre teniendo como gufa las formas bilineales simétricas), si P es la matriz de cambio de base (es
decir la que expresa los vectores de la segunda base en funcién de los de la primera) se tiene:

A= Pt AP

Lo que hace particularmente interesantes a las formas sesquilineales es que los valores que toman sobre
la diagonal (es decir sobre los pares (x, z)), son reales (basta usar la primera propiedad y comprobar que
¢(x, x) es igual a su complejo conjugado). Debido a esto, se puede establecer para las formas sesquilineales
la propiedad de ser definida positiva (o negativa).
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Definicién 5.4.3 Sea ¢ una forma sesquilineal sobre un espacio complejo. Se dice que ¢ es definida
positiva St
d(x,x) >0, Ve eV, ¢x,2)=02=0

5.4.3. Producto escalar complejo

Ahora podemos definir un producto escalar en un espacio vectorial complejo.

Definicién 5.4.4 Sea V un espacio vectorial complejo. Un producto escalar en V es una aplicacion

sesquilineal definida positiva. Fs decir,
(, ) VxV-=C

con las propiedades:
i) (v,y) = (y,7), wyeV
i) (x+y,2) =(x,2)+ (v,2), (Az,y)=A=,y), z,y,2€V, AeC
iii) (x,2) >0, VYxeV, (z,2)=0&2=0

El producto escalar real puede considerarse como un caso particular del complejo, por lo que en los
siguientes apartados, nos referiremos de forma sistemética al caso complejo, considerando al real incluido
en nuestras afirmaciones.

5.4.4. Norma en un espacio vectorial

Una norma en un espacio vectorial permite asignar a cada vector una longitud.

Definicion 5.4.5 Una norma en un espacio vectorial V' es una aplicacion:
[-1:V =R

que verifica:
a) ||z 20, Ve €V, |zl =0 z=0
b) [Az|| = A ||z|l, AeC,zeV
o) lle+yl <=l +llyll, zyeV

La tercera propiedad se conoce como desigualdad triangular. La definicién es la misma en el caso real.
En el caso complejo, se toma el médulo de A, que es un ntimero real, y en el caso real, el valor absoluto
de A (que es un ntmero real).

Una norma no esta relacionada, en principio, con un producto escalar. Sin embargo, dado un producto
escalar siempre es posible definir una norma a partir de él. Es decir, un producto escalar nos permite
definir la longitud de un vector. La norma asociada a un producto escalar se define como:

Il = V(z,2), zeV

Proposicién 5.4.1 Si (, ) es un producto escalar, la aplicacidn || - || definida anteriormente, es una
norma en V.

Demostracién. La propiedad a) de las normas es inmediata a consecuencia de ser definido positivo
el producto escalar (como forma bilineal simétrica en el caso real o como forma sesquilineal en el caso
complejo).

La propiedad b) es:

IAz]|* = (Az, Az} = A (@, 2) = [A]?]|]|?

de donde:
[Az]| = [Alllz]].

La tercera propiedad, la desigualdad triangular es algo mas dificil de demostrar. Veremos que es una
consecuencia de la desigualdad de Cauchy-Schwarz que demostramos a continuacién.
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Desigualdad de Cauchy-Schwarz:

(@) < V(@,2)(y,y), z,yeV

Para demostrarlo, consideremos el producto escalar del vector Ax — uy por si mismo. Se obtiene un
nimero real mayor o igual que cero:

Az — py, Ax — py) = (AP (@, 2) + [ul*(y, y) — Al y) — Ma(y, ) > 0

Como la desigualdad es cierta para todo los escalares A, i, elegimos:
)‘:(xay)a M=($,$)

(2, 9) (2, ) + (2, 2)*(y,y) — 2(z, 2)|(z,y)|* > 0
es decir:

[(z,y)]* < (z,2)(y, )

lo que demuestra la desigualdad de Cauchy-Schwarz. Esta desigualdad es estricta si y sélo si los vectores
x,y son linealmente independientes.
La desigualdad triangular es ahora inmediata:

|‘x+y|‘2 = ($+y,$+y) = ($,$)+(y,y)+($,y)+($,y) = (x,x)—i—(y,y)—l—(x,y)—i—(x,y)
2l + lyll + 2]zl 1yl

IN

de donde se deduce:
lz+yll < llzll + llyl

QED

5.4.5. Ortogonalidad

La relacion de ortogonalidad definida para formas bilineales simétricas, se extiende a formas sesquili-
neales sin ningin problema.

Definicién 5.4.6 Sea V un espacio vectorial (real o complejo) y (1, ) un producto escalar en V. Se dice
que dos vectores son ortogonales con respecto a este producto escalar si (x,y) = 0.

Al ser un producto escalar, la matriz asociada en cualquier base es regular y el inico vector que es
ortogonal a todo el espacio es el vector 0.

Dada una base cualquiera en un espacio vectorial (de dimensién finita) con un producto escalar, es
posible construir una base ortonormal (es decir, (u;,u;) = i, 4,§ = 1,...n), utilizando, por ejemplo,
el método de Gram-Schmidt (el hecho de ser una forma sesquilineal no afecta para nada al desarrollo.
Simplemente hay que prestar atencién a los complejos conjugados).

Sea B = {uy,...,u,} una base ortonormal en un espacio V' de dimensién finita dotado de un producto
escalar. Los coeficientes de cualquier vector en esta base se pueden calcular facilmente:

n
eV, szxiui

i=1

Haciendo el producto escalar de u; por x se tiene:

n n n
(ug, @) = (ug, Y waws) = wiuj,w) = > w6
1=1 1=1 1=1

es decir:
x; = (u,x), Yi=1,...,n
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y por tanto:

(Uz‘, T)u;
1

n
xr =

7

En una base ortonormal, la matriz asociada a un producto escalar es la matriz identidad, es decir:

n
($, y) = Z TiYi
1=1

En lo que se refiere a subespacios, se tiene:

Proposicion 5.4.2 Sea V un espacio vectorial de dimension finita sobre IR, 0o C. Sea W un subespacio de
V y W+ su ortogonal (definido de la forma ya establecida en el estudio de formas bilineales simétricas).
Entonces:

V=WaWw.

Se dice que W es el complemento ortogonal de W. Las propiedades de ortogonalidad son fundamen-
tales en la descripcién de espacio dotados de un producto escalar. Notese que en bases ortogonales todos
los productos escalares son el mismo.

5.4.6. Proyeccién ortogonal

Sea V' un espacio vectorial (real o complejo) con un producto escalar. Sea W un subespacio propio de
V,y W+ su complemento ortogonal. Todo vector de V se puede poner de manera tinica como la suma
de dos vectores ortogonales entre si:

r=y+z zeV,yeW, ze W
Debido a que y, z estan definidos univocamente por x podemos definir las siguientes aplicaciones:

P: V — V P V —- V

T =y T =z

Las aplicaciones P; y P», que son claramente lineales, se llaman las proyecciones ortogonales sobre W
y W+ respectivamente. Estas aplicaciones verifican las siguientes propiedades:

Proposicién 5.4.3 Si Py y P, son las proyecciones ortogonales sobre los espacios W y W se tiene:
a) P+ P,=1y
b) PE=P, Pi=P, PP,=PP=0
c) (Prx,2’) = (z, Pry), (Px,2') = (z,Pex’), z,a' €V

Demostracién. Si z = y + z, de acuerdo con la descomposicién V =W @& W+:
y=Pi(z), z=Py(z)

y por tanto:
r=y+z=P(x)+ Px) =(PL+ P)(z), YxeV

es decir la suma de los proyectores ortogonales es igual a la identidad en V.
Ademds, de Pi(z) =y € W, se deduce:

Pi(x)=Pi(y) =y=Pi(z) = Pl =P

De la misma manera se prueba para Ps
También es facil de probar la otra propiedad:

PPy=P(ly —P)=P — P =0
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y de igual forma P, P; = 0.
Finalmente:
(Plxaxl) = (yayl + ZI) = (yayl) = (y + 2, Pl(xl)) = ($, Pl(xl))
y de la misma forma para Ps. QED

Veamos ahora como se escribe la proyeccién ortogonal en una base ortonormal adaptada a la descom-
posicion de subespacios. Sea V' un espacio vectorial de dimensién finita n, y W un subespacio propio de
dimensién r, Sea B = {ey,...,e,} una base ortonormal de V en la cual queremos calcular las matrices
que representan a Py y Ps. Sea B’ = {uy,...,u,} una base ortonormal de V, de forma que {uq,...,u,}
sea una base (también ortonormal) de W. El teorema de ampliacién de la base permite obtener este resul-
tado. Aunque en principio estd establecido para bases no necesariamente ortonormales, el procedimiento
de Gram-Schmidt nos asegura que la situaciéon anterior es correcta. Como consecuencia, el resto de los
vectores de la base B', es decir: {u,41,...,u,} son un base (también ortonormal) de W+. Supongamos
que los vectores de la base B’ tienen como coordenadas en la base B los vectores columna de C" (o IR"
si el espacio es real):

Ui,...,U, eCn
Sea z un vector de V y X € C" sus coordenadas en la base B. Entonces:
T T
y="Pi(x) = (w,2)ui= Y (U X)u;
i=1 i=1

es decir, en coordenadas:
T

Y = Z(U;FX)Ui = (i U;UN)X
=1 =1

y por tanto, la matriz asociada a P; es:

ZT: UU;
i=1

Téngase en cuenta que ambas bases son ortonormales para poder deducir este resultado. La matriz que
representa a P en esta misma base es:
n
g7t
g U;U;

1=r+1

n
Z U =1,
=1

siendo I,, la matriz identidad en dimensién n.

Un resultado de gran utilidad en muchos campos (en particular en espacios de dimensién infinita) es
el teorema de la proyeccién ortogonal. La pregunta que se puede uno plantear es: dado un vector de un
espacio vectorial con un producto escalar cuél es el vector de entre todos los de un subespacio que mejor
aproxima a este vector. La respuesta es que es la proyeccién ortogonal del vector sobre el subespacio.

y se tiene:

Teorema 5.4.1 Sea V un espacio vectorial de dimension finita y x € V. Sea W un subespacio de W.

La norma del vector © — w, donde w € W, toma su valor minimo cuando w es la proyeccion ortogonal
de x sobre W.

Demostracion. De acuerdo con el resultado sobre descomposicién ortogonal de V' referida al subes-
pacio W, =y + z donde y € W, z € W. Entonces

[z —wl =lly+2z—wl = lly —wl + 2|
pues y —w € W, z € W, Esta expresién es minima cuando el primer sumando es cero: ly —w| =0,y
por lo tanto:

QED
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5.4.7. La propiedad del paralelogramo

Hemos visto anteriormente que todo producto escalar da lugar a una norma asociada a él. La pregunta
que surge es si toda norma deriva de un producto escalar. La respuesta es no. Existe una propiedad sencilla
que caracteriza a las normas que provienen de un producto escalar.

Teorema 5.4.2 1) Sea || - | una norma que proviene de un producto escalar, es decir:

] = (2, 2)

Entonces:
lz +l* + llz =yl = 2]z + 2]|y|I?
2) Sea || - || una norma que verifica:
lz+l* + llz =yl = 2]z + 2]|y|I?
Entonces, || - || deriva de un producto escalar, que se escribe como:

1 : , ,
@9) =, (le+yl” = o=yl +ille -l - ||z +iy[*)

La demostracién de la primera parte es inmediata. Basta escribir la definicién de la norma en términos
del producto escalar. La demostracién de la segunda parte es mas complicada y necesita argumentos de
continuidad en ntimeros reales. No la haremos aqui.

5.4.8. El teorema de Riesz-Fréchet

Como hemos tenido ocasién de estudiar, no existe un isomorfismo canénico entre un espacio (de
dimensién finita) y su dual. Sin embargo, si el espacio tiene un producto escalar, podemos establecer
una correspondencia (que es un isomorfismo cuando el cuerpo es IR) entre ambos espacios usando este
producto escalar asignando a cada forma lineal un vector del espacio original.

Sea V un espacio vectorial (sobre IK = IR o IK = C) de dimensién finita, con un producto escalar. La
aplicacién:

wy: Vo =K
y = (=)
es una aplicacién lineal (con reales o complejos), es decir un elemento del dual, w, € V*. El teorema de
Riesz-Fréchet asegura que el resultado inverso es también cierto.

Teorema 5.4.3 Dada una forma w € V* existe un tunico vector x,, € V tal que:

w(y) = (Tw,y), VyeV
Demostracién. Sea {uy,...,u,} una base ortonormal de V. Entonces:

n

y por lo tanto, el vector:

verifica el teorema. Veamos que es inico, aunque en la expresién anterior parezca depender de la base
elegida. Supongamos que
wly) = (z,y) = (¢',y), VyeV
Entonces:
(x—2',y)=0, VyeV
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Pero el tnico vector ortogonal a todo el espacio es el vector 0, por tanto, z = z’. QED

La correspondencia:
1%

—
= Wy

PV
T
es un isomorfismo de espacios vectoriales reales:

P(x+y)(2) = (z,2+y) = (2,2) + (2,9) = ¥(2)(2) + ¥(y)(2)

Ademés:

P(Ax)(2) = (2, Ar) = Az, ) = M(2)(2)

En espacios complejos aparece un conjugado.
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Capitulo 6

Operadores en espacios con producto
escalar

Operadores en espacios complejos. Operador adjunto. Operadores autoadjuntos y uni-
tarios. Proyectores ortogonales. Teorema espectral. Operadores en espacios reales. Ope-
radores simétricos y ortogonales.

Al igual que cuando hablamos de diagonalizacién de endomorfismos, haremos aqui una distincién
entre el caso real y complejo. Como veremos, el caso complejo es més simple que el real, y muchos de los
resultados que obtengamos en este caso seran aplicables en el real.

6.1. Operadores en espacios complejos con producto escalar

En toda esta seccién V' serd un espacio vectorial complejo de dimension finita, dotado de un producto
escalar.

6.1.1. El operador adjunto

Llamaremos operadores (lineales) a los endomorfismos de V. Para cada operador en V' introducimos
un operador asociado.

Definicién 6.1.1 Sea A:V — V un operador. El operador adjunto se define como un operador AT:V —
V' que verifica:
(z, Ay) = (A% z,y), Yo,y € V.

Veamos que tal operador existe. Para cada = € V, definimos la siguiente forma lineal:
V — Cy — (z,Ay)
Por el teorema de Riesz-Fréchet, existe un tinico vector z € V tal que:
(z,Ay) = (z,9), VyeV
La correspondencia z — z de V en V es lineal. Sean x, ' € V y consideremos la forma lineal:
y = (z+a', Ay) = (z, Ay) + (¢, Ay)

Existe un tinico Z € V tal que:
(z+2', Ay) = (Z,y), YyeV

es decir:
(z,Ay) + (o', Ay) = (z,y) + (z',y) = (2 + 2", y)

113
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de donde:

I3
I
N
+
N
<

En cuanto al producto por escalares:
Sean x € V, A € Cy consideremos:

y — (\z, Ay) = Az, Ay)
Existe un tnico Z € V tal que:
Az, Ay) = (Z,y), Yy eV

y por tanto: - -
Az, Ay) = Mz,9) = (Az,9)

de donde:
Z= Mz

La operacién de tomar adjuntos (pasar de A a A™) tiene las siguientes propiedades, que se pueden
demostrar facilmente:

1) (AH)T=A4

2) (A+B)t = At + Bt

3) (AT = AT

4) (AB)T = BTA*

Por ejemplo, la propiedad 1):

(2, Ay) = (ATa,y) = (y, A*z) = (A*)ty,2) = (2, (AT)Ty)

relacién que debe ser cierta para todo z,y € V, lo que demuestra 1). Las propiedades 2) y 3) son
inmediatas. En cuanto a 4):

(xa ABy) = ((AB)+xay) = (A+xa By) = (B+A+xay)

6.1.2. Representacion matricial del operador adjunto

Veamos como obtener la representacién matricial del operador adjunto a partir de la del operador
original. Sea V un espacio vectorial complejo de dimensién finita dotado de un producto escalar y B =
{u1,...,u,} una base ortonormal de V. Sea A la matriz de A en la base B, es decir, A = (a;;):

n
Auiz E AUy, i:l,...,n
i=1

Sea A’ la matriz del operador adjunto, A" = (a;;). Se tiene:
(z,Ay) = (A*w,y), VYoyeV

En particular:
(ui, Auj) = (Atui,ug), Vi,j=1,....n

y sustituyendo las expresiones de Au; y ATu;:

n n
(s, Y arjur) = (Y ap;u, u;)
k=1 k=1
n n
D akj(uiyuk) = ag(uk, uy)
k=1 k=1

n n

—/
E axjoix = E a0k
=1 k=1
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es decir:

A=A

la matriz del operador adjunto es la matriz transpuesta conjugada (la matriz adjunta) del operador
de partida (el sfmbolo T significard indistintamente operador adjunto o matriz transpuesta conjugada,
dependiendo a quién esté aplicado). Nétese que este resultado es solo cierto cuando la base en la que
estdn escritos los operadores es ortonormal. Si no es asi, la relaciéon es mas complicada y hace intervenir
la matriz del producto escalar. En estas bases que no son ortonormales, la matriz de AT no es AT, lo que
puede inducir a cierta confusion si no se presta atencién.

Recordando como se calculaban las coordenadas de un vector en una base ortonormal, podemos
encontrar una expresién de los elementos de matriz de un operador en bases de este tipo. En efecto,

n n n
(wi, Aug) = (i, ¥ arjug) = Y agj(wi,up) = Y axjix = ai
k=1 k=1 k=1

es decir:
Qi = (ui, AUJ)

6.1.3. Operadores normales, autoadjuntos y unitarios

Teniendo en cuenta las relaciones entre A y AT se pueden definir clases especiales de operadores. Sea
(V,(, )) un espacio vectorial complejo con producto escalar, y A un operador en V.

Definicién 6.1.2 Se dice que el operador A es normal si conmuta con su adjunto:
AAT = ATA
Definicién 6.1.3 Se dice que el operador A es autoadjunto si coincide con su adjunto:
AT =A
Definicién 6.1.4 Se dice que el operador A es unitario si:
AAT = ATA =1y
Los operadores autoadjuntos verifican:
(z, Ay) = (Az, ),
y en bases ortonormales vienen representados por matrices hermiticas (o autoadjuntas):
AT = A
Los operadores unitarios verifican:
(Az, Ay) = (z,y),
y en bases ortonormales, sus matrices son unitarias, es decir:
AAt =ATA=1,.

Es inmediato comprobar que los operadores autoadjuntos y unitarios son normales. Existen operadores
normales que no son autoadjuntos ni unitarios. Nuestro interés se centra en los operadores autoadjuntos y
unitarios. Sin embargo, es més conveniente, y no implica ningun esfuerzo adicional, estudiar los operadores
normales y luego restringirnos a estos dos casos.
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6.1.4. Teorema espectral para operadores normales

Nuestro objetivo es probar que los operadores normales son diagonalizables, es decir existe una base
del espacio formada por autovectores, y ademds esta base es ortonormal. Para ello demostraremos unos
lemas previos que se verifican para operadores més generales.

Proposicion 6.1.1 Sea V' un espacio vectorial complejo de dimension finita y A, B dos endomorfismos
de V, tales que AB = BA. Entonces, existe un vector no nulo y € V que es autovector de A y B.

Demostracion. Al ser V' un espacio complejo de dimensién finita, el polinomio caracteristico del
endomorfismo A tiene al menos una raiz (teorema fundamental del dlgebra). Es decir, existe al menos un
autovector de A, x € V:

Ar =Xz, xz€V,xz#0, AeC

Como A y B conmutan, los vectores Bx, B2z, . .. son también autovectores de A con el mismo autovalor:
AB¥y = B¥ Az = A\B¥z, k=0,1,2,...

Consideremos la sucesién de autovectores =, Bz, B2z, . ... No pueden ser todos linealmente independientes,
pues el espacio es de dimensién finita (podria ocurrir que hubiera n = dim V vectores 1.i. Entonces el vector
x se dice que es un vector ciclico para A. La teoria de vectores ciclicos es muy importante sobre todo en el
caso de espacios de dimensién infinita, pero no la trataremos aqui). Supongamos pues que B" !z depende

linealmente de los anteriores. El subespacio que generan {z, Bz, ..., B"xz} es un subespacio invariante
bajo B, formado por autovectores de A de autovalor . Restringiendo B a este subespacio, vemos que
existe en él un autovalor de B, que por lo anterior también lo serd de A. QED

La siguiente proposicion trata con espacios con producto escalar.

Proposicion 6.1.2 Sea V un espacio complejo de dimension finita, con producto escalar. Sea A un
operador en V. Entonces, si S es un subespacio de V' invariante bajo A (AS C S), el subespacio ortogonal
VL es invariante bajo At :

AT(S8H) c st

Demostracién. Sea y € S*. Por la definicién de operador adjunto:
(z, ATy) = (Az,y)
Six € S, al ser S invariante, Az € S, luego:
(z,A%y) = (Az,y) =0
de donde Aty € S+, QED

Enunciemos ahora el teorema espectral:

Teorema 6.1.1 Sea V' un espacio vectorial complejo de dimension finita dotado de un producto escalar.
Sea A un operador normal en V. Entonces, existe una base ortonormal de V formada por autovectores
de A.

Demostracion. Al ser A normal, A conmuta con su adjunto, luego por la primera de las dos propo-
siciones demostradas previamente, A y AT tienen un autovector comun:

Ar = Mz, Atz = Hx
Como (z, Ay) = (Az,y), se tiene:
(e, Az) = (2, M) = M, 2) = (A, ) = (i, 2) = e, ),

es decir:
n = )\1.
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Sea
T

Ll

un autovector de norma 1 (vector unitario) de A y A*. El subespacio S; = lin{u; } es invariante bajo A
y bajo A*. Por lo tanto, haciendo uso de la segunda proposicién, Si- es invariante bajo A (y bajo A™).
Consideramos la restriccion de A a Si-. Buscamos alli un autovector comiin a A y A+ (supongamos que
de norma 1):

U1

AUQ = )\2’&2, A+UQ = 5\2’&2

Ademés:
(’U;l, U’Q) =0

Se construye el subespacio Sz = lin{uj,us} y se continua el proceso, que debe acabar al ser el
espacio de dimensién finita. De esta forma se obtiene una base formada por autovectores de A que son
ortonormales. Nétese que es también una base de autovectores de AT . QED

Estudiaremos ahora una serie de resultados relacionados con este teorema espectral. Lo primero que
demostraremos es que la existencia de bases ortonormales caracteriza a los operadores normales.

Proposicion 6.1.3 Sea V' un espacio vectorial complejo de dimension finita dotado de producto escalar.
Sea A un operador en' V' y sea B = {uy,...,u,} una base ortonormal de V' formada por autovectores de
A. Entonces A es un operador normal.

Demostracién. Calculemos las coordenadas de la imagen de u; mediante el operador AT en la base

B:
n n n n n
A+ui = Z(Uj, A+ui)uj = Z(AUJ‘, ui)uj = Z()\juj’ ui)uj = Z )\j(Uj, ui)uj = Z )\j(Sjin = )\iui
Jj=1 j=1 j=1 j=1 =1
luego u; es también un autovector de AT con autovalor \;. Entonces:

AA+’U,1' = |)\i|2ui:A+Aui, = 1,...,7’1

luego AAT = At A al coincidir en una base. QED

El resultado sobre la existencia de una base ortonormal formada por autovectores se puede enunciar
en términos de matrices.

Proposicién 6.1.4 Sea A una matriz compleja n X n, normal, es decir:
AAT = AT A
Entonces, existe una matriz unitaria U tal que:
Ut AU
es una matriz diagonal

Demostracién. Se considera a A como la matriz de un cierto operador en una base ortonormal
{e1,...,e,}. Entonces AT viene representado en esa base por la matriz A*. Por tanto, por las hipdtesis
del teorema, A es un operador normal. Al existir una base ortonormal formada por autovectores de A,
{u1,...,u,} la matriz de cambio de base es:

n
U; = E Ujiei
j=1

Por tanto, la matriz de A en la base {u;} se obtiene de la matriz A mediante la expresién:

u-tAau
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y es obviamente diagonal, al estar formada la nueva base por autovectores de A.
La matriz de cambio de base es unitaria. Esto es cierto siempre que se pasa de una base ortonormal
a otra:
uut =utu =1,

En efecto:
bij = (us,uj) = (Zuik@k Zujl@l) = Z UnUji(ex, er) = Z Ui Ujidy1 = Zaikujk
k=1 1=1 k=1 k=1 k=1

es decir, la matriz U es unitaria, y:

Ut AU
es una matriz diagonal. QED

El teorema espectral se puede establecer diciendo que todo operador normal se puede llevar a una
forma diagonal mediante una transformacién unitaria.

6.1.5. Teorema espectral para operadores autoadjuntos

Puesto que un operador autoadjunto es normal, los teoremas anteriores se aplican a este tipo de
operadores. Sin embargo, podemos decir algo mas de ellos.

Proposicion 6.1.5 Los autovalores de un operador autoadjunto son reales.

Demostracién.
Sea A un autovalor de A con autovector x. Entonces:

(Az,z) = A=, z) = (z, Ar) = \(z, x)
de donde

QED

Podemos establecer el siguiente teorema espectral:

Teorema 6.1.2 Sea V' un espacio vectorial complejo de dimension finita con producto escalar. Sea A un
operador autoadjunto en V. Entonces, los autovalores de A son reales y existe una base ortonormal de V
formada por autovectores de A.

El resultado inverso es:

Teorema 6.1.3 Sea V' un espacio vectorial complejo de dimension finita con producto escalar. Sea A un
operador en V' con autovalores reales tal que existe una base ortonormal de V' formada por autovectores
de A. Entonces A es autoadjunto.

Demostracion.
De acuerdo con el teorema espectral para operadores normales, al existir una base ortonormal de V'
formada por autovectores de A, A es normal. Al tener los autovalores reales:

ATug = Mgw = Mgug = Aug, k=1,....n
luego A = AT y A es autoadjunto. QED

El resultado para matrices es:

Proposicién 6.1.6 Sea A una matriz hermitica (autoadjunta). Entonces A es diagonalizable mediante
una matriz unitaria, y la matriz diagonal es real.

La demostracion sigue las lineas del caso normal.
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6.1.6. Teorema espectral para operadores unitarios

Un operador unitario es también normal. Sus autovalores tienen mdédulo unidad.

Proposicion 6.1.7 Los autovalores de un operador unitario tienen mddulo 1.

Demostracion. Sea A\ autovalor de A con autovector x. Entonces:
Az =)z = AT Az = Mtz = |\*z

y por tanto:
A =1

QED

Teorema 6.1.4 Sea V un espacio vectorial complejo de dimension finita con producto escalar. Sea A
un operador unitario en V. Entonces, los autovalores de A tienen mddulo igual a 1 y existe una base
ortonormal de V' formada por autovectores de A.

El resultado inverso es:

Teorema 6.1.5 Sea V' un espacio vectorial complejo de dimension finita con producto escalar. Sea A un
operador en V' con autovalores de mddulo unidad tal que existe una base ortonormal de V formada por
autovectores de A. Entonces A es unitario.

Demostracion. El operador A es normal. Al tener los autovalores de médulo igual a 1:
A+Auk=5\k)\kuk= |)\k|2uk=uk, k’:l,...,n
luego AAT = AT A =1y yA es unitario. QED

El resultado para matrices es:

Proposicién 6.1.8 Sea A una matriz unitaria. Entonces A es diagonalizable mediante una matriz uni-
taria, y la matriz diagonal tiene elementos de modulo 1 en la diagonal.

Los operadores unitarios relacionan bases ortonormales entre si. Conservan longitudes y dngulos.
De la relacién UUT = I, se deduce que el determinante de una matriz unitaria (y por lo tanto de un
operador unitario) tiene médulo igual a 1:

1 =detUU") = detU det U™ = | detU|?

pues detU® = detU y detU = detl.

Los operadores unitarios forman un grupo respecto a la composicién de operadores. Se le llama el
grupo unitario (U(n)). El subconjunto de operadores unitarios con determinante igual a 1 es un subgrupo
de éste, (SU(n)). Por ejemplo, U(1) son los ntimeros complejos de médulo 1 (es decir, la circunferencia
unidad).

6.2. Proyectores ortogonales

Sea V un espacio vectorial complejo de dimension finita con producto escalar. Sea A un operador
normal en V', con espectro

oA ={M,.., N} NFEN,IFEG G i=1...,r,7<n
Los subespacios invariantes:

Vi=ker(A—N\1ly), i=1,...,r
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son ortogonales entre si:

VilV;, i#j

como consecuencia del teorema espectral, pues corresponden a autovalores distintos. Ademas su suma es
el espacio total:

De esta forma podemos definir los proyectores sobre cada uno de los subespacios invariantes, genera-
lizando los proyectores ortogonales que estudiamos en la descomposicién de V' en suma de un subespacio
y su ortogonal:

zeV, z=x1+--+x,

P: -V

r = X

La familia de proyectores P; verifica una serie de propiedades que se conocen como el teorema de
descomposicion espectral.

Teorema 6.2.1 Los proyectores ortogonales Py, ..., P. asociados a un operador normal A en un espacio
vectorial complejo V' de dimension finita con producto escalar, verifican las siguientes propiedades:
1) P =P

Q)PinZ(SijPi
3)Pi+---+P. =1y
4) MPL 4+ N Po=A

Demostracion. Los proyectores ortogonales son idempotentes y autoadjuntos:

Pfx = Pi.ﬁi = T

(%Piy) = (xayi) = (xiayi) = (xi)y) = (sz,y)
Ademaés:

PiPj(x) = Pi(a;) =0, i#j

En cuanto a su suma:
(Pb+--+Pl)rx=Pzx+ - -+Pax=x1+ - +z,=x, VeV

luego es la identidad en V.
Finalmente:

MPi 4+ NPz =MPie+ -+ NP =
=Mz + -+ e, =Ar+- -+ Az, = Al + -+ x) = Ax
QED

La expresién:

A=MNPi+ -+ MNP,

se conoce como la descomposicion espectral del operador A.
La descomposicién espectral de un operador permite caracterizarlo de la forma siguiente.

Proposicion 6.2.1 Sea V un espacio vectorial complejo de dimensidn finita dotado de un producto esca-
lar, y A un operador en V. Supongamos que existe una familia de proyectores ortogonales (idempotentes
y autoadjuntos), {P1,..., P} y un conjunto de escalares (distintos), {\1,..., A} que verifican:

1) PP =0,i#j

2)Pi+---+ P =1y

3) MPL+- NP =A
entonces, A es normal.
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Demostracion.
i I B i B i B i
O RS SRS SPSWTED SPERATES SUNTEP
i=1 j=1 i,j=1 i,j=1 i=1

Los escalares \; son los autovalores de A, y los autovectores son de la forma P;x con x € V. En efecto:

APz(x) = Z )\ijPi.ﬁ = Z )\jéijPix = )\iPix

Jj=1 Jj=1

Veamos que no hay otros autovalores. Sea A € C tal que existe x € V distinto de cero y:

Ax = \x

Ar = il )\iPix = )\il Pz(.ﬁ)

es decir:
I

Z()\'L — )\)Pft.ﬁ =0

1=1
Aplicando Py:
> i = NPePiz =Y (i — NPz = (A — N Pez =0
1=1 1=1

Por tanto, Pyxz = 0 o bien A = ;. En el segundo caso, A es uno de los escalares que teniamos. En el
primero, si la relacién es cierta para todo k =1,...,r, entonces x = 0. QED

Los operadores autoadjuntos y unitarios se caracterizan de forma similar:

Proposicién 6.2.2 En las condiciones de la proposicion anterior, si los escalares {\1, ..., Ay} son reales,
A es autoadjunto.

Demostracién. De acuerdo con la primera proposicion A es normal. Al tener todos sus autovalores
reales es autoadjunto. QED

Proposicién 6.2.3 Si los escalares {1, ..., \r} son de mddulo 1, A es unitario.

6.2.1. Calculo de proyectores ortogonales

Ya hemos estudiado como calcular un proyector conociendo una base ortonormal del subespacio sobre

el que proyecta. Si{eq, ..., ey} es una base ortonormal del espacio V' y {uy, ..., u,} es una base ortonormal
de autovectores del operador A, los espacios V;, i = 1,...,n estardn generados por los vectores:

i = lin{ug,...,un,} (6.1)

Vo = lin{tn 41,5 Unytno} (6.2)

(6.3)

Ve = lin{tn,4tno_y41s--- Un} (6.4)

donde n; es la dimensién del espacio V;. Por tanto, el proyector P; sobre el subespacio

Vi =lin{tn,4opni 415 Unyoedn a4, )
se puede calcular como:
nit--+ng
P, = > UpUT,

k=ni+-4+n;_1+1
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donde U; son las coordenadas del vector u; en la base {e;}. Nétese que la accién de un proyector es:

nit-4n;

Pi(z) = Z (ug, T)ug.

k=ni+-4+n;_1+1

En esta notacién se tiene:
n
I => UU,
i=1

la descomposicién espectral de la identidad, y

n
A= NUUT
i=1
la descomposicién espectral del operador A (o de su matriz A en la base {e;}).

Existen otras formas de calcular proyectores ortogonales. Veremos una de ellas que usa los polinomios
interpoladores de Lagrange.

Proposicion 6.2.4 Sea V' un espacio vectorial complejo de dimension finita con un producto escalar.
Sea A un operador normal en' V y A = 22;1 AiP; su descomposicion espectral. Entonces, los proyectores
ortogonales P; son iguales a:

Piz(pi(A), izl,...,T

donde los polinomios p(\) vienen definidos por:

A=A1) (A= A1) (A = Aig) - (A= Ar)

i(A) = , i=1,....r
A= = ) = A = A) -+ (= A)
Demostracion. Se tiene:
A=A A— )1
ei(A) = )\._)\J‘, pi(A) = )\._J)\‘V
gt Y gt
Pero no es dificil calcular el valor de estos polinomio sobre A:
n n
0i(A) = 0iD>_NP) =Y ei(\)P;
j=1 j=1
debido a las propiedades de los proyectores ortogonales.
Como:
@i(Aj) = bij
se obtiene el resultado buscado. QED

De la demostracién anterior se deduce que para cualquier polinomio p(X), el valor que toma sobre el
operador A es:

Se puede extender a funciones analiticas (es decir, que admiten un desarrollo en serie que es convergente
en un entorno del punto considerado):

n

FA) =S FO0)P;

j=1

lo que permite calcular valores de funciones sobre operadores (normales).
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6.3. Operadores en espacios vectoriales reales con producto es-
calar

Las mismas cuestiones que se suscitaron en relacion con los espacios complejos dotados de un producto
escalar seran estudiadas aqui. Como veremos, las dificultades principales provienen del hecho que no todo
operador en un espacio real posee autovalores (se entiende reales). La extensién del cuerpo base (nocién
que se puede definir rigurosamente) a los ntimeros complejos, permitiria aligerar esta seccién. Sin embargo
nos mantendremos en el campo real en todo lo posible.

6.3.1. El operador transpuesto

En analogia con el operador adjunto, definiremos aqui el operador transpuesto. Es este un nombre ya
usado en relacién con el espacio dual. De hecho, utilizando el teorema de Riesz-Fréchet, ambos conceptos
coinciden. Sin embargo, para evitar problemas de interpretacién el operador transpuesto se entenderd en
la forma que sigue.

Definicién 6.3.1 Sea V un espacio vectorial real con producto escalar, y A un operador en V. Se define
el operador transpuesto de A, At como el vinico operador que verifica:

(xa Ay) = (Atxa y)

Para demostrar la existencia y unicidad de este operador, basta aplicar el teorema de Riesz-Fréchet,
tal y como hicimos en el caso complejo para el operador adjunto.
Las propiedades del operador transpuesto son similares a las del adjunto:
1) (A=A
2) (A+ B)t = A + Bt
3) (M)t = \A?
4) (AB)! = Bt A?
6.3.2. Representacion matricial del operador transpuesto

Queremos obtener la representacién matricial del operador transpuesto A’ dada la del operador A.
Sea V un espacio vectorial real de dimensién finita dotado de un producto escalar y B = {uy,...,un}
una base ortonormal de V. Sea A la matriz de A en la base B, es decir, A = (a;;):

n
Auiz E AUy, i:l,...,n
i=1

De lo estudiado para la expresién de los elementos de matriz del operador A se tiene:
Qi = (Ui, AUJ)
y si A’ es la matriz del operador transpuesto,

aj; = (us, A'uy)

como
(Ui, AUJ) = (Atui, ’Lbj) = (Uj, Atui)

se concluye:

aij = aj,

es decir:

AI:At

la matriz del operador transpuesto es la matriz transpuesta del operador de partida cuando la base es
ortonormal. El sfmbolo ! denota tanto el operador transpuesto como la matriz transpuesta.
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6.3.3. Operadores normales, simétricos y ortogonales
En el caso real, los operadores mds interesantes serdn los simétricos (andlogos a los autoadjuntos) y

ortogonales (anédlogos a los unitarios).

Definicién 6.3.2 Se dice que el operador A es normal si conmuta con su transpuesto:

AAY = ATA.

Definicion 6.3.3 Se dice que el operador A es simétrico si coincide con su transpuesto:

At = A

Definicién 6.3.4 Se dice que el operador A es ortogonal si:
AAY = ATA =1y

Los operadores simétricos verifican:
(z, Ay) = (Az,y)

y en bases ortonormales vienen representados por matrices simétricas:
A=A

Los operadores ortogonales verifican:

(Axa Ay) = ($, y)

En bases ortonormales, sus matrices son ortogonales, es decir:
AA' = A'A =1,

Es inmediato comprobar que los operadores simétricos y ortogonales son normales. Sin embargo en
el caso real no estudiaremos los operadores normales. La razén es que los operadores simétricos tienen
todos sus autovalores reales y su estudio es muy similar al caso complejo. Pero los ortogonales no los
tienen reales en general (con més precisién no tienen autovalores en general )y por lo tanto requerirdn
un estudio especial.

6.3.4. Teorema espectral para operadores simétricos

El principal problema que surge en relacién con el caso complejo es probar que los autovalores de un
operador simétrico son reales (aunque no sea muy precisa, utilizaremos esta terminologia para expresar
el que las raices del polinomio caracteristico pueden no ser reales, en cuyo caso no son autovalores del
operador).

Proposicion 6.3.1 Sea V un espacio vectorial real de dimension finita con producto escalar. Sea A un
operador normal en V. Si x € V es un autovector de A con autovalor \, entonces = es autovector de At
con el mismo autovalor.

Demostracién.
||(At—)\lv)x||2 = ((At—)\lv)x, (At—)\lv)x) = ((A—)\lv)(At—)\lv)x,x) = ((At—)\lv)(A—)\lv)x,x) =0

y por tanto:
(At — Alv)x =0
QED
Al igual que en el caso complejo, si un subespacio es invariante bajo un operador A, su complemento

ortogonal lo es bajo el operador transpuesto.
El teorema espectral para operadores simétricos se puede enunciar como sigue:
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Teorema 6.3.1 Sea V' un espacio vectorial real de dimension finita con producto escalar. Sea A un
operador simétrico en V. Entonces, existe una base ortonormal de V' formada por autovectores de A.

Demostracion. Demostramos en primer lugar que las raices del polinomio caracteristico de A son
todas reales. Para ello, consideremos el polinomio minimo de A, m(\). Los factores irreducibles de este
polinomio que tiene los coeficientes reales, son de grado 1 o 2. Demostremos que no pueden ser de grado
2. Si tuviera un factor irreducible de este grado:

m(A) = [(A = a)® + bma ()
donde b # 0. El polinomio minimo anula al operador, es decir, m(A) = 0. Entonces Vz € V se tiene:
m(A)z =0 = [(A—aly)* +b*1y]mi(A)z =0
Sea y = my(A)x. Entonces:
[(A—aly)?+b%1ly]ly =0
Calculemos el producto escalar:

([(A—= alv)2 + b21v]ya y) = ((A- alv)Qy, y) + (be, y) = (A —aly)y, (A —aly)y) + bQ(y, y) =
(A= aly)y||* + b*||y||> = 0.

Como b # 0, ||y|| = 0, es decir y = 0. En consecuencia, el operador mq(A) es cero, y por tanto m(\)
no seria el polinomio minimo. No hay factores de grado 2, y por consiguiente los autovalores son reales.
El argumento es ahora igual que en el caso complejo. Se toma un autovector de A y se construye
su subespacio ortogonal, que es invariante bajo A* = A. En este espacio ortogonal se construye otro

autovector y se sigue el proceso hasta tener una base ortonormal de V' formada por autovectores de A.
QED

El resultado inverso es también cierto.
Teorema 6.3.2 Sea V un espacio vectorial real de dimension finita con un producto escalar. Sea A un

operador en V', tal que existe una base ortonormal de V' formada por autovectores de A. Entonces A es
simétrico.

Demostracién. Sea {u1,...,u,} la base ortonormal. Entonces:
Auk = )\kuk
Ahora bien,
n n n n
Alug =" (ug, Aug)u; = > (Aug up)us = > Niug, up)us = Y Niig = Agug
i=1 i=1 i=1 i=1

y por lo tanto,
At=A

QED
Las matrices que intercambian las bases ortonormales son ortogonales (la demostracién es idéntica a

la hecha en el caso complejo). Se tiene el resultado siguiente para matrices:

Teorema 6.3.3 Toda matriz simétrica (real) es diagonalizable por una transformacidn ortogonal.

Demostracién. Una matriz simétrica se puede considerar como la matriz de un operador simétrico en
una base ortonormal. Pasando a la base ortonormal de autovectores la matriz que representa al operador
es ahora diagonal y la matriz de cambio de base es ortogonal:

PLAP
es diagonal. QED
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6.3.5. Descomposicion espectral de operadores simétricos

Aligual que los operadores normales, los operadores simétricos admiten una descomposicién espectral.
Sea A un operador simétrico en un espacio vectorial real de dimension finita dotado de un producto
escalar.
Sea o(A) = {A1,..., A} el espectro de A. Sean V; = ker(A — \;1y) los subespacios invariantes.
Entonces:
V=rie oV,

y los subespacios son ortogonales entre si, al corresponder a autovalores distintos.

Existe entonces una familia de proyectores ortogonales (simétricos e idempotentes) que ademds veri-
fican:

1) P;=0,i#3j

)P+t P=1y

3) MPL+- 4+ NP =A

El calculo de proyectores ortogonales se hace igual que en el caso complejo, bien en una base dada, o
empleando polinomios interpoladores.

La descomposicién espectral permite identificar a los operadores simétricos:

Si dado un operador A en un espacio vectorial real de dimensién finita con un producto escalar,
existe una familia de proyectores ortogonales (simétricos e idempotentes) que verifican las anteriores
propiedades para una familia de escalares (reales) distintos, entonces A es simétrico y esos escalares son
sus autovalores. La multiplicidad del autovalor \; es la dimensién del espacio P;V.

6.4. Operadores ortogonales

El ultimo tipo de operadores en espacios con producto escalar que vamos a estudiar son los operadores
ortogonales. En este caso, al no ser (en general) todas las raices del polinomio caracteristico reales, no
podremos encontrar una base formada por autovectores. Sin embargo, existen bases en las que estos ope-
radores adoptan formas sencillas. Son estas formas candnicas las que vamos a discutir. Comenzaremos por
el caso de dimension 2 y veremos como los demaés se reducen a éste. La razén es que los factores irredu-
cibles del polinomio caracteristico (un polinomio con coeficientes reales) son de grado 1 o 2. Recordemos
que los operadores ortogonales vienen representados por matrices ortogonales en bases ortonormales:

AtA=1T,

De esta relacién se deduce que el determinante de una matriz ortogonal (y por lo tanto de un operador
ortogonal) es igual a +1. Los operadores ortogonales con determinante igual a +1 se llaman rotaciones.

El conjunto de operadores ortogonales forma un grupo respecto a la composicién de operadores. Se
le llama el grupo ortogonal (O(n)). El subconjunto de operadores ortogonales con determinante igual a
1 es un subgrupo de éste, (SO(n)).

6.4.1. Operadores ortogonales en un espacio de dimensién 2

Sea V' un espacio vectorial real de dimensién 2 con producto escalar y A un operador ortogonal en
este espacio:
AAY = A'A =1y

Proposicion 6.4.1 En las condiciones anteriores, existe una base ortonormal de V' en la que el operador
A tienen como matriz una de las siguientes:

cosf) —senf 1 0
b (sen@ cos@)’ 2) (0 -1 >
En el primer caso, el determinante de la matriz es 1. En el segundo es —1.

Demostracion. Sea
a b
a=(ta)
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la matriz de A en una base ortonormal. Entonces:

A'A =1,
y operando:
a c a b\ a?+c ab+cd (10
b d c d ) \ab+ed B*+d> )\ 0 1
es decir:
A+ =0+d> = 1 (6.5)
ab+ed = 0 (6.6)

Si a? + ¢ = 1 podemos encontrar un nimero real § en el intervalo [0, 27) tal que:
a=-cosfl, c=senf
Razonando igual con b? + d? = 1:
b=cosf, d=send
Sustituyendo estos valores en la tercera ecuacién:
cosfsen §' +senf cos =0
sen(f +6')=0
es decir,
=0 o 0=m—-0

En el primer caso, la matriz del operador es:

cosf) —senf
A_<sen9 cosf >

cos sen 6
A= ( senf —cosf >
En el primer caso no hay ningtn vector invariante (salvo, obviamente el vector cero). Se trata de
una rotacién de dngulo 6 en sentido antihorario (positivo). Su determinante es igual a 1. Toda matriz
ortogonal 2 X 2 de determinante igual a 1 tiene esta forma (con distintos valores de 6) en cualquier base

ortogonal.
Sin embargo, la segunda matriz tiene un vector invariante con autovalor igual a 1 (o el operador

correspondiente):
cosf — A sen 6 2 _
det( sen 6 —COS@—)\>_)\_1_O

es decir, el tipo 1).
En el segundo caso:

tiene como soluciones A = +1. Sea u; el autovector de autovalor 1 y norma 1:
Aul = U

Escojamos un vector unitario, us, ortogonal a u;. Estos dos vectores son L.i. y forman una base ortogonal
en V. En ella la matriz de A tiene la forma:

1 «

0 B

debido a que u; es autovector de autovalor 1. Pero esta matriz debe ser ortogonal (y tener determinate
igual a —1). Por lo tanto, 8 = —1 y @ = 0. Es decir, el segundo vector (elegido como ortogonal a u1) es
justamente el autovector de autovalor —1. En este caso, tenemos una base ortonormal de autovectores del
operador A. Esta es la segunda de las formas candnicas de las que habla la proposicién. En la base {uy, us}
se observa que este operador representa una reflexién. Hay una recta que permanece invariante (punto
a punto) la asociada al autovector uy. El resto de vectores sufre una reflexién con respecto a esta recta
(en particular el us que simplemente cambia de signo). Toda matriz ortogonal (2 x 2) de determinante
negativo es el producto de una matriz que representa una rotacién (con determinante positivo) por la
matriz de la segunda forma candnica que aparece en la proposicién. QED
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6.4.2. Subespacios invariantes de un operador ortogonal

Sea V un espacio real de dimensién finita dotado de un producto escalar, y A un operador ortogonal
en V.

Proposicién 6.4.2 Los autovalores de A (en caso de que existan) son iguales a £1.

Demostracién. Si A € IR es un autovalor de A, sea x un autovector con ese autovalor. Entonces:
(Az, Az) = N (z,2) = N\ =1

QED

Pero podria ocurrir que no tuviera ningin autovalor. Al ser los autovalores las raices del polinomio
caracteristico, un polinomio con coeficientes reales, las raices complejas aparecen siempre a pares (una
y su compleja conjugada). Por tanto, en dimensién impar siempre existen autovalores reales (al menos
uno, igual a +1 6 —1). En este caso, siempre hay un subespacio invariante de dimensién 1. En general se
tiene el resultado siguiente:

Proposicion 6.4.3 Sea V un espacio vectorial real de dimension finita, con un producto escalar y A un
operador ortogonal. Entonces, existe un subespacio invariante de V de dimension 1 ¢ 2.

Demostracién. Se considera el polinomio caracteristico de A que se puede descomponer en factores
irreducibles (algunos posiblemente repetidos) de grados 1 6 2:

p(A) =p1(A) -+ pr(X)
Como p(A) = 0, consideremos un vector x € V tal que existe un nimero j € {1,...,7} y;
p1(A)---pj(A)z =0, pi(A)---pj-1(A)z #0

Sea y = p1(A) - --pj—1(A)z. Entonces:
pj(A)y =0

Si el grado de p;(A) es igual a 1:
(A+bly)y=0= Ay = —by

y existe un subespacio de dimensién 1, generado por y, invariante bajo A.
Pero si el grado de p;(A) es igual a 2, entonces:

(A2 +aA+bly)y =0
y {y, Ay} generan un subespacio invariante de dimensién 2. En efecto:
Ay € lin{y, Ay},  A(Ay) = A%y = —aAy — by € lin{y, Ay}

QED

6.4.3. Forma candnica de un operador ortogonal

Con lo dicho anteriormente podemos construir una base de V' donde un operador ortogonal adopta
una forma sencilla. Basta considerar un subespacio invariante (que siempre existe, de dimensién 1 o0 2) y
descomponer el espacio en una suma de ese subespacio més su complementario ortogonal (que también
serd invariante).

Teorema 6.4.1 Sea V un espacio vectorial real de dimension finita, dotado de un producto escalar y A
un operador ortogonal en V. Entonces, existe una base ortonormal de V' en la que la matriz que representa
al operador tiene la forma:
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—1
cosf; —senb;
sen 6 cos 01

cosf,. —senb,
sen 0, cos 0,

Es decir, el espacio se descompone en la suma de subespacios invariantes de dimension 1 ¢ 2.

El nimero de autovalores +1 y —1 coincide con sus respectivas multiplicidades. En cada bloque 2 x 2
no hay autovalores, pero las raices del polinomio caracteristico son e**% y el ntimero de estos bloques
para un mismo valor de 6; coincide con la multiplicidad de estas raices.

Por ejemplo, en dimensién 3 siempre hay un autovalor real (al menos) que es igual a +1 o a —1. Si el
determinante es +1, hay un autovalor igual a +1. Se trata de una rotacién, cuyo eje (conjunto de vectores
invariantes) viene dado por el autovector correspondiente al autovalor 1. Hay un segundo subespacio de
dimensién 2 (salvo casos degenerados) invariante bajo la rotacién, y que no contiene ningtin autovector.
Es el (dinico) espacio ortogonal al eje.
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Capitulo 7

Tensores

Aplicaciones multilineales. Coordenadas contravariantes y covariantes. Producto tenso-
rial. Cambios de base. Tensores y grupos de transformaciones. Tensores sobre espacios
con producto escalar.

El tema que se expone a continuacién contiene una introduccién a tensores. Su dificultad es superior
a la media de los temas anteriores y solo presenta los tensores desde un punto de vista algebraico,
perdiéndose por consiguiente una visién més geométrica (y quizds més intuitiva) de este concepto, debido
a la no inclusién de campos tensoriales.

7.1. Una justificacion

Ejemplo 7.1.1 Las ecuaciones de la dinamica newtoniana
El movimiento de un punto material (con m = 1) viene descrito en la mecanica newtoniana por un
sistema de ecuaciones diferenciales:

d*x
dtg = fa;(xayazat)
d?y
dtQ = fy(xayazaﬁ)
d?z
dtg = fz(xayazaﬁ)

La razoén de reunirlas en una notacién vectorial proviene de sus propiedades de transformacién frente
al cambio de sistema de referencia. Un cambio de este tipo mezcla las coordenadas y las componentes de

la fuerza en la manera en que lo hacen los cambios de base de un espacio vectorial:

d*r 5
= F(7r,t
gz = F)

Ejemplo 7.1.2 Las ecuaciones de Maxwell
Las ecuaciones de Maxwell del campo electromagnético relacionan los campos eléctrico (E) y magnéti-
co (B) con las cargas (p) y corrientes (;) Una forma de escribirlas en un notacién compacta es la siguiente
(tomamos ¢ = 1):
O F" = —Amj”
a;tFup + apF;U/ + aqu;t =0
donde F*" es el llamado tensor del campo electromagnético. Sus componentes, es decir, los valores de F'*¥

(y Fuv, que son distintos como estudiaremos més adelante), cuando los indices puv recorren los valores
0,1,2,3 (ndtese que empezamos a numerar en 0), son los siguientes:

FO=Fl =2 =¥ = Fyy=F1 = Fyp=F;3=0

131
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0 E, E, E, 0 -FE, —-E, —-E,
v _ —FE, 0 B, —-B, P, = E, 0 B, -B,
-E, —-B, 0 By |’ f E, —-B, 0 B,
-E. By, —-B, 0 E, B, —-B, 0
Ademds, 9y = 9,01 = 04,00 = 0y,05 = 0, y j° = p,j* = ju,j% = jy,7> = j.- En la notacién

E, B, p,j, la primera de las ecuaciones de Maxwell se escribe como:

VE = 4mp
OF 4 -
—VxB = —4rj
Iy X ]
La segunda es:
VB = 0
oB _
VxE = 0
o+

Las ventajas de utilizar el objeto F*” son, en parte, las de manejar de forma sencilla los cambios de

sistemas de referencia. Como veremos, F*” serd un tensor de segundo orden, 2 veces contravariante, y
esto determina de forma univoca sus propiedades de transformacién bajo cambios de base (concretamente
los asociados a la teorfa de la relatividad).

Ejemplo 7.1.3 Energia cinética de rotacién de un sélido rigido

Consideremos un soélido rigido que supondremos descrito por un sistema de n particulas de masas m;
con posiciones 7, y velocidades v; = r;. La energia cinética es la suma de las energias cinéticas de cada

particula , es decir:
e
=

Si el sélido gira en torno a un eje (supongamos que no hay movimiento de traslacién) de vector unitario
€ (constante), podemos definir una velocidad angular, & (en la direccién del eje de rotacién) tal que:

V=X, t=1,...,n

El momento angular de una de las particulas es m;7; X v; y el total es la suma:

n
L= E m;T; X Uy
i=1

Sustituyendo v; de la expresién anterior:
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y operando:
n
= 12 RN
L= E my (|76 — (7.0)7)
i=1
Escribamos las coordenadas de 7; y & en un sistema de referencia ortonormal como:
7 = (Ti1, Tig, 2i3), & = (W1, w2, ws3)
Entonces, el momento angular se escribe en coordenadas como:

3 n 3
Lk = sz’i(wklﬁip — xikxijwj) = ij

j=11i=1 j=1 i

m; (Ok; |7 )° — mapwi), k=1,2,3

n
=1

y si definimos:
n
12
Iy =Y mi(6us|7i)* — wans;)

i=1

3

Lk = E ijwj
j=1

Se llama tensor de inercia a un objeto cuyas componentes en el sistema de referencia en el que estamos
trabajando son I;;. Los valores explicitos que toman estas componentes son:

podemos escribir:

n n
_ (2 2 _ (2 2 _ (2 2
I = E mi(Tje +x33) T2 = mi(z +x73) Isz = E mi(x3) + 732)
i=1 i=1
n n
n
I =1 = — g mixantie Iz =1I31=—=> "  mirpxsy Iz = I3 =— E M Ti27;3
i=1 i=1
que corresponden a los momentos de inercia respecto a los ejes coordenados y a los opuestos de los
productos de inercia.
La energia cinética de rotacién del sistema es:

13 138
T = 9 ZLiwi = 9 Z Iijwiwj
i=1 i,j=1
que resulta ser una forma cuadrética en la velocidad angular.

Los cambios de coordenadas en este sistema vienen dados por transformaciones entre bases ortonor-
males (en el producto escalar usual de IR?’) que preservan la orientacién, es decir por rotaciones (ademés
de por traslaciones, que no son lineales y no seran tratadas aquf). Uno puede imaginar transformaciones
de coordenadas més generales, pero, dado que trabajamos con un sélido rigido, éstas deben conservar
angulos, distancias y orientacion.

Si R es la matriz de la rotacion:

3
T = Z Rjrxig
k=1
Las nuevas componentes del tensor de inercia son:
n
ki = Zmi(5kj|7:;|2 — i)
i=1

y sustituyendo:

n 3 3 n
ki = Zmi((skjlﬁb - Z Ry Rjsxyxis)) = Z RyR;s Zmi((skjlﬁb — Ti1%4s
i=1 ls—1 ls—1 im1
3

Z Ry Rjslis

l,s=1
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Esta regla de trasformacion para el tensor de inercia es la que justifica el nombre de tensor dado a
este conjunto de cantidades I;;.

7.2. Aplicaciones multilineales
Consideremos los espacios vectoriales E, ..., E,, F sobre un cuerpo IK, y una aplicacion ¢:
p:E1x---xE, —F

que verifica:

O(v1, .o, Mg+ N0 vn) = Ap(Uey ey Vi vn) + N p(vr, V)

para cualquier indice i =1,...,n, A\, N € IK.

Se dice que ¢ es una aplicacién multilineal.

Supongamos que los espacios F;, F, i = 1,...,n son de dimensién finita y que B; = {u(z) .. (1)}
son bases de E; respectivamente y B = {uq, ..., ud} es una base de F'. Veamos como se puede escrlblr la

aplicacién multilineal referida a estas bases:

olvr, . vn me WD Zgg(:z) () Z me“ WD, .. ul™)

i1=1 in=1 i1=1 in=1

Es decir, la aplicaciéon multilineal queda determinada por el valor que toma sobre las bases de los espacios

E;. La expresién <p( a ) .. ,uif)) representa un vector de F', que se podra escribir en la base de F' dada:

o, ul™) Zt“ -

y por tanto:
dy dn d
o(vr,...,v Z Z Z zwzx(l) . x(f)
Estos valores ¢;,..;,; son un conjunto de dy . d d escalares, que, obviamente, dependen de las bases
elegidas.
Si cambiamos las bases, la expresion de ¢ cambiara. Sean Py, ..., P, las matrices de cambio de base

en cada uno de los espacios vectoriales considerados, que pasan de B; a Bj. Es decir:

d;

.§’7L) Z(P’L'_l).hk ;g(z)) izl,-..,n
ki=1

y también, en el espacio F, el cambio de base de B a B’ es:

d
2 : /
U; = Pjiuj
j=1

Sustituyendo en la expresion de :

i1=1 14i=1
dy dn dy dn
Z Z —1 /(1) }: 1 /(n)E : —
til...’in’i (Pl )iljlle ce ( ’LWJW ]w PJ,L’U,» =
i1=1 in=11i=1 ji=1 Jn=1

d dy dn d
_ _ (1 !
> ( YOS (P gy - (P l)z'njnsz'til...z‘m> oM
— | . L 2
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y por lo tanto:
di d, d
Cgud = D 2 D (P irg - (P i Pigtis i
i1=1 in=11=1

Como se ve, la transformacién guarda un cierto parecido con la encontrada para el tensor de inercia
de nuestro primer ejemplo. Concretamente, si tenemos dos espacios F; y el espacio F es igual al cuerpo

IK, la transformacion es:
di dy

—1). e
J1J2 11]1 2 1272 %1112

11=112=1

Las diferencias que se observan seran explicadas mas adelante.

7.3. Coordenadas

7.3.1. Coordenadas contravariantes y covariantes

En muchas de las aplicaciones de la teoria de tensores se trabaja con espacios en los que hay definido
un producto escalar. Ademas, todos los espacios E; son iguales a un espacio vectorial V. Supongamos
ademds que el espacio F es el cuerpo IK. Con esto, las aplicaciones multilineales (formas multilineales)
de las que habldbamos en la seccién anterior, son ahora:

p:Vx. .. xV-IK
y en una base de V, B = {uy,...u,}, se escriben como:

(p(’Ul,..., Z Ztu n xil sz)

11=1 in=1

Nétese que hemos colocado en alto los indices de las coordenadas de los vectores v;, es decir:

di
v = g ru; = axlu;
=1

expresion en la que hemos introducido una simplificacién (convenio de Einstein). Suprimimos los signos
de suma, y suponemos que cuando dos indices son iguales en una expresién y uno estd arriba y otro
abajo, hay una suma implicita sobre el rango correspondiente:

O(V1, ..y 0p) = til...iw,lel) .. xzz)

Mientras nos acostumbramos a este convenio, usaremos el signo de suma de vez en cuando.
Como hemos dicho, suponemos que en V hay un producto escalar, de manera, que en, por ejemplo,
la base que estamos considerando, se tiene:

(uiau’j):g’ija iajzla"'an

pudiendo escribir g;; como una matriz, cuyo determinante es distinto de cero. Asociada a esta base, vamos
a introducir otra, la base reciproca, B, = {ul,...,u"}, que verifica:

(ui,uj)zéij, ,j=1,...,n

La base reciproca esté determinada univocamente por la base de partida. En efecto, escrita en la base

de partida:
n
NG
k=1
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y multiplicando por uy se tiene:
n n
(u*, u;) = Z N (g, uy) = Z Migei = &'
k=1 k=1

tenemos pues un sistema en el que las incégnitas son A/ y la matriz de coeficientes es g;;, luego el sistema
tiene solucién tnica. Desde el punto de vista de representacién matricial, la matriz de los coeficientes A%
es la inversa (transpuesta) de la matriz correspondiente a g;;, y la llamaremos:

N = gt

Se tiene la identidad: . .
gkzgkj = 513‘
Buscamos ahora la relacién que existe entre las coordenadas en una base y en su reciproca. Este es
un problema trivial de cambios de base. Sea v € V, tal que:

n n
v = E Tlu; = E z;u’
i=1 i=1

Entonces, si u’ = g/tu;:
T = gikﬂck, zt = gikﬂﬁk

Las coordenadas en la base de partida se llaman coordenadas contravariantes del vector. Las coorde-
nadas en la base reciproca se llaman coordenadas covariantes. Obviamente, hay que fijar una base para
empezar a discutir estos términos.

Si los vectores de la base tienen norma unidad, las coordenadas contravariantes se obtienen trazando
las paralelas a estos vectores (en la forma usual en que se descompone un vector como suma de otros
dos), mientras que las coordenadas covariantes se obtienen trazando las perpendiculares a los vectores
que forman la base.

Nota. Si la base de partida es una base ortonormal, g;; = d;;, la base reciproca coincide con
la de partida y las coordenadas contravariantes y covariantes son iguales.

Supongamos ahora que cambiamos la base B a una base B’. La base reciproca cambia también, de B,
a B.. Sea:
_ pig
u; = P iU
el cambio de base. Para la base reciproca se tendra:

i _ gt _ gipk .,/ _ _jipk / mo__ i, /m
u' = g'uj = ¢" Py = " PY g, u’ = Q' u

donde g;; es la matriz del producto escalar en la base B':

i_ 1 pk _ji
Qm - gmkP jg
Pero no es dificil darse cuenta que estas dos matrices P y Q son transpuestas inversas una de la otra:
l l L, 1 k 7 I pk "o, I pk i
O = (u s Um) = (Qzu aPmuk) :Qipm(u auk) =Q; P",0%
es decir,
lpi _ gl
Q'L’ P m 4 m
Todo lo anterior se puede establecer en términos de matrices. La tnica justificacién para emplear
indices aqui es la facilidad con que se extienden estas nociones al caso de tensores arbitrarios (con més
de uno o dos fndices). Sean G, G, G’, G'~! las matrices del producto escalar en las bases B, B,, B, B..

respectivamente. Sea P la matriz del cambio de base de B a B’ (es decir, las columnas de P son las
coordenadas de los vectores de la base B en la base B') y Q la de B, a B... De acuerdo con lo que hemos
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visto, G es también la matriz de cambio de base de B a B, y G’ la del cambio de B a B... El siguiente
diagrama puede contribuir a aclarar la situacion:

B 5 B
G| ¢’
B = B
de donde se deduce que la matriz:
G'P=QG

es la de cambio de base de B a B].. Por tanto, como al mismo tiempo la matriz G es la de una forma
bilineal, su cambio es:
G =P hHap
es decir:
G'P = (P H'G =QG
de donde:
Q — (P—l)t

como queriamos probar.

Las coordenadas contravariantes y covariantes no cambian de la misma manera al cambiar la base
(se entiende, como hemos visto, que solo hay un cambio de base, de B a B’. Los cambios en las bases
reciprocas son consecuencia de este):

i pig I p=1\i ..
r' = P, x; = (P )z,

Nota. En todo lo anterior, lo fundamental ha sido el hecho de que el producto escalar es una
forma bilineal no degenerada. Por ejemplo, no hemos hecho uso de ser definido positivo (salvo
cuando hemos hablado de bases ortonormales). Por tanto lo anterior se puede hacer también
con formas bilineales no degeneradas, lo que permite usar estos conceptos cuando no hay un
producto escalar estricto, como en relatividad especial.

. 2 . .
Veamos un ejemplo en IR para ilustrar estas ideas.

Ejemplo 7.3.1 Sea la base de R> (con el producto escalar usual):

oofur (D) ()

que no es ortonormal. La matriz del producto escalar (y su inversa) en esta base es:
2 1 1 1 -1
(1) er=(a )

g1=2, ga=gn=1goo=1 g¢g'=1¢"=¢"=-1 ¢g7%=2

es decir:

La base reciproca se obtiene imponiendo la condicién: (u*, u;) = )

o= (1)=( 1))

1 11 21 2 12 22
U =g ur+g-u2, u° =g u+g-us

o, directamente:

La relacion entre coordenadas contravariantes y covariantes es:

Tl — T2
= —x1+ 212

—
8 8
S
[
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Si ahora pasamos a una nueva base:

o= ()= (D) m=for= (20 ) e ()

La matriz del producto escalar en estas bases es:

e-(31) (1)

y la matriz de cambio de base (de B a B, y de B, a B..) es:

e () o[22

siendo (Q la inversa transpuesta de P. Se pueden comprobar las relaciones:
G'P=QG, G = (P_l)tGP_1

Como ejemplo concreto de coordenadas de un vector, sea:

x=<_i>EIR2

Sus coordenadas en las diferentes bases usadas, aparecen en la siguiente tabla:

B B B’ B,
Contravariantes 2,1 —4/3,5/3
Covariantes 5,3 —-1,7

7.3.2. Coordenadas en relatividad especial

Segun los postulados de la relatividad especial, la velocidad de la luz es una constante en todos los
sistemas inerciales, y el intervalo fundamental, la cantidad que se conserva al cambiar de sistema inercial,
es:

22 _ 2
donde c es la velocidad de la luz, que escogeremos igual a 1.

Supongamos un sistema unidimensional. Para describir sus coordenadas espacio-temporales, usaremos
un vector de R?, z = (20, 21), dado por sus coordenadas en una base {eg,e1}. Las transformaciones de
coordenadas admisibles en este espacio, desde un punto de vista de la teoria que estamos estudiando son

las que dejan invariantes la forma bilineal simétrica no degenerada:

o(z,y) = 2%° —z'y"

que, sin embargo, no es un producto escalar, pues no es definida positiva. Esta forma bilineal tiene en la
base que estamos considerando, la siguiente representacién matricial:

goo =1, go1 = g10 =10, g11 = -1

y el intervalo fundamental es:
o(@,y) = guat'y”
Diremos que una base es ortonormal respecto esta forma bilineal si la representaciéon matricial es la
dada (diagonal (1, —1)).
Calculemos las transformaciones lineales (homogéneas) que dejan invariantes la forma bilineal (es
decir, que cambian las bases ortonormales entre si).

Sea: 0 0
A A
A= 0 1 >
( Aty AL
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. c e 2 - . o . . .
la matriz de una transformacion lineal en IR“ en la base candnica. Si la forma bilineal anterior es invariante
bajo esta transformacién, entonces:

AMKA =K
donde:

es la matriz de la forma bilineal.
Las ecuaciones que verifica A son:

(A00)2 - (A10)2 =1, (A11)2 - (AO1)2 =1, AO0A01 - Al0A11 =0
Podemos parametrizar los coeficientes de la matriz por:
A% = ecosht, A'y =senht, A°, =nsenht, A'; = necosht

donde € = £+1, n = £1.

Este conjunto de matrices forma un grupo, £, que llamaremos el grupo de Lorentz en 1 + 1 (una
dimensién temporal y otra espacial). Como se ve det A = £1y |A%| > 1. Se divide en cuatro subconjuntos
segtin los valores del determinante y de la componente A%:

£l = {Ael|detA=1,A%>1}
£h = {AeL|detA=1,A%<1}
£l = {Ael|detA=—-1,A%>1}
£ = {AeLl]detA=—-1,A%<1}

El primer subconjunto, ACl_T|r es un subgrupo de L, el subgrupo ortocrono propio, y consiste en las
transformaciones que dejan invariantes el sentido del tiempo y no cambian la orientacion del espacio. Al
segundo pertenece la transformacién:

1 0
P =

que cambia la coordenada espacial por su negativa (paridad). Al cuarto pertenece:

-1 0
que cambia la coordenada temporal por su negativa (inversién temporal).

Este tipo de transformaciones serdn los cambios de base (los cambios de sistema de referencia) admi-
sibles. Las leyes de la fisica, de acuerdo con el principio de relatividad tendran la misma forma en todos
los sistemas relacionados por las matrices del grupo £ (sistemas inerciales).

Aunque no dispongamos de un producto escalar, podemos definir una base reciproca de la B =
{ug, u1 }:

B, = {u°u'}
con las propiedades:

o(u',uj) =6, i,j=0,1

De acuerdo con lo visto en el caso del producto escalar, la relacién entre las coordenadas en la base
inicial, 2 = (2°,2') (coordenadas contravariantes) y en la base reciproca z, = (x¢,21) (coordenadas
covariantes) es:

v
Ty = Guv®

es decir:

o = $O, Tr1 = —$1
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El vector posicién es un vector contravariante de forma natural, escrito en la base de partida. Sin
embargo consideremos el siguiente objeto:

a}t = (805 81)

donde:
0
OxH
El colocar los indices como subindices viene dado por la siguiente ley de transformaciéon. Supongamos
que cambiamos de sistema inercial de acuerdo con la expresion:

O =

't = A" ¥
donde A es una de las transformaciones admisibles de las que hablamos antes. Entonces:

0 oxz¥ 0

_ =( 9
oz’ Ozt dxv

—1)1/
M 8$IV
que es, como hemos dicho antes, la transformacién de las coordenadas covariantes.
Esta expresién se puede escribir también de la siguiente forma. De acuerdo con la restriccién que
verifica A:

ANKA=K

de donde:
(A™H = KAK ™!

0, en coordenadas:

(A_l)uu = guphGg” = A"

y, por tanto, la transformacion es:
0 A 0
ox'H Ko Oxlv
De esta forma, podemos decir que el vector posicién se transforma de manera contravariante, mientras el
vector gradiente lo hace de forma covariante.
Volveremos maés tarde a este ejemplo.

7.4. Espacios vectoriales y sus duales

No siempre dispondremos de un producto escalar en un espacio vectorial para poder definir coorde-
nadas contravariantes y covariantes. Pero es muy frecuente en el estudio de lo que llamaremos tensores,
la aparicién de formas lineales (es decir, de aplicaciones del espacio vectorial en el cuerpo). Supongamos
que tenemos una aplicacion multilineal de un producto V xV x .- - xV xV*x V* x .- x V* en el cuerpo
IK donde esté construido V, siendo V* el espacio dual de V.

Nota. El espacio final puede ser otro espacio vectorial y no necesariamente el cuerpo IK. Pero
aqui nos limitaremos a este caso.

Segin hemos visto antes, seleccionando bases en los espacios vectoriales que forman el producto
cartesiano, es posible definir un conjunto de coordenadas asociada a la aplicacién multilineal (o forma
multilineal, si se quiere). En este caso particular que estamos tratando, consideremos una base B =
{u1,...,up} de V y su base dual en V*: B* = {u*!, ..., u*"} con la propiedad ya conocida:

*1 N St
u (“J) =0 j

similar a la que usamos para definir las bases reciprocas. Nétese que aqui las bases B y B* lo son de
diferentes espacios.



7.5. PRODUCTO TENSORIAL 141

Supongamos que hacemos simultaneamente los cambios de base:

n n
_ J *1 —1\i , Ix7
ui—g Plul,  wu —E(P ) u’
i=1

=1
lo que asegura que las nuevas bases también son duales una de la otra, como ya sabemos:

n

u'*i(u'») _

j *(

Ut (w)

NE
T
2
g*
=
7
v

L
QSN

Il
NIE
T
o
NE
b

e
Il
-
Il
-
e
Il
-
Il
-

Por tanto, las coordenadas contravariantes (asociadas a vectores del espacio inicial) se transforman con
P mientras que las covariantes (asociadas a vectores del espacio dual) se transforman con la transpuesta
inversa de P.

;,Como podemos relacionar esta definiciéon con la dada anteriormente para las bases reciprocas? Su-
pongamos que tenemos en V un producto escalar (necesario para poder definir la base reciproca). Sea
B, = {ul,...,u"} la base reciproca de B. Segiin el teorema de Riesz-Fréchet, si w es una forma lineal,
existe un tunico vector z,, de V tal que:

w(y) = (2w,y), Yyev
Dada una forma de la base dual, u**, veamos cual es su correspondiente vector en V:
u(y) = (v'y), VeV

Usando y = ug: . . .
w(ug) = (V' u) =67
que es justamente la definicién de la base reciproca, por lo que la correspondencia (el isomorfismo entre
el espacio dual y el espacio de partida proporcionado por el teorema de Riesz-Fréchet) es:
u*i N ’U,i

Es decir, las coordenadas (covariantes) de una forma en el espacio dual, son las coordenadas covariantes
del vector correspondiente (segtin Riesz-Fréchet) en el espacio de partida (en la base reciproca). Si hay un
producto escalar, ambos conceptos coinciden. En el caso de que no lo haya, se entenderan las coordenadas

covariantes como las de las formas en la base dual. Como hemos dicho antes, este resultado se extiende
al caso en el que tengamos una forma bilineal simétrica no degenerada (como en relatividad).

7.5. Producto tensorial

Introducimos en esta seccién una definicién formal de producto tensorial. Los conceptos que aqui apa-
recen son de dificultad superior al resto de los temas, por lo que pueden suprimirse en una primera
lectura.

7.5.1. Definiciéon de producto tensorial

En esta seccién discutiremos la relacion entre aplicaciones multilineales y tensores, basandonos en una
definicién mas rigurosa del concepto de tensor.

Sean Vi, ..., V,, espacios vectoriales de dimensién finita sobre un cuerpo IK. Se consideran las aplica-
ciones multilineales:

p:Vi X xV,->W

donde W es otro espacio vectorial sobre IK. Es decir, se tienen los pares (¢, W) formados por una
aplicacién multilineal y el espacio de llegada.
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Dadas dos parejas (¢, W) y (¢’, W), se puede estudiar si tiene solucién el siguiente problema: encon-
trar una aplicacién lineal f de W en W' tal que: fop = ¢':

‘/'lx...xvn i)

N
WI

La respuesta es que no siempre es asi. Sin embargo, se puede demostrar que existe una pareja (¢, 7),
que verifica: dada cualquier aplicacién multilineal, ¢: V3 X --- x V,, — W existe una unica aplicacion
lineal, @,: 7 — W, tal que:

proth=¢

A esta aplicacién multilineal, ¢ (o al espacio 7) se le llama producto tensorial de los espacios
Vi,...,V,. Aunque no entraremos en detalles, el espacio tensorial es tnico (salvo isomorfismo).

La correspondencia entre las aplicaciones multilineales ¢ y las aplicaciones lineales ¢, es tnica. Por
eso, el espacio producto tensorial sustituye en cierto sentido al espacio producto cartesiano y transforma
las aplicaciones multilineales de V] x --- x V,, en W en aplicaciones lineales de 7 en W.

7.5.2. Construccion del producto tensorial

En esta seccién construiremos explicitamente un modelo de producto tensorial. Para ello, se considera
el espacio vectorial libre sobre el conjunto de generadores V; x- - -xV,,. Es decir, todos los elementos de este
conjunto se consideran linealmente independientes y, usando el cuerpo IK, se construyen sus combinaciones
lineales para dar lugar a un espacio vectorial, que llamaremos M. Para aclarar la situacién, si (21, ..., z,)
e (Y1,-..,Yn) son elementos de V; x --- x V,,, entonces, (£1,...,2n), W1, Yn) ¥ (T1+ Y1, s T+ Yn)
son elementos de M, sin que el ultimo sea la suma de los dos primeros, siendo por tanto diferente de
(1, @n) + (Y1, -, Yn)-

Dado que no utilizaremos esta notacién en el futuro, no insistiremos aqui sobre ella. Baste decir
que tendremos que indicar si trabajamos en el producto cartesiano o en M, para saber como son las
propiedades de sus elementos, ya que los escribimos igual.

Consideremos en M el subespacio vectorial generado por todos los elementos de M de la forma:

(X1, @i+ Ty T) — (T2, o Ty ey Tp) — (1, ey Ty ooy )

(T1y ooy ATy ey ) — AMX1y ooy Ty ooy X))

y el espacio vectorial cociente M/N.
Lainclusion i: V4 x- - - xV,; — M no es una aplicacion lineal, pero la composicién de i con la proyeccion:
m M — M/N, ¢ =7 oi es una aplicacién multilineal:

(T, ..y Tn) = [21,..., 2] € M/N

En efecto:
W@, T+ T Tn) = [T, T T T = [T T T T, T T
= (@1, Ty s Tp) FO(T1, T )
V(X1 oy Ay e X)) = [Ty Ay e T =X, Ty ] = AR, Ty )

Ya tenemos un par (¢, M/N) de los que estamos estudiando. Consideremos otro par cualquiera (¢, W)
y busquemos una aplicacién lineal ¢,: M/N — W, que compuesta con ) dé ¢. La aplicacién multilineal
 asigna a cada elemento del espacio producto cartesiano Vi X --- x V,, un elemento del espacio W. Por
tanto, como los elementos del producto cartesiano son un sistema de generadores del espacio M, podemos
definir una aplicacién h de V4 X - -+ x V,, (como sistema de generadores de M) en W, con valores iguales
a los dados por ¢, y extenderla de forma lineal a todo M. Evidentemente:

hoi=¢.
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La aplicacién h, siendo lineal, vale cero sobre los elementos de IV, y por consiguiente se puede factorizar
a través del espacio cociente M/N, por una aplicacién, también lineal, @.:

h=p.,om

de manera tnica.
Como 1 = 7o i, se tiene:
p=hoi=(p.omoi=p,01

que es lo que queriamos probar (la unicidad de ¢, proviene del hecho de que la imagen de v genera todo
el espacio cociente M/N).
Se llama a M/N el espacio producto tensorial de los espacios vectoriales Vi, ..., V;,:

eV,
y a los elementos de este espacio se les llama tensores y se escribe:
V(@1 Tn) =1 Q- @ Ty

Nétese que no todos los elementos del espacio producto tensorial se escriben de esta forma. Lo que
es cierto es que los tensores de este tipo generan (linealmente) todo el espacio producto tensorial, con lo
que un tensor arbitrario es combinacién lineal de elementos de este tipo, por ejemplo expresiones como:

TRY+2zQU
Las propiedades mds elementales de este simbolo (®) son:
xR Y+z)=ry+r®=z

4+yY)R®z=2Rz+y®=z
Mz®y) =(\z)®y =2 (\y)

7.5.3. Propiedades del producto tensorial

Si Vi,...,V, son espacios vectoriales de dimensiones dy, ..., d,, entonces el producto tensorial es un
espacio vectorial de dimension:
dy X -+ X dn

Nétese la diferencia con el producto cartesiano, donde la dimension es la suma de las dimensiones.

La demostracién se basa en un estudio del producto tensorial con el cuerpo IK. Sea V un espacio
vectorial sobre IK y construyamos el producto tensorial: V ® IK. A cada elemento de V se le hace
corresponder un elemento de IK:

reV —zr®l

Se trata de una aplicacién lineal que es ademés un isomorfismo. Una base de V ® IK estd formada
por los tensores u; ® 1 donde los vectores de V', u;, forman una base de V. Por lo tanto la dimensién de
V ® IK es igual a la dimensién de V.

La generalizacién de este resultado es la férmula anterior para el cdlculo de la dimensién de un
producto tensorial.

Si By, = {ugk)} es una base de Vj, entonces:

{w @ eu}

es una base del producto tensorial. Por tanto, cualquier tensor puede ponerse como:
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Si se hace un cambio de base en cada uno de los espacios V; dado por:

dy,
(k) (k), 1(k
u; = E Pji uj( )
j=1

el cambio en las coordenadas del tensor es:

di,....dn
1818y (1) TL) J1---Jn
t = > P ..P"t
Ji=1,...,dn=1
La propiedad que méds nos interesa aqui para relacionar los tensores con las aplicaciones multilineales
es la siguiente. Sean V7, Vo, V3 tres espacios vectoriales sobre un cuerpo IK. Se tiene:

LV, L(Va, V3)) & L2V, Va; V3) = L(Vi @ Va, V3)

donde £ son las aplicaciones lineales entre los dos espacios que se muestran y £2 son las aplicaciones
bilineales del producto cartesiano de los dos primeros espacios en el tercero. Demostremos esta propiedad.
La primera propiedad es muy sencilla. Sea:

e: Vi x Vo — V3
una aplicacion bilineal. Si fijamos = € V7, podemos construir una aplicacién lineal:
G Vi — L(Va,V3), P(x) = ¢

mediante:
(Pm:‘/Q_)‘/?n (px(y):(p(xay)

Entonces, a cada aplicacion bilineal ¢ le hacemos corresponder la aplicacién lineal ¢. Y viceversa,
consideremos una aplicacién lineal:

Vi — L(Va, V)

Definimos un aplicacién bilineal de V; x V5 en Vj:

p:Vix Vo — Vs, o(z,y) = ¢(x)(y)

Esta es la correspondencia inversa de la anterior y por tanto, se da el isomorfismo del que se hablaba.

En cuanto al otro isomorfismo, el que relaciona las aplicaciones bilineales con aplicaciones lineales del
producto tensorial en un espacio vectorial, se trata simplemente de asociar a cada aplicacion bilineal de
V1 x V5 en V3 la aplicaciéon lineal dada por el cardcter universal del producto tensorial:

VixVe — Vi@V,

\ !
Vs

Evidentemente los resultados se generalizan a un numero arbitrario de espacios y a aplicaciones
multilineales.

7.6. Tensores y aplicaciones multilineales

Hemos visto en las secciones precedentes como a cada aplicacién lineal del producto tensorial en un
espacio vectorial se le puede asignar una aplicacién multilineal del producto cartesiano en el espacio en
cuestién. Es decir, los tensores no son aplicaciones multilineales, ni se puede establecer un isomorfismo
entre estos dos espacios vectoriales de forma inmediata.

Sin embargo, supongamos que el espacio de llegada de las aplicaciones multilineales en cuestién, es
el cuerpo IK. Lo que realmente se tiene es un isomorfismo entre las formas multilineales y las formas
lineales del espacio producto tensorial. Como los espacios vectoriales (siempre de dimensién finita) y sus



7.7. CAMBIOS DE BASE 145

espacios duales son isomorfos (aunque no sea de forma candnica) se puede establecer una relacién entre
tensores y formas multilineales. Si ademds tenemos un producto escalar, el teorema de Riesz-Fréchet
permite establecer este isomorfismo de forma canénica (lo que es también cierto aunque la forma bilineal
que genera el producto escalar no sea definida positiva, aunque si no degenerada).

Dado un tensor x; ® -+ ® x, en el espacio producto tensorial Vi ® --- ® V,,, y una forma bilineal
simétrica no degenerada en cada uno de los espacios Vi, g, con coordenadas en las bases By, de Vj, dadas

por:

k k k
o (ul”, i) = gi¥)

definimos una forma multilineal:

Vi x---xV, =-1K
asociada a este tensor mediante:
AW, yn) =@1(x1,31) - 0(Tn, Yn)

y podemos trabajar indistintamente con tensores o formas multilineales. Veamos la relacién entre las
coordenadas de ¢ y el tensor t = 1 ® - - - ® x,, en unas bases dadas de Vp,...,V,.
Supongamos que elegimos como tensores t los de una base del espacio tensorial:
1
by = Uus @ - @ Ul

La forma bilineal correspondiente aplicada a n vectores de las bases anteriores es:

1 1 1 1

7.7. Cambios de base

Supongamos que en cada uno de los espacios V; hacemos un cambio de base como dijimos antes:
dy,
(k) _ (k), 1(k)
u; = E Pji u;
=1
Veamos como cambian las formas multilineales y como cambian los tensores. Sea:
p: Vi x - x V= IK

una forma multilineal, y sea su expresion en la base de partida:

(p($1, e -7-rn) = Z (ph...inxfgll) .. (")

in

donde:
k) (k 1
Z $( ) ik)a ( 51)5 ey (")) ()011...1'7,,
1p=1
Bajo el cambio de base,
dq dn
1 — 1 _
P@r,. ) = Z Ginintty o) = Z Pincin 9 (PO) il 37 (PO ol
i1,eyin=1 yoeyin=1 ji=1 Jn=1
y, por lo tanto:
d17 ~7dw

Coin= > @i (PO)L - (PO)TL o)
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Si recordamos como cambian las coordenadas de un tensor t € V1 ® - - - ® Vj,:

di,.sdn
flirein _ Z pW “.Pi(:j)ntjl...jn

11
J1seein=1
vemos como unas lo hacen con la matriz de cambio de base y otras con la inversa traspuesta, como era de
esperar dada la dualidad entre estos dos objetos. Si las matrices son ortogonales, el cambio es el mismo
(pues (P~1)t = P). En este sentido, las aplicaciones multilineales (con valores en el cuerpo) son una de
las formas posibles de representar los tensores.

7.8. Definicién de tensores bajo transformaciones

Definicién 7.8.1 (Tensores en un espacio vectorial V) Un tensor de rango p =r + s, r veces con-
travariante y s veces covariante, definido sobre un IK-espacio vectorial V' de dimension n, es un objeto
con n"t* componentes referidas a una base de V, B y a la base dual en V*, que se escribird como:
iyein
t]l]s
y que estan relacionadas con las componentes en otra base mediante la expresion:

1310 i1 . [ —1\l1 . —1\Ils 4k1...kr
il =Py B (PG (PO

donde se emplea el convenio de Einstein de la suma.
La matriz P es la matriz de cambio de base, de B a una nueva base B’ (y las duales en las coordenadas
covariantes).

El orden de los indices es fundamental (salvo en casos de simetria como veremos mds tarde). Supone-
mos que los indices contravariantes van antes que los covariantes, cuando los escribimos como hemos
hecho arriba. Sin embargo, cuando hablemos de subir y bajar indices, hay que prestar atencién a la
posicién relativa de unos y otros.

Ejemplo 7.8.1 Los tensores de rango 1y de tipo (1, 0) (es decir, una vez contravariante) son simplemente
los vectores del espacio V. La ley de transformacion es la que conocemos al cambiar de base:

' = pit*
Los tensores de rango 1 y tipo (0,1) (es decir 1 vez covariante) son los elementos del dual:
f= (P

k
itk

Los tensores de tipo (0,2) son formas cuadréticas (del tipo del tensor de inercia) y su regla de

transformacién es:
—1\L (p—1yl
e = (P75 (P75
Si representamos el tensor t;, ;, por una matriz 7', la ley de transformacién es simplemente:
T =P HiTPh
o, llamando Q = P~
T =Q'TQ

una expresion bien conocida.

Los tensores de tipo (1,1) son, en un sentido que se puede precisar completamente, isomorfos a
endomorfismos. Aqui nos limitaremos a mostrar la ley de transformacion:

1o pi —1\l 4k
ty = Pr(P™)5t
que, escrita como antes en términos de matrices, se lee:
T =PTP!

también conocida.
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Ejemplo 7.8.2 En todo espacio de tensores de tipo (1,1) existe un tensor definido en cualquier base

por: .
{ 51’21 =1 i1 =19
51’21 =0 141 Fio
Veamos que es un tensor:
1y _ piip—1\j2 501 _ piip—1\j1 _ gi
0t = Pyl (PT)53 05, = Pl (PT)i, = 0
Se llama el tensor de Kronecker (delta de Kronecker) y aparece constantemente en las operaciones con
tensores.

Sea 7. el conjunto de tensores de rango p = r + s, r veces contravariante y s veces covariantes. Se
suele escribir también:

TT=V® - VeV'e . -gV*

y se llama a este conjunto el producto tensorial de r veces el espacio V' y s veces el espacio V*. El simbolo
® se llama producto tensorial, como ya hemos visto.

Pues bien, 7 es un espacio vectorial sobre IK de dimensién n"*. Las combinaciones lineales de
tensores de tipo (r,s) (donde la suma se entiende componente a componente y el producto por esca-
lares multiplicando cada componente por el escalar) son también tensores de este tipo (como es facil
de demostrar). En cuanto a la dimension, basta considerar tensores que tienen en una base dada todas
sus componentes igual a cero salvo una igual a 1. Hay evidentemente n"** tensores de este tipo, son
linealmente independientes y generan todo el espacio 7.

Sea B = {u1,...,u,} una basede Vy B* = {u*!, ..., u*"} su base dual. Obviamente, el escalar 1 € IK
es una base de 7 ~ IK. La base Bloes de 7)) ~V y B* de T =~ V'*.

En un espacio 7" la base, que contiene n"** vectores (tensores de rango p = r + s), se designa por:

* 7 * ]
Uiy, @, @U@ @ut
y por tanto, un tensor se escribird como:
41...% *J *J
t= tji...jzuil (SR Uy, XU J1 R Qu Js

De esta forma, la ley de transformacién se explica como un cambio de base simultaneo en cada una
de las copias de los espacios V' y V*.

7.9. Propiedades de los tensores

Estudiaremos en esta seccién tres propiedades de los tensores de rango arbitrario en un espacio
vectorial V.

7.9.1. Tensores simétricos y antisimétricos

Sea t;llzfg un tensor de tipo (7, s), y consideremos el objeto que se define a partir de él mediante una

permutacién de los indices contravariantes entre si (o de los covariantes entre sf):

'il...ir _ U(’il...ir)
bl = g

donde o es un elemento del grupo de permutaciones .S,..:
U(il .. .Z',«) = (ig(l) .. -io(r))

Este objeto ¢ es también un tensor del mismo tipo que ¢, y en general distinto de ¢. La demostracion
consiste simplemente en comprobar sus propiedades de transformacion, aunque es bastante laboriosa de
escribir. Vedmosla en un caso sencillo, para tensores de tipo (2,0), y en el caso no trivial, cuando

o(1)=2, 0(2) =1
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Entonces:
Firiz — lo)io(2) — ¢i2i1
y la regla de transformacion es:
friviz — lizin ijpjllthjl — ijpj;fﬁb

lo que demuestra que es un tensor de tipo (2,0).

Tgual se hace para indices covariantes. Lo que no se puede hacer es permutar un indice contravariante
con otro covariante. Estos indices estdn referidos a distintas bases (una y su dual) en diferentes espacios
y no tiene sentido la operacién, no obteniéndose un tensor.

Esta operacion da lugar a las siguientes definiciones.

Definicién 7.9.1 Se dice que el tensor t'1*r de tipo (r,0) es un tensor simétrico, si para toda operacion
del grupo S, sobre sus indices contravariantes, el tensor resultante es igual al original.

Evidentemente, la misma definicién se puede establecer para un tensor de tipo (0, s), e incluso para
tensores mixtos (tipo (r, s)), refiriéndose a cada conjunto de indices contravariantes y covariantes.

La suma de tensores simétricos de tipo (r,0) y el producto por escalares de estos tensores lleva a
un tensor del mismo tipo. El conjunto de tensores simétricos es un subespacio vectorial del espacio de
tensores. Si la dimension del espacio de tensores 7" era n”, no es dificil probar que la dimensién del
subespacio de tensores simétricos 8" es justamente:

n+r—1
r
Basta simplemente contar las coordenadas independientes.

Ejemplo 7.9.1 Consideremos los tensores simétricos de tipo (2,0). La ecuacién que verifican es:
ti1’i2 —_ ti2’i1
Si el espacio es IR?, la dimensién de 72 es 9, y la de estos tensores simétricos es 6.
Los tensores simétricos de tipo (3,0) verifican:

tiitets — yi2iiis _ yisiaty _ ypirdsia _ pisiiia _ 4i2isi

En este caso, si el espacio es IR® forman un subespacio de dimensién 10. Y los de tipo (4,0) tienen
dimensién 15.

Las formas bilineales simétricas son un ejemplo de tensores de tipo (0, 2) simétricos (en particular, el
producto escalar).

De forma similar se definen los tensores totalmente antisimétricos.

Definicién 7.9.2 Se dice que el tensor t'iir de tipo (r,0) es un tensor totalmente antisimétrico (o
alternado), si, para toda operacion del grupo S, sobre sus indices contravariantes, se tiene:

flo)lo(r) — (_1)€(U)ti1~~ir

donde (o) es la paridad de la permutacion.

Los tensores antisimétricos forman también un espacio vectorial y la dimension es:

(7

Veamos algunos ejemplos.
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Ejemplo 7.9.2 El conjunto de tensores antisimétricos de tipo (2, 0) verifican:

ti1’i2 —_ _ti2i1
En IR? tienen dimensién 3. Nétese que 3 + 6 = 9. De hecho se tiene en cualquier espacio V:
T2 —_ 82 o A2

La dimensién de los tensores antisimétricos de tipo (3,0) en IR? es 1. Es decir, salvo un factor, solo
hay un tensor de tipo (3,0) totalmente antisimétrico. Esto también es generalizable. En un espacio de
dimensién n sélo existe (salvo un factor) un tensor de tipo (n,0) totalmente antisimétrico. Y no existe
ningun tensor de tipo (r,0), con r > n, totalmente antisimétrico en un espacio de dimensién n.

Comprobemos como se transforma un tensor antisimétrico de orden n:

tilnfin —_ aeilnfin

donde a € IK y €1+ verifica:

en una base dada. Veamos como cambia este tensor € al cambiar la base.
iin — pit . pingiedn
J1 In

y entonces,
6/1...n —_ P»l P EIn — _det P
J1 In

Por lo tanto, estos tensores se transforman con el determinante. Veremos més adelante una aplicacién
de este resultado.

Notese también que el caso de tensores de segundo orden es el Unico en el que se verifica que todo
tensor es suma de un tensor simétrico mas otro antisimétrico. En 6rdenes mayores esto es incorrecto. La
razén es que existen tensores con simetrias intermedias (por ejemplo, simétricos en dos indices, pero no en
el resto, y verificando relaciones més complicadas entre las coordenadas). El espacio total se descompone
en suma directa de estos tensores de simetrias intermedias en los que no entraremos aqui, pero que juegan
un papel fundamental, por ejemplo en la teoria de representaciones de grupos.

7.9.2. Contraccién de indices

La segunda operacién que vamos a considerar afecta a tensores de tipo mixto, y contrariamente a la
. ’ . . . -1
primera no actia en el espacio de tensores de tipo (7, s) sino que pasa de 7, a 7,7, . Desde un punto de
vista mas riguroso, habria que considerar el conjunto:

(o)
T=p 1

7r,5=0

el dlgebra tensorial, pero no entraremos aqui en estos detalles.

Sea t;llzfg un tensor de tipo (7, s) y definamos:

M1l o1 tiln-ik—liikn/ir—l
Jie-Js—1 "~ CJ1e-Ji—1%ji--Js—1

Se dice que el tensor ¢ se ha obtenido por contraccién de dos de los indices del tensor ¢. Obviamente
la operacién se puede extender a mas indices y contraerlos sucesivamente. Nétese que la contraccién se
hace con indices contravariantes y covariantes. No se contraen indices del mismo tipo. Desde el punto de
vista del espacio y su dual lo que se estd haciendo es actuar con uno de los espacios V* sobre uno de los
V. Que el resultado de esta operacién es un tensor es también consecuencia de la ley de transformacién.
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Ejemplo 7.9.3 Consideremos un tensor de tipo (1,1), tz Contrayendo sus dos indices, obtenemos otro
tensor, de tipo (0,0) es decir, un escalar: .
trt =t;

Se le llama la traza del tensor t. En particular, para el tensor de Kronecker, la traza es la dimensién del
espacio V.

Se dice que un tensor de tipo (1,1) es de traza nula si trt = 0. Todo tensor de tipo (1,1) se puede
escribir de la siguiente forma (de manera tnica):

t} = a; + (trt)&}
donde aé» es un tensor de traza nula.

A

vy de tipo (1,3). Un tensor contraido a partir de él es:

Ejemplo 7.9.4 Sea el tensor R

_ pA
T = R)\;U/

Notese que, en principio:
A A
R)\;w 7& R;Mu

Sin embargo, si el tensor R es totalmente simétrico en sus indices covariantes, se tiene:

A pXA _ pA
R)\;w - R;Mu - R;w)\

7.9.3. Producto tensorial

La tercera operacién con tensores a estudiar es el producto tensorial. Con ella, a partir de dos tensores
de tipos (r,s) v (', s") podemos construir un tercer tensor de tipo (r + 17/, s+ s'). Sean:

aeT;, beT)

Entonces, el objeto definido por sus componentes en una base como:

il"'irir+1"'ir+7" _ a/’Lll...’L'r ir+1"'ir+7"
jl...jgj3+1~~~j3+sl T 1-ds js+1~~~js+s’
es un tensor que se llama el producto tensorial de los tensores a y b. La demostracién es otra vez la ley
de transformacién al cambiar de base.
., . . .-, . / .
Esta operacién permite establecer una aplicacién entre el producto tensorial 7" ® 7, y el espacio de

r4r’,

<+s > que esta aplicacion es lineal e inyectiva no serd desarrollado en detalle aqui.

tensores:

Ejemplo 7.9.5 Consideremos dos tensores sobre un espacio vectorial V, a® de tipo (1,0) y b; de tipo
(0,1). Construimos el producto tensorial de estos dos tensores, que es un tensor de tipo (1,1):

i iy
t; =a'b;
Si ahora contraemos los dos indices del tensor ¢, obtenemos un escalar:

c=a'b;

Segtin la idea de contraccién que hemos introducido, no es posible contraer dos tensores de tipo (1,0).
Sin embargo, consideremos un tensor de tipo (0,2), g;;. Podemos hacer el producto tensorial de g por
dos tensores de tipo (1,0), 2" e 3", es decir por dos elementos del espacio V' de partida:

gijxkyl
Si ahora contraemos el indice ¢ con el k y el j con el I:

gijxiyj
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obtenemos un escalar. Si g es simétrico y definido positivo (es decir, la matriz que representa a este tensor
de segundo orden es definida positiva), tenemos un producto escalar en V.
Dada una forma cuadratica no degenerada de determinante g, la ley de transformacion para g es:

g' = (det P)’g

O Ssea:
VIg'| = | det P|\/|g]

Por tanto no es un escalar. Tampoco es un tensor alternado de orden nm para transformaciones
b
generales, pero si para aquellas que tienen el determinante positivo, pues entonces:

Vgl = det Py/|g]

En este caso, \/|g|(e1 ® ez @ ey)q es el elemento de volumen correspondiente a la métrica g, donde el
subindice a significa la antisimetrizacion de este tensor.

Finalmente consideremos el caso de un tensor de tipo (1, 1) multiplicado tensorialmente por otro de
tipo (1,0):

ik
tjx

y hagamos la tinica contraccién posible (indices jk):
yi = té»xj

que es de nuevo un tensor de tipo (1,0). Esto sugiere la relacién entre los tensores de tipo (1,1) y los
endomorfismos de V' de la que habldbamos antes. Se tiene el isomorfismo de espacios vectoriales:

L(V)~ T}

Notese que, usando el producto tensorial y tomando combinaciones lineales, uno puede construir
cualquier tipo de tensor a partir de tensores de tipo (1,0) y (0, 1) y escalares.

7.10. Tensores covariantes antisimétricos: formas

Los tensores covariantes totalmente antisimétricos se pueden interpretar como aplicaciones lineales del
espacio vectorial de tensores contravariantes (del mismo orden) en el cuerpo IK. Si ¢, ;. es uno de estos
tensores, al aplicarlo a un tensor como 1'%, es decir, al hacer el producto tensorial y luego contraer
todos los indices, se obtiene un escalar:

tilmisle'“zs c IK

El conjunto de tensores covariantes de orden s totalmente antisimétricos es un subespacio vectorial
del espacio 7, y se llama A, conjunto de formas de orden s. Un tensor de este tipo se llama una s-forma.
La dimensién de estos espacios ya la hemos calculado antes, y también hemos visto cémo no hay s-formas
con s > n. La suma directa de espacios vectoriales:

n
D,
s=0

se llama algebra exterior de V. Se toma Ay = IK.

Cuando se trabaja con tensores alternados, se usa el simbolo A para describir el producto tensorial
alternado.

Dentro de las relaciones que hemos visto hay entre aplicaciones multilineales y tensores, las formas
son aplicaciones multilineales alternadas. La tnica forma de dimensién n (linealmente independiente) que
hay, se le llama elemento de volumen (el determinante de la teorfa de matrices) y se escribe:

et N---Ney
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En el dlgebra exterior es posible definir otra operacién , que relaciona los tensores alternados de tipo
(0, k) y los de tipo (0,n — k) definidos sobre un espacio con una métrica g;;. Si €;,,.;, es el dnico tensor
alternado de orden n, con valor €15, = —1, se define:

1 . .
()it = kl\/|9|€z‘1...z‘nt“~~’k

Se tiene:
*(xt) = (=1)F"F) sgn(g)t

7.11. Tensores y grupos de transformaciones

Segin hemos visto hasta ahora, los elementos que necesitamos para la construccién de tensores (al
menos, de los que estamos hablando en estas tltimas secciones), son: un espacio vectorial de dimensién
finita y los cambios de base en dicho espacio. Las transformaciones que pasan de unas bases a otras,
son las que forman el grupo general lineal del espacio V, GL(V), es decir cualquier automorfismo de
V. En términos de matrices, se trata de las matrices regulares n x n, que forman el grupo general
lineal GL(n,IK) (obviamente isomorfo al anterior GL(V')). Sin embargo, muchas veces, no interesa hacer
cambios de base tan generales. Por ejemplo si tenemos un producto escalar, puede ser util hacer cambios
de base que conserven la orientaciéon o los angulos que forman los vectores de la base entre si. O, en
relatividad especial, las transformaciones que resultan aceptables son aquellas que conservan el intervalo
espacio-temporal constante, pues son las que relacionan los sistemas inerciales entre si. En general, el
conjunto de transformaciones que se usan en cada caso, forman un grupo (pues si no, no se podra hablar
de transformaciones inversas etc.) y se dice que un tensor lo es bajo ese grupo de transformaciones. Por
ejemplo, consideremos el espacio IR" con su producto escalar usual y las transformaciones ortogonales
con determinante positivo. Los tensores de este espacio (es decir los objetos que cambian adecuadamente
al cambiar la base mediante una rotacién) son los tensores cartesianos de este espacio. Es posible que si
empleamos otra transformacién que no sea una rotacion, el tensor no se comporte como tal.

Por ejemplo, pensemos en el tensor de Kronecker 5;, cuyas componentes son las mismas en cualquier
base. Si queremos definir un tensor con esa misma propiedad, pero de tipo (0,2), es decir g;;, con
componentes iguales a 1 si los indices son iguales y a 0 si los indices son distintos, vemos que podemos
hacerlo para cualquier base:

g = (P~HEPHgm

0 escritos como matrices (supongamos que el indice contravariante numera a las ﬁlas):
G =P HGPrh

Si queremos que tanto G como G’ sean la matriz identidad, las matrices que permiten pasar de unas

bases a otras, verifican:
P'P=PP' =1

es decir, son las matrices ortogonales. Podemos decir que este tensor simétrico lo es bajo el grupo orto-
gonal, pero no bajo el grupo general lineal.

Pensemos ahora en un tensor en IR? de tipo (0,2), antisimétrico y escojamos €12 = —1 (lo que fija
el tensor, pues €17 = €32 = 0,97 = —€12). Si ahora cambiamos las base con una transformacién P,
tendremos como antes:

i = (PN (P Nhen
para que no varie al cambiar de base. Por tanto:

PP =1J

(2

Curiosamente, puede comprobarse como las transformaciones que tienen esta propiedad son las del
grupo general lineal que tienen determinante igual a 1, es decir, el grupo especial lineal, SL(2,IR).

donde:
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Teniendo en cuenta lo que hemos dicho sobre la interpretacién de volumen de esta 2-forma, no es extrano
que se diga que las transformaciones del grupo SL(2,IR) conservan el volumen (en este caso un drea al
ser en dimension 2).

7.12. Espacios con producto escalar

Si el espacio vectorial V' estd dotado de un producto escalar, esto quiere decir que existe un tensor
de segundo orden de tipo (0,2), simétrico definido positivo, y que es invariante, teniendo las mismas
componentes en cualquier base. Por tanto, como ya hemos dicho, las transformaciones permisibles son

las que verifican:
PGP =G

El producto escalar nos permite hacer uso del teorema de Riesz-Fréchet, identificando de forma canéni-
ca el espacio dual con el espacio V, a través del tensor métrico g;;. En efecto:

weV —sveV

tal que:
w(z) = (v, )

0, en términos de tensores:
wiz’ = giv'a’

es decir:
Wi = gijUJ

Podemos interpretar esto de dos formas. O bien, como el isomorfismo entre el espacio V' y su dual, o
como la expresién de un mismo vector de V' en bases distintas, en realidad las bases reciprocas de las que
ya habfamos hablado al introducir las coordenadas covariantes y contravariantes. Haciéndolo asi, w es lo
mismo que v pero escrito en otra base y escribiremos:

Vi = gijUJ

Esta operacién se denomina bajar indices y se hace a través del tensor métrico. Como también hemos
dicho, no es necesario tener una forma bilineal definida positiva para hacer esto. Basta con que sea no
degenerada.

La operacion inversa, subir indices, se realiza con el inverso del tensor métrico:

" .
9" gr; = 51]‘

y es:
vt = g"v;
Esta operacién se puede hacer todas las veces que se quiera en tensores de tipo arbitrario. Cada vez

que se baje o suba algiin indice aparece un tensor métrico g (o su inverso).
Nétese que el producto escalar de dos vectores de V' se escribe simplemente como:

gijxiyj =ay =a'y;

7.13. Aplicaciones entre espacios producto tensorial
Sean V, W, V', W' espacios vectoriales sobre un cuerpo IK. Sean f y g aplicaciones lineales:
V=V, gW—-W

Si construimos los productos tensoriales V@ W y V' @ W', es posible definir una aplicacién lineal
entre estos dos espacios, que se llamara producto tensorial de las aplicaciones f y g:

fRgVeW -V oW
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de la siguiente forma:

(f@g)lvew)=fv)®g(w)
para cualquier par de vectores v € V, w € W. La aplicacién se extiende linealmente a todos los elementos
de V @ W. También se puede definir para productos tensoriales de més de dos espacios.

Veamos como se relaciona la representaciéon matricial de las aplicaciones producto tensorial con las
matrices de las aplicaciones que forman el producto. Lo haremos en el caso sencillo del producto de dos
aplicaciones.

Sean By = {v1,...,vn}, Bw = {wi,...,wn}, By = {v],..., v}, By ={w),...,w], }, bases de V,
W, V', W’ respectivamente. Sea A = (aij) la matriz que representa a la aplicacién lineal f en las bases
By y By y B= (bij) la que representa a g en las bases By y By . Es decir:

ml
flv) = Zajivg, i=1,...,n, g(w;)= ijiw;, i=1,...,m
j=1

De acuerdo con la definicién de producto tensorial, una base de V@ W es:
Bvew ={vi®w;,i=1,...,n, j=1,...,m}
y una base de V/ @ W’ es:
Bvigw ={v@w), i=1,...,n/, j=1,...,m'}

Lo tnico que tenemos que decidir es como ordenar esta base. Hay dos formas naturales de hacerlo,
bien fijando el indice del vector v; y dejando variar el de w; o viceversa. Supongamos que el orden es:

{v1 @ W1, v1 @Wa, ..., V1 ® Wy V2 @ W1, ..., U2 @ Wiy v oy Uy @ W1y« vy Uy @ Wiy }
Segun la definicién de la aplicaciéon f ® g:
(f ®9)(vi ® wy) = f(vi) @ g(wy)

y sustituyendo las expresiones de estos vectores, se tiene:

(f ® g)(vs ®w;) = Za Uk Zbljwi

Aplicando las propiedades del producto tensorial

n’ m’
kgl 7 /
(f®g)(vi®w;) = E E a”;b' v @ wy
k=1 I=1
La aplicacién lineal f ® ¢ viene dada en las bases Byow v Byrgws por la “matriz’a’,b*, cuyas
D g ew ¥ Bvigw p ;b5 cuy
propiedades tensoriales estudiaremos mas adelante, pero que, en cualquier caso, puede escribirse como una
verdadera matriz, adoptando el orden anteriormente elegido para las bases de estos espacios tensoriales.

Se tiene que la matriz de f ® g, la cual llamaremos producto tensorial de las matrices A y B es:

4B a'yB - a'\B
Ne B a*,B  a*B --- a*,B
a”llB a"IQB e a”lnB

que tiene las dimensiones y propiedades correctas como se puede comprobar facilmente. El objeto a’ bk
es obviamente un tensor de cuarto orden, dos veces contravariante y dos veces covariante, pues es el
producto tensorial de dos tensores de segundo orden. Por tanto sus propiedades de transformacion son

las adecuadas a estos tensores. Restringiéndonos al caso V/ =V, W/ = W, éstas son:
ik _ pil (p=1\i ok (n=1\l i pk
a Jlb = P 1(P ) J’Q k‘(Q ) ra _]b 1

siendo P la matriz de cambio de base en V' y @ la matriz de cambio de base en W.
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Ejemplo 7.13.1 El siguiente ejemplo proporciona una interesante aplicacién en el estudio de las particu-
las elementales. Cuando se tiene un sistema compuesto de dos particulas de spin s y s’ el sistema presenta
un spin que depende de los de las particulas que lo forman. De acuerdo con la teoria cuantica, los valores
que pueden tomar sy s’ son nimeros enteros o semienteros, positivos (0,1/2,1,3/2,...). Sea V el espacio
de los estados de spin de la particula 1 y W el de los estados de la particula 2. El espacio de estados del
sistema 1+ 2 es justamente el producto tensorial de los espacios V' y W y los operadores de spin en este
espacio se obtienen de la forma siguiente:

SYyeW =S¥ @ Iy + Iv ® Sy
donde SY, S¥ son los operadores (tercera componente) de spin en cada uno de los espacios V' 'y W.
3103

Consideremos bases en las que estos operadores son diagonales (es decir, bases de autovectores):

vV .V W W
us¥=|s a53>a us§V2|5 a53>
donde los indices s¥, s/ varfan en los conjuntos:
VsV —1,...—=sV +1,-5"}, {V,sW —1,...—s"V +1,-s"}

respectivamente. Estos indices son, ademaés, los autovalores de los operadores Séf , SgV que por tanto se
escriben como:

53
sy —1
v
s$3 —2
Voo
5’3 -
—sg—i—l
v
—s)
w
53
sgV—l
sgV—Q
sy =
4 =
—sgV—i—l
w
—s¥

El producto tensorial es ahora muy sencillo, puesto que los operadores son diagonales (identificamos
operadores con matrices para mayor sencillez de notacién):

Sy @lw = v
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w
83
w
—s) .
83
w K
IV@Sg = W
83
w
83
—sl¥
y por tanto:
sy +sy
SYyeW =S¥ @ Iy + Iy @ Sy =
v w
—83 — 83

y los nimeros intermedios dependen de las dimensiones de los espacios V' y W. Hay que tener en cuenta
que la dimensién de V es 25V +1 y la de W es 25" + 1, con lo que la dimensién de V ® W es el producto
(2sV +1) x (25" 4 1). No es dificil demostrar que:

sVsW
25" +1)x (25" +1)= Y 2s+1

s=|sV —sW|

Mediante un cambio de base es posible reordenar los valores de s3 que corresponden a un mismo spin.
Los elementos de la matriz de cambio de base se conocen como coeficientes de Clebsch-Gordan.

Ejemplo 7.13.2 Veamos un ejemplo sencillo. Supongamos que tenemos V = W = C? y por tanto sV =
sW=1 /2. En este caso, el producto tensorial tiene dimensién 4. El operador de la tercera componente

de spin es:
g/2) 1/2 0
s L0 —1/2

y el correspondiente al producto tensorial es:

(1/2)@(1/2) _ /2 0 10 10 /2 0
53 _<0—1/2®01+01®0—1/2

1/2 1/2
1/2

- ~1/2 *

~1/2
1/2
~1/2 -1/2

-1
La matriz de coeficientes de Clebsch-Gordan, que no describiremos aqui, pasa de esta matriz a la

forma:
0

-1

que tiene dos cajas una correspondiente a spin 0 y otra a spin 1.
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Ejemplo 7.13.3 Otro ejemplo, en el que aparece un producto de spins distintos, es el caso 1/2 por 1.
Ahora tenemos V = C? W = C3. El producto tensorial tiene dimensién 6. Los operadores de la tercera
componente de spin son:

1 0 0
S/ ( 162 _;;2 >, s =(0 0 o
0 0 -1
El producto tensorial es:
1 1
(1/2)x(1) 1/2 0 10
Ss = ( 0 12 )° 1 S P K 0
1 —1
1/2 1
1/2 0
_ 1/2 N ~1
- ~1/2 1
~1/2 0
—~1/2 -1
3/2
1/2
3 ~1/2
- 1/2
~1/2

-3/2
De nuevo, la matriz de coeficientes de Clebsch-Gordan pasa a la forma:

1/2
~1/2
3/2
1/2
~1/2
~3/2

que tiene dos cajas, una correspondiente a spin 1/2 y otra a spin 3/2.
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Capitulo 8

El espacio afin

8.1. Introduccion

En este breve capitulo introduciremos algunas nociones elementales del espacio afin, junto con la
clasificacién de conicas. Usaremos en este tema flechas para designar a los elementos del espacio vectorial
y distinguirlos de los puntos (aunque también trataremos de usar minisculas y maytsculas con este fin).
Ademis, el producto escalar de dos vectores @ y ¥ se notard por @ - ¥ y su producto vectorial, en IR,
serd el usual, denotado por @ x v.

Definicién 8.1.1 Sea V' un espacio vectorial sobre un cuerpo IK. Un par (X, ¢) formado por un conjunto
X y una aplicacion @:
p:XxX —V

es un espacio afin sobre V' si se verifican las siguientes propiedades:
1) (P, R) +9(Q, P) +p(R,Q) =0, PQReX
2)VP e X, Vo eV, 3Q € X tal que p(P,Q) =17

Ejemplo 8.1.1 El ejemplo méas inmediato de espacio afin es el que se obtiene tomando X = V y
definiendo ¢ como:

p(@y)=y— 7
El espacio afin puede considerarse en este caso como un espacio vectorial sin un origen preferido.

A los elementos de X se les llama puntos y a los de V' vectores. Denotaremos en general:

8.2. Sistemas de referencia

Supongamos que V es un espacio vectorial de dimension finita. Un sistema de referencia en un espacio
afin (X, ¢) con espacio vectorial base V' de dimensién finita n, es un conjunto de puntos (elementos de
X) {Po, P1,...,P,} tal que los vectores ITP;- son una base de V. Se dice que P es el origen del sistema
de referencia.

De esta forma, cualquier punto P del espacio X se puede escribir referido al origen Py como:

n
PP = Z APy P
i=1

Dos sistemas de referencia estan relacionados por una traslacién (que pasa de un origen a otro) y por
un cambio de base en V. Sean:

{PO;PI;-"aPTL}a {QO)QI)"')QTL}

159
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. . . , 3 . .
dos sistemas de referencia en el espacio afin X. El vector Q9P se puede escribir en la base:

{QoQ1, ... QoQn}

como:
n
e —
QolPo = E a;QoQ;
i=1
mientras que los vectores de la primera base se escriben en funcién de los de la segunda:
n
—_— —
PP = E a;jiQoQ;
=1

El cambio de base viene especificado por una matriz en M, (IK), (a;;), la matriz de cambio de base
en V y un vector en IK", (a;) que da la relacién entre los origenes.
Dado un punto P referido al sistema con origen en F:

B =S AP =AY 300 - 3 (Zw) BT~ S NG,
=1 =1 j=1 j=1 =1 7j=1

Entonces,

——
QoP = QoPy + ByP
con lo que nos queda la expresion:
n

WZZ%QO—Q;-FZ)\QQO—Q;:Z ai+zaij)\j QoQi
i=1 j=1

j=1 i=1

8.3. Transformaciones afines

Dados dos espacios afines, (X1, ¢1) v (X2, p2) sobre los espacios vectoriales V; y Vs respectivamente,
consideremos una aplicacién entre X7 y Xo:

fIXl — X2

Esta aplicacion induce otra entre V4 y V5 definida de la forma siguiente. Fijado P en X7, consideremos
su imagen f(P) € X5. Para todo Q € X3, al vector m € V1 se le hace corresponder el vector f(P)f(Q; €
V5. Por la segunda propiedad de los espacios afines, esta aplicacion esta bien definida para todo vector
de Vi: i

fiVi— Vs

7= PQ

Si Z € V7, existe un tnico Q € X; tal que:

Entonces: N N
(@) = f(P)f(Q)
Teorema 8.3.1 Si f es lineal, no depende del punto P elegido para definirla.

Se dice en este caso que f es una aplicacién afin. Si el espacio afin inicial y final coinciden y la aplicacién
afin ¢ es biyectiva se llama transformacion afin.

Definicién 8.3.1 Una traslacion de vector & € V transforma un punto P € X en otro Q € X tal que:

7= PQ

Se tiene el siguiente teorema de estructura de las transformaciones afines
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Teorema 8.3.2 Cualquier transformacion afin se puede escribir como un producto de una transforma-
cion afin que deja invariante un punto dado (que se puede elegir arbitrariamente) y una traslacidn.

Las transformaciones afines tienen en sistemas de referencia afines una expresién matricial dada por:
A a\ (I, a A 0
o 1) 0 1 0 1
cuando las coordenadas del punto P se escriben como:

x1

Tn
1

La matriz A es una matriz n x n de determinante distinto de cero. El vector @ € V representa una
traslacién y A la transformacién afin:
A 0
(2 1)

que deja una punto fijo.

8.4. Espacios euclidianos

Definicién 8.4.1 Un espacio euclidiano es un espacio afin con un espacio vectorial real dotado de un
producto escalar.

El producto escalar en V' permite definir una distancia entre los puntos de X:

P,Qe X, d(P.Q)=|Pq|

Las bases ortonormales de V' llevan a sistemas de referencia ortonormales en X. Las transformaciones
que pasan de unos a otros estan formadas por traslaciones y transformaciones ortogonales.

8.4.1. Isometrias en espacios euclidianos

Definicién 8.4.2 Una aplicacion afin es una isometria si la aplicacion lineal asociada conserva el pro-
ducto escalar (es decir, es ortogonal).

No es dificil probar que las isometrias conservan la distancia, son biyectivas y en sistemas de referencia
ortonormales vienen representadas por traslaciones y matrices ortogonales.

Se dice que una isometria es un movimiento del espacio euclidiano si la parte ortogonal de la trans-
formacién tiene determinante igual a 1, es decir es una rotaciéon. La isometria es el producto de una
traslacién por una transformacién ortogonal. En un sistema de referencia ortonormal, la isometria viene
determinada por una matriz:

A a
(3 1)

AA' =1,, acV

Si (z;) son las coordenadas del punto en este sistema de referencia, las del punto transformado son:

donde:

x ay 1
: _ A _ :
x% (7% Tn
1 0 1 1

Una vez elegido el punto fijo, la descomposicién en rotacién y traslacién es unica.
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8.5. El plano euclidiano

Sea IR? dotado del producto escalar usual (es decir, la base candnica es ortonormal) y el espacio afin
X =R>

8.5.1. Rectas en IR?

Supongamos fijado un origen, Py, en el espacio afin X = IR2. Una recta es el conjunto de puntos de

IR?, P, que verifican la ecuacién:
PQ[:‘ = PP +)\U,)\EIR

El vector ¢ da la direccién de la recta mientras que P; es un punto dado de la recta. Supongamos
. . . S I e i =,
que tenemos un sistema de referencia afin: {Py, @, @} (con @ = PoPy y W = PyPs). Si (z,y) son las
coordenadas de un punto @ (es decir, Po@ = xil+yw), las ecuaciones paramétricas de la recta se pueden
escribir como:
= xo+ Avp
= Yo+ Av2

El pardmetro A\ se puede eliminar de las ecuaciones y obtener la forma implicita:

T—2o _Y—Y
U1 V2

Dados dos puntos del plano, existe una tnica recta que pasa por ellos. Sean ()1 y Q2 los puntos de
coordenadas (z1,y1) y (z2,y2). La recta que pasa por esos dos puntos es:

r — I - Yy—Yy
1 — T2 B Y1 — Y2
Por un punto pasa un haz de rectas, de ecuacion:
r — X
Y—Y%

=k kelR
ademads de la recta y = yp.

8.5.2. Distancia de un punto a una recta

Sea la recta
r=0="=0y+ N

y el punto P, en un sistema de referencia afin ortonormal, con origen en Fj. Queremos calcular la
distancia del punto a la recta, entendida como la minima distancia del punto P a los puntos de la recta.
La distancia se define a partir de la norma derivada del producto escalar. La distancia entre dos puntos
P, @, de coordenadas en el sistema de referencia afin ortonormal dadas por: (z1,41), (z2,y2) es:

d(P,Q) = /(z1 — 22)% + (1 — 12)?

En lenguaje vectorial, sea w = Polzj yu= Poa los vectores del punto P y un punto cualquiera @ de la
recta r respectivamente. La distancia es entonces:

[ — 3| = [|& — T — A

Sea n un vector unitario perpendicular al vector que define la recta (solo hay dos, elijamos cualquiera).
Los vectores £/||f]| y 7 forman una base ortonormal en el plano. Por tanto, el vector @ — % se puede
escribir en esta base como:

o 1 . o
u7—*o=t-(ﬁ—ﬁo)HﬂPHﬁ-(w—ao)ﬁzawbﬁ
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Por tanto la distancia (al cuadrado) es:
d(P,Q)* = ||(a = N+ bii]|* = |a = A|* + [b]*

y serd minima cuando:

1 -
A=a= _ ¥ (&— 1)
12]12

Para este valor de )\ la distancia es simplemente:
d(P, Q) = [b] = [|7i - (& — )|

es decir, como ya sabiamos, la proyeccién sobre el vector normal de un vector que une el punto P con un
punto cualquiera de la recta. Si las coordenadas de t en la base en la que estamos trabajando son (t1,ts),
el vector 77 se puede tomar como:

y por tanto, la distancia es:

d(Pa Q) =

1
[(=t2,t1) - (@ — o)
N R
Si la recta se expresa como:
axr+by+c=0

el vector direccién es: (b, —a) y un punto sobre ella tiene como coordenadas (0, —c/b) (si b # 0). Por
tanto, la distancia es:
_azy + by + ¢

Va2 + b2
Nétese que el vector normal (unitario) a una recta escrita en la forma anterior es 7@ = (a,b)/va? + b2,
con lo que la ecuacién de la recta se puede escribir como:

d(P,r)

n-v=k

y el valor absoluto de k resulta ser la distancia al origen.
Una recta es un subespacio afin de dimensién 1. El equivalente en espacios vectoriales es el nticleo de
una forma lineal no nula.

8.5.3. Isometrias en el plano

. . . , 2
De acuerdo con lo visto anteriormente, las isometrias en IR” se descomponen en el producto de una
rotacién (propia si det = 1 o impropia si det = —1) y una traslacién. Por lo tanto la clasificacién de las
isometrias es la siguiente.

- . 2 . . . .
Teorema 8.5.1 Las isometrias en IR” se clasifican en los siguientes tipos:

1. Traslaciones. Eligiendo adecuadamente el sistema de referencia (ortonormal), todas las traslacio-
nes son del tipo:
yo=y

donde a € IR, correspondiendo a =0 a la identidad.

{x' = z+a

2. Rotaciones propias.

/

' = xcosh —ysend
y = xsenf+ ycosb

con 0 < 6 < 27, que dejan invariante el origen de coordenadas. También 0 = 0 corresponde a la
identidad.
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3. Reflexiones respecto una recta. Como hemos visto, toda rotacion impropia podia ser llevada a

la forma: ( (1) _(1) > Por tanto:

xl

/

Y

T
-y

4. Reflexiones respecto una recta y traslacion en la direccion de esa recta.

{x' = x+a
A

y = ¥y
con a # 0.

Los tipos 1,2,3,4 no son equivalentes y cualquier isometria puede ser llevada a uno de ellos definiendo
adecuadamente el sistema de referencia. Si son distintos de la identidad, el tipo 1 no tiene puntos fijos y
es un movimiento (conserva la orientacion), el 2 tiene un un punto fijo (y es también un movimiento).
Los tipos 3 y 4 no son movimientos. El 3 tiene una recta fija (punto a punto) y el 4 no tiene puntos fijos.

Demostracion. La matriz asociada a una isometria es:

m n a
p qg b
0 0 1

(%)

. 2 .
es ortogonal. Por tanto podemos elegir una base ortonormal en IR”, de forma que esta matriz se pueda
poner como una de las dos formas siguientes:

cosf) —senf 1 0
sen 0 cosf |’ 0 -1

dependiendo de su determinante (+1). En el primer caso (rotacién propia) se tiene:

donde la matriz

cosf) —senf a
sen 6 cosf b
0 0 1

Sif=0:
¥=x+a, yY=y+0b

y pasando a otro sistema de referencia con:
U=1TCoSQ —Yysenq, U= ITsena —+ ycosw
con ¢ = a2 + b2, tana = —b/a se obtiene el tipo 1:
v=ut+ec V=0

La matriz de la isometria es:

1 0 c
0 1 0
0 0 1

y no hay puntos fijos (¢ # 0).
Si a =b =0, no hay traslacién y se tiene una rotaciéon propia con punto fijo en el origen:

cosf) —senf O
sen 6 cosf) O
0 0 1
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Supongamos ahora que 6 # 0y (a,b) # (0,0). En este caso podemos estudiar la existencia de puntos
fijos:
rcost —ysenf+a = =z
rsenf +ycosf +b

El determinante de la matriz de coeficientes de este sistema lineal es:

cos—1 —senf
det ( sen 6 cosf —1

> = 2(1 — cos )

es decir, si 6 # 0 existe un tnico punto fijo, de coordenadas:

a bsen 6 b i asen 6

2 2(1—cosh))’ 2 2(1—cosf)
que se puede tomar como centro de la rotacién, trasladando el origen de coordenadas. De esta forma la
traslacién desaparece y tenemos nuevamente una isometria de tipo 2. Si §# = 0 se obtiene nuevamente una

traslacién. No hay puntos fijos.
Cuando la rotacién es impropia, existe un sistema de referencia en el que la matriz es:

1 0 a
0 -1
0 0 1

Si a = b = 0 no hay traslacién y obtenemos una reflexién respecto a una recta que es invariante (tipo 3).
Si (a,b) # (0,0), podemos eliminar b mediante una traslacién:

y obtenemos una transformacién de tipo 4:
v=u+a vV =-v

sia# 0 (si a =0 es de tipo 3). QED

8.5.4. Transformaciones de puntos y rectas bajo isometrias

Las rotaciones propias giran los puntos del plano un déngulo 6. Si P = (x,y) es uno de esos puntos, su
punto transformado P’ = (z’,y’) viene dado por:

2 =xcosh —ysenf, y =xsend+ ycosb

S 5 — _ oI
Por tanto, dado un vector v = Py P3, (con P; = (x1,y2), P» = (22,y2) el vector transformado v/ = P, P,

€es:
—

0 = (zh — 2,95 —y)) = (v2 — 1) cosO — (y2 —y1)sen b, xo — x1) sen O + (y2 — y1) cos b))
es decir, el vector ¥ se transforma con una rotacién R en el espacio vectorial:

v = Rv

Como consecuencia de estas transformaciones, una recta que pase por el punto P = (20, %0) = Uo ¥
que tenga como vector t, se transforma en otra recta:

U =1y + M — ¥ = Rig + ARty
Si la recta se representa en la forma 7 - ¥ = ¢, la ecuacién transformada es:

(RR)-v=c
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es decir, el vector normal gira con la rotacion y la distancia al origen es la misma.

En una reflexién respecto a una recta r, la imagen de un punto se puede calcular asi. Sea P =
(x0,Y0) = Uo un punto del plano, y la recta: @ - v = c. El punto P’ = (z, ;) simétrico de P respecto de
la recta r, verifica que el punto A de coordenadas:

1, xo+xy Yo + Yo
UO+%):< 9 an ) 0

estd sobre la recta r, es decir:
7 - (UQ + 1_)6) = 2c
y ademads el vector ¥y — 1, es paralelo a 7:
g — 00 = um
De estas dos relaciones podemos despejar las coordenadas de P’:

2
|72l|>

— — -

=i, g (i — )

llegando a la expresién:
2

»
o (
172

UO:UO_

- =

iUy — )7t

Si la recta pasa por el origen, ¢ = 0 y se tiene:

211 - Uy
A S —
A Tk

Una traslacién consiste simplemente en la suma de un vector constante. Por tanto una recta se
convierte en otra recta con el mismo vector de direccién y sus puntos trasladados por ese vector constante.

Las isometrias también se pueden interpretar como cambios en el sistema de referencia, (al igual que
ocurre con las aplicaciones lineales y los cambios de base en los espacios vectoriales).

8.6. El espacio euclidiano

El espacio afin que estudiaremos en esta seccién es el que tiene como como conjunto de puntos y
espacio vectorial a IR y en el que esta definido el producto escalar usual. Veamos como son las variedades
(subespacios) afines en este espacio.

8.6.1. Rectas en el espacio

Una recta en IR? es una variedad afin de dimensién 1, determinada por tanto por un vector & € IR?
y un punto P:
v=vy+ A, AEIR
es decir:
rT=x0+ A1, Y=o+ M2, 2z=20+A\3
Eliminando A de estas tres ecuaciones se obtiene:

T—Zo Y—Y <Z— %0

t1 to t3

Una recta viene determinada por dos ecuaciones. Como veremos es la intersecciéon de dos subvariedades
afines de dimensién 2.
Al igual que en el plano, una recta viene fijada por dos puntos distintos. La ecuacién se escribe como:

xr — T - Yy—y - z— z1

1 — T2 Y1 — Y2 21 — *2
Ademds de las dos posiciones relativas de dos rectas en el plano (que se corten o sean paralelas), en el
espacio existe una tercera posibilidad, que las rectas se crucen. Pero antes de estudiar estas posiciones,
veamos como son las subvariedades de dimensién 2, los planos.
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8.6.2. Planos en el espacio

Un plano es una subvariedad afin de dimensién 2. Viene determinado por dos vectores linealmente
independiente y un punto:
U= U + At + pv

es decir:
T =20+ Aup +pv1, Y =2yo+Auz+pva, 2z =20+ Az + puvs

Los pardmetros A y p pueden ser eliminados en la manera usual. El vector (z,vy, z) — (2o, Yo, 20) depende
linealmente de , ¥/ si el siguiente determinante es cero:

Uy V1 T — X9
det | uws v y—1o =0 (8.1)
us U3 zZ— 20

Tres puntos no alineados determinan un plano en el espacio. La ecuacion se obtiene facilmente de la

anterior:
1 —Tyg X2 —Xop T — X9

det | v1—% v2—% ¥—% |=0
21— 20 R2—%2 Z—20

Resolviendo la ecuacién (8.1), la ecuacién del plano se escribe como:

ar+by+cz=d

y el vector T = (a,b,c) es un vector normal al plano, pues es igual al producto vectorial de los vectores
iy ¥ como se comprueba facilmente:

Uy v X U1 v1 X
ax +by+cz=det | us v y =det | us v2 o =d
us vy =z us vz 2o

8.6.3. Posiciones relativas de rectas

Volvemos en esta seccién al estudio de las posiciones de rectas en IR?. Dos rectas en el espacio se pueden
cortar, ser paralelas o cruzarse (aparte de coincidir). Si se cortan o son paralelas, estdn contenidas en un
tnico plano. Si se cruzan no existe ningun plano que las contenga. Sean las rectas:

T=1+ N, o =u+Nt

y consideremos un vector que vaya de un punto de una de ellas a un punto de la otra:

G-t=w- =0
obteniéndose un sistema para A\, \’:
AP =NE-& = —(t —7p) - T
M= NP = = (0 -5

El determinante de la matriz de coeficientes es

—

(&) = [IEP1 711" < 0

debido a la desigualdad de Cauchy-Schwarz. Es cero solo si ¢ y ¢ son linealmente dependientes. Por tanto
las posibilidades son:
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—_
~+

. linealmente independientes. Existe una tnica solucién

2. 1, t linealmente dependientes. Puede haber infinitas soluciones o no haber ninguna. Sin embargo,
el rango de la matriz ampliada es igual al de la de coeficientes, con lo que hay infinitas soluciones

(t = at):
dﬁ<;—v»f|ﬂ2>:0

— 7)1 al]?
En este caso las rectas son paralelas.

o

En el primer caso, solo hay un vector (1.i.) que sea perpendicular a ambas rectas, que se define por

escogiéndolo unitario. Es por lo tanto paralelo a ¥ — ¢' cuando éste verifica las ecuaciones anteriores. El
coeficiente de proporcionalidad es la proyeccién de cualquier vector que una dos puntos arbitrarios de
ambas rectas:

- — — oo

W=0—0 = (i -Wy)7

donde Wy = vy — ¥),. Aqui aparecen dos casos:

1. (fi-wWp) = 0. En este caso hay un plano que contiene a ambas rectas, de vector normal 7 y las rectas
se cortan.

2. (7-wWp) # 0. Ahora no hay ningtn plano que las contenga y las rectas se cruzan. La distancia entre
ambas rectas (la distancia minima) es la longitud del vector @ calculado anteriormente:
d= b @7 ()
[#x & ’

8.6.4. Posiciones relativas de planos

Dos planos en IR® se cortan segiin una recta o son paralelos (o coincidentes). Si las ecuaciones de los
planos son:
= C1, Tig - U = €2

<

-
los planos son paralelos si los vectores i1, 72 son paralelos. En caso contrario, su producto vectorial
determina el vector direccién de la recta que forma su interseccién:

7 =1y +)\(T_i1 X T_ig)

8.6.5. Distancia de un punto a un plano

El calculo se puede hacer mediante una proyeccion. Si la ecuacion del plano es:
ar+by+cz=d

y el punto es P(xo, Yo, 20), tomando un punto cualquiera del plano: (z1,y1, 21), y el vector: (o — 1, yo —
Y1, 20 — 21) al proyectarlo sobre la direccién (a, b, ¢) se tiene:

1 1

d(P,7) = RSO la(xo — z1) + b(yo — 1) + c(z0 — 21)| = ,lawy + by + cz1 — d]

Va2 4 b +c

La distancia de un plano al origen es:
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8.6.6. Isometrias
Se tiene el siguiente resultado sobre la clasificacién de las isometrias en IR® que no demostraremos:

Teorema 8.6.1 las isometrias en IR® se pueden clasificar en los siquientes tipos:

1. Traslaciones.

r = xT+a
/

=Y
7 = z

con a € IR.

2. Rotaciones propias alrededor de una recta y una traslacion en la direccion de la recta (que puede
ser trivial).

r = xT+a

ycosh — zsen

= ysenf + zcosb

3. Rotacion mds una reflexion relativa a un plano que la rotacion deja fijo.

' = zcosf —ysend

' = xsenf +ycosf

!
7 = -z
4. Reflexion respecto a un plano sequido de una traslacion no trivial.

¥ = x+4+a

! — y

/
z = —Z

8.7. Clasificacion de conicas

Aunque no es un tema propio del dlgebra lineal, la clasificacién de cénicas (y cuddricas) tiene un gran
interés en su aplicacién a numerosos problemas (como el estudio de formas cuadriticas) as{ y como un
ejemplo de la aplicacién de transformaciones afines a objetos geométricos.

Una conica es el conjunto de puntos del plano afin que verifican la ecuacién:

a112? + agey® + 2a12wy + 20017 + 2a02y + ago =0, Ty, aij € IR

en un sistema de referencia dado. Esta ecuacion se puede poner en forma matricial como:

a11 a2 aoi x
(xyl)| a2 aze ao2 y | =0
apr g2 ago 1

Sean las matrices A, a y los vectores ag, X:

@i iz dol a11 a2 ap1 N
A=| a2 a2 ap |, a=< >, a0:< >, X=11y
apr g2  ago 1

La ecuaciéon de la conica es:
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, . . s 2
La parte homogénea de segundo orden, correspondiente a la matriz a, es una forma cuadratica en IR”.
El objetivo es hacer transformaciones en el plano afin como las que ya hemos estudiado:

mi1 M1z My miy Mg my
X' =MX, M=| mia map mas |, m , Mo =
0 0 1 mio2 Moo mo

de manera que la cénica adopte la forma més sencilla posible. Ademas de isometrias, también permitiremos
homotecias, es decir transformaciones afines dadas por matrices:

A
M= I

donde A, u # 0, que no conservan angulos ni distancias.
Una transformacién afin convierte a la conica en otra, de matriz:

X'=MX, (X)AX =0, A'=M'AM

y de manera mas explicita:

mt 0 a  ao m mo \ _ mbtam mt(amo + ao)
( mb 1 > ( ab  apo > ( 0 1 > - ( (m'(amo +ag))t  mbamo + 2mbao + ago >

Como la matriz a es simétrica es posible diagonalizarla mediante una transformacion de similaridad
(como una forma cuadrética). Por tanto, la signatura no cambia al hacer esta transformacién. De esta
manera disponemos de cuatro invariantes, los rangos de las matrices A y a y la diferencia entre el niimero
de +1 y —1 en la forma diagonal (como la matriz de la cdnica estd definida salvo un factor, podemos
siempre escogerla de forma que el nimero de +1 sea mayor o igual que el de —1 en la forma diagonal).
Se puede establecer el siguiente cuadro de clasificacion en el que aparecen los nombres de las conicas que
se obtienen. Cuando el cuadro no contiene ninguna denominacién es que tal posibilidad no puede darse.

R 3 2 1 0
r s/S 3 1 2 0 1 0
2 2 Ei Er 2Rc

0 H 2Rir
1 1 P 2Rpi 2Rpr 2Rer
0 0 1Rr p IR?

donde: Ei= elipse imaginaria, Er= elipse real, H= hipérbola, P= pardbola, 2Rci= dos rectas imaginarias
conjugadas, 2Rpi=dos rectas paralelas imaginarias, 2Rir=dos rectas incidentes reales, 2Rpr=dos rectas
paralelas reales, 2Rcr=dos rectas coincidentes reales , 1Rr=una recta real.

8.7.1. Formas candnicas

Veamos ahora cémo elegir el sistema de referencia para que las formas de las cénicas sean lo maés
sencillas posibles. Usaremos transformaciones afines para obtenerlas.
En primer lugar trataremos de anular los términos lineales.

mt(amg +ag) =0

0, como m es regular,
amg + ag =0

Distinguiremos dos casos
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1. a regular. Entonces:

y como a es simétrica, tenemos:

s mtam 0
= —1
0 aogo — abatag

ii) a no regular. En este caso, no es posible anular en general los términos no diagonales.

De cualquier forma, la matriz a, que es simétrica, se puede diagonalizar mediante una transformacién
mfam. Volvamos a los casos anteriores

1. La matriz de la coénica es:
A1
A = A2
apo
donde \; # 0, A2 # 0. El rango de la matriz a es 2 (r = 2), y s puede ser igual a 2 6 0. El rango
de la matriz A es 3 si agp # abalap o 2 si son iguales. En el primer caso, S puede valer 3 6 1. En
el segundo caso, 2 6 0. Por supuesto si R =3 y S = 3, entonces s = 2. Si R = 2 entonces S = s.

2. En el segundo caso, al menos uno de los términos de la diagonal de a’ es 0:

A = 0

Dos situaciones se pueden presentar aqui:

a) Aunque no exista a~!, se puede encontrar mg tal que ap = —amg. De esta forma, la matriz
Al es:
A0 0
A = 0 0 O
0 0 ay

El rango de la matriz A debe ser 2,1 6 0, y el de la matriz a 1 6 0.

b) No existe mg tal que ag = —amyg. Entonces, la matriz A no es diagonalizable mediante este
tipo de transformaciones. No podemos anular los términos lineales. La matriz a es igual a 0 o
se puede escribir en forma diagonal con uno de los elemento de la diagonal no nulos.

1) Sia=0,la matriz A es:
0 0 aoi
0 0 ap2

ap1 ap2 aopo

Si ap # 0 podemos encontrar una matriz m tal que aym = (1,0) y agpp = —mao, con lo
que la matriz A se convierte en:

S = O

1
0
0

o O O

podemos hacer que (ah)? = (0,1) y ago = 0, con lo que la matriz A’ es:
0

1 0
0 0
0 1

S = O
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Veamos las formas candnicas:

1. Elipse imaginaria:

1
R=3r=258=35=2— 1 . 224y 4+1=0
1
2. Elipse real:
1
R=3,r=28=1,s=2— 1 ., 24P —1=0
—1
3. Hipérbola:
1
R=3r=2S8=1,5s=0— —1 , 22—y 4+1=0
1
4. Dos rectas imaginarias conjugadas:
1
R=2r=258=25s=2— 1 , 224+t =0
0
5. Dos rectas reales incidentes:
1
R=2r=25=0,5s=0— -1 , 22—y =0
0
Se llaman cénicas con un centro Unico.
6. Dos rectas imaginarias paralelas:
1
R=2,r=15=2s=1— 0 ., 2241=0
1
7. Dos rectas reales paralelas:
1
R=2r=15=0,s=1— 0 . 2 —1=0
—1
8. Dos rectas reales coincidentes:
1
R=1,r=18=1s=1— 0 ., 22=0
0
Se llaman cénicas con una recta de centros. Finalmente:
9. Parabola:
1 00
R=3r=158S=1,s=1— | 0 0 1 |, 2242y=0
0 1 0
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10. Una recta real:

0 0 1
R=2r=058=0,s=0— | 0 0 , =0
1 00
y ademas:
11. Vacio:
0
R=1,r=08=1s=0— 0 , 1=0
1
12. R%:
0
R=0,r=058=0,s=0— 0 , 0=0
0

La clasificacion se puede hacer también en funcién de invariantes asociados a las matrices A y a:

K=detA, J=deta, I =tra, J= A1 + Aoz, A3 = ( @ do1 > Agy = ( @22 o2 >
ap1  Aapo ap2  apo

con lo que la clasificacion es:

KI>0 (i)
J>0(E) .
K200y | 7#0(CCU) o {KI<O()
J=0(P)
r20ccen) {77000 ~
= J >0 (i)
K'=0(CD) o [£0(Cre) { 77 00CRD) {j<0(r)
B J =0 (2Rrc)
I=0(R)

donde CO son cénicas ordinarias y CD cénicas degeneradas. CCU son cénicas con centro unico y CRC
conicas con recta de centros. Es sencillo ver la equivalencia de ambas formas de clasificar las cénicas.
Un estudio similar se podria hacer para las cuadricas, los conjuntos correspondientes en IR3, pero no lo
haremos aqui.

Nota. Las clasificaciones de cénicas y cuddricas adquieren una forma més simplificada cuan-
do se considera el espacio proyectivo. Pero esta cuestién va més alld de lo que estas notas
pretenden ser.
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Problemas

Los problemas que aparecen en esta seccién son parte de colecciones de problemas elaborados por
numerosas personas. No se han incluido al final de cada seccién debido a que muchos de ellos contienen
conceptos que aparecen en mas de un tema. Sin embargo se ha procurado mantener el orden correspon-
diente al resto de estas notas.

1. Sean X y X’ dos conjuntos, A,B C X, A/, B’ C X', y f una aplicacién, f: X — X'. Estudiar si
son ciertas o no las siguientes afirmaciones:

a) f(AUB)=f(A)U f(B)

b) f(ANB)C f(A)N f(B)

c) [THAUB)=fHA)Uf (B
d) fTHA'NB)CfHA)NfH(B)
e) ACB= f(A) C f(B)

) AcB = f1A)cfi(B)

En caso de ser ciertas, demostrarlo. Si son falsas, construir un contraejemplo.

2. Sea f: X — Y una aplicacién. Demostrar que f es inyectiva si y solo si: f(AN B) = f(4) N f(B),
para cualquier par A, B C X.

3. Sean X, Y y Z tres conjuntos, f,g, aplicaciones: f: X — Y, g:Y — Z. Estudiar si es cierto o
no que las afirmaciones de las columnas segunda y tercera implican la de la cuarta en cada fila.
(i=inyectiva, s=sobreyectiva, b=biyectiva).

I g gof I g gof
1 i i i 6 s b S
2 i s i 7 b b b
3 b i i 8 b i b
4 s s S 9 i b S
5 1 s S 10 1 s b

Demostrarlas en caso de ser ciertas y encontrar contraejemplos cuando no lo sean.

4. Sean X y X' dos conjuntos, f: X — X'. Demostrar que si f es biyectiva, existe la aplicacién inversa,
f1: X’ = X, y que en este caso, la imagen inversa de un conjunto A’ C X', que llamaremos
f~1(A"), coincide con la imagen directa de A’ mediante la aplicaciéon f~1.

5. Sea f: X — X' una aplicacidn sobreyectiva. Demostrar que existe una aplicacién o: X' — X tal
que: foo =1’ donde 1y es la aplicacién identidad en X’. Sea h: X — X’ una aplicacién inyectiva.
Demostrar que h: X — h(X) definida por h(z) = h(x) es biyectiva y existe 7 = h™1: h(X) — X tal
que: Toh = 1x donde 1x es la aplicacién identidad en X. ;Existe una tnica aplicacién a: X’ — X
que verifique o h =1x7

175
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

PROBLEMAS

Sean X, Y y Z tres conjuntos, f,g, aplicaciones: f: X — Y, g:Y — Z. Sea h = go f. Estudiar los
siguientes enunciados:

a) Si h es inyectiva entonces f es inyectiva.

b) Si h esinyectiva y f sobreyectiva, entonces g es inyectiva.
¢) Si h es sobreyectiva, entonces g es sobreyectiva.
d) Si h es sobreyectiva y g es inyectiva, entonces f es sobreyectiva.

Sean A y B dos subconjuntos de E. Sea P(F) la familia de subconjuntos de E. Se considera la
aplicacién: f: P(E) — P(A) x P(B) definida por: f(X)=(XNA,BNX), X € P(E). Determinar
una condicién necesaria y suficiente para que a) f sea inyectiva. b) f sea sobreyectiva.

Sea E el plano (IR x IR), y O un punto de E. Se define en FE la relacién:
PQeE, PRQ<= O,P, Q estan alineados

(Es una relacién de equivalencia en E? jEs una relacién de equivalencia en E — {O}? Hallar las
clases de equivalencia en caso afirmativo.

Sea el conjunto IR x IR, y la relacién:
(z,9), (=" y) eER xR, (2,9)R(2,y) <= 2y = 2"y

. Es una relacion de equivalencia en IR x IR? Hallar las clases de equivalencia en caso afirmativo.
Sea la relacién R’ definida por:

(x,y), (', y) e R xR, (z,y)R(x,y) <= zy=2"y,z2’ >0
. Es una relacion de equivalencia en IR x IR?
Sea f: X — Y una aplicaciéon y R la siguiente relacién en X:
wRa! = f(2) = f(a)

Probar que es una relacién de equivalencia. Sea X/R el conjunto de clases definido por R y [z]
una clase de X. Se define: f: X/R — Y por f([z]) = f(z). Demostrar que f es una aplicacién y es
inyectiva.

Sea A = {(a,z) | a,x € Q, a # 0}. Se define en A una operacién: (a,z) - (b,y) = (ab,bx + y).
Demostrar que (A,-) es un grupo no conmutativo. Demostrar que B = {(1,z) | = € Q} es un
subgrupo de A.

Encontrar todos los subgrupos del grupo de alternaciones Aj.

Se considera el grupo ciclico de orden 5, G5 con generador a. Sea f: Z — G5 la aplicacién definida
por f(n) = a™. Demostrar que es un homomorfismo de grupos y hallar el nicleo (ker f) y la imagen.
Calcular el grupo cociente Z/ker f y probar que es isomorfo a G5.

Se consideran las funciones f,:IR — IR, definidas por: f,(x) = x 4 a. Probar que el conjunto
T = {fa | a € R} es un grupo abeliano, respecto de la composicién de funciones.

Calcular la tabla de multiplicacién para las simetrias del tetraedro y estudiar su relacién con algin
subgrupo de un grupo de permutaciones.

Probar que el conjunto de matrices:

{(Cg _2>|a,beIR, a2+b27eo}

con la operacién de multiplicacién de matrices, es un grupo abeliano. Demostrar que es isomorfo al
grupo multiplicativo de los nimeros complejos distintos de cero. Demostrar que (cuando se incluye
la matriz nula) es también un cuerpo isomorfo al de los niimeros complejos.
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17.

18.

19.

20.

21.
22.

23.

24.

25.

26.
27.

Demostrar que cualquier grupo de orden 4 es abeliano y construir todos los grupos de orden 4 no
isomorfos.

Demostrar que las matrices cuadradas de orden 2 con coeficientes reales de determinante igual a
1 forman un grupo no conmutativo, con respecto al producto. Demostrar que las matrices de la

forma:
r -y 2 2 _
(y x> vy =l

forman un grupo abeliano subgrupo del anterior. ;Es un subgrupo normal?
Sean los grupos Gi = {a,b,c,d}, Ga = {x,y,2,t} con operaciones definidas por las siguientes
relaciones:
a a-a=a,a-b=b,a-c=c,a-d=d, b-b=a,
Y boe=d b-d=c,c-c=a,c-d=b,d-d=a

a. - T*xT =T, T*xY=Y, Tx2=2, Txt=1 y*xy ==z,
2 yxz=1% yxt=2z, 2xz=y, 2xt=2x, txt=y

a) Calcular d-b, t*y.
b) Estudiar si existe un homomorfismo de G; en G4 y calcularlo en caso afirmativo.

¢) Estudiar si G; y G5 son isomorfos. Calcular un isomorfismo en caso afirmativo.

Calcular los subgrupos de los grupos Zg y Zs.

iSe podria construir un homomorfismo f: Zg — Zg siendo f(1) = 3? ;Y si fuese f(2) = 3? En caso
afirmativo construirlos explicitamente.

Resolver la ecuacién 22 + 2z + 1 =0 en Z4.
Sea f:Z16 — Z16 un homomorfismo de grupos. Probar que f([2]) # [3].

Sea q € Z,4 fijado. Considérese el conjunto Fy, = {(a,b) | a,b € Z4, (a,b) # ([0], [0])} con la operacién
asociativa,

(a,b) % (¢,d) = (ac + gbd, ad + bc).
Hallar el elemento neutro y calcular, si existe, el inverso de ([2], [3]).

En el anillo de polinomios IR[z] se considera (para a € IR fijado) el conjunto I, = {p(x) € R[] |
p(a) = 0}. Demostrar que I, es un ideal de IR[z] y que IR[z]/I, ~ IR (como anillos).

Un elemento = de un anillo A se dice que es nilpotente si " = 0 para algtin r € IN. Determinar:

a) Si el conjunto de los elementos nilpotentes de Zg forman un ideal.

b) Lo mismo en el anillo de matrices reales 2 x 2.
Calcular el grupo de automorfismos de los cuerpos Q, y F2 = {a + bv/2 | a,b € Q}.

Se considera el conjunto de matrices con coeficientes reales:

a —b —c —d
(2 Z _Z _Z |a,b,c,de R
d —c b a
Demostrar que es un cuerpo no conmutativo. Si:
1 0 0 O
=looto|
0 0 01
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28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.
36.

37.

38.

39.
40.

41.

42.

43.

PROBLEMAS
0 -1 0 0 0 0 -1 0 00 0 -1
1 00 o o o o) _foo -1 0
“lo oo 1|71 o oo|'" o1 0 o0
0 01 0 0 -1 0 0 10 0 0

Demostrar que {£I, i, £j, £k} es un grupo no conmutativo con respecto al producto de matrices
y escribir la tabla del producto.

Demostrar que si I es un subanillo no nulo de Z entonces I es un ideal. Demostrar que el conjunto:

a b
a={(8 D) renaca)

es un subanillo del anillo M2(Z) pero no es un ideal.

Estudiar la estructura del conjunto de funciones continuas: C(IR) = {f:IR — IR}, respecto a las
operaciones de suma y producto.

Formar las tablas de sumar y multiplicar del anillo Zg. Hallar todos los divisores de cero y el grupo
de elementos invertibles.

Demostrar que la condicién necesaria y suficiente para que un elemento de un anillo posea inverso
es que no pertenezca a ningun ideal propio del anillo.

Demostrar que todo homomorfismo de cuerpos distinto del nulo es inyectivo.

Demostrar que si los puntos z1, ..., 2, del plano complejo estan situados a un mismo lado de una
n . n —1
recta que pase por cero entonces: » ., ; z; # 0. Demostrar que si > ;" , 2, = 0, los puntos z; no

pueden estar a un mismo lado de una recta que pase por 0.

Calcular las raices de orden 8 de la unidad y comprobar que su suma es igual a 0. Generalizar el
resultado para raices de orden n.

Usar la férmula de Moivre para calcular cos 5z en funcion de cosx y sen x y sus potencias.

Demostrar que si z € C es una raiz del polinomio de coeficientes reales p(x), entonces Z es también
raiz de ese polinomio.

Sea zp una raiz de la unidad de orden n, distinta de 1. Demostrar que zy es raiz del polinomio:
p(z) =271 42" 242+ 1

Calcular todas las raices primitivas de la unidad de orden 6. Demostrar que si p es primo, toda raiz
de la unidad de orden p distinta de 1 es primitiva.

Calcular las raices y factorizar el polinomio P(z) = 2% — 22° + 1.

Si V' es un espacio vectorial y S C V, probar que lin.S es la interseccién de todos los subespacios
de V' que contienen a S.

Si Sy, ..., Sy son subconjuntos arbitrarios de un espacio vectorial V', probar que lin(S; US; U. ..U
Sp) =1inS; +1inSs + - - - +1in S,. Deducir que lin(Wy UWo U---UW,,) =Wy + W +-- -+ W, si
W, es subespacio, 1 <1 < n.

Probar que si v, € lin{vy,...,v,—1} entonces lin{vy,...,v,—1} = lin{vy, ..., v, }. Deducir que existe
una base B de lin{vy,...,v,} tal que B C {v1,...,v,}. Demostrar que dimlin{vy,...,v,} <r,y
que dimlin{vy,...,v.} =7 <= {v1,...,v,} es linealmente independiente.

Para cada uno de los siguientes subconjuntos de C?, estudiar si son o no subespacios vectoriales:

a) {reC®| (1 —i)x +ay —irz =0}
b) {z€C®|ay+x2—a3+i=0}
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44.

45.

46.

47.

48.

49.

50.

51.

52.

53.

¢) {zeC®|2?+2}-23=0}
d) {xeC®|entr2—rs _1 =0}

Misma pregunta si consideramos los conjuntos ¢) y d) como subconjuntos de R3.

Decir cuéles de los siguientes subconjuntos de V' = M, (IK) son subespacios vectoriales:

Wy = {A eV | Aes invertible}

Wy = {AeV|r(A)=n-1}

W; = {AeV|A =24}

W, = {AeV|A*-24=0}

Ws = {(aij)i<ij<n € V| @11 — 2a1n + any = 0}.

Estudiar cudles de los siguientes subconjuntos de C(IR,IR) son subespacios vectoriales:

0) {f€CIRTR)| f(t) =0, Vt € Z}

DU € CORIR) | £(0) = v2r()

¢ {f€CR,R)| f(0) = 1)

d) {fe€C(R,IR)| f es derivable dos veces, y f” =0}
e) {feCR,R)|Im,nec”Ztq. f(t)=mt+n}

1) {f €CORIR) | /2(0) + /(1) = 0}

Si W es un subespacio vectorial propio de un espacio vectorial V', jcudl es el subespacio vectorial
lin(V — W) generado por V. — W? (Nota: V —W ={z eV |z ¢ W}.)

Sean Wy y Wa dos subespacios vectoriales de un espacio vectorial V. Probar que W1 N Wy # {0} si
dimV < dim Wi + dim Ws.

Se consideran los siguientes subconjuntos de C(IR, IR):
P={f€CRR) | f(t) = f(-1),Vt € R}, T={fcCRIR)|f(t)=—f(~1),¥tc R}
Demostrar que Z y P son subespacios de C(IR,IR), y que C(IR,IR) =P & Z.
En el espacio vectorial V = F(IR,IR), se consideran los subconjuntos
U={feV]fQ1)=f(-1) =0}, W={feV]|3abeRtq. f(z)=azx+b}.
Probar que U y W son subespacios de V. ;Se cumple la igualdad U @ W = V?

Sea B = {v1,...v,} una base de un espacio vectorial V, y sea u; = >.._ a;j;v;, 1 < i < r. Si

j=1
A = (a;;) 1sisr probar que dim (lin{us,...u,}) = r(A).

Dados los subespacios W7 = lin{(1, 2, —-1,0), (0,—4,0,¢)} y W5 =1in{(3,1,0,-1), (5,6,—2,—2)} en
C4, hallar una base de W7 N Ws.

Si W =1lin{(1,1,1,0,),(0,1,1,0),(1,1,0,1)} y
U1:(2a_15350)5 U2:(1515_15_1)5 U3:(2a_15_352)5
decir cuédles de los vectores v; pertenecen a W.

Dado el subespacio W de R* de ecuaciones 1+ 2x9 —x3+ 24 =0, 221 + 3 — 324 = 0, encontrar
un subespacio complementario de W.
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54.

55.

56.

o7.

58.

59.

60.

61.

62.

63.

PROBLEMAS

Estudiar la dependencia lineal de los siguientes subconjuntos del espacio vectorial de los polinomios
en una indeterminada con coeficientes complejos:

S; = {1+t 14+5i+ (i —5)t — (1+5i)t% i+ (1 +4)t + (i — 1)t}
Sy = {1,214+t (1+1)%}

S3 = {l,a—t,(a—1t)%}

Sy = {143 t—it+i}

S5 = {t*—i,it> +1,it}.

Si V' = Cy[z], se consideran los polinomios
pi(z) =320+ 22 +4x3 + 2%, po(x) =4 —x+2?+62° —22%, p3(x) =7—8x+32% +axd +ba’.

Determinar los valores de los pardmetros a, b € C para los cudles W = lin{py, p2, p3} tiene dimensién
dos. Para dichos valores de a y b, hallar una base de W y calcular las coordenadas de pi1, p2 v p3
en dicha base.

Estudiar la dependencia lineal de los siguientes subconjuntos de C:

S = {(1,40),(1,144,0),(1 —¢1+4143)}

Sy = {(1,4,-1),(14+5i,—=5+1i,—1—>54), (i, 1+4,i—1)}
Probar que el subconjunto S = {(0,1,0),(1,1,0),(1,2,1),(-2,1,3),(5,2,-3),(1,0,1)} C C® es un
sistema de generadores de C3, y encontrar una base de C® contenida en S.

Sean A1, Ag, ..., A, n nimeros complejos distintos. Probar que las funciones {f1, fo, ..., fn} dadas
por f;(z) = e*i* son linealmente independientes en C(C,C). Utilizar lo anterior para demostrar que
los conjuntos {1, cosx, cos2z, ..., cosnz}y {senx,sen2z, ... ,sennz} son linealmente independien-
tes en C(IR,IR).

Para cada uno de los siguientes pares de bases de C3, calcular la matriz del cambio de base de B a
B’

a) B={(1,1,0),(-1,1,1),(0,1,2)}, B ={(2,1,1),(0,0,1), (-1,1,1)}

b) B=1{(3,2,1),(0,-2,5),(1,1,2)}, B' ={(1,1,0),(-1,2,4),(2,-1,1)}

Sea V = Cq[z], y sea a € IR un niimero real fijo. Si definimos los polinomios
pl(x) = 1) pQ(x) =+ a, pg(.f) = (x +a/)25

probar que {pi,p2,p3} es una base de V. ;Cudles son las coordenadas de un elemento cualquiera
de V en esta base? ;Sugiere esto alguna generalizacion?

Si p € Cy,[z], hallar cudl es la condicién necesaria y suficiente para que el conjunto {p,p’,...,p™}
de las derivadas de p hasta orden n inclusive sea una base de C,,[z].

Dados los subespacios de IR*
Wy =1in{(1,0,0,0),(0,-1,0,1)}, W2 =1in{(0,0,1,1)}, W3 =1in{(0,1,1,0)},

decir cudles de las sumas W; + W; (i # j) y W1 + W2 + W3 son sumas directas.

Si Wh, ..., W, son subespacios vectoriales de un espacio vectorial V', probar que
dim(W1 + -+ Wn) = dimW; +---+dimW,, — dim(W1 n WQ)
—dim((W1 + WQ) N Wg) — = d1m((W1 + -4 Wn—l) N Wn)

Deducir que Wy +- - -+ W,, es suma directa si y sélo si dim(Wy+---+W,,) = dim Wy +- - -+ dim W,,.
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64. Dado el subespacio U = {(z1,...,z,) € C" | 21 + z2 + -+ + 2, = 0} de C", estudiar si W =

65.

66.

67.

68.

69.

70.

71.

72.

{(z1,...,2,) €C" | 1 =22 = --- = z,} es un subespacio complementario de U.
Dados los subespacios

wh =1in{(0,1,-1,0,1),(1,1,-1,1,2)}, W5 =1in{(-1,0,5,1,0),(a,1,1,—1,b)}
de C°, digase para qué valores de los pardmetros a y b la suma W; + Wy es suma directa.
Se consideran los subespacios U = lin{p1, p2, ps} y W = lin{q1, g2, g3} de Cy4[x], siendo

= 1422+ 522+ 323 + 22*

p1(30)

pe(x) = 3+ x + 5x? — 623 + 62*
p3(z) = 1+x+32%+22°

q(z) = 2+ 1 +42% — 32° + 42*
@2(x) = 3+ax+ 322 — 223 + 22*
g3(x) = 9422+ 32% —2° — 227,

Hallar una base de U+ W y UNW.

Si Wy, Wy y W3 son subespacios vectoriales de un espacio vectorial V', estudiar si es cierta la férmula
(W1 + WQ) NW3 = (W1 N Wg) + (W2 N Wg)

Dado el subespacio V; de R* generado por los vectores:
vy = (1,1,0,m), wv2=(3,-1,n,—1), wv3=(-3,5m,—4)

hallar m y n para que dim V;, = 2. Para estos m, n calculados, hallar las ecuaciones paramétricas e
implicitas de otro subespacio V5 tal que V; & Vo = R

Si W1, Wy y W3 son subespacios vectoriales de un espacio vectorial V', probar que

dim(W1 + Wy + Wg) < dim Wi + dim Wy + dim W3 — dim(W1 N WQ)
— dim(W1 n Wg) — dim(Wg n Wg) + dim(W1 NWyN Wg)

Comprobar que la desigualdad anterior es estricta si

V=R’ Wi=lin{(1,0,0)}, Wz=1n{(0,1,0)}, Ws={(z,y,2) e R’ |z —y=0}

Sea V' un espacio vectorial de dimensién 4. Considérense dos subespacios W7 y W5 de V' tales que
W1 N Wy =lin{v}, con v #0 y dim Wy = 3 y dim Ws = 2. Hallar W; + Wh.

Dados los subespacios U y V de C° definidos por los conjuntos de ecuaciones siguientes:

r1 = A+ u+tv
r1+r2t+x3+w5 = 0 Ty = —A—v
U : dxo4+3x3—24 = 0 », V: 3 = 22+u+2v  A\u,veC.
4oy +x3+x4+4x5 = 0 g = 0
Ts = [

Calcular la dimensién y una base de cada uno de ellos. Calcular una base de la suma y otra de la
interseccién de estos dos subespacios.

Se considera el subespacio W de C? de ecuacién: axry — izy = 0, donde a € C es una constante.
Calcular a de forma que la interseccién de W con el subespacio S tenga dimensién 2, donde:

S =1in{(1,0, —i), (1 —4,0,0), (—1 — 24,0, 3i)}
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73.

74.

75.

76.

7.

78.

PROBLEMAS

Considérese el espacio de polinomios sobre IR en la variable x de grado menor o igual a n y el
subconjunto de polinomios una de cuyas raices es 1. j Es un subespacio vectorial? En caso afirmativo
determinar su dimensién y hallar una base.

Determinar razonadamente si son ciertas o falsas las proposiciones siguientes, siendo Wy, Wa, W3
tres subespacios de un espacio vectorial de dimension finita V.

a) WinWs={0}, Wo N Ws = {0} = (W1 +W2)NWs ={0}.
b) dimWi > dimV/2, dimWs > dim V)2, Wi 0 Wy = {0} = V = W, + W,
c) WinWenWs ={0}, Wi + Wo+ W3 =V =V =W16W, & Ws.

Sean V3 y Va dos espacios vectoriales sobre un mismo cuerpo IK, y considérese el conjunto (producto
cartesiano de V; y V5)

Vi x Vo = {(z1,22) | 21 € V1,22 € Va}.

a) Demostrar que Vi x V3, con las operaciones definidas por

(x1,22) + (Y1,92) = (21 + 1,22 +92)
)\($1,$2) = ()\xl,)\xg)

es un espacio vectorial sobre IK, y calcular su dimensién en funcién de las dimensiones de V;
y Va.

b) Sean ahora W, y W; subespacios vectoriales de un espacio vectorial V', y sea T: W7 x Wy —
W1 + Ws la aplicacién definida por T'(x1, z2) = 21 + x2. Demostrar que la suma Wy + Ws es
directa si y sélo si T' es un isomorfismo.

Se considera el espacio vectorial Vy sobre C y la variedad lineal L engendrada por los vectores:
L={(1,24+43—-4,-i), (-1,1—4,-2+4,4+14), (1,5+4,4—4,4—14)}

Se pide:

a) dim L.

b) Ecuaciones paramétricas e implicitas de L.

¢) Una base del espacio cociente Vy/L.

Sea V un espacio vectorial real de dimensién 5 y B = {v1, v2, v3, vy, v5} una base de V. Calcular las
ecuaciones implicitas (en la base B) del subespacio W = Wy + W5 4+ W3, siendo W; los subespacios
definidos por:

Wi =1in{(1,0,0,1,0), (0,0,—1,0,0)}

x1+x0—2x3=0
WQZ $2—$5=0
To +2x5 =0

Ws=kerf, f:V—->V
f(x) = (za+ x5, —22 + T3 — X5, T2 — T3, T3 — T5, 22 — 33 + T4 + 4x5)

Calcular los subespacios W1 N Wy, Wo NW3, Wy NW3, W1 NWoNWs. jEs W suma directa de los
subespacios Wy, Wy, W3?

En un espacio vectorial V' de dimensién 4 se tiene un sistema de generadores formado por los
vectores S = {u, ug, ug, ug, us}. Se sabe ademds que u; — ug + ug = 0.

a) Calcular una base de V' a partir de los vectores de S.
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79.

80.

81.

82.

83.

84.

85.

86.

87.

88.

89.

90.

b) Hallar las coordenadas en la base anterior de una base de un subespacio W de V' de dimensién
2, cuya interseccién con U = lin{uy, ug, us} es el vector 0 y tal que la suma con el subespacio
R cuyas ecuaciones paramétricas en la base encontrada en el apartado a) son

—21+ 322 —3x3 — 224 =0, —x1—3x2+3x3+4x4=0, 3x1+ 219 —223— 514 =0,
sea directa.
Demostrar que toda matriz 2 x 2, A = (a;j)1<i,j<2, es raiz del polinomio
P(t) = t* — (a11 + a22)t + (a11a22 — a12a21).
Utilizar este resultado para obtener una expresién de la inversa de una matriz 2 x 2.
Probar que la traza del conmutador de dos matrices es cero. ;Pueden existir dos matrices P, ) tales

que [P,Q] =iI?

SiA= ( _1 (1) >, demostrar que A2 = 24 — I, y calcular A'00,

1 10
Dada lamatrizA=| 0 1 1 |, hallar A", Vn € IN.
0 0 1

Demostrar que las unicas matrices cuadradas de orden m que conmutan con todas las matrices
cuadradas del mismo orden son de la forma AI, con A € C.

Por definicién, una matriz cuadrada M es idempotente si M2 = M. Si A y B son matrices cuadradas
tales que AB = Ay BA = B, probar que A y B son idempotentes. ;Pueden ser A 6 B invertibles?

Si A es una matriz cuadrada tal que A% = 0, definimos la matriz M(\) = I + A + é)\QAQ, VA eC.
Probar que el conjunto {M(\) | A € C} es un grupo abeliano respecto del producto de matrices, y
calcular M(X\)~L.

Probar que si A y B son matrices cuadradas de la misma dimensiéon y AB = I, entonces también se
cumple que BA = I; en otras palabras, si B es una inversa por la derecha de A entonces B = AL,

Calcular el signo con que aparece el término a,ia,—1,2- a1, en el desarrollo del determinante de
la matriz (aij)1§i7j§n.

Probar que si A es una matriz triangular superior, es decir si:

aix a2 ... Qin
0 az29 ... Q2pn

A= ,
0 0 ... apn

entonces det A = aj1a922 - - - Gnp. Deducir un resultado andlogo para las matrices triangulares infe-
riores.

Demostrar que si A y B son dos matrices cuadradas de érdenes n y m, respectivamente, se tiene:

A C C A
det( 0 B > = det A - det B, det( B 0 >=(—1)"mdetA-detB.

Utilizando las férmulas del problema anterior, demostrar que det(AB) = det A - det B.



184

91.

92.

93.

94.

95.

96.

97.

98.

99.

PROBLEMAS
Calcular los determinantes siguientes:
T a a a r1+a T2 T3 Tn
a T a a X1 To +a X3 Tn
Dy = det a a T ... a , Do = det 1 To r3+a Tn
a a a T 1 T2 x3 Tp+a
Calcular el determinante de Vandermonde
1 1 1 . 1
1 T2 T3 e T
2 2 2 2
W(21,...,2,) = det xy x5 7 S /i
A x3_1 an—l
Calcular los determinantes de las matrices siguientes:
1 -1 1 1 1 1 1 1 a’> ab ab b?
1 -1 -1 -1 a b ¢ d ab a®> b® ab
A= 1 1 -1 -1 | B= a® vV 2 d® | C= ab b a®> ab
1 1 1 -1 at vt ot d* b?> ab ab a?
Calcular el determinante de orden n
T1+y1 1+ Y2 T1 + Yn
T2+y1 T2+ Y2 T2 + Yn
A, =det . . .
Tn+Y1 Tn+ Y2 Tn + Yn
Una matriz cuadrada es antisimétrica si A® = —A. Probar que, si 2 # 0, el determinante de una

matriz antisimétrica de orden impar es cero.

Una matriz cuadrada A € M, (C) se dice unitaria si AA" = I. Probar que si A es unitaria entonces

|det A] = 1.

(Fdrmulas de Schur) Sean A, B,C, D € M, (C), y sea A el determinante de la matriz ( é B >

Probar que se cumplen las igualdades siguientes:

a)
b)

A =det(AD — ACA™'B), sidetA#0
A =det(AD — BD'CD), sidetD #0

Determinar, en funcién del parametro a, el rango de las siguientes matrices:

1 1 0 1 a

3 2 -1 3 2a

a 3 -2 0 ala—2) |’
-1 0 —4 3 —5a

=~ = Q

1 -1 2 0
1 1 1 1+4a
-1 3 -3 4
0 a 4

Hallar los valores de a y b para los cuales el rango de la siguiente matriz es el minimo posible:

1 3 =2 -1
-2 1 1 2
3 —4 3 1
3 3 0 a
3 2 -3 -3

4
-3
-2

3

b
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100.
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105.
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108.

109.

110.

185
1 7 31 3
Hallar el rango de la matriz compleja A = 241 1 1427 441
—1+¢ 147 1437 —1+42

Demostrar que r(AB) < min(r(A),r(B)).

Probar que A € My, %, (C) tiene rango < 1 si y sélo si existen R € M,,x1(C) y S € M4, (C) tales
que A = RS.

Sea A una matriz m x n. Demostrar que:
a) Sim >n, A no tiene inversa por la derecha
b) Sim < n, hay dos posibilidades:

1) Sir(A) = m, hay infinitas inversas por la derecha de A.
2) Sir(A) < m, A no tiene inversa por la derecha

a 1 d
Sabiendo que det b 2 e = 1, hallar el valor del determinante de:
-1 f
20—d a+d 3-—a
2b—e b4+e 6-0
2c—f c+f -3-c

Si A y B son matrices invertibles y A es un escalar, expresar cof(AA), det(cof(A)), cof(cof(A)) y
cof (AB) en funcién de A, B y A. {Qué ocurre si A 6 B no son invertibles?

Dada la matriz m x n

1 2
n+1 n+2

n—1 n
2n—1 2n
A =

(m—1n+1 (m—1n+2 mn—1 mn
con m,n > 1, expresar a;; en funcién de 7 y j, y calcular el rango de A.

Utilizando el método de Gauss—Jordan, determinar cudles de las siguientes matrices son invertibles,
y calcular la matriz inversa cuando esto sea posible:

1 -2 -1 3

2 5 —1 1 -1 2
A=4—12,B=324,O=_égj_?
6 4 1 0 1 -2

-2 3 -1 -1

Utilizando la férmula A~! = cof (A)*/ det A, calcular la inversa de las siguientes matrices:

2 3 4 1 2 2 1 -2 1

A= 211}, B=|12 -1 1], C=| -2 5 —4

-1 1 2 1 3 2 1 —4 6
1 2—1 -1+
Calcular la inversa de la matriz compleja A = 1 2 —241
-1 -2+ 2 —2i

Si A es una matriz cuadrada cuyos elementos de matriz son nimeros enteros, encontrar una condi-
cién necesaria y suficiente para que A~! tenga esta misma propiedad.
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111.

112.

113.

114.

115.

116.

117.

118.

119.

120.

PROBLEMAS

. , A . . 2 2 .
Determinar cuéles de las siguientes aplicaciones T:IR“ — IR“ son lineales:

a) T($,y)=(y,$), b) T($,y):($,0), C) T($,y)=($, _y)a d) T(x,y):(x,x)
(x,y) = (anyQ)a f) T(xay) = (ea‘,ey), g) T(xay) = ($ +Ly+ 1)) h) T(xay) = (

Sea V el espacio vectorial de las matrices cuadradas de orden n, sea ) € V una matriz invertible
fija, y considérense las aplicaciones de V' en V definidas por:

A (X)=QX ! Ay(X)=XX', A3=X'-QX, AyX)=Q-X"
Decir cudles de estas aplicaciones son operadores lineales.

Probar que para definir un operador lineal A basta con dar la imagen bajo A de los elementos de
una base. Es decir: si B = {vy1,...,v,} es una base de V1, y {w1,...,w,} C Va, entonces existe un
tnico operador lineal A: Vi — V5 tal que Av; = w;, 1 < i < n.

Sea V el espacio vectorial sobre C de todas las funciones de IR en C, y sean
filt) =1, fo(t) =€, f3(t)=e"".

a) Probar que B = {f1, fa, f3} es un conjunto linealmente independiente.

b) Si W =linB, sean g1(t) =1, g2(t) = cost, g3(t) = sent. Probar que B’ = {g1, g2, g3} es base
de W, y hallar la matriz del cambio de base de B a B’.

Si V' y W son dos espacios vectoriales de dimension finita tal que dimV > dim W,y A:V — W es
un operador lineal, decir cudles de las siguientes afirmaciones son siempre ciertas:

a) A es biyectivo

b) A es no degenerado
¢) A es sobre

d) A es degenerado

Sea V = C,[t] el espacio vectorial de los polinomios de grado < n con coeficientes complejos, y sea
T:V — V la aplicacién definida por (T - p)(t) = p(t + 1). Probar que T es lineal y determinar su
nicleo e imagen.

Sea V =C,lz] y T:V — V la aplicacién dada por (T -p)(z) = p(z + 1) + p(x — 1) — 2p(x).

a) Probar que T es lineal.

b) Calcular T'(z?), 0 < p < n.

c¢) Calcular ker(T') e im(T).

d) Sea g € im(T). Probar que existe un unico p € V tal que T'(p) = ¢, p(0) = p’(0) = 0.

Dada A € M, (IK), sea Fa: M,(IK) — M, (IK) la aplicacién definida por
Fa(X)=[A,X], VX € M,(K).
Probar que Fy4 es un operador lineal que cumple Fa(XY) = FAo(X)Y + XFy(Y).

Sea T:IR? — IR? la aplicacién lineal definida por T(z1,xo,23) = (z1 + x2,21 + 223). Si B =
{u1,uz,uz} y B' = {v1,v2}, donde

ulz(laoa_l)) U’2:(15151)5 U’3:(15050)7 Ulz(oal)a U2:(151)a
hallar la matriz de T respecto de estas bases.

Sea A:Vy — Vi un operador lineal, S = {v1,...,v,} C Vi, y denotemos por A(S) al conjunto
{Avy,..., Av,}. ;Cudles de las afirmaciones siguientes son verdaderas?
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121.

122.

123.

124.

125.

126.

127.

128.

129.

130.

131.

a) S linealmente dependiente = A(S) linealmente dependiente

b) S linealmente independiente = A(S) linealmente independiente

¢) A(S) linealmente dependiente = S linealmente dependiente

d) A(S) linealmente independiente = S linealmente independiente
)

A no degenerado = lin S y lin A(S) tienen la misma dimensién

(8]

Sea T el endomorfismo de IR® cuya matriz en la base canénica de IR® es A =

—_ O =
W N
I N

Calcular una base de la imagen y del nicleo de T.
Sea T el endomorfismo de IR? definido por T'(z,y) = (—y, z).

a) Calcular la matriz de T en la base canénica de IR?
b) Calcular la matriz de T en la base {(1,2),(1,—1)}

¢) Demostrar que para cada nimero real ¢, el operador lineal T' — ¢l es invertible.
Sea T el endomorfismo de IR® definido por T(x,y,2) = (3x + 2z, —2x + y, —x + 2y + 42).
a) Calcular la matriz de T en la base {(1,0,1),(-1,2,1),(2,1,1)}

b) Demostrar que T no es degenerado y calcular T~*(z,y, 2).

Si A:V — V es un operador lineal que cumple la condicién ker A = im A, jqué se puede decir de
A2%?

Sea A € M,,(IK) una matriz fija. Demostrar que las aplicaciones L4, Ra: M, (IK) — M,,(IK) defini-
das por Ls(X) = AX, Ra(X) = XA, VX € M, (IK), son lineales. Sin=2y

2 1
=64,

hallar el determinante y la traza de L4 y R4.

Sea A:C* — C® un operador lineal, y W = lin{(0,1,2), (1, —1,1)}. Si Aw = iw, Yw € W, y
(0,1,1) € ker A, calcular la matriz de A respecto de la base candnica de 3.

SiV =M,(K)y A € M,(IK) es una matriz fija, sea T4 el endomorfismo de V definido por
T4(X) = XA — AX. Demostrar, sin calcular la matriz de T4, que det(T4) =0

Si V. =C,lt] y A es el endomorfismo de V definido por (A - P)(t) = P'(t + 1), VP € V, calcular
ker(A),im(A), tr(A) y det(A).

Se dice que una matriz A € M,,(C) es autoadjuntasiy sélosi A = AT. Si H es el conjunto de todas las
matrices autoadjuntas de M, (C), comprobar que H es un espacio vectorial real. jEs H subespacio
vectorial de M, (C)? Sea B € M, (C) una matriz fija; probar que si definimos Tp(A) = BABT,
VA € H, entonces Ty es un endomorfismo de H.

Sea V = M5(C), y sea T:V — V la aplicacién definida por T(X) = X + X*, VX € V. Calcular
ker(T), im(T"), tr(T) y det(T).

Sea V el espacio lineal de las funciones continuas de [—m, 7] en IR, y considérese el subconjunto
W C V formado por todos los elementos f de V que verifican las condiciones

f(s)ds = f(s)cossds = f(s)sen sds = 0.
a) Demostrar que W es subespacio lineal de V.

b) Demostrar que, si n > 2, W contiene a las funciones f,(t) = sennt y g,(t) = cosnt.
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132.

133.

134.

135.

136.

PROBLEMAS

¢) (Es W espacio vectorial de dimensién finita?
d) Sea T:V — V la aplicacién dada por
(THE) = / [1 4 cos(t — s)]f(s)ds.
Demostrar que T es lineal.
e) Demostrar que im(T) es de dimensién finita y hallar una base de im(T).
f) Calcular el niicleo de T
g) Hallar todos los escalares A € IR — {0} y todas las funciones f € V — {0} tales que T'- f = Af.

Sea V' un espacio vectorial y f € End(V). Demostrar que si ker f Nim f = {0}, entonces, Vz € V
existe un tunico vector y € ker f tal que x — y € im f.

La matriz
1 2 1
A= 0 -1 1
1 1 2

representa a la aplicacién lineal f:V — W en las bases By = {e1,e2,e3} v Bw = {u1, ua, us}.
; Existe un cambio de bases en V' y W tal que transforme la representacion matricial A en la matriz

0 1 0
A = 1 0 1 )7
-1 -1 0

Determinar bases del nicleo y la imagen de f.

Sea f:V — V' una aplicacién lineal entre dos espacios vectoriales de dimensién finita. Sea W un
subespacio de V tal que V=W @ ker f. Demostrar que si u,v € Wy u # v entonces f(u) # f(v).

Definir una aplicacién lineal f:C®> — C* cuyo niicleo estd dado por las ecuaciones:

T1+T2—x3—x4+75 = 0

To+x3+za—25 = 0
y su imagen es el subespacio de C* definido por
Y=p+A y=p—A ys=2u—3\ A\, peC
Hallar una expresiéon matricial de f.

Si f es un endomorfismo del espacio vectorial V' tal que f2 = 0, estudiar la veracidad o falsedad de
las siguientes proposiciones, probandolas si son ciertas o hallando un contraejemplo si son falsas.

a) dimker f = dimim f.

b) f es diagonalizable.

c) f=0.

d) dimV < 2dimker f.
)

Si A es la matriz asociada a f en una cierta base, la ecuacion AX = b tiene solucién si
r(A) =dimker f y A-b=0.

e

137. En IR se tienen los subespacios:

whp =1in{(0,1,1,1,0),(0,-1,0,1,0), (0,—-2,—1,0,0)}
y W5 definido por las ecuaciones implicitas:

r1—23=0, z1+x2—23+724=0
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a) Calcular los subespacios Vi = Wy + Wa v Vo = Wi N Wa

b) Calcular, si existe, un endomorfismo de IR® cuya imagen sea igual a V; y cuyo nticleo sea Va.
138. Hallar una base del espacio vectorial V' de los polinomios con grado menor o igual que 4 que se

anulan en x = 1. Considérese el espacio vectorial W de los polinomios de grado menor o igual que

3 y la aplicaciéon D: V — W definida por la derivada. Hallar una representacién matricial de dicha
aplicacién, su nicleo y su imagen.

139. Sean V, W espacios vectoriales sobre un cuerpo IK, y f:V — W, ¢:W — V aplicaciones lineales.
Estudiar si son ciertas o falsas las siguientes equivalencias (en los dos sentidos):
a) imfCkerge gof={0}
b) im fNkerg={0} < go f isomorfismo
¢) imf@®kerg=W < dimker f +dimimg = dimV

140. (Alternativa de Fredholm) Considérese el sistema de ecuaciones lineales
AX =B, (%)

donde A es una matriz cuadrada. 1) Demostrar que (%) tiene solucién tnica para todo valor de B
si y sélo si el sistema homogéneo AX = 0 no tiene més solucién que la trivial. 2) Probar que si el
sistema homogéneo tiene solucion distinta de la trivial, siempre es posible escoger B de forma que
(%) sea incompatible.

141. Calcular mediante el método de eliminacién de Gauss todas las soluciones del sistema
1
3$1 + 2x9 — 63 =

—4x, + dry =
—3x1 + 610 — 1323 =

o o o o

7 e 8
- To— T
371 27 53

142. Hallar todas las soluciones del sistema cuya matriz ampliada es

2 -3 -7 5 2 =2
;L 1 -2 -4 3 1 -2
A= 2 0 -4 2 1 3
1 -5 -7 6 2 -7
143. Hallar los valores de a, b y ¢ para los que el sistema lineal
r1 —2r0+x3+24 = a
T1+x2—x3+w4 = b
T1+ Txo —Brs—x14 = ¢

no tiene solucion.

144. Considérese el sistema de ecuaciones cuya matriz ampliada es
1 -1

A=1| 2 0

1 -3

=N DN

1
1
2

. Es compatible dicho sistema? Si es asi, calcular todas sus soluciones.
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145. Si « es un nimero complejo arbitrario, estudiar y resolver el sistema lineal

z4+ay+a’z = 0
ar+y+az = 0
r+ay+z = 0.

146. Si w es una de las raices ciibicas de la unidad (i.e. w3

r+y+z = a
rHwy+w’z = b
x+w2y+wz = c

147. Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones lineales:

PROBLEMAS

= 1), resolver el sistema lineal

rT1+x2+23+24 = 0 r1+x2—323 = -1

rot+axs+axst+axzs = 0 2v1+x2— 223 = 1

x1 + 229 4+ 33 = 2 r1 +x2 + 23 = 3

To + 2x3 4+ 314 = =2 xr1 +2x0 — 33 = 1

xr3 + 2x4 4+ 35 = 2
1+ 2o — 3r4 — T35 =0 201 — X9+ T3 — 24 = 1
Tr1 — To + 2x3 — T4 = 0 201 —x9 — 314 = 2
4ry — 229 + 623 +3x4 —4x5 = 0 31 —x3+ T4 = -3
2r1 +4x9 — 223+ 4wy —Txs = 0 21 + 2x9 — 223+ 54 = —6.

148. Discutir y resolver los siguientes sistemas lineales:

ax+by+z = 1 ax + by + 2z = 1
z+aby+2z = b axr+ (2b—-1)y+3z = 1
T+by+az = 1 ax+by+(b+3)z = 1
ar+by+t = a+bd ax+y+z+t = 1
br+ay+z = a-—2> r4+ay+z+t = b
y+az+bt = a+1 r+y+az+t = b2
r+bz+at = a—1 r+y+z+at = b

149. Discutir y resolver, cuando sea posible, el sistema lineal

ary+ory+ - +ar,_1+ P, = an
ary +axy + -+ Bru_1 +axr, = ap—1
ary+ fro+ -+ azrp—1 +axr, = a2
Bri+are+---+arp—1+ax, = a.

3 -6 2 -1

. -2 4 1 3 . , . .
150. Si A= 0 0 1 e decir para qué valores de B € Myy1(C) el sistema lineal AX = B
1 -2 1 0

tiene solucién.

151. Estudiar segin los valores del pardmetro a el siguiente sistema:

(a+Dzx+y+2z = a®>+3a
r+(a+1y+z = a®+3d°
r+y+(a+1)z = a*+a?

Resolverlo en los casos en que sea posible.
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152.

153.
154.

155.

156.

157.

158.

159.

160.

161.

Calcular todas las raices en C de los siguientes polinomios:

a) x* — 423 — 1922 + 46z + 120, b) 122° — 162* — 723 — 222 — 62z + 60,
c) x° — 10z* 4+ 2923 — 1022 — 62z + 60, d) z3 — 72? + 132 — 3,

e) 5 — 4zt — 2123 — 2% + 4z + 21, f) x* — 1223 + 4722 — 722 + 36,

g) 625 — 112* — 3723 — 512% — 342 — 8, h) 722° — 228z% — 222% + 17722 + 2 — 30

Calcular la multiplicidad de la rafz 2 = 1 de la ecuacién 2™ — nz"t! + na”~1 —1 =0.

Sea f un polinomio, y supongamos que el operador lineal A es raiz de f, es decir, se cumple la
ecuacién f(A) = 0. Probar que si A es un autovalor cualquiera de A entonces f(A\) = 0. Si y es una
raiz cualquiera de f jes necesariamente p un autovalor de A7

Sea V el espacio vectorial de los polinomios de grado < n, y sea A:V — V el operador derivada,

definido por
dP

A-P=
dt’

VP eV.
Hallar los autovalores y autovectores de A.
Se considera el operador lineal T’ de IR? cuya matriz en la base candnica B = {e1, ea, €3} es:

a+2b a—b—3c a—b+ 3¢
a—b+c a+2b+c a—b—2c
a—b—c a—b+2c a+2b—c

a) Sean é; = e +ey+e3, é3 = ey —ey, é3 = e, — e3. Probar que B = {é1,é9,é3} es base de R®.
b) Calcular la matriz del operador lineal T' en esta base.

¢) Calcular los polinomios minimo y caracteristico de 7.

d) jPara qué valores de a, b, c es T diagonalizable?

Sea V el espacio vectorial de todas las funciones continuas de IR en IR, y sea T:V — V el operador
lineal definido por

t
@O = [ feds
0
Probar que T' no tiene valores propios.

Calcular los autovalores y autovectores del operador C" — C" cuya matriz en la base candnica de
C" es

1 1 1
11 1
1 1 1

Probar que si A:V — V es un operador diagonalizable, entonces:

a) 1im A es la suma directa de todos los subespacios propios de A asociados a autovalores distintos
de cero

b) kerA®@imA=V

Demostrar que toda matriz tiene los mismos autovalores que su matriz transpuesta. Si A es un
endomorfismo invertible, probar que A y A~! tienen los mismos autovectores, y hallar la relacién
existente entre sus autovalores.

De un operador lineal A: C® — C? se sabe que los vectores (0,1,1),(1,-1,0) y (1,0, —1) son vectores
propios, y que la primera columna de A en la base candnica de C3 es (1,2,3). Determinar la matriz
de A en la base candnica de C2.
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162.

163.

164.

165.

166.

167.

168.

169.

PROBLEMAS

Sabiendo que el endomorfismo f del espacio vectorial real de dimensién finita V' verifica
it f-1v =0,
estudiar si f es un automorfismo.

Sea f:V — V un endomorfismo de V' (espacio vectorial real de dimensién finita), tal que para un
cierto € V' no existe ningin vector y € V tal que f(y) = x. Demostrar que f tiene un autovalor
igual a 0.

Sea V un C-espacio vectorial de dimensién 3y f € End(V). Se tiene una base de V, B = {u1, ug, us}
y se sabe que:

J(ur) = uy —uz, f(uz)=—us +us.

Calcular la imagen del vector v € V cuyas coordenadas en la base B son: (1 + V5,2,0), si el
subespacio W = lin{u; 4+ us — us} es invariante bajo f y det f = 1.

Calcular una matriz P tal que P~'AP sea diagonal donde:

3 0 =2 2
0 1 0 0
A= 4 0 -3 1
0 0 0 2

Sea f:V — V, un endomorfismo de un espacio vectorial real de dimensién 3. Sea B = {uq, ug, us}
una base de V. Se sabe que las ecuaciones del niicleo de f en la base B son: {z; + z2 — 23 =
0, zo+x3 = 0}, v que los vectores uy 4+ us — us3, us + ug son autovectores de f con autovalores 1 y
—1 respectivamente. Calcular la matriz de f en la base B.

Para cada una de las matrices siguientes:

5 —3 2 7 —-12 6 -5 7
a) | 6 —4 4 |, b [ 10 —-19 10 |, o 1 -4 9 |,
4 -4 5 12 —24 13 —4 0 5
3:;_;:1 1 2 3 9 —6 -2
d) , e |l 02 3], Nl 18 -12 =3 |,
0 0 4 -8 0 0 3 18 -9 —6
0 0 2 —4
3 2 1 -1 4 10 —-19 4
2 2 1 -1 1 6 -8 3
9) 1 11 ol M|l 1 o4 6 2
-1 -1 0 0 0 —1 1 0

responder a las siguientes cuestiones:

a) Calcular el polinomio caracteristico y los valores propios (suponiendo que el cuerpo de base es

C)
b) Para cada valor propio, calcular los vectores propios correspondientes en C™

¢) Encontrar, cuando exista, una base de C" formada por vectores propios

Determinar para qué valores de a, b, ¢,d € C el operador A:C? — C? definido por Az, y) = (ax +
by, cx 4 dy) es diagonalizable. Considerar el mismo problema si A:IR? — IR%.

Sea V=VidlVhyA= A @ As, siendo, 4, € L(V;,V;), i = 1,2. Demostrar las siguientes
afirmaciones:

a) o(A)=0(41)Uc(42)

b) Vi =ker(4; — Aly,) @ ker(As — A\Iy,)
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170.

171.

172.

173.

174.

175.

¢) A diagonalizable = A; y As son diagonalizables

Sea f un endomorfismo del espacio vectorial real V' definido en la base B = {u, ua, us, us, us} por
las ecuaciones,

flur) =ur +u+ 2+ us+ug +us, fluz)=ausz, flus) =0bug, f(us) = cuq,
flus) =u1 +u+ 2+ ug + usg + us,
con a,b # 2. Estudiar su espectro. ;jEs diagonalizable? ;Es invertible?

Determinar si son ciertas o falsas las siguientes afirmaciones, probandolas en caso positivo o dando
un contraejemplo en caso contrario.

a) Todo polinomio ménico (esto es, cuyo coeficiente del término de mayor grado es 1) es el
polinomio caracteristico de algin endomorfismo.

b) Un polinomio que sélo posee raices reales ha de ser caracteristico de un endomorfismo real.

¢) Sipa(A) = A" —1 el endomorfismo es diagonalizable.

Determinar si son ciertas o falsas las siguientes proposiciones (A es un endomorfismo en un espacio
vectorial V):

a) Si Aj, A2 son autovalores de A, entonces \; + A2 es un autovalor de A.

b) Si A0 es un autovalor de A, entonces A no es nilpotente.

c) Si A es invertible y A # 0 es un autovalor de A, entonces A~! también es un autovalor de A.
d) Si A es un autovalor de A, entonces A" es un autovalor de A™.

Sea la matriz:

oo O
oo o
— o oo
QL O o8

Estudiar si es cierta la siguiente afirmacién:

Va,b,c,d € IR, la matriz A tiene un autovalor con multiplicidad mayor que 1 si y solo si A no es
diagonalizable.

4 . -
Sea el endomorfismo de IR® cuya matriz en la base candnica es:

1 -1 0 -1
1 1 -2 1
A= -1 1 4 -1
0 2 2 2

a) Calcular la forma canénica de Jordan, J, de A.
b) Calcular una matriz P tal que PAP~! = J
¢) Calcular la matriz B = A% — 10A% + 4043 — 8042 + 80A + 321.

Dada la matriz:

7 -1 -1 2

4 0 4 0

A= -3 1 5 =2
—4 0 4 0

a) Calcular la forma canénica de Jordan de A y la matriz P de cambio de base (A = PJP™1).

b) Hallar un subespacio de IR* invariante bajo A de dimensién 2.
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¢) ;Cuél es la dimensién de la imagen de la aplicacién lineal de IR* en IR* cuya matriz es A? ;Y
la del nicleo?

176. Para cada uno de los operadores lineales cuyas matrices en la base canénica de C" se dan a conti-
nuacion, calcular su forma canénica de Jordan y hallar una base en la cual la matriz del operador
se reduzca a dicha forma canénica:

2

1 1 3 0 0 0 O
-1 -1 =2
01 1 2 0 0 1 0
1o o2 0| D01 o 20 0| ©) 8_(1)‘11’
0 0 0 2 3 0 0 O
5 0 1 0 0 O
-10 -9 -3 -5 0O 5 0 1 0 O
d) 5 4 1 3 ¢) 0O 05 0 1 0
2 2 0 1 ’ 0 0 0 5 0 1 ’
6 6 3 2 0O 0 0 0 5 0
0O 0 0 0 0 5
—1 0 -1 1 0 3 -3 4 -1 -5
-4 -1 -3 2 1 9 -8 10 -1 -10
Nl -2 -1 2111, g o 0 2 -1 -1 |,
-3 -1 -3 2 1 5 =3 2 2 0
-8 -2 -7 5 2 -5 3 -1 =2 0
3 1 4 -3 2 -1 0 0 0 O
-2 2 —4 1 -2 21 0 0 1
| =3 0 =5 4 =3 |, 9 00100
-2 1 -4 2 =2 0O 01 1 0
0 O 0 -2 1 0 01 0 1
177. Se considera la matriz
01 0 1
1 0 1 0
01 0 1
1 0 1 0

a) Calcular el rango de A.
b) Calcular su polinomio caracteristico y su polinomio minimo.

¢) Calcular una matriz regular P tal que P~ YAP = J4 donde J4 es la forma canénica de Jordan
de A.

178. Encontrar los valores de a,b € IR para los que es diagonalizable la siguiente matriz:

0
0
0

o = 2

1
0
b

y diagonalizarla en esos casos.

179. Sea E = IR4[x] el espacio lineal real de los polinomios de grado menor o igual que 4 con coeficientes
reales. Sea la aplicacion:

¢ E— E
p—  ¢(p) = (2= N)p' =22z 4+ p)p

con A, i € IR fijos.

a) Probar que ¢ es una aplicacién bien definida y lineal.

b) Calcular la matriz de ¢ en la base canénica de F.
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¢) Calcular, cuando A = 0, los autovalores y autovectores de ¢. jForman estos tltimos una base
de E?

180. Calcular la exponencial, el seno y el coseno de las siguientes matrices:

3 0 0 1 0 0
43 o0 |, 12 0
5 1 =2 3 0 -3
181. En IR? sean:

1 0 —1

v = 0 , Uy = 1 , U3 = -1
1 2 0

a) Sea w € (IR?’)* tal que w(vy) = 1, w(vz) = =1 y w(vs) = 3. Calcular w(z) para cualquier

z e R

b) Describir explicitamente una forma lineal p € (IR*)* tal que
p(v1) = p(v2) =0, p(vs) #0

c) Seapu€ (IR?’)* con las propiedades del apartado anterior. Probar que p(x) # 0 si:

2
T = 3
-1
182. Sea B = {ey, e, e3} la base de C* definida por:
1 1 2
e = 0 , €= 1 , ez = 2
—1 1 0

Hallar la base dual de B.

183. Sea T el espacio lineal IRy[z] formado por todos los polinomios con coeficientes reales de grado
menor o igual que 2. Se consideran las siguientes formas lineales en Z:

wl(p)=/0 p(t)dt, w2(p)=/0 p(t)dt, wg(p)=/0_ p(t)dt

2

a) Probar que B* = {w!, w? w3} es una base de |*.

b) Calcular una base B de [, que sea la base dual de B*.
¢) Encontrar p € 7 tal que:

siendo a, b, c nimeros reales dados.

184. Sea W el subespacio de IR® generado por los vectores:

vy = er+2e+tes
v = €3+ 3e3+3e4 +es5
v3 = e1 +4es+ bes +es

donde {ey,...,e5} es la base canénica de IR”. Calcular una base del anulador de W.
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185.

186.

187.

188.

189.

190.

191.

192.

193.

PROBLEMAS

Sea V un espacio de dimension finita, n, sobre C. Sean u y v dos formas lineales no nulas sobre V.
Supdéngase que no existe ningun escalar k € C, tal que y = kv. Probar que:

dim(ker pNkerv) =n — 2

Sea w € (IR?)* definida por:
1
w ( iQ > = alxl +a2x2

Para cada uno de los siguientes operadores lineales T, calcular o = T?w:

z! z! z! —z? z! ! — 22
1)T<x2 =\ 0o ) 2)T 2 )= 2l , 3)T 22 ) =ty
Sea f:V xV — C (V espacio vectorial de dimensién finita), una forma bilineal. Demostrar la
siguiente equivalencia:

f(@,y) = fi(2) f2(y) <= rangof =1

donde f1, fo: V — C son dos formas lineales no nulas.

. ’ R . 2 2 o1
Determinar cudles de las siguientes funciones f;: IR* x IR* — IR son formas bilineales:

fi(u,v) = ugve + ugvy, fa(u,v) = ug — va,

fa(u,v) = a, a = constante fa(u,v) = —2uqug + v1v2
U = uie1 + ugez, v =vie1 + v2e2

Si V es el espacio de polinomios V = {p(t) = po + pit + pat?, p; € IR}, calcular la matriz de la
forma bilineal

1
9(p.q) = / p(t)q(t)dt
0
en la base {1, t, t2} JQué vale g(t? — 2,2t + 4)?

Si g(u, U) = U1v1 —ULV2 + 3U201 — UV CON U = Ui€1 + Uges +Uz€e3, V = vie1 + Ve +v3es en la base
B = {e1,e,e3} de IR?, hallar la matriz de g en dicha base. Calcular g(x,y) si & = 2¢| + er, y =
—elh, +2e5 cone) =e; +ex+eg, eh = —eq, e =e1 —e3.

Decir cudles de las aplicaciones siguientes son formas bilineales:
g(A, B) =tr(A'B), g(A, B) =det(AB), ¢(A, B) = (tr A)(tr B)
A, Be M3(R), (A" = Aji

. . 4 , . . . -
Se considera el espacio IR™ y en él la forma bilineal simétrica cuya matriz en la base candnica es:

01 01
1 010
01 01
1 010

Se pide:

a) Estudiar si es definida positiva. En caso contrario calcular el radical y la signatura.

4 . , , .
b) Encontrar una base de IR" en la que esta forma bilineal esté en su forma candnica.

0
1 )

Calcular la matriz de g(A, B) = tr(A*JB) en la base

1 0 0 1 0 0
E11=<O 0>, E12=<0 0>, E21:<1 0>, E22=<
0 1
conJ-(_1 0>.

o O
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194. Determinar cuales de las siguientes formas bilineales son equivalentes en IR y en C:

f1(30,y) = 1Y — 230193 - 2303?}1
1 1

faz,y) = 2301y2 + 2302y1 — X3Y3
1 1

f3(z,y) = 2301y2 + 2302y1 + x3Y3

195. Reducir a suma de cuadrados y determinar la signatura de la forma cuadratica: q(v) = 2% — 4zy +
612 + 2yz — 22 ;Puede ser la matriz asociada a dicha forma cuadratica la matriz de un producto
escalar en IR3?

196. Reducir a suma de cuadrados y determinar la signatura de las formas cuadréaticas que en una cierta
base B de IR® vienen representadas por las matrices:

1 1 2 1 0 0 1 -2 0
Ag=13 3 |, )e=|0 -1 2 |,0)egs=| 2 2 3 |,
2 3 5 0 2 —4 0 3 -1
2 =1 0
dg= -1 2 -1
0o -1 =2

197. Calcular el rango y la signatura de la forma cuadrética en IR™:

n
g(u) = > (® +ij + 57 Jusuj, u = ures +uges + -+ tnen, n>3
=1

Encontrar una base en la que ¢ sea una suma de cuadrados.
198. Siwu = (u1,us2), v = (v1,ve2) calcular los valores de a,b, ¢, d, e para los que:
(u, U) = quivy + buive + cusvy + dusvs + eulvg
es un producto escalar en IR%.
199. Demostrar que la formula
(u,v) = 10u1v1 + 3(ugvs + u201) + 2ugvs + U203 + uzve + Uzvs
define un producto escalar en IR®. Hallar una base ortonormal respecto a dicho producto escalar.

200. Calcular la proyeccién ortogonal del vector de componentes (1, 1, 0) respecto de una base ortonormal
de IR?, sobre el subespacio W de IR? definido por: W = {2 € IR® | 21 + x5 + 23 = 0}.

201. Si W = lin{(1,3,0,2),(3,7,—1,2),(2,4,—1,0)} es un subespacio de IR* con el producto escalar
usual, hallar una base ortonormal de W=.

202. Sea V = M,(IR).
a) Si B € M,(IR) es una matriz fijada, se define:

wp: V. — 1R
A — wp(A) =tr(BtA)
Probar que wp € V*.
b) Demostrar que para cada w € V*, existe alguna matriz B tal que w = wp.

¢) Probar que B — wp es un isomorfismo de V en V*.
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203.

204.

205.

206.

207.

208.

209.

PROBLEMAS

Demostrar que si W es el subespacio de ecuaciones

n
E aijszo, izl,...,k
Jj=1

respecto a una base ortonormal {eq, ..., e,}, entonces W esté generado por los vectores:
n
V; = E aij€5, izl,...,k
=1

Obtener una base ortonormal en el espacio de polinomios V' = {p(t) =po + p1t + pat?,p; € IR} con
el producto escalar:

9(p,q) = / p(t)q(t)dt

1
En IR? se define la forma cuadrética: Q(z1, x2,x3) = 230% + x% + 4x120 + 2w123 + 22973.

a) Diagonalizar la forma cuadrética. Sea ¢(z,y) una forma bilineal simétrica tal que ¢(x,x) =
Q(z). ;Cudl es su signatura?
b) Escribir la matriz del cambio de base que diagonaliza .

¢) Encontrar una base del conjunto {(1,1,1)}+.
Se considera la forma cuadratica en IR>: Q(z) = r122 — 123

a) Estudiar si @ es definida positiva.
b) Calcular el radical de la forma bilineal simétrica asociada.

¢) Diagonalizar @ usando el método de Lagrange y calcular su signatura.

Se considera el espacio vectorial IR® con el producto escalar definido por:
(x,y) = x1y1 + T2y1 + T1y2 + 222y2 + 3Y2 + T2y3 + 2x3Y3

a) Calcular una base ortonormal del subespacio: x3 — 2z3 = 0.
b) Calcular la distancia del vector (0,1, —2) al subespacio anterior.

¢) Estudiar si el operador dado por la siguiente expresién es simétrico:
!’ o o
Ty =x1, Ty =123, IT3=2=To+T3

Sea V el espacio vectorial real de los polinomios de grado menor o igual que 2 y sean «, 3 € IR.
Dada la aplicacién ¢: V — IR, definida por:

q(p) = p(a)p(B), peV

a) Probar que ¢ es una forma cuadrética en V.
b) Hallar la matriz asociada a q respecto de la base {1,z, 2%} y dar el rango y signatura para los
distintos valores de a y S.

Sea V un espacio vectorial real de dimensién n y ¢ una forma bilineal simétrica de signatura (p, q)
conp >q >0, p+qg=mn. Se dice que un vector x € V es isétropo si ¢(z,2) = 0. Estudiar si son
ciertas o falsas las siguientes afirmaciones:

a) En V existen vectores isétropos distintos de 0.

b) El conjunto de todos los vectores isétropos forma un subespacio de V.

¢) Hay subespacios de V (distintos del trivial {0}) cuyos vectores son todos isétropos.
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210.

211.

212.

213.

214.

215.

216.

d) La forma bilineal ¢ es igual a cero cuando se restringe a un subespacio formado por vectores
isétropos.

e) Existen subespacios de vectores isétropos con dimensién igual a q.

Considérese la forma bilineal en IR® definida por

¢(x,y) = 3y1 + TaY2 + T1Y3 + ar3ys.

Diagonalizarla. Si a = 3 hallar sus vectores isétropos (es decir ¢(x, z) = 0). {Forman un subespacio?
;Existe algin a tal que ¢ sea definida positiva?

En el espacio vectorial IR® se considera la forma bilineal simétrica ¢ cuya forma cuadrética asociada
es
2 2 2
q¢(x1, To,x3) = 3x] — dx1x9 — 62123 + 325 + daows + 4]

Comprobar, aplicando el método de Lagrange, que ¢ define un producto escalar y hallar una base
ortonormal respecto de este producto escalar.

Sea V un espacio vectorial complejo de dimensién 4, ( , ) un producto escalar en V, B =
{u1, u2,u3,us} una base ortonormal de V' y W el subespacio generado por los vectores wi, ws
cuyas coordenadas en la base B son (1 —,0,1+ ,0),(1,0,0,1) respectivamente. Sabiendo que
w1, wo son autovectores de autovalor —1 de un operador autoadjunto A en V' cuyo otro autovalor
(de multiplicidad 2) es 1, calcular una base ortonormal de V formada por autovectores de A y el
proyector ortogonal sobre el subespacio W. jEs A unitario?

Sea V un espacio vectorial complejo de dimensién finita con un producto escalar y sea A:V — V
un operador autoadjunto. Si R = A 4 ily, demostrar:

a) ||Rul® = Aul® + [[u]?, Vu e V.
b) R es un operador inversible.
¢) (A—ily)(A+ily)~! es unitario.

3 . .
Sea A el operador en IR” con el producto escalar usual, cuya matriz asociada respecto de la base
candnica es

2 2 -1
A= 2 -1 2
-1 2 2

a) Obtener una matriz ortogonal P tal que P*AP sea diagonal.

b) Dar la descomposicién espectral del operador A.

Se considera la matriz en M (IR*):

S W= o
SO = WwWo

-1

a) Sea V un espacio vectorial real dotado de un producto escalar. Si A es la matriz de un endo-
morfismo f de V en una base ortonormal B, calcular bases del ntcleo y la imagen.

b) En la situacién descrita en a), calcular una base ortonormal de V' formada por autovectores
de f, y hallar su descomposicién espectral. Encontrar una matriz ortogonal P, tal que P*AP
sea diagonal.

Sea B = {u,us,u3} una base ortonormal de IR® respecto al producto escalar usual ((z,y) =
Zle x;y; en la base candnica). Se define un operador lineal, T, mediante: T'(uy) = buy + 2ug +
4ug, T(UQ) = 2uy + 8ug — 2us, T(u?,) = 4uy — 2us + dus.
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218.

219.

220.

221.

222.
223.

224.
225.

226.

PROBLEMAS

a) Encontrar una base ortonormal de IR®, B’ = {v1,vs,v3}, tal que: Tv; = ajvy, Tvy =
asve, Twvs = agvs y calcular aq, a9, a3 € IR.

b) Calcular la descomposicién espectral de T en la base B.

Diagonalizar mediante una transformacién ortogonal el operador que en una cierta base ortonormal
B viene representado por la matriz:

Utilizar dicha transformacién para reducir a suma de cuadrados la forma cuadratica
q(v) = 2v? — 4vyvy + 502
Sea A un operador autoadjunto en el espacio vectorial C", dotado del producto escalar usual: (x,y) =

o Ty Sean: w = (1,0,...,0,4), v=(1,0,...,0,1) dos autovectores de A, con autovalores X, y
respectivamente. Calcular A en funcién de p.

En End(V) se define el producto escalar (A, B) = tr(A*B):

a) Calcular el complemento ortogonal del subespacio de los operadores simétricos S (V)L
b) SiV =1IR? describir la descomposicién End(V) = S(V) @ S(V)*+

. . 4 .
Calcular, si existe, una base ortonormal de C* (con el producto escalar usual), en la que sea diagonal
el operador que en la base canénica tiene como matriz:

2 -1 1 0
1 2 0 -1
T= -1 0 2 1
0 1 -1 2

Calcular la descomposicién espectral de este operador.
Calcular la proyeccién ortogonal del vector v = e; 4 2e5 de IR® sobre el subespacio
S =W+ W =lin{e; — ey}
B = {e1,ea,e3} es una base ortonormal de R3
Escribir la matriz que representa una rotacién en el plano perpendicular al vector (0, 1,0).

Calcular un valor de a € IR para el que la transformacién de IR®, representada por la siguiente
matriz en una base ortonormal, sea una rotacién.

R =

o = O
o O =
QOO

Calcular en ese caso €l eje y el angulo de rotacion.

tA

Determinar las matrices A para las que e'“* es ortogonal.

. Cudntas rotaciones existen en IR® que lleven el vector (1,1,1)en el (0,1,1)? ;Y cudntas que lleven
el vector (1,0,0) en el (0,1,0)?

Encontrar los valores de A € IR que hacen a las siguientes formas cuadréaticas definidas positivas:

a) 530% + x% + )\xg +4x1x0 — 27173 — 2T273
b) 230% + x% + 330% + 2 \x172 + 27123

y diagonalizar las formas definidas positivas por Gram-Schmidt.
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227.

228.

229.

230.

231.

232.

233.

234.

235.

Determinar si las aplicaciones siguientes son sesquilineales, calcular las formas hermiticas asociadas
y diagonalizarlas:

a) f102 X 02 —C f(x, y) = Z1Y1 — 1T2Y1 +1T1Y2 + 2T2Y2
b) 9103 X 03 —C g($, y) = —1T1Y2 + 1T2Y1 — T3Y1 — T1Y3 + T2Y3 + T3Y2

. Son definidas positivas? En caso afirmativo diagonalizarlas usando Gram-Schmidt.

Sean L; y Lo dos subespacios de un espacio de Hilbert de dimensién finita, y dim L; < dim Ls.
Probar que existe en Ly un vector no nulo ortogonal a L;.

Calcular el vector del subespacio de IR* dado por:

2r1+ a2+ 23 +3x4 = 0
3r14+2x9+2x3+2x4 = 0
1+ 294+ 2x3—924 = 0

que més se aproxima (en el sentido de la norma que deriva del producto escalar usual de 1R4) al
vector (7,—4,—1,2).

Sea {u1,u2} una base ortonormal del plano y la matriz de la aplicacién lineal ¢ en la base {v; =

U, V2 = U1 + ’LLQ}:
1 2
1 -1

Calcular la matriz de ¢ en la base {v1,v2}.

Sea (E,(, )) un espacio euclidiano, x,y € E dos vectores no nulos. Estudiar si son equivalentes las
siguientes afirmaciones:

a)x Ly, b)|lz+ Xyl = [lz], VA e R

Sea (E,( , )) un espacio euclidiano de dimensién 4, y B = {ej, ea, e3,e4} una base ortonormal.
Describir todos los operadores ortogonales cuya matriz en la base B es cuasitriangular superior.

Sea (E,( , )) un espacio euclidiano de dimensién finita y A un operador lineal simétrico en E.
Probar que si A¥ = I para algtin entero positivo k, entonces A% = I.

Sea (E,( , )) un espacio euclidiano de dimensién n > 2 y sean v,w dos vectores no nulos. Sea
q¢: E — IR la forma cuadrética definida por:

q(x) = (Ua w)(xa T)— (Ua .Z')(w, )
a) Calcular la forma bilineal simétrica f;: E x E — IR tal que: ¢(z) = f,(z, z)
b) Calcular el operador lineal simétrico A,: E — E tal que: ¢(z) = (x, A,z).
¢) Suponiendo que (v, w) = 0, calcular ker A,.

. g 4 4
Se considera el operador simétrico T:IR* — IR* (dotamos a IR* del producto escalar usual) cuya
matriz en la base canénica es:

1 1 1 1
1 1 -1 -1
A= 1 -1 1 -1
1 -1 -1 1

Calcular una base ortonormal de IR* formada por vectores propios de T y encontrar una matriz
ortogonal P tal que P*AP sea diagonal.
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236.

237.

238.

239.

240.

241.

242.
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Sea E un espacio vectorial complejo de dimensién finita n y (, ) un producto escalar en E. Sea
A: EF — E un operador autoadjunto con valores propios Ay > ... > \,. Considérese un vector x € FE
unitario. Probar que:

An < (z, Ax) < N

y deducir que:

(x,Ax) =\ <= Az =X\zx
(x,Ax) =\, <= Az =M\z

Si T: E — E es un operador lineal, probar que 777 es autoadjunto y positivo:

(v, TTTz) >0, VreckE

Se considera la matriz real simétrica:

-2 -2 -4
A= -2 1 -2
-4 -2 =2

Calcular la descomposicién espectral de A.

La siguiente matriz representa una rotacién en IR>:

8§ 1 —4
-4 4 -7
1 8 4

Calcular la direccién del eje de rotacion y el angulo de giro.

Calcular una matriz ortogonal P € M3(IR), tal que P*AP sea diagonal, siendo:

6 —2 2
A= -2 5 0
2 0 7
Se considera la matriz:
5 2 2
A= 2 2 —4
2 —4 2

a) Si A es la matriz de un operador lineal en IR? respecto a una base ortonormal, ide qué tipo
es ese operador?

b) Calcular una matriz ortogonal P tal que P*AP sea diagonal.
¢) Descomponer A como combinacién lineal de proyectores ortogonales (descomposicién espec-
tral).

Calcular una matriz ortogonal P tal que P*AP sea diagonal, donde:

1 2 2
A= 2 1 -2
2 =2 1

y calcular la descomposicion espectral de A.

Sea f:IR® x IR® — IR, la forma bilineal simétrica cuyas ecuaciones referidas a la base canénica de
IR? son:
1 -1 0
flay) =" -1 2 -1 ]y
0 -1 2
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243.

244.

245.

246.

247.

a) Comprobar que f es definida positiva. Témese f como un producto escalar en IR® y calciilese
una base ortonormal de IR?® respecto a este producto escalar, aplicando el procedimiento de
Gram-Schmidt a la base canénica de IR?.

b) Se considera la transformacién lineal T: IR> — IR® dada por sus ecuaciones en la base canénica:

30 -2
Tx)=|2 -1 0 |«
0 0 1

Comprobar que T es un operador simétrico en el espacio euclidiano (]R?’, 7)-

¢) Calcular la descomposicién espectral de T que deberd expresarse en la base canénica de R
Se considera la matriz simétrica:
3 2 4
A= 2 0 2
4 2 3
Calcular la descomposicién espectral de esta matriz (se considera que A es la matriz en la base

canénica de un operador simétrico de IR® con el producto escalar usual).

Dada la matriz:

0 1 -2
A= -1 0 -1 | e M3©C)
2 1 0

a) Probar que es normal y calcular su espectro.

b) Encontrar una matriz unitaria U, tal que UAU™ sea diagonal.

Sea el operador cuya matriz en la base canénica de C3, con el producto escalar usual, es:

1 0 -1

A= 0 2 0

-1 0 1

a) Calcular una base ortonormal de autovectores.

b) Calcular la descomposicién espectral.

¢) Encontrar la distancia del vector = (1,0, ¢) al subespacio lineal correspondiente al autovalor
maximo.

d) Calcular e?.
Sea V un espacio vectorial real de dimensién 2, dotado de un producto escalar, y sea B = {uy, us}
una base de V. Sea A un operador simétrico en V respecto a ese producto escalar, tal que: Au; =

2u1 4 2us, Aug = ui — 2us. Sabiendo que los vectores u; y ue tienen norma igual a 1, calcular el
producto escalar de u; por us.

Sea el operador cuya matriz en la base canénica de C* (con el producto escalar usual) es A =

1 7 1
—i 0 0

100
a) Decir qué tipo de operador es.
b) Calcular los autovalores.
¢) Hallar, si existe, una base ortonormal de autovectores.
d) Calcular la descomposicién espectral.
e) Calcular cos(mA).
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248.
249.

250.

251.

252.

253.

254.

255.

256.

257.

258.

259.
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Probar que el tensor ad;id;; + bd;0;, + cd;0x; es invariante bajo transformaciones ortogonales.

Las componentes de un tensor 3 veces covariante referidas a una base ortonormal de IR? son todas
1. Calcular las componentes referidas a la base ortonormal girada 90° respecto a la primera.

Demostrar las siguientes relaciones en IR?:
kij 1 m ik ik ijk L, m i i\2
e ejmriy 2" =2ty —x'yizt, € umriypt'y™ = zixty;y’ — (ziy')

Dados los vectores x e y en IR?, escribir las componentes de (xNy); = eijkxj y* v decir si es tensor
y de qué tipo.

Dados = e y, vectores de IR? definidos por 2 =1, x? =-1 yt =0e y? = 2 y el tensor métrico:
911 =1, g12 = g21 = 1/2 , g2o = 2, hallar: (a) 2’z;, (b) y'vi y (¢) y'w;.

Sean v y w dos vectores de IR" de norma unidad y ortogonales entre si. Hallar el valor del escalar:
eijkéklijwi + k8wt + 5ij5jivk5klvl

Se consideran las matrices v# € My(C), p = 0,1,2,3, que verifican: y#+¥ 4+ 4”y* = 2gH¥1,.
Supongamos que ¥* son las componentes de un tensor de tipo (1,0) y g** las de un tensor invariante
de tipo (2,0), con valores: %0 = —g'! = —¢?2 = —¢33 =1, g"¥ = 0, p # v. Calcular el ntimero
de componentes linealmente independientes (en el espacio My (C)) de los tensores: Y4, v*+*~°,
YA AP

Sea V' un espacio vectorial y los tensores A,, T, gu., donde T}, es simétrico y g,, define un
producto escalar en V. Construir el escalar méas general que se puede formar con los tensores A, y
T,,, mediante una combinacién lineal de productos tensoriales hasta orden 3 y contracciones.

En el espacio M,,(C) se considera el conjunto de matrices linealmente independientes, { Xy, -, X, },
que generan un subespacio W. Supongamos que el conmutador de dos matrices de W es una matriz
de W, es decir:

[Xi,Xj] = ciijk; i,j,k = 1, e, T
Demostrar que c;j; es un tensor bajo transformaciones asociadas a cambios de base en W. ;De
qué tipo?
Sea A, un tensor simétrico en el espacio IR? con tensor métrico Guv- Sean A;, @ = 1,2,3 los

autovalores de A*,. Demostrar que:

3 3
Z )\i = AHM’ Z )\12 = AMVAMI/) Z )\’:L)) = AMVA’/PA/JM
=1

i=1 i=1
Sea V un IR-espacio vectorial con producto escalar y B = {u1, uz2,ug} una base de V, con tensor
métrico: g11 =3, g22 =2, g33 =1, g2 =ga1 =1, g13 =g31 = 1, ga3 = g32 = 0.

a) Dado un vector x cuyas coordenadas covariantes son 1 = x2 = x3 = 1, hallar sus coordenadas
contravariantes. Si y = u; 4+ ua + us, jcudles son sus coordenadas covariantes?

b) Sea el tensor A una vez contravariante y 2 veces covariante cuyas componentes referidas a 5
son:
i s i,
Ay = 0"k + 0"y

Calcular A%y y,yy.

Considérese el espacio IR® y un tensor métrico que en cierta base B viene determinado por g1; =
g22 = —g33 =1, g;; = 0si i # j. Sean los siguientes tensores definidos por sus coordenadas:

1 2 1 1 2 1 2 2
=1, 22=2 23 =3; a1=a3=a1=a31=a32=a33=1,a2=a2=a3=2

Calcular: a) z;z%. b) a”x;z;. ¢) aVa;j. d) eijkaijxk.
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260. Las componentes de un tensor 3 veces covariante referidas a una base ortonormal de IR? son todas
iguales a 1. Hallar sus componentes referidas a la base que resulta al girar la base dada un angulo
de /4 respecto del primer eje.

261. En el espacio IR? se considera el producto escalar cuya matriz respecto a una base B = {uy, ua} es:

4 2
2 2
a) Hallar las coordenadas contravariantes y covariantes del vector 2u; 4+ ug en la base B/ =
{u1 + 2ug, uy — ua}.
b) Estudiar si son ciertas las siguientes igualdades:
1) (ur+u2) ® (2ur —ug) + (u1 + 2uz) @ ug = (2ur +ug) @ ur + up @ (u1 + ug)
2)  (u1 —u2) ® (ug +uz) = (u1 + u2) ® (ug — ug)

¢) Dados los tensores cuyas componentes referidas a la base 5 son: rzj =i(2—k), 53 b= (z—i— 1) 7,

hallar las componentes respecto de B’ del tensor cuyas componentes respecto de B son: 7}’ sfl
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Soluciones

Las soluciones que aqui aparecen son simplemente resultados numéricos de los problemas o bien

indicaciones escuetas de como resolverlos.

= W

® N o o«

10.
11.

12.

13.

14.
15.
16.
17.

18.

19.

Todas son ciertas.

La inclusién f(AN B) C f(A) N f(B) es siempre cierta.

1) Si; 2) No; 3) Si; 4) Si; 5) No; 6) Si; 7) Si; 8) No; 9) No; 10) No.

La imagen inversa de un subconjunto se puede definir aunque no exista la aplicacién inversa.
La aplicacién « que verifica oo h = 1x, no es tnica.

a) Si; b) Si; ¢) Si; d) Si.

La condicién necesaria y suficiente es: a) E= AUB.b) ANB =10

No es una relacién de equivalencia en E, pero si lo es en E — {O}. Las clases de equivalencia en
este segundo caso son las rectas que pasan por el origen (sin el origen).

El primer caso es una relacién de equivalencia. Las clases son hipérbolas equilateras con asintotas
en los ejes. En el segundo caso no se trata de una relaciéon de equivalencia.

La aplicacién f es constante sobre los elementos de una clase.

—1

El elemento neutro es (1,0). El elemento inverso de (a,x) es (a~!, —za~!). B es subgrupo conmu-

tativo de A.

A, tiene 12 elementos. El tinico subgrupo de orden 12 es A4. Solo hay un subgrupo de orden 4
(e es el elemento neutro): {e, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}. De orden 3 hay los siguientes (que son
isomorfos): {e, (123), (132)}, {e, (124), (142)}, {e, (134), (143)}, {e, (234), (243)}.

De orden 2 (isomorfos): {e, (12)(34)}, {e, (13)(24)}, {e, (14)(23)}. De orden 1 solo hay un subgrupo:
{e}

f es un homomorfismo: a = a"a™. El nucleo de f son los multiplos de 5. La imagen es el grupo
G5. El grupo cociente, Z / ker f estd formado por los niimeros congruentes médulo 5.

n+m

El elemento neutro es fy y el inverso de f, es f_q
El grupo del tetraedro T es isomorfo al grupo de alternaciones A,.
El isomorfismo hace corresponder a la matriz dada por a, b el nimero complejo z = a + ib.

Solo hay dos grupos no isomorfos de orden 4 y son abelianos (el grupo de Klein (con a? = b2 = e)
y el ciclico de orden 4): G = {e, a,b,ab}, Go = {e,r,r% 1r3}.

No es un subgrupo normal. El conjunto cociente grupo/subgrupo (definidos en el problema) no es
un grupo.

a) Son abelianos (orden 4). b) Si. f(a) = f(b) = f(c) = f(d) = z. ¢) No.
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20. Zs: {0},{0,4},1{0,2,4,6},Zs. Zs : {0},{0,3},{0,2,4}, Zs.
f(0) =0, f(1) =3,f(2)=0,f(3) =3, f(4) =0, f(5) =3, f(6) = 0, f(7) = 3. No.

21. [1],[3].

22. No. f([2n]) = [3n], Vn € IN.

23. Elemento neutro: ([1], [0]). Si ¢ tiene inverso: ([2], [3])~* = (¢~ '[2], ¢~ '[3)).

24. Las clases se pueden caracterizar por el valor que toma el polinomio en a € IR).

25. a) R ={[0],[2], 4], [6]} es un ideal de Zs. b) No.

26. El cuerpo de los nimeros racionales sélo tiene el automorfismo identidad. El cuerpo F5 tiene dos
automorfismos: la identidad y ¢(a + bv/2) = a — b\/2

27. Se trata de una representaciéon matricial de los cuaterniones.

28. Se supone que los ideales no contienen a la unidad (pues si no, son triviales).

29. Es un anillo con las operaciones dadas.

30. Los divisores de cero son: {[2],[4],[6]} v los elementos invertibles: {[1], [3], [5],[7]}
31. Si un elemento tiene inverso y esta en un ideal, éste es igual al anillo.

32. En un cuerpo no hay ideales propios.

33. Suponer que la recta es el eje real.

3 1+ 147 1—i 1—i
1) o ia B +Za _15 B _Za _ia !

V2 V2
35. cosbx = cos® x — 10cos® zsen? 2 +5coszsen?x, senbzr = 5cos* zsenz — 10 cos? z sen x 4 sen® z.
36. Si p(z) tiene todos los coeficientes reales: p(z) = p(z).
37. zp(z) =2"+p(z) = 1= (z—Dp(z) =2" —1.Si zf =1y 20 # 1, entonces p(z9) =0
38. Raices primitivas: (1 +1iv/3)/2
39. P(z)=(z— 1) = (z — 1)2(z — e2™/5)2 (g — 1mi/5)2 (3 — ¢B71/5)2 (g — 871/5)2
40. La envolvente lineal de S es la interseccién de todos los subespacios que contienen a S.
41. Usar para la suma la definiciéon: U +V ={x+y |z € Uy € V}.
42. Sizelinfvr,..., v}, =31 Av;. Como v, = 2:11 wivi, © € lin{vy, ..., v.—1}
43. a) Si; b) No; ¢) No; d) No.
44. Wi no; Ws no; W3 si; Wy no; Wi si.
45. a) Si; b) Si; ¢) No; d) Si; e) No; ) Si.
46. V =lin(V —W).
47. Usando la férmula: dim Wy + dim Wa = dim(Wy + W) + dim(W; N Wa).
48. La igualdad C(IR,IR) = P & Z es consecuencia de la identidad:

L) — -

)+ F) +

1=,
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49.

50.

51.

52.

53.

54.

55.

56.

o7.

58.

59.

60.

61.

62.

Laigualdad V =U @& W es consecuencia de la identidad:
b—a b+a b—a b+a
f(x)-(f(x)-i— 5 T >+<— 5 TT >
donde: a = f(1) y b= f(-1).
Estudiar el rango de la matriz A, cuyas columnas son las coordenadas de los vectores u; en la base
B, y emplear el isomorfismo entre V' y IK".
W1 N W2 = 1in{(—2, —5, 2, 1)}
Los dos primeros, no. El tercero, si.
Base de W: {2,0,5,3),(0,1,3,1)}. Una base de un complementario es: {1,0,0,0), (0,1,0,0)}
Sl L.i.; SQ 1d Sg L.i.; S4 L.i.; S5 1d
a = 8 b = 9. Base de W: {p1(z),p2(z)}, vy las coordenadas son: pi(z) — (1,0), pa(z) —
( ps(z) — (5,-2).
S1 es li.y So es 1.d.
Los tres primeros vectores forman una base de C2.
Derivando n — 1 veces en Z:'L=1 pier* = 0 se obtienen las n ecuaciones: Z:'L=1 )\fuie)‘%z = 0, con
k=0,...,n— 1. Se tiene un sistema lineal de ecuaciones en u;, con determinante:
1 . 1
n Al A
exp(z Z A;) det "
i=1 )\?-_1 )\n-_l
que es el determinante de Vandermonde igual a (salvo un factor no nulo):
[Tv =) #0
i<j
Para la segunda parte se usan las identidades:
- 1 -
cosz= _(e” +e7*%), senz= 2,(6“ e %)
i
1 2 01 1 33 =33 9
a) P:3 -3 0 3 |, b P:15 2 13 6
1 3 2 7 23 6
n n
S I P
i=0 i=0
luego \; son los coeficientes del desarrollo de Taylor en 2 = —a: A\, = p'¥)(—a)/k!
El grado de p(z) debe ser igual a n.

Wi @ Wy, Wy & W3, W3 @ Wy son sumas directas, pero W7 + Wy 4+ W3 no es suma directa.
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63.

64.
65.
66.

67.
68.
69.
70.
71.

72.
73.
4.
75.
76.

7.

78.
79.
80.

81.

82.

83.

SOLUCIONES

Por induccion. Para n = 2 ya estd demostrado. Si es cierto para n — 1, para n basta escribir:
Wit Wy = (Wi 4+ Wo) +Ws---+ W,

y aplicar la hipdtesis de induccién y la férmula para el caso n = 2. En el caso de suma directa,
todas las intersecciones de la expresién anterior son iguales a cero.

Si son complementarios: U N W = {0} y la suma de dimensiones es n.
La suma no es directa para a = —=9/5 y b = —2/5.

Base de U: {p1(z),ps(z)}. Base de W: {q1(x), ¢g2(z)}
Base de U NW: {3ps(x) — p1(x)}. Base de U + W: {p1(x), p3(z), ¢2(2)}

La tinica inclusién que es siempre cierta es: (W7 N W3) + (Wo N W3) C (W1 + Wa) N Ws.
m=-2, n=1V,=1lin({(1,0,0,0),(0,1,0,0)}.
La dimensién de cualquier interseccién de la férmula es 0. Entonces: 3 < 141 + 2.

dilemWQ=1$dim(Wl+Wg):4$W1+W2=V

dimU =3, By = {(1,0,0,0, 1), (0,1,0,4, —1), (0,0,1,3,~1)}
dim V =2, By = {(1,-1,2,0,0), (1,0,1,0,1)}, dimUNV =1, Byry = {(1,-3,4,0,-2)}
dimU +V =4, By+v ={(1,0,0,0,-1),(0,1,0,4,-1),(0,0,1,3,-1),(1,-1,2,0,0)}
a=0
Si. B={(z—1),(x — Va,(x — Da?,...,(x — 1)a"" 1}
a) Falsa. b) Verdadera. c) Falsa.
dim(Vy x V2) = dim(V7) + dim(V2). Para la segunda parte se usa la definicién de suma directa.

dim L = 2. Ecuaciones paramétricas: 1 = A\, 2 = (2+i)A+3p, 3= (2— ) +p, x4 = —iX+4pu.
Ecuaciones implicitas: (=7 + 44)z1 — 22 + 323 = 0, (=12 + 3i)x; + 425 — x4 = 0. Base del espacio
cociente: {(1,0,0,0)+ L, (0,1,0,0)+ L}

o =x5=0. Wy NW,y Zhn{’Ul + v3 +’U4}, WinNnWs = {0} Won W3 = {0}, WinNnWon Wy = {0}
No es suma directa.

Base de V: {ug, us, uq, us}. base de W: {ug, us}
Sustituir ¢ por A en la expresién del polinomio.
tr A=tr[B,C] =tr(BC — CB) =tr BC — trCB = tr BC — tr BC = 0. No: tril = ni.

Usando induccién se prueba que: A™ = nA — (n — 1)I. Por tanto,

1 n
1
A" =T+nN+ nn—1)N*=[ 0 1 n |, N=A-1I
2 0 0 1

Basta hacer la conmutacién con los elementos de la base canénica Ej;;.
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84. A2 = ABAB = ABB = AB=A, B?= BABA = BA? = B. Sélo son invertibles si son iguales a
la identidad.

85. Se tiene: M(A)M(XN) = M(A+ X). El inverso de M (\) es M(=\).

86. Escribiendo la ecuacion AB = I como un sistema lineal, o considerando que cualquier matriz
cuadrada con determinante distinto de cero tiene inversa.

87. (_1)n(n—1)/2

88. Desarrollar por la primera columna todas las matrices que van apareciendo. Para matrices triangu-
lares inferiores utilizar la transpuesta.

89. En el primer caso, por induccién en el orden de A. En el segundo caso, usar:
c A\ (A C 0 I,
B 0 ) \0 B I, O

0 In nm
det( L, 0 >:(—1)

y probar que:

90.
det Adet B = det ( 6‘ g > = det ( ﬁg _OI > = (=1)""" det(AB) = det(AB)

91. Dy =(z—a)"(@+ (n—1)a), Dy=a""Ya+ > z).

92. Haciendo ceros en la primera columna (desde la fila 2 hasta la dltima, restando de cada fila la
anterior multiplicada por z1) se demuestra que: Wixy,...,z,] = [[; ., (xi —x1)W(xa, ..., 2,]. Con
esta recurrencia se prueba que: Wixy,...,z,] = Hj<i(xi —xj)

93. det(A) = -8, det(B) = (a—b)(a—c)(a—d)(b—c)(b—d)(c—d)(a+b+c+d), det(C)= (a?—b?)*.

94. A,=0,n>3, Ay=(x1—x2)(y2 — 1)

95. det(A) = det(A?) = det(—A) = (—1)" det(A), luego det(A) = 0 si n es impar (y 2 # 0).

96. (det A)(det AT) = (det A)(det A) = |det A|*> =det =1 = |det A| = 1.

97. Usar para a) y b) las siguientes igualdades:
A B\ [ A 0 I A'B
C D) \C D-CA'B 0 I ’

A B\ (1 BD! A—BD7'C 0

C D) \o0 I C D
98. 1)a=-20=r(A)=3,a#-20=>r(A)=4.2)a=3=r(A)=2,a#3=>1r(A) =4
99. a=1,b=7=r(A)=3.

100. r(A) =2.

101. »(B) = dim(lin{ By, ..., Bn}), r(AB) = dim(lin{ABy,...,ABn}) = r(AB) < r(B). De forma
similar (usando transpuestas, por ejemplo) se prueba: r(AB) < r(A).
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102.

103.

104.
105.
106.
107.

108.

109.

110.

111.
112.

113.

114.

SOLUCIONES

Si r(A) = 0 (suponiendo que la primera fila es no nula; en el caso en que todas lo sean la igualdad
es evidente):

ain - aip ain - Qin 1
@21 - Q2n A2011 -0 Ao@ip A2

= . . = . ( aiyr -+ Qin )
an1 -+ Anpn An@11 0 ApQin An

La implicacién en sentido contrario es consecuencia de un problema anterior:

r(RS) < min(r(R),r(S)) <1

a) r(AB) < min(r(A),r(B)) <n < m. Pero, r(I,) = m.

b) AB =1, = AB; =¢;, i = 1,...m. Si r(A) = m entonces r(Ale;) = m para cualquier i, luego
el sistema es compatible y como n < m, es indeterminado y hay infinitas soluciones. Si r(A) < m,
r(AB) < m, luego no puede ser igual a I,,.

det(A) = 9.
cof(AA) = A"~ 1 cof A, det(cof A) = (det A)"~L, cof(cof A) = (det A)"~2A, cof(AB) = cof A cof B.
a;; = j+n(i —1). El rango es 2 (restar a cada fila la anterior).

No existe inversa de A.

8 0 8
1 10 -8 -3 9
-1 _ _ o -1 _
B 8 _g f _g O = 9 -4 10
9 —7 -3 8
-1 2 1 L[5 2 4 14 8 3
A7l = 5 -8 —6 |, B—1:3 -3 0 3], Cct= 8 5 2
-3 5 4 7 -1 -5 3 21
—i 1+2i i
A7l = 1 —i 11—
1 0 1

Sea A con elementos en Z. Si det A = £1, la inversa tiene elementos enteros. Si A y A~! tienen
elementos enteros, los dos determinantes son enteros. Como uno es el inverso del otro y en Z las
unicas unidades (elementos con inverso) son 1, —1, el determinante es +1.

a) Si. b) Si. ¢) Si. d) Si. e) No. f) No. g) No. h) No.
1) No. 2) No. 3) Si. 4) No.

Se define, si x = 22;1 z;v; € V1, el operador A como: Ax = 22;1 T;w;, que verifica: Av; = w; y es
lineal. Ademsds, es tnico (al ser B una base de V4).
a) A1 + e + Aze” = 0 implica A\; = Ay = A3 = 0, por ejemplo derivando y poniendo ¢ = 0.

b) Que B’ es otra base se prueba como antes. La matriz de cambio es:

0
1

1
P=10
0 —1

o = O
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115.

116.

117.

118.

119.

120.

121.

122.

123.

124.

125.

126.

127.

128.

129.

130.

a) No. b) No. ¢) No d) Si. (no degenerado=inyectivo).
T es claramente lineal. Ademds es biyectiva: ker T’ = {0} e Im T = C,[t].

a) T es lineal.
b) ( 2m _ 22 ( ) 2k T(x2m+1) _ 2221:—01 (227::11)ka+1
c) kerT = Cq[t], imT = C,_2[t]

)
d) Si T'p(t) = q(t), entonces p(t) = p(t) — p'(0)t — p(0) verifica: Tp(t) = ¢(t) y p’'(0) = p(0) = 0.
Ademas, p es tinico con estas propiedades.

Fa eslineal. Fu(XY) =[A, XY] = X[A Y]+ [4, X]Y

— QAP

a) Si. b) No. ¢) No. d) Si. e) Si.

ker T =lin{(1,-1,1)}, imT =lin{(1,0,-1),(2,1,3)}.

(0 -1 111 L1 -1 2
a)7_<1 o>’ b)P_3<2 —1>’ T_3<—5 1>

c)detT =1+ c?#0, Ve € IR.

a)
3 0 1 1 1 3 -5 L[ 1T 35 22
T=| -2 1 0], P=-— 1 -1 -1 |, T'= -3 15 -6
-1 2 4 4\ 2 2 o 4\ 2 —1u o

b)detT =9, T z,y,2) = (1/9)(4x + 2y — 2,87 + 13y — 22, —3x — 6y + 32).
A2 =0,puessiz €V, Ar € imV = ker A = A(Az) = 0.

det Ly =det Ry =4, trLp=trRy=2.

0 10 1 0 0 0 10 1 0 0
A=PAP ' =1 -1 1 0 2 O 1 -1 1 =| -3t —i 1
2 1 0 0 0 2 1 1 31 —2i 27

T4(A) =0 luego T4 no es inyectiva y su determinante es cero.

A es la composicion de la aplicacién de un problema anterior y de la derivada: A= DoT. det A =
0, trA=0.

(A+ B)t = AT + BT, (AMA)T = MAT, X\ € IR. No es un subespacio de M,,(C). Ty es lineal y:
(BAB"' = BA'Bt = BABH.

ker T' son las matrices antisimétricas. im 7" son las matrices simétricas. Paran =2, trT =6, det T =
0.
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131.

132.
133.
134.
135.

136.
137.

138.

139.

140.

SOLUCIONES

a) W es un subespacio lineal (de dimensién infinita).
b)

s s s
/ cosnsds:/ cosnscosstZ/ cosnssensds =

-7 —T —T

s s s
/sennstZ/ sennscosstZ/ sennssensds = 0.

-7 -7 -7

cuando n > 2. ¢) No, por el apartado b).
im7T = lin{1, cost,sent}, dim(imT) = 3.
ajcost+ assent

d) La integral es lineal. e) Desarrollando el integrando:
fYkeeT =W.g) A=2m, f(t) =1, A=m f(t) =

En este caso V es suma directa del niicleo y la imagen de f.
No. T(A) =2 75 T(AI) =3. Bkerf = {—361 +eo + 63}, Bimf = {Ul + us, 2u1 — uo + U3}.
V=kerf@&W = ker fNW = {0}.

En las bases:

-2 0 0 1 0
1 0 0 0 1
BCSZ Uy = 0 , Ug = 1 , Uz = 0 , Ug = 0 ., Uy = 0
0 0 1 0 0
1 1 1 0 0
1 1 1
Bc3= v = 1 ,’UQZ(—l , U3 = 0
2 -3 0
0 00 1O
M(f,Bes,Bs)=| 0 0 0 0 1
0 00 0O

a) Falso. b) Falso. ¢) Falso. d) Cierto. e) Cierto.
Bw, +w, = {(0,2,1,0,0),(0,1,0,-1,0),(1,0,1,0,0),(0,0,0,0,1) }. Bw,w, = {(0,1,0,—1,0)}.

0 0 1 0 O
2 1 0 1 0
A=1]11 0 1 0 O
0 -1 0 -1 0
0O 0 0 0 1
Base: {x — 1, (z — 1)%, (z — 1), (x — 1)*}. Matriz:
1 -2 3 —4
0 2 —6 12
0 0 3 —12
0 0 0 4

ker D = {0}, imD = W.

a) Cierta en los dos sentidos. b) Falsa hacia la derecha y cierta hacia la izquierda. c¢) Cierta hacia
la derecha y falsa hacia la izquierda.

Si AX = 0 sélo tiene la solucién trivial, A (como transformacién lineal) es un isomorfismo, y
AX = B tiene solucién unica. Similar en el sentido opuesto. Si AX = 0 tiene soluciones distintas
de la trivial, A no es sobreyectiva.
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141.
142.
143.
144.
145.
146.
147.
148.

149.

150.
151.

x1 =5N/4, my=67\/24, x3= A
r1=14+2A—p, z2=2—-A4+pu ,z3=X, T4=pu, x5=1.
Cuando 2a — 3b+ ¢ # 0 el sistema no tiene solucion.
Si.xy==A4+1/2, za=A—-1/2, xz3=2A\.
Hay solucién no trivial si |a| = 1. 21 = —axs — o?x3.
r1=(a+b+c)/3, x2=(a+w?b+wc)/3, x3=(a+wb+w?c)/3.
a) (1,-1,1,—1,1). b) incompatible. ¢) (=X + Tu/6,\+ 5u/6, A, 1/3, 1). d) (0,2,5/3,—4/3).
a) Solucién dnica: a # 1,—2, b # 0:
a—>b bla+1)—2 a—1b

xr = y: z =

(a—1)(a+2) bla—1)(a+2)’ (a—1)(a+2)

b=0,(b#1,a=1), (b# —2,a = —2) no hay solucién.
a=b=lixz=1—-z—y.Sia=b=-2:2=2=-1-2y.
b) a # 0, b# —1, 1. Solucién unica: (1/a,0,0).

a=0, b# —1,1, no hay solucion.

a=0, b=1, solucién: (x,1,0)

a=0, b= —1, solucién: (z,1/3,2/3)

a#0, b=1, solucién: ((1 —y)/a,y,0)

a#0, b= —1, solucién: ((2 — 32)/2a,z/2, z)

¢)Sib#a+1,a—1,—a+1, —a—1,solucién tnica: (1+a®+b+ab—a?b—b*+ab®>—b3, —1—2a+a>—b—
ab—3a?b+b%+ab?+b3, a(a+a?+b—2ab+b?), a(—2—a+a?—b—2ab+b?))/(a+b+1)(a—b+1)(a—b—1).

Sib=a+ 1, a# 0, no hay solucién. Si b =1, a =0, la solucién es (=1 — z,1 — ¢, 2, t).
Sib=a—1, a# 0, no hay solucién. Si b = —1, a = 0, la solucién es (=1 + z,1 + ¢, z, ).

Sib=—a+1, a#0,1,lasolucién es: (—t+a—1/2,—t+ (2a®> —a—2)/2(a—1),t+1/2(a—1),1).
Sib=0, a =1 no hay solucion.

Sib= —a—1, a# 0 no hay solucion.

d) Si a # 1, —3 solucién tnica: (=b3 —b* —b+a+2,—b> —b% +ab+2b — 1, —b> + ab® +2b*> — b —
Lab®+ 20> —b> —b—1)/(a+3)(a —1).

Sia =1, b # 1, no hay solucién. Si @ = 1, b = 1 la solucién es (1 —y — z — t,y, 2,t). Si
a = -3, b # 1,i,—i no hay solucién. Si a = =3, b = —1, la solucién es (¢t — 1/2,¢,t — 1/2,t). Si
a= -3, b=1, lasolucién es (t — (1 +4)/4,t —i/2,t+ (1 —i)/4,t). Si a = =3, b = —i, la solucién
es (t+(=141i)/4,t+i/2,t+ (1 4+10)/4,1).

Si a = 3, el sistema no tiene solucién a no ser que a3 =+ -+ = a,. (el caso « = 3 = 0 no lleva a un
sistema). La solucién, cuando existe, es: (a1 — Y iy @i, Ta, . . ., Tp).

Si 8= (1—n)a#0, el sistema no tiene solucién a no ser que Z:'L=1 a; = 0.

Si B # a, (1 —n)a, la solucién es:

1 (2n—1)a o
xj:n(a—ﬁ)<n—1a+5zaz ),3_1,.._,n

= (= A+3p, 3N =2u,\, 1), A\, peC.

Si a # 0, —3, solucién tnica: (—a®+a+6,5a%+4a — 3, a*+2a® —2a —3)/(a+3). Si a = 0, solucién:
(—y — z,y, 2). Si a = —3 no hay solucién.
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152.

153.

154.

155.

156.

157.

158.

159.

160.

161.

162.

163.

164.

165.

166.

SOLUCIONES
a) —2,-3,4,5. b) 2,-3/2,5/6,+iv/2. ¢) 2,3,5,£v2. d) 3,2+ 3. e) 1,-3,7, (=1 £iV3)/2. f)
1,2,3,6.¢) 4,—1/2,-2/3, (—=1+iv/3)/2. h) 3,1/2,-1/2,—-2/3,5/6.
Derivando: p(1) =0, p’(1) = 0, p’(1) =0, p"”’'(1) = 2n3 — 2n # 0. La multiplicidad es 3.

Usar f(A)v = f(A)v, si Av = Av. Si p es raiz de f, puede no ser autovalor de A. Por ejemplo,
considerar la matriz identidad en 2 x 2 y el polinomio f(t) = t? — 1.

Autovalor A = 0. Autovector: p(t) = 1.

1 1 1 . 3a 0 0
a)ydet| 1 -1 0 | =3#0, b)M(T,B)= 0 3b —-3c
1 0 -1 0 3c 3b

c) Sic#0,pr(\) = —(A—3a)(A\2 — 6bA +9(b% + c?)) = —mr(N). Sic =0, mr = (A — 3a)(\ — 3b).

d) T sélo es diagonalizable en IR® si ¢ = 0. En C® es siempre diagonalizable.
Las ecuaciones: ,
| stsrs = s afo = ). 10 =0
son equivalentes y sélo tienen la solucién trivial f(t) = 0.
A=0, (1,-1,0,...,0),...(0,...,0,1,—1), A=n, (1,...,1).

a) Al ser diagonalizable, ker A corresponde al subespacio invariante de autovalor 0.

b) Por la misma razén que en el apartado b).
det(A — M) = det(A — AI)* = det(A? — AI). Si A tiene inversa, y Av = \v, entonces A~ 1v = A~ 1o.

En la base de vectores propios, (P es la matriz del cambio de base):

A1 0 0 0 1 1
M(A,B) = 0 X 0], Pt'=|1 -1 o0
0 0 M3 1 0 -1
En la base candnica:
1 -1 1
M(A,B)=| 2 4 2
3 3 3

A =0 no es una raiz de A* + X\ — 1, f es un automorfismo.

f no es sobreyectiva. Al ser un endomorfismo, tampoco es inyectiva.

F0) =372 (1 4+ V5)ur + 2uz)

1 8 0 1
00 1 0
P=149 1701
0 300
) 2 2 -2
2 -1 -5
6
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167. a)1,2,3, {(1,2,1),(1,1,0),(1,2,2)}.
b) —1,1(2), {(3,5,6),(—1,0,1), (2,1,0)}.
) 1,2+ 30,2 — 34, {(1,2,1), (3— 3i,5— 3i,4), (3+ 3,5+ 3i,4)}.
d) 0, {(1,3,0,0),(5,0,6,3)}.
e) 1) 2) 3) {(15 Oa O)) (25 1) O)) (95 6) 2)}
f) =3, {(1,0,6),(1,2,0)}.
g) _0565 0575 0555 5545 (0525 0545 _0545 1)5 (_1525 0545 2585 1)5 (25 _2545 0585 1)5 (_35 _2545 _1525 1)
h) 1, {(3,1,1,0),(2,-1,0,1)}.
168. 1.) (a —d)? > 4bc, diagonalizable en IR y C.
1.ii) (a —d)? = 4bc, b = ¢ = 0, diagonalizable en IR y C (diagonal). b # 0 o ¢ # 0, no diagonalizable.
2) (a — d)? < 4bc, diagonalizable en C.
169. En un base adaptada a la descomposicion, la matriz de A es diagonal por bloques.
170. o(f) ={0,2,a,b, c}. Siempre es diagonalizable. No es invertible.
171. a) Cierta. b) Falsa. ¢) Cierta.
172. a) Falsa. b) Cierta. b) Falsa. c) Cierta.

173. Cierta. El rango de A — I es siempre 3.

174. a)
2 1 0 0
0 2 0 O
J_0021
0 0 0 2
b)
0 0 -2 1
2 0 -2 2
P_20001
0 2 2 0
c) B=641
175. a)
4 0 0 O 1 2 0 0
0 4 1 0 2 0 0 2
J_OO4O’P_1—2OO
0 0 0 O 0 -4 1 1

b) lin{ Py, P2}. ¢) dimker A =1, dimim A =3

176. En todos los casos, A = PJP~! donde J es la forma canénica de Jordan.

a)
1 100 1 05 3
010 0 01 2 1
7=l o020 =00 01
00 0 2 00 1 0
b)
0 1 0 0 0 1/3 0 0
;_| 00 0 0 p_ |0 0 -1/vV2 1/V2
“loo =2 o) " "lo0o o0 1 1
00 0 V2 1 0 0 0
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|

1/3
—9/3

-1
1
0
0

~1/3
5/3
0

-2
0
1
3

|

0
1

0
1

0 0 01
100 0 0 O
0 0 0O

0 1. 00 0O
0 0 0 0O
0 01 00O

1 ]P

0 0 00
10 00
0 0 0 0 5

1
5
0 05 000

5

0

0 0 0 5

0 000 0 5

1
1
0
1
-2 0 0

-1 0 0 0 0
01 0 0O
0 0 1
0 0 01
0 0 0O

|

a) rango (A) = 2. b) p(\) = A\2(\2 — 4),

0
1
0
0

1
1

m(A) = A\ —2)(A+2)

1
1
1
1

Si b= 0 no es diagonalizable. Si b # 1 es diagonalizable para todo a:

177.

0 -1
-1 0
0 1
1 0

-1
1
-1
1

P =

)

C

178.

A=prjp!

)

S — O
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179. a) La imagen es un polinomio de grado 4.

b)
2 —\? 0 0 0
—4 —2u —2X? 0 0
0 -3 —2u —3)\2 0
0 0 -2 —2u —4)?
0 0 0 .

¢) Autovalor: —2u. Autovector: z*.

180.
e? 0 0 e 0 0
e = 4¢3 e3 0 , eP= e —e e2 0
21 _—2 , 41_3 1 -2, 1.3 -2 3 -3, 3 -3
—5s€ Tt 5ze° —ge T4 e’ e —ye " +ye 0 e

181. a) w((z1,22,23)) = —3x2 + x3. b) = (¢,2¢,—c), ¢# 0. ¢) u(2,3,—1) = 9e.
182. el =(1,-1,0), e*=(1,-1,1), €= (-1/2,1,-1/2)

183.
1 2 —1
a=1| 1/2 2 1/2 |,deta=-2+#0
1/3 8/3 —1/3
3, 1, 1 1, 1
= — 1 = — = — —
p1(z) o7 +z+1, pox) o7 . p3(x) o7 +x 5

p(z) = (—3; + g - ;) 22+ (a+c)x + (a— 2 - g)
184. w' = (6,-3,0,-1,6), w?=(-3,2,—1,0,1)
185. (Cu)° N (Cr)° = (Cu+Cr)°, dim(Cu+Cr)=2= dim((Cu)°N(Cr)°)=n—2
186. 1) o = (a1,0).2) 0 = (az,—a1). 3) 0 = (a1 + az, —a1 + as).
187. Matriz de f en la base {u1,...us}:

fi(ua) fo(ur) - fi(u) f2(un)

Frlu) folur) o fi(un) folum)

188. Solo fi lo es.
189.
1 1/2 1/3
1/2 1/3 1/4 |, g(t* —2,2t+4)=—
1/3 1/4 1/5

190.

191. 1y 3 son formas bilineales.

192. a) No es regular. rad = lin{(1,0,-1,0), (0,1,0,—1)}. sig = (1, 1).
b) B ={(1,1,0,0)/v2, (1,~1,0,0)/v2, (1,0,~1,0), (0,1,0,~1)}.
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193.

o= OO
o OO
oSO O
SO = O

194. ra'n(fl) = 2aSig(f1) = (L 1), ran(fg) = 3aSig(f2) = (1a2)a ran(fg) = 3aSig(f3) = (2’ D. fay fs
son equivalentes en C pero no en IR.

195. q(v) = (z —2y)* + 2(y + 2/2)* — 32%/2. sig(q) = (2,1). No.

196.
a(u) = (;6””)2 * <_¢130x+ ¢20y>2 * <¢25x+ 55y+ 55'2)2
() = 2= (y—22)’
q3(u) = (\/1713”) Jr<_\/21130+\/11y>2_(?)y_z)2
aiw) = (ﬁx)%ﬁ?“ﬁy)‘<¢12“¢12>
197.

198. e=0, b=c, a>0, ad—5b%>>0

199.

30 1 0 0
2 1 |,10>0,11>0,1>0, e1=| -3 |,;ea= 1 |,es=1[0
11 3 1 1

201. (3,-1,2,0), (4,—2,0,1).

S
—
o W o

200. (1,1,-2)/3.

202. wp(pA+vC) = pwp(A) +vwp(C). (A, B) = tr(B'A) es un producto escalar.

203.
Ui
Az =0, A=
U
W=A{zeV|(u,z)=0,i=1,...k}, Wt={yeV|(y,z)=0, z€ W}
204.

)= woy= i w0 =yfla-w
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205.

206.

207.

208.

209.

210.

211.

212.

213.

214.

221

a) Qx) = ;(2301 + 229 + 23)2 + ;xg — 23, sig(e) = (2,1)
V2 V2 1/V2 3 3
b) P = 0 0 1/vV2 |, o -5 |, 0
0 V2 0 0 -5
a) No. b) (0,1,1)
1 5 1 9 .
c) 4(x1+x2—x3) —4(301—302—1—303) , sig=(1,1)
1 -2
1 5
a) uy = 8 , U V10 ? , b) \/2, ¢) No
1 dath) e+ )
Q=1 s(a+p) af sof(a + )
2 (0 +0%) jafla+h) o’

Si a # 3, rango = 2, signatura = (1,1) Si @ = 3, rango = 1, signatura = (1)

a) Cierta. b) Falsa. ¢) Cierta. d) Cierta. e) Cierta.

Si a = 3, vectores isétropos en la base que diagonaliza a ¢: () + (74

1 0
+Va2+4

0 vy

0 0

a—va2+4
2

un subespacio lineal. ¢ nunca es definida positiva.

a(w) = (Vo — Zas - v3es) + (y/

!

)2 — (24)? = 0. No forman

gx2)2 + 23 (1/4/3,0,0), (2/4/15,/3/5,0), (1,0,1)

Ortonormalizando por Gram—Schmidt: {’Ul - lgi(l, 0,4,0), vo = \}6(1, 0, —1, 2)} Proyector:

Base ortonormal: vy, vg, v3 =

V3

—
N =

o O OO

1(1,0,—i,—1), vy = (0,1,0,0). A es unitario.

a) |Rul|?> = (Ru, Eu), b) i no es autovalor de a. ¢) A+ ily y A —ily conmutan.

1/v?2
0
—1/v/2

-1

1/vV3  1/V6
1/vV3 —2/V6
1/vV3  1/V6
1

1
P 3= —2
3 6 )
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215. a) ker f = {1,0,0,—1)}, im f = {(—1,0,0,-1),(0,1,3,0),(0,3,1,0)}
b) {(1,0,0,-1)/v2, (1,0,0,1)/v2, (0,1,—1,0)/+/2, (0,1,1,0)/v2, }

1 0 0 -1 1 0 0 1 0 00 O
1 0 0 O 0 0 1 -1 0 1 01 1 0
Po=, 000 o] 27 0 -1 10| ol o 11 0
-1 0 O 1 1 0 0 1 0 00 O
1 1 0 0
1 0 0 1 1
P_\/Q 0 0 -1 1
-1 1 0 0
216. ) )
a') V1 = (25 _15 _2)5 Vg = \/5(15250)5 V3 = 3\/5(45 _255)5 a) = 0; a2 = az = 9
4 -2 —4 1 5 2 4
b)T:a1 -2 1 2 +a29 2 8 -2
—4 2 4 4 -2 5
217.
1 (10 1 2 -1
P QP_(O 6 /)’ P_\/5 1 2
(v) (2 . >2+6< Ly 2 )
v) = v v - w v
q \/51 \/52 \/51 \/52
218. A= pu.

219. SH(V)={A € M,(C)| A = —A}.

1 2a11 a2 + a1 a1z +asz 1 0 a1z — a21 a13 — as1
a2 + as 2a22 az3 +azz2 | + —(a12 — a21) 0 a23 — a32
2 2
a13 +azr a3 + ase 2a33 —(a13 —az1) —(az23 —asz) 0

220. wu; = (1,0,0,1)/v2, wus=(0,1,1,0)/v2, w3 = (1,—i,4,—1)/2, wus=(1,4,—i,—1)/2

100 1 1 —i i -1 1 i —i —1
1lo 110 1 i1 -1 —i 1 =i 1 -1
P=olor 10| P=y| = a0 1 | By i -1 1 —i
100 1 N | 1 =P 1

221. (1/2,1/2,2)

222.
cost 0 sent

R(t) = 0 1 0
—sent 0 cost

223. a = —1. Eje: (1,1,0)/v2. Angulo: 7.
224. A=-A"
225. a) Ninguna. b) Infinitas.

226. a) A >0m. b) \2 <5/3
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227.

228.

229.

230.

231.

232.

233.

234.

235.

236.

237.

238.

239.

223

o O =
|

S = O

o O O

dim Ly + dim L = dim H = dim Ly + dim L{- > dim H

dim Ly + dim L1 = dim H + dim(Ly N Li") = dim(Ly N L) > 0

(5,—5,-2,—1).

l2]* = (z, ).

B 0 ac 0 O B B B B
P=1 0 0 a o | lal=lef=lesl=lal=1
0 0 0 a4

Ak = I implica que los autovalores son las raices k-ésimas de la unidad. Como A es real y simétrico,
sus autovalores son reales, £1. Luego A% = I por ser diagonalizable.

) fa(es4) = (v,0) () = (0,2 (w,9) + (0,)(,2))

b) Agz = (v, w)z — ;((x,w)v + (z,v)w), c) ker A, = (linf{v,w})*

/2 1/v2 0 1/2
p_| 12 0 1/vV2 1/2
| -1/2 0 —1/vV2 1/2
-1/2 1/v/2 0 —1/2
Base de autovectores: {uq,...,un}

n n n
r=3) cui, Y lal* =1, (z,42) =) Mlel®, (2, T"Tz) = ||Ta|?
=1 =1 =1

1 4 2 4 1 5 -2 —4
P .= 21 2|, = 2 8 -2
I\ 4 24 4 -2 5
(=3,1,1), cosp =7T7/18.
2 1 2
P = 2 =2 -1

-1 -2 2
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240.
1/3 2/v5  2/(3V5)
P=1 -2/3 1/v5 —4/(3/5)
—-2/3 0 5/(3v5)
) 1 -2 -2 (8 2 2
P_s= -2 4 4|, P= 2 5 —4
I\ 2 4 4 I\ 2 -4 5
241.
1/vV3 1/v2  1/6
P=| -1/vV3 1/v2 —-1/V6
—1/V/3 0 2/v6
Lf2 11 ) 1 -1 -1
P = 1 2 -1 ]|, Ps3= -1 1 1
3\ 41 S\ 21 1
242.
a)1>0,1>0,1>0, u;=e1, up=e;+ea, us=-e;+ez+es
11 1 1 20
pmP=|01 1], P'TP=|2 1 0
0 0 1 0 0 1
1 1 -1 0 1[0 00 ([ 10
C)P_1:2 -1 1 0 |, P1:2 00 0|, Pg,z2 110
00 0 0 1 0 0 0
En la base candnica:
1 0 0 0 0 1 1 0 -2
P_1—2 -1 2 -1 |, P=|00 1], P3—2 1 0 —1
00 0 0 1 0 0
243.
5 —2 4 TERE.
P = -2 8 -2 |, Ps= 2 1 2
4 -2 5 I\1 2 4
244.
1 _ 2 _ 1
i i ﬂs\/ @/ V6
a) O'(A) :{0, - }, b) U: 142i4/6 —24ivV6 5
ARG Shs B 4
215 215 215
245.
PR ) N
a)uy = s Ug = s us =
V2 0 CA
({101 1 1 0 —
b)PO_2 00 0 |, sz2 0 2 ,
1 0 1 -1 0

246. (ul,ug) = —1/4
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247. a) Autoadjunto. b) {—1,0, 2}

~1/V/3 0
ur=| —i/V3 |, wa=| i/V2 |, uz=| —i/V6
1/v3 1/v/2 1/v6

1 1 - -1 1 0 0 0 1 4 2 2
d)Plz3 7 1 —i |, P2—2 0 1 4 ], PgZU;’l)g:G -2t 1 —
-1 ) 1 0 — 1 2 1 1

1 1 21 2

e) cos(mA) = —2i 1 2

3 2 2 1

248. x; — x; = (P_l)ili.ﬁil
dirdji — (PN iri(P™1) i (P~ (P~ 1) 110 Gjer = (P 1)iri(P™1) o (P )ik (P 1) i1 = din 0

249. Base ortonormal de IR%: {u1,us}. Base girada: v1 = ug, v2 = —uy.
0 1 , 1 pe1vd Y
P={_1 o) tx= (P (P 5 (P0)7 i,
tl111 = -1, tl112 =1, tl122 = -1, tl222 =1
250. Usando: €*¥¢jy,, = 6%,0° — 0%, &Y,
251. Tipo: (0,1). (z Ay)1 = 2%y — 23y, (wAy)2 =23yt — 22, (zAy)s = 2ly? — 2%y
252, xlz; =2, vly; =8, 2'y; =—3.
253. eijlwivjvl + vFwy, + nvFu = n.
2b4. Las matrices v*, I son l.i.
e P s G e M s G L e G A O B B
Y%, 098, 09298, 4ty son L.
~09142~3 es distinta de cero.
En total hay 16 matrices L.i. que forman una base de My(C)
255. C'= co + CITMM + CQAMA;L + CBTMWI‘;U/ + C4TMVA;¢AV + C5TMMAVA1/-

256. Tipo (2,1). X! = P;X;, ciis= PeiPii(P™YsmChim

-
V]

257. Si A tiene autovalores \;, los de A% son A? y los de A3, A3 con los mismos autovectores. Por tanto:

3 3
SAi=trA=Ar, 3 N =trA®=AK AV, = AA,,
1=1 1=1

3
3 L v v
DN =tr AP =AM AV AP, = A A, AP,
1=1
258.
1 I 5 2 5 4 ijk
a’)x:_?)ax:gax:ga y1:5ay2:35y3:25 b)A yly_]yk‘:GO

259. a) —4.b) 12.¢) 4. d) —4.

260. th, =1, thiy = V2, thoy = 2, thy, = 2¢/2. Las demds son cero.

261. a) Contravariantes: 2/ = 1, 2/ = 1. Covariantes: #; = 6, z, = 4 b) i) Cierta. ii) Falsa. c)
r? sk =10.
k il



