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1. Funcionales Lineales

Definiremos funcionales lineales aquella operacién que asocia un nimero complejo (o real) a un
vector |v) € V y cumple con la linealidad. Esto es

"V W eV — F[W)]eC
= Fla [vi)+ 8 [vo)l = a Fllvi)| + 8 Fllv2)] ¥V |v),[v1),[v2) €V

El conjunto de funcionales lineales {7, Fa, F3, Fu, -+ ,Fn,- -+ } constituyen a su vez un espacio
vectorial, que se denomina espacio vectorial dual de V y se denotard como V*. Este espacio lineal
también se denomina espacio de formas lineales y los funcionales son esas 1—forma. Esto es, dados
F1,Fo € V* se tiene

(Fi+F2) [IV)] = Fr(Iv)] + Fa [[v)]
vV o |v)eV
(a F)[[v)] = a" Fv)]

En aquellos espacios lineales con producto interno definido (Espacios de Hilbert), el mismo producto
interno constituye la expresién natural del funcional. Asi para tendremos

(Fa)[W)]=(alv) ¥V [v)eV A ¥V (a]eV*
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Es claro comprobar que el producto interno garantiza que los {Fa, Fp, -} forman un espacio
vectorial.

(Fa+ Fo) [[V)] = Fa V)] + Fo [[V)] = (a|v) + (b |v)

VY o |v)eV
(a Fa) [[V)] = (ea [v) = a* (a|v) = a” Fal[v)]

Esta tltima propiedad se conoce como antilinealidad. Con lo cual se establece una correspondencia
1 — 1 entre kets y bras, entre vectores y formas diferenciales.

Alvi) +Azfve) 2 AT (va] + A3 (va
Con lo cual podemos puntualizar esta correspondencia como

(alv) = (vl]a)"
(a | \1vi + Aava) = Mg (a|vy) + A2 (a|va)
(AMrait+Xag [v) = AT (a1 [v) + A3 (ag |v)

Maés atin, dada una base ortonormal {|e1), |e2), |es)---|en)} para V siempre es posible asociar
una base para V* de tal manera que

V) =Mle)) = <v|:)\;‘<ei} con)\i:<ei|v> AN A= (v ]e;) coni=12---,n

En un lenguaje arcaico (y muchos textos de Mecénica todavia lo reproducen) denominan a la base
del espacio dual {(e’|} la base reciproca de {|e;)}

Notese estamos utilizando la notacion de Einstein en la cual indices repetidos indican suma
y que las bases del espacio dual de formas diferenciales <ék‘ llevan los indices arriba. Los indices
arriba se llamaran contravariantes y los indices abajo covariantes. Las componentes de las formas
diferenciales en una base dada, llevan indices abajo (a| = a; <éi} mientras que las componentes de
los vectores los llevan abajo |a) = a’ |€;)

2. Bases Discretas

Para fijar conceptos y extender algunos de los razonamientos que hemos desarrollado hasta
aqui. Tal y como vimos arriba, la representacién de un vector |F) en un espacio vectorial abs-
tracto V puede darse en término de una base ortonormal de vectores (discreta y finita Bpp =

{Ju1), |uz2), |ug),---|u,)} o discreta e infinita Bp;y = {|u), |ug), |uz)---|u,)---}) de la forma:
¢ Ju) = <uz‘ F) |u;) < Bprp = {|w), |uz), [ug)--|un)}
|F) = ' ' coni=1,2,--- n
¢ |vi) = (u'| F) |u;) < Bpr ={|lw), [u), [ug) --|uy)---}

donde en ambos casos:

= <u" F)=¢ (u'|u;)=¢ 5;
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Donde la delta de Kronecker 55 lleva un indice arriba y uno abajo y representa 5;? =1sit=k
y es nula en los otros casos. Supondremos, de ahora en adelante un espacio de dimensién fini-
ta y en éste consideraremos dos bases ortogonales, Bpr = {|e1), |e2), |e3)---|en)} v Bpr =
{|€1), |€2), |€3)--|€,)}, de dimensién finita. Como ambas son bases ortogonales todo vector de
V puede expresarse en término de esas bases, en particular cada vector base se puede expresar en
términos de la otra base como

Este sistema de ecuaciones se puede resumir aiin mas como
N9 g =Y a.
le;) = C |&;) =Cj |&5)

Los CY son constantes que han renombrado las distintas formas de las constantes ¢/, ¢’ - - & que
expresamos arriba. Igualmente, podemos expresar los vectores de la segunda base en términos de
la primera como

a) =4l lej) = (8 [a) =0 = Al (& |ej) = 4lC]

ya que
em) = iy [8) = (" lem) = i, (" [8)) = Ci0% = €,

Adicionalmente, hay varias costumbres a aclarar con la notaciéon de indices.

Al asociar los C¥ con elementos de matriz los indices contravariantes (arriba) indicaran filas y los
covariantes (abajo) las columnas. Esas matrices seran no singulares para garantizar la independencia
lineal de los vectores base. De este modo para el caso i,k = 1, 2,3 tendremos

k= Alck — k= AICk = CF A
i i i iJ g
representa S
1G4 O
1 CiA oAy
1 C3A) C3A

S O =
O = O

10 0 CIAl + C3A? + C3A3 - C1AL + CIAZ 4 CIAS
0 L0 = | AL IR L CRAL+ G+ O3
001 CPAL + C5A + C3A3 - CPAL+ C3A%+ C3A3

Es claro que C‘; y flﬁ son inversas una de la otra, por cuanto su multiplicacién nos da la matriz

identidad. Por lo tanto si |e;) = C{ |€;) se considera la transformacién directa, mientras que |&;) =

Luis A. Nunez Universidad de Los Andes, Mérida, Venezuela 4



Formulario de Métodos Matematicos 1 Vectores Duales y Tensores

A} |e;) serd la transformacion inversa. El caso mds emblematico lo constituyen las transformaciones
entre la base ortonormal cartesiana {|7) , |7) } y la base ortonormal de vectores en coordenadas polares
{lur) ,[ug)} -
Siguiendo con el esquema propuesto expresamos los vectores cartesianos en la base de vectores

polares

|7) = cos O |u,) — sen b |ug) A A

= le)) =Clluy) = C] =( |ey)
|7) = senf |u,) + cos |uy)

SR DT el B AN A el

cJ— (u'ler) (u!les) _ cf ¢y _ cosf senf
‘ (u? ler) (u?leq) cf Cf —senf cosf

Mais adelante veremos que esta es la matriz de rotaciones.

con

con lo cual

3. Paréntesis Tensorial

3.1. Tensores una definicién funcional

La extensién natural al concepto de funcional lineal es el concepto de tensor. Definiremos como
un tensor a un funcional lineal que asocia un nimero complejo (o real) a un vector |v) € V, a una
forma (u| € V*, o ambas y cumple con la linealidad. Esto es

sV v)eV A (ueV*— T[u;|lv)]eC
s T[(ulsa [vi)+8 [v)]=aT [(u;[vi)]+8 T [(uf;]va)] V [vi),|[vo) €V A (ul eV~
= T[¢ (ml+¢ (uf; V)] =T [(w]; [V)+ET [(uf;[v)] V[v), eV A (], (ug| € V*

Es decir, un tensor es un funcional generalizado cuyos argumentos son vectores, formas o ambas.
Esto es 7 [e; 8] una cantidad con dos “puestos” y una vez cubiertos se convierte en un escalar
(complejo o real). Al igual que las funciones de varias variables (f (z,y) = 3z + 42) la posicién es
importante

lv) (ul
T é;i eC

Un tensor con dos argumentos correspondientes a formas y uno a un vector

Vi) [v2) (u

T [o,0; | =T <l>, cl>;£ € C = tensor de tipo (;),
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v el caso contrario

[v) (1] (uz

Tlo; -, |=7T cL;; i, i € C = tensor de tipo <f)

En general
[vi) [v2) [vn) (ui] (uzl (um|
Tlo; ] =T é,é,~--,%;£,i---, . :;tensordetipo(?j)

En esta notacion el punto y coma ;separa las “entradas” para las formas de las de los vectores.
Es importante recalcar que el orden si importa, no sdlo para las cantidades separadas por el
punto y como sino el orden de los puestos de los vectores y formas separados por coma. Ese dltimo
orden repercutira en las propiedades de los tensores. Seran tensores simétricos si al permutar dos
de los puestos de vectores (o formas) cambia de signo el orden no importa; antisimétricos si el orden
importa y un tensor genérico si el orden importa pero no se comporta como los casos resenados
anteriormente. De todos modos esto serd tratado con detalle mas adelante.

Obviamente las formas pueden ser representadas por tensores ya que son funcionales lineales de
vectores, es decir,

(al

una forma es tensor de tipo ( (1) ) =T é e C.

Por su parte, los vectores constituyen un caso especial de tensores

|a)
un vector es tensor de tipo ( [1) ) =T i e C.

porque son funcionales lineales para las formas diferenciales

3.2. Producto Tensorial: Definicion y propiedades

Como serd evidente més adelante, unos tensores (simples) pueden provenir del producto tensorial
(exterior o directo) de espacios vectoriales. Esto es que, dados & y & dos espacios vectoriales con
dimensiones N; y Na, respectivamente y vectores genéricos, |¢(1)) v |x(2)) pertenecientes a estos
espacios vectoriales, |¢(1)) € €1y |x(2)) € E. Definiremos el producto tensorial (exterior o directo)
de espacios vectoriales, £ = £1 ® &y, si a cada par de vectores |¢(1)) € £1 vy |x(2)) € & le asociamos

. 2\ .
un tensor tipo < 0 )Sl se cumple que

€M @)
(X@) = () @@y =T | &, & | = (1) lp(1) () |x(2)) € C

y cumplen con las siguientes propiedades:
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1. La suma entre tensores de £ viene definida como

p(1)x(2)) +1C(1)E(2)) = le(1)) ® [x(2)) + [¢(1)) @ [€(2))
= lp(1) +¢(1) @ [x(2) +£(2))

2. El producto tensorial es lineal respecto a la multiplicacién con niimeros reales A y u

[Ap(I)] @ [x(2)) = [AMe(1)] @ [x(2)) = Mle(1)) @ [x(2))] = Ae(1)x(2))
lp(1)) @ [lux(2))] = le(1)) @ [1x(2))] = plle(1)) @ [x(2))] = wle(1)x(2))

3. El producto tensorial es distributivo respecto a la suma:

(1) @ [[x1(2)) + [x2(2)] = [¢(1)) @ [x1(2)) + lp(1)) @ [x2(2))
[lpr (1)) + lp2(1)] @ [x(2)) = [¥1(1)) @ [Xx(2)) + l2(1)) @ [x(2))

Nétese que los indices (1) y (2) denotan la pertenencia al espacio respectivo.

Es facil convencerse que los tensores [p(1)x(2)) € € = &1 ® & forman un espacio vectorial La
demostracion se basa en comprobar los axiomas o propiedades de los espacios vectoriales. Es decir:

1. La operacién suma H es cerrada en V : V |v;),|v;) € V =|vi) = |v;) B |v;) € V
Esto se traduce en demostrar que sumados dos tensores |¢(1)x(2)), v [¢(1)£(2)) € & el tensor
suma también pertenece a £,con a y b pertenecientes al campo del espacio vectorial

alp(1)x(2)) +b[C(1)&(2)) = lap(1) + C(1)) @ [x(2) + b£(2))

y esto se cumple siempre ya que, el producto tensorial es lineal respecto a la multiplicacién
con numeros reales y por ser £ y & espacios vectoriales se cumple

lap(1) + (1)) = alp(1)) +[¢(1)) € &
= lp(1) +C(1)) ® [x(2) +£(2)) € &
0(2) +6C(2)) = [#(2)) +6¢(2)) € &2

2. La operacion suma H es conmutativa y asociativa
Conmutativa V |v;),|v;) € V =|v;) B |v;) = |v;) B |vy)
Esta primera es clara de la definiciéon de suma

p(1)x(2)) + IC(1)E(2)) = le(1) +¢(1)) ® [x(2) +£(2))

[C(DER)) + [e(1)x(2)) = [¢(1) + ¢ (1)) ® [£(2) + x(2))

por ser &1 y & dos espacios vectoriales
Vovi),[vi) vi) € Voo = (vi) Blvy) B [vi) = [v) B (|vi) B |vi))

una vez mas, esto se traduce en:

(lp()x(2)) +1C(DEEN) + [2(1)r(2)) = [e(1)x(2)) + (IC(1)E(2)) + |(1)x(2)))
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con lo cual, por la definicién de suma la expresion anterior queda como

(lp(1) + (1)) @ [6(2) + x(2))) + [(1)r(2)) = le(1)x(2)) + (IC(1) + (1)) @ [£(2) + #(2)))

[(p(1) + ¢(1) 4 2(1)) @ [(£(2) + x(2)) + £(2)) = [0(1) + (C(1) + 2(1))) @ [£(2) + (x(2) + #(2)))

3. Existe un unico elemento neutro: 3! [0) > |0)H|v;) =|v;)B|0) =|v;) V |v;) eV
Es decir,

p(1)x(2)) +10(1)0(2)) = |e(1) +0(1)) @ |x(2) + 0(2)) = ¢(1)) @ |x(2)) = le(1)x(2))

4. Existe un elemento simétrico para cada elemento de V :
VIvi)eV F|-vy) > [v)B[-v;)=10) =

[p(D)x(2)) = lp()x(2)) = le(1) — (1)) @ [x(2) = x(2)) = [0(1)) @ [0(2)) = [0(1)0(2))
5. a(Blvi)) = (af)[vi) =

a(Ble(1)x(2)) = a(|6x(2)) @ l¢(1))) = |abx(2)) @ |¢(
= (aB) [x(2)) @ [p(1)) = (af) lp(1)x(2)

1))

)

6. (a+p)|vi) =alvi)+Blvi) =
(a+ B) le(1)x(2)) = [p(1)

= lp(1)
= a|p(

) x(2)) = lp(1)) @ ax(2) + £x(2))
X(2)) + B x(2)))]
) @ [x(2)) + Ble(1)) @ [x(2))

= ~— ~—
R R
+

@

7. a(vi)Blv) =alvi)Balv;) =

a(lp()x(2)) +[¢(1)E(2))) = a (e

(1)) @ [£(2) + x(2)))
= Ja(p( (
(
)

(
1)) @1€(2) +x(2))
1)) @ §(2) +x(2))
+lag(1)¢(2)))
+al¢(1)€(2))

)+¢
1)+¢
= lap(1) +a¢

1
= (lap(1)x(2)
= afe(1)x(2))
Equivalentemente, podemos construir un producto tensorial entre espacios de formas diferen-
ciales. Si & y &5 son dos espacios vectoriales duales a &1 y &2, con dimensiones Ni y Na, respec-

tivamente. A estos espacios pertenecen las formas diferenciales genéricas (((1)] € & v (£(2)| € &;.
Definiremos el producto tensorial de espacios vectoriales duales, £*= €] ® &5, si a cada par de

formas diferenciales (((1)] € & v (£(2)| € & le asociamos un tensor tipo ( g > . Esto es

(CMER) = (M) @ (€2)]

Luis A. Nunez Universidad de Los Andes, Mérida, Venezuela 8
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3.3. La tentacion del producto interno

Uno puede verse tentado a definir un producto interno de la forma

(PMx(2) le(1)x(2)) = (2(1) l(1)) - (X(2) [x(2))

A partir de las definiciones de productos internos en & y £ mostraremos, sin embargo que NO es
una buena definicién de producto interno. Para ello supondremos que - representa la multiplicacién
estandar entre ntimeros reales. Para comprobar que

Debemos demostrar los axiomas o propiedades de los productos internos. Las propiedades que
definen el producto interno son:

1. (x|x) eR AN x)>0 V |[x)eV si (x|x)=0= |x) =10)
Esto es:

((M)x(2) p(D)x(2)) = (1) [p(1)) - (x(2) [x(2))

como (p(1) [¢(1)) v (x(2) |x(2)) son buenas definiciones de producto interno tendremos que

(p(1) [(1)) = 0

(x(2) [x(2)) = 0

= (p(1)x(2) lp(1)x(2)) > 0

Aqui vale la pena mencionar algunos puntos sutiles sobre la segunda parte de la propiedad a
demostrar:
si (x| x) =0=|x) =10) lo cual para este caso se traducen en

0
{p(1) [2(1)) =0
= [@(1)) = |0(1))
(x(2) [x(2)) #0
{p(1) [&(1)) #0
(p(1) 1e(1)) - (x(2) [X(2)) = 0 = = [x(1)) = [0(1))
(x(2) [x(2)) =0
(p(1) [¢(1)) =0 |A(1)) = 10(1))
=
(x(2) [x(2)) =0 [X(1)) = |0(1))

\

definitivamente, habria que restringir los posibles vectores que intervienen en el producto
tensorial, de modo que no fuera posible vectores del tipo

[p(1)0(2)) = [p(1)) ®]0(2)) o [p(1)x(2)) = [0(1)) @ [x(2))

s6lo asi se cumple la propiedad mencionada.

Luis A. Nunez Universidad de Los Andes, Mérida, Venezuela 9
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2. (x|ly)={ylx)" V[x),|y)eV
Esto puede ser demostrado facilmente como sigue

(@(1)x(2) le()x(2)) =

3. xly+z)=ly)+{&xlz) A (x+zly)=y)+{zly) VIx),ly),[z)eV
Partimos del lado derecho de la primera de las igualdades anteriores:

GXE)le(M)x(2)) + [<(1)ER)] = ((Dx(2)] [le(1) + (1)) @ [£(2) + x(2))]
= (2(1) lp(1) +¢(1)) - (x(2) [€(2) + x(2))

y otra vez, como (p(1) [p(1)) v (x(2) [x(2)) son buenas definiciones de producto interno
tendremos que:

+(e(1) [¢(1))
+(X(2) [x(2))

y al multiplicar (x(2) [£(2) + x(2)) por (¢(1) |p(1) 4+ (1)) surgirdn cuatro sumandos

(@(1) [o(1) (x(2) [€2)+(2(1) lp(1)) (X(2) [x(2))+(2(1) [¢(1)) (x(2) [£(2))+{(1) [C(1)) (x(2) [x(2))

lo cual contrasta con el lado izquierdo al utilizar la definicién dos veces que tienen dos su-
mandos

(@(1)x(2) lp(1)x(2))+{2(1)x(2) [¢(1)&(2)) = (2(1) |e(1))-(x(2) [x(2))+{2(1) [¢(1))-(x(2) |£(2))
por lo cual NO se cumple esta propiedad y no hay forma de enmendarla. Sélo por razones
de completitud.

3.4. Bases para un producto tensorial

Si {|ui(1))} v {|vi(2))} son bases discretas para & y &, respectivamente, entonces podremos
construir el tensor

lui(1)v;(2)) = |ui(1)) @ [v;(2)) € €
el cual funcionard como una base para £ . Por lo tanto, un tensor genérico de £, construido a partir
lo(D)x(2)) = [0(1)) ® [x(2)) = ¢"x Jui(1)v;(2))

donde ¢’ y 7 son las componentes de (1)) y |x(2)) en sus respectivas bases. En otras palabras las
componentes de un tensor en £ corresponden a la multiplicacién de las componentes de los vectores
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en & y & Recuerde que estamos utilizando la convencién de Einstein de suma tacita en indices
covariantes y contravariantes, en la cual c¢* [vg) = Y7_; ¥ |og) .

Es importante senialar que si bien un tensor genérico |¥) € £ siempre se puede expandir en la
base |u;(1)v;(2)) no es cierto que todo tensor de £ provenga del producto tensorial de &1 y &. Es
decir, £ tiene mas tensores que los que provienen el producto tensorial. Esta afirmacién puede verse
del hecho que si |¥) € € entonces

) = ¢ fuy(1)0; (2))

por ser {|u;(1)vj(2))} base para £. Es claro que dados dos nimeros ny y ng habrd ¢/ que no
provienen de la multiplicacién de nins.

3.5. Tensores, sus componentes y sus contracciones

3.5.1. Componentes de un tensor

Denominaremos componentes de un tensor, aquellos nimeros que surgen de incorporar bases
de formas diferenciales y vectores. Asf si {|u;(1)),|v;(2)),[te(3))} v {{(z™(1)], (¥"(2)|} son bases

. 2 .
para los vectores y las formas, respectivamente. Las componentes de un tensor seran

3

[ui (1)) [v;(2)) [t (3)) (=™(1)| (¥™(2)]
mn | | | ! !
S o : e

ijk: °© , O, ) , @

claramente, esta definicién de componente contiene a las componentes ¢/ de aquellos espacios
tensoriales generados por el producto tensorial. Ya si consideramos un tensor como resultado de
un producto tensorial y consideramos que las base {|u;(1)), (" (1)|} su componentes se pueden
expresar {¢"(1)x;(1)}, vale decir,

( i > = lp(1)) @ (A1) = @™(1) [p(1)) @ (AM)] ui(1)) <= {¢™(1)di(1)}

3.5.2. Combinaciones lineales de Tensores

Es claro que podremos sumar (componentes) de tensores como lo hemos hecho con la suma de
(componentes) de vectores

Q+b=(ag+bs)T+ (ay +by) T+ (az +b:) k= (a' +0) i+ (a® +b?) j+ (a® + 0%) k = (a’ + V) |e;)

R = (aQf + 8P
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3.5.3. Producto Tensorial de Tensores

Podemos extender atin maés la idea del producto directo y ahora realizarla entre tensores. Asi dos

2 2
tensores tipo < 0 > y ( 1 > si se cumple que

[p(Dx(2)) @ [u(1)£(2)0(1)) = |p(1)) @ [x(2)) ® |p(1)) @ [£(2)) @ (O (1)]

[(C(1)] (€(2)] [ui(1)) (e(D)] (#(2)]
7| s ) . ®P $ ; . , .
Mui(1)) ()] (@(2)] (CB3)] (€4)]

! ! ! 1 1
=R 0O ; e, e , e . e

3.5.4. Contraccién de un Tensor

Denominaremos una contraccién cuando sumamos las componentes covariantes y contravarian-
tes, esto es ¢'(1)x;(1) lo cual genera un escalar independiente de la base. Esta situacién serd méds
evidente cuando definamos métricas y contraccion de tensores. Por analogia y considerando un caso

mas general, dada una componente SZT,? correspondiente a un tensor ( ) podremos construir un

3

nuevo tensor ( ) a partir de una contraccion. Las componentes de este nuevo tensor seran 577, =

2 ijk
Sj’?k. Del mismo modo, dadas las componentes de dos tensores, P y szjk generaran componentes

! lij _ plmyij ¢
de nuevos tensores R,” = P"Q,7 . Asi

(Y| o
2 ij - < 1 ) :>RZ] :leQ;]mk
)
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Es claro que si dos tensores derivan de productos tensoriales y si {|u;(1))}, {{(w™(1)|} v {|vi(2))}
son bases ortonormales para £ &y &2, entonces sus productos podran ser expresados como

H13) = (315 (2)) fus(1) @ [v(2)) )
pii
a(0)(1)) = (o (1)) (1)) @ (™ (1)

(S
Qi

(' ()8n(2)) (1)) @ (@™ (V)] [(+ (167 (2)) us(1) @ [05(2))] =

o' (1)m(2) (v (1) (2) {w™ (1) [ui(1))} |v;(2) @ [ur(1)) =

om

7

l k j i7 )l jl
o’ (1)Bk(2) (W (1)5J(2)) 0 (2)) @ [ (1)) = PYQ;[v;(2)wi(1)) = R |v;(2)uw (1))
Pero més ain si |u;(1)vj(2)) = |ui(1)) ® |v;(2)) € € es base de £ entonces se puede demostrar
lo anterior sin circunscribirnos a tensores cuyas componentes provengan de multiplicacién de las
componentes en cada espacio vectorial.

3.5.5. Simetrizacion de Tensores

Un tensor (las componentes) serd simétrico respecto a dos de sus indices si su permutacién no
cambia su valor:

Si=Si  SY=S5"%  Sygemn=Siikemn 57 = 5
y serd antisimétrico si
. ii i o 5okl _ 5ol
Aij = —A]’i, AY = A Azgklmn = _Aij-~~lk~~-mn AY mn— A% mn

Un tensor de rango 2, viene representado por una matriz. La matriz que representa un tensor de
rango 2, tendra como maximo 6 componentes distintas serd

o Si Sy S St Sy S
Si=sl=| 5% 53 53 |=| S 55 53
S8 s3 sy sl os2 sy

mientras que un tensor antisimétrico de segundo orden tendrd, cuando méaximo, tres componentes
con valor absoluto distintos de cero

| . 0 Ay A
Ab=—Al=| -A7 0 A3
—A? —A3 0
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Siempre es posible construir tensores simétricos y antisimétricos a partir de un tensor genérico.
Esto es:

1 1
Sij =5 (Tij +Tji) =Tij) <= Sijekleomn = 5 (Tijetitermn + Tigeothomn) = Tijooo(kl)-mn
1 1

Ay=5 T —Ti) =Ty = Aijekteomn =

5 (Tijktomn — Tijotkemn) = Tijeofil]ooomn

2
Maés ain, es evidente que las componentes de un tensor genérico T;;, pueden expresarse como una
combinacién de su parte simétrica y antisimétrica

Tij = Sij + Aij
Obviamente que algo equivalente se puede realizar para componentes contravariantes de tensores.

3.6. Tensor Métrico, Indices y Componentes
Para una base genérica, {|x;)}, no necesariamente ortogonal, de un espacio vectorial con pro-

ducto interno, podemos definir la expresién de un tensor simétrico ( ) que hemos denominado

2
tensor métrico como

glo,o0 | =ggj=9i = gj=g9=28lx),x;)]

xi) [%5)

Nétese que las g;; = gj; son las componentes del tensor g s , 0, | una vez que la base {|x;)} ha

xi) [%5)

S iy . I
actuado. La denominacién de tensor métrico, no es gratuita, g | o, o, | cumple con todas las

propiedades de la métrica definida para un espacio vectorial euclidiano. Vale decir

[xi) [%5)
1 . o
Lglo,o | =glx),x)=95=9i20 VIx;) ysi glxi),|[x)]=0=i=
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2. g, %)) = gllx) s [xi)] = gij = g

3. gllxi), [x5)] < gllxi),|zx)] +gl|zx) , [x;)] La desigualdad Triangular

Si la base genérica, {|x;)} , es ortonormal entonces estas propiedades emergen de manera natural
y es claro que

lei) lej)

g|o,o | =sglo=gje|e(=gi(d|eE] v gloo=g"e)xle;) =g |ej)2e;)

con lo cual sus componentes serdn matrices simétricas g;; = gj; y igualmente g*/ = ¢’*. En general
impondremos que

(95 ('] @ (¢/) (gkm ler) ® |em>) = gi;9" (€' |ex) (&' |en) = gijg"™0},60, = gijg’ = 5i =n

yaque i,j =1,2,3,--- ,n. Con lo cual g;; es la matriz inversa de g% . Es decir, claramente, hemos
definido las componentes contravariantes del tensor de modo que cumplan con g;,g* = &
Adicionalmente, es también es claro que

(935 (e'| © ('] la) = a* (g1 ('] @ (e]) lex) = agi; (e’ lex) ('] = a"gi;] (€| = a"gun (€| = ai (e'|

con lo cual a; = a*g;;,. De esta manera, el tensor métrico nos permite asociar componentes cova-
riantes a componentes contravariantes. Dicho rapido y mal pero muy frecuente, el tensor métrico
nos permite subir y bajar indices. De la misma forma

(a] (97 |ei) @ lej)) = (al (97 |e:) @ |e;)) = g” (a |ei)®]ej) = arg” <ek lei) l&j) = arg™ |e;) = a’ |e;)

otra vez o/ = arg" , y subimos el indice correspondiente. La importancia de esta
Otra forma de verlo es combinando las propiedades del producto directo de tensores y contrac-
cién de indices

g les) @ le;) @ PI™ ler) @ lem) ® len) @ (] —>

g P lej) @ P let) © lem) @ [en) ® (o] ) =

g7 P lej) © ler) ® lem) © len) - <ek ei) = P/ Jej) ® ler) © lem) ® |en)

N——
5k

gijPilmn = lemn
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Adicionalmente, el tensor métrico permite la contracciéon de indices. Asi, dado un producto
tensorial de dos vectores que se pueden expresar en una base ortonormal
ja,b) = |a) ® [b) = a"b"™ [ey,) @ |en)
0
(gij <ei’ ® <ej‘) (ak lex) @ b™ |em)) = akbmgijéliéfn = akbmgkm = ab, = (b la) = (a |b)
Con lo cual ,el producto interno de dos vectores involucra, de manera natural, la métrica del espacio.

Esto es
(b |a) = (a |b) = a"b, = axb® = A" g = arbmg™™

Obviamente la norma de un vector, también incluird al tensor métrico:
la)|* = (a |a) = aia’ (& |ej) = asa’ = aja; g7 = '’ g

El caso mas emblemadtico lo constituye la norma de un desplazamiento infinitesimal. Para una
base genérica, {|€;)} no necesariamente ortogonal de un espacio vectorial con producto interno, el
desplazamiento infinitesimal puede expresarse como

(ds)? = (dr |dr) = (d Fr <é"7‘) (d 3™ |8m)) = <ék 18m) d & d 3™ =d Fpp d 3™ = G d 35 7™

Si la base {|e;)} es ortogonal (cosa mas o menos comin pero no necesariamente cierta siempre) las
matrices g;; y g* son diagonales cumplen con

9ii = gl — (ds)? = (1 dz')® + (ha da?)” + (hy da®)?

donde h; = /g;; con i,5 = 1,2, 3.

4. Un par de tensores

4.1. El tensor de esfuerzos (stress)
4.1.1. El caso 2D

Supongamos un cuerpo que se encuentra en equilibrio y estd sometido a un conjunto de fuerzas
externas. Para facilitar las cosas consideremos el efecto de esas fuerzas sobre un plano que contiene
a un determinado punto P (ver figura 1 cuadrante Ia) Es decir, vamos a considerar los efectos de las
componentes de todas las fuerzas sobre ese plano y obviaremos efecto del resto de las componentes.
Como observamos en la figura 1 Ib y Ic, si cortamos la superficie en dos lineas (AB y A’'B’),
observaremos que el efecto del conjunto de fuerzas externas es distinto sobre P en la direccién
perpendicular a cada una de esas lineas. De hecho al “cortar” la superficie las fuerzas que aparecen
sobre las lineas AB (y A’B’) antes eran fuerzas internas y ahora los son externas al nuevo cuerpo
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e
Y e
1 X, oy dx I
¥ = ——p
¥, T dyy )
| Eir s 1
—l [y e ||
y AR l Tex dy
Ay dy
[ ,‘T X s dx
—x dx

Figura 1: Tensor de Esfuerzos (stress) en 2 dimensiones

“cortado”. Asi, estas fuerzas por unidad de longitud' sobre el punto P existen un conjunto de fuerzas
que generan esfuerzos (stress). Por lo tanto es claro que los esfuerzos sobre un punto dependen del
punto, de las fuerzas externas y de la direccién del efecto.

Para irnos aclarando consideremos un elemento de area infinitesimal ds sobre la cual actian un
conjunto de fuerzas externas, las cuales las podemos descomponer como normales y tangenciales a
la linea sobre la cual estén aplicadas (ver figura 1 cuadrante II). Es costumbre denotar los esfuerzos
normales y tangenciales

T Y2 = Ude —_— XQ = TQd.%'

dz
_ Y3 =mdy | 1Y, =mndy
dA=dzdy = Xy = oady — dy gi dy LX) = oydy

T Y4 = 04(1.%' — X4 = T4d£L'
La segunda ley de Newton nos lleva a

. midy + o2dr + 73dy + 04dz = 0 = (02 + 04) dz + (11 + 73) dy
Y FM=dmi=0 =
o1dy + rodx + o3dy + 7ydx = 0 = (12 + ) dz + (01 + 03) dy

con lo cual
oy =—04; TI=-T3

To = —T4 o] = —03

'En el caso tridimensional, las fuerzas que generan los esfuerzos seran definidas como fuerzas por unidad de 4rea.
Ese caso lo veremos en la préxima seccion.
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pero més aun, como estd en equilibrio, también la sumatoria de torques se tendra que anular. Esto
es

(r1dy) %’3 — (1odz) d—Qy =0

= T1 =T =T3 = T4

(t3dy) %’3 — (1ydz) d—Qy =0
con lo cual, nos damos cuenta que existen sélo tres cantidades independientes: dos esfuerzos nor-
males 01 y 09; v un esfuerzo tangencial 7. Adicionalmente notamos que los esfuerzos tienen que
ver, con la direccién de la fuerza y la superficie sobre la cual va aplicada. Con ello podemos diseniar
la siguiente notacién para los esfuerzos: o;;. El primer indice indica la direccién de la fuerza y el
segundo direccién de la normal de la superficie donde estd aplicada. Asi, tal y como muestra la
figura (ver figura 1 cuadrante II)

01 =0gxg; —04=0yy; T2=0zy=O0yg

El cambio de signo se debe a lo incémodo de la notacién o4 = o,_, ya que la normal de lado 4
apunta en la direccién —y. Es importante también senalar que los esfuerzos en cualquier punto
contenido en el diferencial de drea dA = dxdy deben ser considerado constantes. O, lo que es lo
mismo, que podemos hacer tender a cero el drea del diferencial y con ello asociar los esfuerzos o;;
a un punto P contenido en dA sobre la cual hemos calculado los esfuerzos.

En esta misma linea de razonamiento, nos podemos preguntar cual es la expresion de los esfuer-
zos cuando se miden respecto a una superficie genérica, definida por un vector normal 7 (ver figura
1 cuadrante IIT). Es decir, queremos conocer los esfuerzos medidos en el punto P en la direccién 7,
es decir g,,,. Tendremos que en

T — 04pdy + ozydar = oppdscos ¢ + ospdsseng;  y — oyydx + 0y, dy = oppdssen ¢ — og,dscos @
Ahora bien, dado que dy = dscos ¢ y de = dssen ¢, entonces podemos expresar

Opn = Ogg COSZ & + Oy SEN P COS @ + Ty SEN P COS @ + Ty sen? ¢

Osn = Ogg SEN ¢ COS @ + 04y sen? ¢ — Oyx cos? ¢ — Oyy S€N ¢ oS ¢
v si ahora nos damos cuenta que si construimos una matriz

A — Ar =cos¢p A =sen¢
77\ Al =sen¢ AY = —cos¢

entonces podemos expresar

Onn = Ay AL Ope + AL AV ory + AV AV oye + AV A% 0y — opp = A, Aoy coni,j=mn,s

Oon = A5 AT 0w + AS AV 00y + AVAT 0o + AVAY 0y — 05 = A Al oy coni,j=mn,s

es decir oy = ALAloy; con 4, j, k,l =n,s. A
Como veremos mas adelante, cualquier objeto que transforme como o = A}CAg 0;; lo llamaremos
tensor de segundo orden.
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=== F Fuerzatotalen dSi)
i > " Vector normal
Gl
“Area dS, TT=-

e

E S
e 5 /

Figura 2: Tensor de Esfuerzos en 3 dimensiones

4.1.2. El caso 3D

Analicemos ahora el caso tridimensional. En este caso también procedemos como en el caso
anterior estableciendo las condiciones de equilibrio

ZEethO y 27—_;611‘,:0

con ello construimos un volumen (ctibico) diferencial y construimos los esfuerzos normales y tan-
genciales, los cuales seran

opdydz;  oyydadz;  o..dxdy; ou.drdy;  oy.drdy;  ogydrdz;

Siguiendo el mismo proceso que involucra imponer el equilibrio es facil demostrar que al igual que
el caso anterior, el tensor de esfuerzos o;; cumple con:

Ozz = Ozz; Oyz = Ozy; Ogy = Oyx

y por lo tanto tendremos 6 componentes (tres normales y tres tangenciales) independientes. Es
decir, si bien el tensor de esfuerzos o;; viene representado por una matriz 3 x 3 y por lo tanto
tiene 9 elementos, sélo 6 son independientes. Construyamos ahora el caso general para un tensor
de esfuerzos en un medio elastico. Para ello construimos un tetraedro regular tal y como muestra
la figura 2, y sobre su cara genérica asociada a un vector normal 77 una fuerza

F, = 0,,dS,
F= ‘F( Gy = F'y = Fi+ B+ Rk —{ F,=0,dS, —F'=0¢inldS —F=¢-dS
F, =0.,d5,
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se especifica como la fuerza que actiia sobre un determinado elemento de superficie. Es claro que
la condicién de equilibrio se traduce en

1 1 1

Y Fui=0 — 0u,dS, - 0zedy dz = Soaydr dz — Sop.dr dy =0
1 1 1

g Fy;=0 — 0y,dS, — §aymdy dz — §ayydx dz — ioyzdm dy=20

1 1 1
Z F,=0 - 0,,dS, — szdy dz — 2azyd:r dz — iazzdx dy=0

Si consideramos que la proyeccion de d.S, sobre cada uno de los planos del sistema cartesiano
tendremos que

dS™ cos ;) = 3dy dz = dS™ AZ
dS™ cos (J;71) = %dm dz = dS™ AY, — Ogn = Oga A} + 05y AV + 04, A7

dS™ cos (K;it) = 3dx dy = dS™ AZ
y equivalentemente
Oyn = Oyz Ay + 0yyAY + 0y AL Y O = 02245 + 02yAY + 0. A5

las cuales se conocen como las relaciones de Cauchy y representan los esfuerzos sobre la superficie
con normal 77. Ahora bien, dado que F = o -dS es una relacién vectorial podemos proyectar en la
direccion 1,

iy F =l - 0-dS  — F™ = gdS" = (07" AL) dS™ = (o7 A1) dS”

OmndS™ = (JmiAil) dsS"  — 0, dST = (akiAfilA;) dS"™ coni,j=uz,y,z

Una vez més vemos que transforma como un tensor.

4.2. FEl Tensor de Inercia

Consideremos el caso de un sistema de n particulas. La cantidad de movimiento angular para
este sistema vendra dada por
=D m) (7o) X 7))
i

donde hemos indicado que la i—ésima particula que estd en la posicién 7{;) tiene una velocidad ¥;).
Si las distancias entre las particulas y entre las particulas y el origen de coordenadas es constante
podremos expresar la velocidad de cada una de ellas como

—

o) = & x 1)
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(; por qué ?). Donde & es la velocidad angular instantanea del sistema. Entonces tendremos que
Zm (7 < (& % 7w)) = Y _map (3 (7 - 7)) — 7y (3 70))
i
y para cada particula se cumple que, las componentes de la cantidad de movimiento angular seran

=>_m) (wk (T@)T(nm) — 7y (wmm')m))

Si vemos que wk. = ¢Fw! . entonces
(4) L)

_ (ZZ: e (51%1 (TZ‘L)T(Z’)W) — by (W) )) (Z m ( < m)m) —rf) (m‘)l)))

k
Il

es decir

LrF = wéi)[l’“ donde I} = Zm () (51 ( (z)m) - 7"@;) (T(i)l)>

el objeto I, lk se conoce como el tensor de inercia y corresponde a 9 cantidades (a pesar que sélo 6
son independientes porque es un tensor simétrico)

Lnw = 32 m;) ( Yy + 20 >> Loy = = 32m) (26 y) = 2ima) (7)2)
If=| Luy=Y; may (T6)y) Iyy =32, m@) <x%z) + 2(21‘)) Lz = = 32 ma) (Y 2a))
Ly =),mg) (iv(i)z(i)) Ly =32 mg) (y(i)z(i)) Loz =32 ma) (Z(Qi) + y?ﬁ))

nos contentaremos por ahora, suponer que esta construcciéon es un tensor y lo demostraremos mas
adelante.

La ilustracién mas sencilla de que la masa en rotacién se comporta como un tensor y no como un
escalar lo vemos en la rotacién de dos masas, m1, my iguales (con lo cual m; = mg = m) unidas por
una varilla sin masa de longitud [. Si el sistema (masas + varillas) se encuentra girando alrededor
su centro de masa y ambas masas se encuentran sobre el plano x, y, vale decir que la barra sin masa
forma un dngulo de o = 7 con el eje z. Entoces tendremos que

L1 l - dr’ [ do [ do

r:§c089i+§sen0]:>17:a— 3 3¢ S0 014—5&0089]

con lo cual
dt

I_: =m (Fl X 171) + mo ('FQ X 772) = m(m X 171) —|—m((— 1) X (—Ul)) =2m (7”1 X 7)1) = <2>

ya que
mp = mg =m,; Ty = —T1 y Uy = —11
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5. Repensando los vectores, otra vez

5.1. Vectores, Covectores y Leyes de Transformacion

Hemos visto que un determinado vector |a) € V' puede expresarse en una base ortogonal {|e;)}
como @’ |e;) donde las a’ son las componentes del vector contravariantes en la base que se ha
indicado. En general, como es muy largo decir “componentes del vector contravariante” uno se
refiere (y nos referiremos de ahora en adelante) al conjunto {aj } como un vector contravariante
obviando la precisién de componente, pero realmente las a/ son las componentes del vector.

Adicionalmente, en esta etapa pensaremos a las bases como distintos observadores o sistemas de
referencias. Con ello tendremos (algo que ya sabiamos) que un vector se puede expresar en distintas
bases y tendra distintas componentes referidas a esa base

|a) = @’ |ej) = @’ |&;)
Asi una misma cantidad fisica vectorial “se vera” distinta (tendra distintas componentes) desde
diferentes sistemas de coordenadas. Las distintas “visiones” estdn conectadas mediante un trans-
formacion de sistema de referencia
que veremos mas adelante.
Igualmente hemos dicho que una forma diferencial (b| € V* es susceptible de expresarse en una

base {<e"} del espacio dual V* como b; <ei} y, como el espacio estd equipado con un producto
interno entonces

(a|b) = (bla) = (b; (€'|) - (a |ej)) = biajéé =a'b;
Con lo cual avanzamos otra vez en la interpretacion de cantidades fisicas: una cantidad fisica escalar

“se vera” igual (serd invariante) desde distintos sistemas de referencia.
Ademsds sabemos que unas y otras componentes se relacionan como

(&' |ay = a’ (&' |e;) = ajéj» =a’ (e’ |&;) al = Aj»&j

(8 |a) =@’ (&' |&;) = aldt = al (& |e;) i = Al
donde claramente

(' &) = Al; <é"|ej>:j1;l y A;A;?:a;i — A;'.:(A;i)*l

Diremos entonces que aquellos objetos cuyas componentes transforman como a* = A}ELJ o equivalen-

temente a' = fl;-aj seran vectores o en un lenguaje un poco mas antiguo, vectores contravariantes.
Tradicionalmente, e inspirados en la ley de transformacion, la representaciéon matricial de las compo-
nentes contravariantes de un vector, (e’ |a) = o/, para una base determinada {|e;)} se estructuran
en una columna

la) = (e'l|a) coni=1,23,---,n <=
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De la misma manera, en el espacio dual, V*, las formas diferenciales se podran expresar en
término de una base de ese espacio vectorial como (b = b; (€'| = bi (€'| Las {b;} serdn las compo-
nentes de las formas diferenciales o las componentes covariantes de un vector |b) o dicho répida-
mente un vector covariante o covector. Al igual que en el caso de las componentes contravariantes
las componentes covariantes transforman de un sistema de referencia a otro mediante la siguiente
“ley de transformacién”:

<b \ej) = bi <ei ]ej> = bZ(S; = Bz <éz ]ej> bi = [;zA
<b ‘é]> = i)z <éz ’éj> = 51(5; = bi <e”‘ ’éj> I;z = bl.[l

Otra vez, objetos cuyas componentes transformen como b; = biA;- los denominaremos formas dife-
renciales o vectores covariantes o covectores y seran representados matricialmente como un arreglo
tipo fila

(b = (bley) coni=1,23,--,n <= (b by -+ by)

5.2. Cartesianas y Polares, otra vez

El ejemplo més simple, y por ello, cldsico y emblematico de lo anterior lo constituye las ex-
presiones de un mismo vector en dos sistemas de coordenadas en el plano: Cartesianas {[i),|j)} vy
{Ju,) ,|ug)}. Esto es

|a> = Qg ’1> + ag ‘J) = a’l ’el> + CL2 ‘e2> y ‘a> = Qr |ur> +ag |u0> = dl ’é1> + d2 ’62>
Al expresar una base en términos de la otra obtenemos
|u,) =cos@ |i) +send |j) y |lug) = —sen@ |i) + cos |j)

con lo cual

=\ g i (i|uy) (i|ug) cosf —senf
<e &) =45 = AA_( senf  cosd

’ ’ (lar) G lug)
y
& le;) = At 7i _ ( (wli) (ulj) \ _ [ cosf send
(8" les b= A ( (ug [i) (ug [j) > N ( —senf cosf )

cumpliendo ademés
cos) —send cosf senf
senf cosf —senf cosf

De este modo si

(1 0) = A Ak =yl

la) = a, [u,) + ag [ug) = @' |&1) +a? [&2) = az |i) + a |j) = a' |e1) + a?|es)
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tendremos que
i i cosf senf a a agzcost + a,send
g g AZA J < z g r P z Y
“ ¢ ( —senf cosb > <ay > <a9 ) ( —axsen9+ay0089>
con lo cual

ar = ay cos 0 + a, sen 6 y ag = —az sent + a, cos

del mismo modo
g— Algi cosf® —send ar \ _ ( @z \ _ [ arcos 0 — agsenf
J senf) cosf ag ay arsenf + ag cosf
a; = a,cosf —agsend y ay = a,sen 6 + ag cos 0

5.3. Repensando las componentes

En general podemos pensar que las componentes de los vectores pueden ser funciones de las
otras. Consideremos el ejemplo anterior con esta vision. Tendremos que un punto en el plano viene
representado en coordenadas cartesianas por dos nimeros (x,y) y en coordenadas polares por otros
dos nimeros (r, ). Siguiendo el ejemplo anterior un punto P, en el plano lo describimos como

|P) =rplu,) =zp|i) +yplj)

Veamos como estan relacionadas estas dos descripciones. Para este caso las ecuaciones de transfor-
macion son

zp=ap(r,0) =a' =z (2,7 PN rp=rp(z,y) =z' =i' (2!, 2?)
yp =yp ( ! 0 =0p (z,y) =3° = 7% (z',27)

y explicitamente
z! = &' cos#?

=
s g2 — gl =2

Irp =Tp COSGP
yp =7rp senbp

y
rp= it = 8= /@)t @)

f0p = arctan (yp) — 72 = arctan (i—f)

zp
Es claro que ambas coordenadas estan relacionadas y que se puede invertir la relacion

# =i (2!, 22) } . { R ()

72 = 72 (:zl,x2) 2% = 22 (fl,x )

si se piden cosas razonables:
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= que las funciones ! = ¢ (™) y #/ = 7/ (z™) sean al menos C? (funcién y derivada continua)

. . . . .. 0 =*(z' 32
= que el determinante de la matriz Jacobiana sean finito y distinto de cero det (W) #0.

Maés atn, si

o oo O —de=gmda

gt = 2" (7 (a™))
con lo cual intuimos dos cosas:

1. que las componentes de un vector, deben transformar bajo un cambio de coordenadas como

) 9 (3l 42) _
xt = 718(3;3;33 )xl.
0zt o &

525 Y 5% son una la inversa de la otra.

2. Las matrices Jacobianas

Veamos si es cierto para el caso de vectores en el plano. Para ello calculamos la matriz Jacobiana

(matriz de derivadas) la cual serd
1(51 52
' (TH,T ~ ~ ~
) < cosi? —i'sen? >

i (71 =2 o ! (3',3%) !
o' (2h,2%)) _ 9 7l 5 22 _
0 ! ! ! seni? 7! cosi?

o
- 0 2?(zh,3%) 0 2*(z'.3?) -

y seguidamente, identificando

i (=1 ~2 - - ~ ~
; 0zt (x , T )~l 2! cosi? —7lsenz? Fl
r=—a 7 - 2 = ~2 ~1 =2

0z T sen T CcosT 0

Igualmente, si calculamos la inversa de la matriz Jacobiana

. - - _1 5 _ wl x2
X T T ($1)2+(Z‘2)2 (x1)2+( 2)2
tendremos
x! z2 ;
(5) = o VIR ) (5) == 0Ty
! (acl)"’_f(asz)2 (a:l)ngk(xQ)z v 0
Es decir

=@+ —=r=Vel+y2 y 0=0

Supongamos ahora que tenemos el caso tridimensional en esos mismos dos sistemas de coorde-
nadas: uno cartesiano (:cl =z, 2=y, 2= z) y otro esférico (5:1 =r, =0, = d)), tal

y como hemos supuesto anteriormente el punto P vendra descrito por

|P) =rp|u,) =xpli) +yplj) + zp k)
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otra vez
r=x(r0¢) =2 =2! (5:1,532,5:3) r=r(zyz) =i =z (931,3:2,363)
y=y(r6,¢)=2%= 2(571,9%2,553) — 0=0(xy,z2)=i*=i> (xl,x2,a;3)
z = Z(T’,e, ) - ‘TS =z (i‘l’j27fi3) ¢ = ¢(x7yaz) = j?’ =z’ (:Elva,x?))

Las ecuaciones de transformacién seran

xp=71p senflp cosop = 2! =i! sen#? cos?
yp =1p senfp sen¢p — 22 =7! seni? seni®
zp =rp cosflp = 23 =7! cosi?

# = /(@) + (@) + (29)?
72 = arctan (i—f)

~ A ()2 (22)2
3 = arctan (()xj()>

rp=\/T%h +yh+ 2%

— yp
¢p = arctan a:p)

Wﬂ/fp)

IR

f0p = arctan g

con lo cual la matriz de las derivadas sera para esta transformacion en particular sera

sen (6) cos (¢) —rsen (0)sen(¢p) rcos(f)cos (@)

.%'i jl i’Z i’3
0 ( y Ly ) - sen (f)sen (¢) rsen(f)cos(¢p) rcos(0)sen (o)

8 & cos (6) 0 —rsen (0)
es decir
9 & (jl 72 503) sen (.%2) cos (5:3) —7! sen (.%2) sen (.%3) 7! cos (:Z"Q) cos (37:3)
3 ll ’ = sen (5:2) sen (573) 1 sen (5:2) cos (:133) 71 cos (:%2) sen (573)
v cos (9?2) 0 —71lsen (932)
y su inversa
L sen (0) cos (¢) sen(f)sen(¢) cos ()
0x (:Elv 1)2, :L,S) _ B sen(qﬁe) COS(¢9) 0
0 ! cos(%iiré)(s(zb) COST(Z()?I;((%H)((;S) __sen(6)
- r ) z
r \r ,xr",T _ :Ez;—i_yyz %4_312 0

l
dx Tz Yz —/ 2242

e e R e e R T

dejaremos al lector comprobar que, efectivamente,

i (71 52 53 ) 1 .2 .3
_dx (”(;;;’””)zl e a_0% (fg;lvw)xz

xl
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6. Transformaciones, vectores y tensores

En general las afirmaciones anteriores se pueden generalizar considerando que las coordenadas
que definen un determinado punto, P, expresado en un sistema de coordenadas particular, son

(ml, z2, .- ,:17") y las coordenadas de ese mismo punto P, expresado en otro sistema de coordenadas
es (5;1, 72, ... ,56”) ambas coordenadas estaran relacionadas por
=gt (xl,xZ,--~ ,ac”) z! =gt (:731,%2,~ ,5:”)
;%2:3?2(361,302,---,30") 1'22562 (:Z’l,fﬁQ,---,.’fn)
<
jnzin(xl’w27.”’xn) Z’n:xn(.fl,.%Q,'",i'n)
es decir ' = 7' (2?) <— z*=2"(37) cont,57 =1,2,3,---,n. Otra vez, sélo exigiremos (y es
) ) ) ) ) )

bastante) que:

1. las funciones 2! = ¢ (3™) y &/ = %’ (z™) sean al menos C? (funcién y derivada continua)

. . . . .. 0 zt(z1,32
2. que el determinante de la matriz Jacobiana sean finito y distinto de cero det (wa)) #0.

0 !
Esto es

o0&l 0al 9 &l
ozl 0 x2 0 z™
ozl 02 . o » »
9a? 07 0= o' =2'(@") = =7 (")
oz 90" o a"
ozl 0 zx? 0 zn

Ahora bien, una vez mas, derivando y utilizando la regla de la cadena

_axi
0k

ozt 9zt ok

_ ~k
ol 0k ol dz

=0 =da'

' =" (7 (™))

y como hemos comprobado para dos casos particulares, de ahora en adelante tendremos que:

ReDefinicion Tal y como hemos visto, un conjunto de cantidades {al, a’, - ,a”} se denominaran compo-
nentes contravariantes de un vector |a) € V en un punto P de coordenadas (xl, z2, .- ,a;”)
si
1. dada dos base ortonormales de vectores coordenados. {|e1) ,|e2), - -|en)} v {|€1),[€2), - |€n)}

se cumple que

r@—wmp—w@>-é{<é

(&

_ . . .
I=8) L s
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2. o equivalentemente, bajo una transformaciéon de coordenadas z* = z* (:EJ ) con i,j =

1,2,3,--- ,n., estas cantidades transforman como
.0 .0t 0z ok .
~q k i ~k )
a'=——a — a=—Fa" con ——=9§
0 xk 0 Ik 0 1k 9 x! !
y donde las cantidades ‘g f; y g g,z deberan ser evaluadas en el punto P .
ReDefinicién Un conjunto de cantidades {b1,bo,--- ,b,} se denominardn componentes covariantes de un
vector (b| € V* en un punto P de coordenadas (xl, z2, - ,x") si

1. dada dos base de formas {<e1

, (e?
p=nel=n@ = {5 = v

2. o equivalentemente, bajo una transformaciéon de coordenadas z* = z° (507 ) con i,j =

(e} y {(&

(&

,++ (€"} se cumple que

1,2,3,--- ,n., estas cantidades transforman como
~ 0z’ 0 - 0z 9k ~
bp=——0b << by=—+0b con ——=0
Pk PR ik oal
y donde las cantidades g f; y g gl deberan ser evaluadas en el punto P.

ReDefinicién Generalizamos los conceptos anteriores de la siguiente manera. Dado un conjunto bases para
de formas diferenciales {(xz™(1)|, (y™(2)|} hemos definido las componentes contravariantes de
un tensor

(=@ (@)

TZ_] =T o b4 cVv - {TU}E{T117T12,"' ,T1n7T21,T227"' 7T2n’”' ’Tnn}
ahora, en esta vision, las componentes contravariantes en un punto P de coordenadas (a:l, 2, :c”) ,seran
aquella que bajo una transformacién de coordenadas x* = z* (537 ) cont,7 =1,2,3,---,n.,
estas cantidades transforman como

. 7o 3 iy i J . i 9 gk ‘

T”:ax 0z pkm T”:am 0x FEm eon 0x'02 i

0 xk o xm o0 7k o zm 0k 9 x!

y donde gf,z y gg,i deberan ser evaluadas en el punto P . Esta generalizacién nos permite

construir el caso mas general.

ReDefinicién Si {|t;(1)), |u;(2)), -, [ve(m))} y {{z°(1)], (y/ (2)],-- -, (9(n)|} son bases para los vectores
y las formas, respectivamente. Las componentes de un tensor seran

(1) |u;(2) o (m)) (z=(1)] (¥! (2)] (29(n)]
(l) l l l l

mn __ .
z]k_T ° ., [ I o 5 e e -, o
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un conjunto de cantidades {Tllll, T12117 ... 7T1”-'--117 Tﬂ::il’ T;::f’ . ’Tr%{-'-'-lp TR } se de-
nominaran componentes contravariantes y covariantes, respectivamente, de un tensor mixto
en un punto P de coordenadas (:1;1,3:2, ‘e ,a:”) si bajo una transformacion de coordenadas

' =xt (:%7) coni,j=1,2,3,---,n., estas cantidades transforman como

o 0F 002 at p o 0t 02l 9¢ :

Tik — e N L SRS o i .. D q
“9 T ggp Qa1 ze  Qx9  ed e9 T gap i1 xe O g9 od
% 7k ; . ~i i ,
con 9595 — iy donde las cantidades 9% y 94 deberdn ser evaluadas en el punto P.

6.1. Un ejemplo

Ilustremos ahora las transformaciones de tensores bajo cambios de la base del espacio vectorial.
Una vez mas consideremos dos bases de vectores coordenados {|e1),|ez2),|es)} v {|€1),]€2),|€3)}
para el espacio vectorial R3 La expresion de un determinado tensor en la base {|e1), |e2), |es)} serd

. 2 1 3
{ler).le2),les)} ={li), i) . [k)} =Tj=|(2 3 4
1 2 2
Si consideramos una nueva base
|€1) = |i) <él |e1) =1 <él |€2) =1 <él |es) =1
{[€1).e2),[€3)} = ¢ [&2) = [i) +1[j) — | (&le))=1 (&e) =2 (&&3)=2
&3) = [i) +[i) + |k) (&) =1 (& &) =2 (& [es) =3

para ese mismo espacio R3 encontraremos la expresién que toma T; en esa base. Igualmente encon-

traremos las expresiones para los siguientes tensores: TZ-J , Ty, T%. Nétese que esta nueva base no es
ortogonal ,(&" |&;) # 6F, con lo cual no se cumplen muchas cosas entre ellas [&;) (6*| # 1

Para encontrar la expresion T; lo haremos expresando los vectores base {|e1),|e2),|es3)} =
{1i),1J),[k)} en término de la base {|é1), |€2),[€3)}

le1) = [i) = |é1)

{le1)le2) les)} == lez) = j) =€) —[&1)

le3) = [k) = [&3) — [€2)
recordamos que un vector genérico

a) = d |ej) =i’ |&;) =

la) = @ |ej) = @' [&1) +a* [&2) + @’ [&3) = a' |e1) + a* (ler) + |e2)) +a° (le1) + |e2) + |e3))
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con lo cual

at le1) + a’ lea) + a’ les) = (&1 +a%+ ZL3) le1) + (&2 + d?’) lea) + a’ les)

y como
9zl _ 9l _ ozl _
o $n=1 fm=L §h-1
a=a +a°+a i i , , ,
2 _ =2 ~3 T __ ~ Jx 0 xz° __ o0x
@ =ata e =o=g e = ga=0 =1L gm=5k
a’=a
9 a3 Qa3 9 a3 .
a1 =0 g2 =0 gm=1L

Es de hacer notar que dado que la base ortonormal {|e1),|e2),|es)} = {|i),]j),|k)} se tiene que

la) = d’ lej) =a' &;) = (e'|a) =d’ (&' |e;) = ajéj =d =a" (e &) = g; = (€' [&)

El mismo procedimiento se puede aplicar para expresar el vector |a) como combinacién lineal de
los vectores |€;)

la) = @ [&;) = a’ |e;) = a' er) + a’ |e2) + a’ |es) = @' [&1) + a® (|&2) — [&1)) + a® (|&3) — [E2))

~1 ~1 =1
o ser =L Fm=-L §m=0
a'=a —a k
- 0z . . N
ci:az—a?’ jak:a’—xi = gﬁiZO, gﬁ:l, gg:—l,
a’=a
Noétese que, como era de esperarse,
D a o~ 1 1 1 1 -1 0 1 00
02t 0 ik ,
G =0 = (01 1]lo 1 —1)=[010
v 00 1 0 1 00 1

Con las expresiones matriciales para las transformaciones ,estamos en capacidad de calcular, com-
ponente a componente, las representacion del tensor en la nueva base con lo cual

%

mT g9 gm
71 9&toad i . 0&l (9al 1 9 x2 1 9 a3 1
Ti= oo Ij= 8901(85;1T1+85:1T2+8:E1T3
o0&l [0 at 2 0 a2 12 0 a3 12
%_8 z2 \ 0zt IH + 0zt JE + 0zt 15
0zl [0 al 3 0 x2 73 0 a3 73
Tow oo It oar I + 571 13
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es decir

3
Il
Q|
8 (&
FS RN
[Sulle))
SHE
!

Ti= 1-(1T] +0T5 +01T})
—1-(1TE+0T3+013)
+0 (L TP +0 T3 +01T%)

Th= 9208 iz T} - T2=2-2=0

<

del mismo modo

71 1 1 2 3
= $uiat= n(an+ia i+ 5am)
~1 1 2 3
+3L (5 M+ 5§55 T3+ 55 T3
~1 1 2 3
+L (5 TP+ 55 T+ 55 T3
es decir . '
Tf= 5555 T = 1. (1T +1 T3 +0 1))
-1- (1T} +1T§+01T3%)
01 TP +1T5+0T3)
_ L
Ty = 9202 mi (T} 4T)) — (T24+TF) = (2+1) - (243) = —2

S5

se puede continuar término a término o realizar la multiplicacién de las matrices 57 7y 0z
provenientes de la transformacion de componentes de tensores. Vale decir

Y 1 -1 0 2 13 111 0 -2 -3
Tn=5 T 5zme |0 1 -1 2 3 4 011 |=(1 2 4
v v 0 0 1 12 2 00 1 1 3 5

hay que resaltar un especial cuidado que se tuvo en la colocacién de la matrices para su multipli-

cacién. Si bien en la expresién TF = 28 9 i Jag cantidades 225 son ntimeros y no importa
. p m = gztoam 1j 9 2 y P

el orden con el cual se multipliquen, cuando se colocan como matrices debe respetarse la “con-

catenacién interna de fndices”. Esto es cuando queramos expresar 7% como una matriz, donde el

indice contravariante k indica filas y el indice covariante m las columnas, fijamos primero estos

indices y luego respetamos la “concatenacién indices” covariantes con los contravariantes. Esta es

la convencién para expresar la multiplicacién de matrices en la notacién de indices?. Esto es

ozk . 0l

oxt I ozm

~ ok oaxd -~
T T Tk
Y9zt 9 gm i = T=

. L j o .
Ahora los objetos %i - ,Tj’f y g ;fn pueden ser sustituidos (en sus puestos correspondientes) por su

representacion matricial.

2Quizé una forma de comprobar si los indices estd bien concatenados se observa si se “bajan” los indices con-
travariantes pero se colcan de antes que los covariantes. Esto es T; — T;; Asi la multiplicacién de matrices queda
representada por C’; = A};B;-c — Ci; = AixBy; y aqui es claro que inidices consecutivos estdn “concatenados” e
indican multiplicacién
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Con lo cual hemos encontrado la representaciéon matricial T,’jl de las componentes del tensor 7
en la base {|€1),|€2),|€3)}
T'=0 T)=-2 T} =-3
TP=1 T3=2 T?=4
TP=1 T3=3 1T5=5

Para encontrar la expresiéon para Tk, recordamos que Ty, = g1, es decir, requerimos las
componentes covariantes y contravariantes del tensor métrico gr, que genera esta base. Para ello
recordamos que para una base genérica, {|€;)}, no necesariamente ortogonal, de un espacio vectorial

con producto interno, podemos definir la expresion de un tensor ( > que denominaremos tensor

2
métrico como

&) 1&;)

glo,o | =0i=05 = §ij=0;=8l€), &)= (& &) = (& &)

O«
O«

g|e, =§i=§" = §i=gi=(g)

Es de hacer notar que la representacién matricial para la métrica covariante g;; de una base orto-
normal {|e1),|es),|es)} = {|i),|j),|k)} es siempre diagonal. Esto es

gin=(erler) =(ili) =1 gz =(e1]e2) =(ilj) =0; g3 =(e1 |e2) = (i]j) =0;
g21 = (e2 |er) = (j [i) = 0; g2 = (ez2]e2) = (j |j) = 17; g3 = (e2 |e3) = (j |k) = 0;

gs1 =(esler) = (ki) =0; g32=(ezlex) =(k|j)=0; g33=(e3les)=(klk)=1;

con lo cual

()
0 -2 -3
(Thim) = {grnT22) = 1 2 4
1 3 5

donde hemos denotado (e) como la representacién matricial del objeto

Para el caso de la base genérica no ortonormal {|€;)} tenemos dos formas de calcular el tensor
(las componentes covariantes y contravariantes) del tensor métrico. La primera es la forma directa

g1 = (& [&1) = (i [i) = 1; g1z = (&1 [&2) = (i| ([i) +[j)) = 1;
go1 = (&2 [€1) = ((i| + (J]) [i) = 1; g2 = (&2 |€2) = ((i| + (J|) (1) + i) =2

gs1 = (es [€1) = (i + (| + (k) [)) =1; g2 = (& [&2) = ((i| + (| + (k) (i) + 15)) = 2;
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Yy
g1 = (€1 [e3) = ([ (i) + i) + k) =1
g3 = (&2 €3) = ((i| + (|) (1) + 1) + k) =2
g3 = (&3 |e3) = ((i| + (| + (k[) (Ji) + i) + [k)) =3
consecuentemente
1 1 1 - - 2 =1 0
Gij = Gji <~ 1 2 2 — =7 =(5y)" = 1 92 1
1 2 3 0o -1 1

La otra forma de calcular la métrica correspondiente la base ortonormal {|e1) , |e2) , |es)} = {|i), i), |k)}
y transformarla a la base no ortonormal {|€;),[€2),|€3)} = {|i), i) + |j),]i) + |j) + |k)} esto es

N O xt 9 _ 0 ! 0
Ghm = g ek g qm M9 T 9 = K 9 G g

La métrica para el la base ortonormal serd diagonal y ademas g;; = i » con lo cual
100 - 1 00 ‘ 1 00
gij = 010]; g9 <— 010;g;<:> 010 |;
0 0 1 0 01 0 0 1
; ; 1 00 1 0 0 1 1 1 1 1 1
0z 0 x’
G =5 055 | 1100100 ])={122
v v 111 00 1 00 1 12 3

nétese para conservar la convencion de indices y matrices hemos representado que hemos traspuesto

. . v , cos .
la matriz correspondiente a g 2 - La razén, como dijimos arriba es

N 0 ! d a - 7 1
Gom = 5= 95 gzm  — Jom = Wi 935 Wym — Gom = Thii ij W

Para poder representar multiplicacién de matrices los indices deben estar consecutivos, por tanto
hay que trasponer la representaciéon matricial para poder multiplicarla.
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Ya estamos en capacidad de obtener las representaciones matriciales para los tensores: TZ? Ty, T

B o 0 —2 -3\ " 0 1 1 B
(T =(T1) — 1 2 1) =| 223 | (%)
1 3 5 3 4 5
) ) 111 0 -2 -3 2 3 6 )
<Tkm>=<§knm>—> 12 2 1 2 4 |=|(14 8 15 —><Tkm>
12 3 1 3 5 5 11 20
) ) 0 -2 -3 111 5 —10 —13 )
<T’f">:<mgmk>—> 1 2 4 122 |=( 7 13 17 —><T’“m>
1 3 5 1 2 3 9 17 22

7. Teorema del Cociente

Al igual que existe el producto directo entre tenores, cabe preguntarse si es posible multiplicar
una componente de un tensor por otra de otro tensor y el producto ; serd un tensor 7 Existe
importantes situaciones fisicas en las cuales es aplicable esta pregunta. Si Tj; son las componentes de
un tensor de rango 2 y V* ; el producto T;;V* = B; serdn componentes de un vector ? La respuesta
no es siempre afirmativa, y puede ser utilizado como un criterio de cuando una componente es un
tensor. Este criterio que se denomina el Teorema del Cociente.

La respuesta a esta pregunta surge de una respuesta a una pregunta distinta pero equivalente.
Dados n? ntmeros a;; y un (una componente de un) vector genérico V*, entonces la cantidad si
aijV'V7 es un escalar entonces la parte simétrica agjy = % (aij + aj;) serd un (una componente de)

0 S
tensor ( 9 > . La demostracién involucra algunos de los conceptos antes expuesto y la haremos

para fijar conceptos.
Dados dos sistemas de coordenadas z' = z' (™) y &7 = &7 (¢™) con i,j = 1,2,3,--- ,n se
cumple que
a;j x'x’ =1 =1 = a;; 2%’ donde 1 = 1) constituye un escalar
y por lo tanto derivando y utilizando la regla de la cadena
doz' 9t 9" BN
ozl 0k 9al !
o .y o7k o 7t o

ajj o) —a;; T3 )= ai; —ap ———=— | x'2? =0

( iJ i ) < ij kil 92 O 2l
como hay una suma en ij no se puede afirmar la cantidad del paréntesis se anula. Como esta afir-
macién vale para cualquier sistema de coordenadas Seleccionaremos las componentes coordenadas

ot =2’ (&7 (™))

en la base canédnica.

.131:(]_,0,0,---,0); 1'2:(0,]_,0,,0)7 ---x”:(0,0,0,---,l)
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con lo cual
. oitod! 0 . oito! _ 0z ol 0
a1 —ag —————=0; ag —ap —5—=—>=0;-+ - Qu, —ax —— =
como siempre podemos hacer ) = % (At + @) y @) = 5 (G — dig) y separar el tensor
_ N N } o ik oz
G = aga) + Ay = ey ~ (e +Ham) Foag =0 =
ok o3

Arn) — kD) 50R G oh

con lo cual se garantiza que la parte simétrica de un tensor transforma como un verdadero tensor
una vez que se contrae con un par de vectores.

8. Temas avanzados

8.1. Bases Discretas y Continuas

Haremos una disgresion para fijar conceptos y extender algunos de los razonamientos que hemos
desarrollado hasta aqui. Tal y como vimos arriba, la representaciéon de un vector |F) en un espacio
vectorial abstracto V puede darse en término de una base ortonormal de vectores (discreta y finita

IBDfF = {|u1), |u2), |us), --|u,)} o discreta e infinita Bp; = {|uy), |uz), |us)---|u,)---}) de
» &) = <u" F) |u;) < Bpr ={|w), [u), |uz) - [uy)}
¢ |vi) = (0| F) [u;) < Bpr={lw), [ua), [ug) - |uy) -}

donde en ambos casos: A A ‘ ‘ o

¢ =('|F)=¢ (u'|uy) = 0
Ahora bien, si estamos tratando el espacio vectorial de funciones de cuadrado integrable £2,definidas
en N3 tendremos que

IF) = |u) = <uz‘ F) |u) = Z (/ 3wl (') f (r/)> |u;)
i=0 -
que se reescribe en términos de funciones como
f(r)= Z (/ &' uf (v) f (r’)) u; (1)
i=0 —oe

Es claro que se pueden intercambiar los simbolos de [y Y, por lo cual

f(r)= /OO a3 f (r') [i uf (v') w (r)]

- i=0

G(r',r)
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la funcién G(r',r) que depende de los argumentos, r’ y r, vive dentro de las integrales y convierte

f(r)= /OO &3 f (r') Gg(r',r)

—00

Este tipo de funciones que aparecié en el capitulo de transformadas integrales se conoce como la
funcién distribucién delta de Dirac

f(r)= /_OO &3 f (r’) 5(r' —r)

Esto sugiere la generalizacién de bases discretas a continua |w,) de tal forma que transformamos
el indice de la sumatoria en la variable de una integral

%) = [ dacla) fwa)

donde
¢ () = (wp | ) —/da c(@) (wp [wa) —/da c(a) 6 (a—B)

con en la cual § (o« — (3) es una Delta de Dirac. Asi, los dos conceptos expresados hasta ahora tienen
una expresion:

Propiedad\Base Discreta Continua
Ortogonalidad (V' |vy) = & (Wg [Wao) =0 (a— )
Cierre 1=>220 |vi) (V] 1=[da |wa) (W]
Expansién F) =>2,¢ |u) |®) = [da c(a) |wa)
Componentes = <uz‘ F) c(B) = (wz |¥)
Producto Interno | (G| F) =)0, ¢* fi | (G| F) = [da g* (a) f(a)
Norma (FIF) = 5% 1F° | (FIF) = [do |} (@F

8.2. Bases de Ondas Planas

Como un ejemplo de lo anterior consideraremos la base de las ondas planas. En el capitulo de
transformadas integrales consideramos un caso particular de las transformada de Fourier compleja
para una funcion, vale decir

F(s):/oodt G p) = f(t):/oods it F(s)

—0o0 — 00

las cuales re-escribiremos en términos mas familiares a la comunidad de fisicos como

= 1 ~ i px/h ) = 7 — 1 Oo —i px/h
¥ (z) m/_o@dp” 7 (v) 7 () %/_wdxe pe/h g (2)
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Hemos tenido cuidado de incluir los factores de normalizaciéon adecuados para el caso de las des-
cripciones en mecanica Cudntica. Estas formulas pueden ser re-interpretadas en funcion de los
conceptos anteriormente expuestos y podemos definir una base continua de la forma

1 > 1 X _ _ 1 00 1 )
T) = —= dp | ——==¢' px/h) = = / dz <e_’ pm/h) x
0@ = o [ an (e ) i 00 == [ e (= v (@)
e o5 (2)
por lo cual
v = [ Bu@ i) = e[ e e
Diremos que la funcién 1 (z) estd expresada en la base de ondas planas v, (z) = ﬁei pz/h
Noétese
» El indice p de v, (z) varfa de forma continua entre —oo e co.
= Que vy, (2) = ﬁei px/h ¢ L£? es decir no pertenece al espacio vectorial de funciones de

cuadrado integrable ya que su norma diverge

o0 oo 1
ol v = [ do ()= [ oo

—00 —0o0

= Que las proyecciones de 9 (x) sobre la base de ondas planas es v (p) = (v,| 1)

= La relacién de cierre para esta base se expresa como

> * > 1 i p(a’—x
1—/da [Va) (Vo = / dp vy, (2') vy (x) = /Oodp 5 7C p(a'=z)/h _ 5 (z' - z)

—00 —

mientras que de la definiciéon de producto interno, uno obtiene

> * * 1 i z(p'—
vp>:/ dz vy () vp(:n):/ dp%e (p p)/hzd(p'—p)

—0o0 —0o0

<Vp’

En este mismo orden de ideas podemos construir otra base continua &, (r) a partir de la
utilizacién de las propiedades de la delta de Dirac. Esto es

¢(r):/ood37“0?/)(ro) Sro—1) = w<ro>=/°°d3w<r>5<r—ro>

—00 N—— —o0

&g (r)

por lo cual la re-interpretacién es inmediata

b (r) = /°° Bro P (ro) G (r)  con (ko) = (€| ¥) = /°° Br € (r) (1)

—0o0 —00
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mas aun la ortogonalidad queda garantizada por la relaciéon de cierre

o0

(o] o) = /_ T o € (1) & () = / dPro 8 (v — o) 8 (' —ro) = & (r' — 1)

—00

al igual que
nl€y) = [ a6, 0= [ Proem) dr-rp) =5 (5 —n)

8.3. Las Representaciones |r) y |p)

A partir de las bases de ondas planas vy, (z),y de distribuciones, &, (r), construimos las lla-
madas representaciones |r) y |p) de la forma siguiente. Asociamos

&ro (I‘) = ’r0>

Upo (z) = |po)

De esta forma dada las bases {&, (r)} y {vp, (z)} para el espacio vectorial V definiremos dos
“representaciones”, la representacién de coordenadas, |ro), y la representaciéon de momentos |po)
de V respectivamente. De tal modo que

ol ) = [~ &g, ) &g )= (s -mo)
1= [ @y Iro) oo

{po| Py) = / Zd?’r ofy (£) upy (1) = / Zd% 271?1671- £ P0/h _ § (ph — o)
1= [ @0 lpo) (ool

Podemos, entonces expresar el producto interno para la representacién de coordenadas como

(® ) = (B ( [ oo Iro <r0|) @)= [ o 6" ()t

1

y equivalentemente para la representacién de momentos

(@ |T) = (@ ( [ oo <po\) @)= [ o 6" )0(0)

1
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por lo cual hemos encontrado que

W) = [ @y fro) (rol ) = [ o [po) (ool ¥)
Y(1rp) = (ro |¥) y  (po) = (po |¥)

que es la representacién de |¥) en coordenadas, ¥ (rg), y en momentos, ¥(pg). Adicionalmente
cuando |¥) = |p) tendremos que

(ro [po) = (rol </ &*rfy [rp) <rf){> Ipo) = (27rh)_3/2/d3r6 § (7 — 7o) 07 P0T0
1
<I’0 |p0> = (27{}7/)73/2 e%ﬁO'FO

con lo cual 1(py) puede considerarse la transformada de Fourier de ¥ (r¢), y denotaremos de ahora
en adelante las bases |rg) = |r) y [po) = |p). Estos indices continuos, ro y po,representan tres
indices continuos r = (z,y,2) y P = (px, Py, P~) . La proyecciéon de un vector abstracto |¥) en la
representacién |r) serd considerada como su expresién en el espacio de coordenadas, igualmente
su proyeccién (p |¥) serd su expresién en el espacio de los momentos. Eso nos permitird hacer
corresponder los elementos de espacios vectoriales abstractos con, con elementos de un espacio
vectorial de funciones. Por lo tanto todas las férmulas de proyecciéon quedan como

(r|®) =4(@) vy  (p|¥) =14(p)
mientras que las relaciones de cierre y ortonormalizacion
(rlr’) =6 (' —r) y 1= /dgr |r) (r|
(plp)=d(@'-p) v 1= /d3p p) (p|

por su parte, la relacién de cierre hard corresponder a la expresién del el producto interno de dos
vectores, tanto en la representacion de las coordenadas como en la representacién de momentos de

@l ([ar wal) e = [@r o o)

)
(@ @)

¢
@ ([ o) ol) 1) = [ @ 5 0) i00)

la forma
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donde ¢*(p) y ¥(p) son las transformadas de Fourier de ¢*(r) y 1(r), respectivamente. La afirma-
cién anterior queda evidentemente demostrada del cambio entre las bases |r) y |p). Esto es

(r|p) = (p |r)* = (2rh) /2 ohpT

por lo cual

() = (r |®) = {r ( [ <p|) @)= [ @ e lp) (o] W) = x| et i)
e inversamente

o) = 19) = (ol ([ @ I 1) [9) = [ @ (o0 %) = 2nm) 2 [ @ 7o)
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