Métodos Matematicos de la Fisica 1 Tercer Examen Parcial

Enero 2008
Nombre
1. Dada una funcién
2x?
22+ y? + 22

Calcule el Laplaciano de esa funcién en coordenadas cartesianas y en coordenadas
esféricas. En base a los resultados {, qué puede concluir 7 (4 ptos)

Solucién El campo ¥(z,y,2) = V(I’y o) ¢(z,y, ) es un campo escalar asi que dard igual calcular
el Laplaciano en coordenadas cartesianas (lo hemos denotado V2 vy @2, Y, T)) y tras-
formarlo a esféricas o transformar ¢(z,y,z) — &(r,0,¢) y luego calcular el laplaciano
en esféricas V(ra £ @(7,0,¢). Veamos:

En cartesianas

82 (’32 0? ) za? _ 2z(22 — 42 +yP)
2 4 y% + 22 (22 + 2 + 22)°

Transformando a esféricas
x = rsenf cos ¢ = rsen fsen 2 =Tcosy

tendremos
2cosf

U(z,y,z) — V(r,0, o) =— (5 cos® psen? § — 1)

Por otro lado
d(z,y,x) — (1,0, ) = rcosf cos® psen?

entonces

(10 [(,0 1 0 0 1 9? 5 )
U(r, 6, p) = (ﬁ% (r E) + e (sen&ae) + mﬁ_w?) (rcos @ cos® psen® )

finalmente

2cosd
\I/(T‘, 97 80) = V?T,G,cp)Qs(ra 9, 90) ==

(5 cos? psen’ f — 1)

2. Dado un campo vectorial en coordenadas cilindricas A = z1, + pu,

a) Encuentre su expresién en coordenadas cartesianas (1pt)

Luis A. Nunez Universidad de Los Andes, Mérida 1



Métodos Matematicos de la Fisica 1 Tercer Examen Parcial

Solucion Como sabemos que

A X N ) A o
p=Val+y? z=z 1, j 0,

= + k
\/x2 +y21 \/x2 + /2

Entonces es directo

A . zr z . .
A=zu,+pu, = + Y J+ Va2 +y’k

b) Calcule la expresion de B = V x A en coordendas cartesianas (3 pts)

Solucién Como igual nos lo piden mds abajo, el resultado serd el mismo (transformado)
y, ademas, el vector A luce como mas simple en cilindricas procedemos en esas
coordenadas. La expresion del rotor en cilindricas es

L 1[04, 9(pAL)\ . [0A, OA\ . 1[9(rA,) 0A)\ .
A== _ @ O4p  O4s 2 ) 94
Vire A= ( D 9z ) up+( 0z Op > ot ( dp o9 )

P
es inmediato darse cuenta que se anula y como V(,..) X A = 0 es una ecuacién
vectorial, vale en todos los sistemas de coordenadas. Por lo tanto se anula también
cartesianas V ;) X A = 0.

¢) Calcule la expresién de B =V x A en coordendas cilindricas (3 pts)
Solucién V,,.) x A =0
d) | qué puede concluir 7 (2pts)
Solucién Que V, ) X A = 0 es una ecuacién vectorial, vale en todos los sistemas de

coordenadas: V(, ,.) X A= V() X A=0

3. Las ecuaciones de Maxwell para el electromagnetismo en el vacio (en ausencia de cargas
eléctricas, corrientes, medios dieléctricos o magnéticos) se escriben como

. . -~ - 0B . = 10E
V-B=0 V- E=0 VXxE+— =0y VxB+—— =0

Considere una funcién escalar ¢ y una vectorial A de tal forma que estén relacionadas
conEyBdelaformaB:VxAyE:_v(b_%

Exprese, de la manera mas simple posible las ecuaciones de Maxwell en término de los
potenciales escalares ¢ y vectoriales A (4 ptos).
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Solucién Sustituyendo las ecuaciones de los potenciales B=VxA y E = —§¢ — %—‘f en las

ecuaciones de Maxwell tendremos la primera y la tercera se anulan idénticamente y no
podemos extraer informacion. Esto es

. - 0A ., OV-A
E= —Vop—— | =V - =
\Y 0=V < Vo BT ) V<o 5 0
y la cuarta
- - 10E S (e oo 18 5. 0A
T . - 0
desarrollando la expresion V x V x A e intercambiando el orden de V' y e nos queda
Lo PA - (= . 09
PA-— V. CA—— | =
\Y BT \Y (V 675) 0

Mas aun estas ecuaciones son facilmente desacoplables si

2

V2¢_a_f:()
. . 09 ot
o - A

2 —_——_—

VA - o5 =0

4. La Ecuacion de Navier Stokes para un fluido incompresible puede escribirse como

—ﬁx(?x(ﬁx?)):%VZ(ﬁxxﬁ

Para un campo de velocidades en coordenadas cilindricas v = v(p)l,, muestre que

a) V x (\7>< <§><\7>> =0 (3pts)
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Solucién El rotor en coordenadas cilindricas se escribe como

u,+

0A, 6(TA¢)) a +<8Ap B GAZ) -1 (8(7"14@) B 8Ap) a
r r Op ?

.1
Q.2 A=-
V(rp,2) X r(&p ER

es inmediato darse cuenta que

9z dp

u a a
= NP .. L (e - SRS . (p) .
V xv(p)a, =— 99 U, = V X (V X V> = 8 _(g(p) v(p) | = v(p) 99 u,

con lo cual es claro, otra vez, de la expresion del rotor en coordenadas cilindricas

que

T (v (9x9)) =9 x (w0050, ) =0

Po Cprdp

Solucion Una véz mas

e (ee)-e ()= (- 2) () - (5

con lo cual queda demostrado...

¢) y que tiene como solucién v = vy + Cp* (2pts)

Solucion Al sustituir es inmediato comprobarlo

(1 *v(p) Pu(p) 1 8v(p)> _ (1 0% (vg + Cp?) N 9% (vo + Cp?)

p Op? dp*  p? Op p Op? Op®

- 1d d? 1d
WAVE <V X \7’) =0 =-— (p—v) =0 (3pts)

FN 1
dp> p?
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