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Formulario de Métodos Matematicos 1 Coordenadas Curvilineas

1. Disgrecién Derivativa

Los vectores podran ser constantes o variables. Ahora bién esa caracteristica se verificard tanto en las
componentes como en la base. Esto quiere decir que cuando un vector es variable podran variar su médulo, su
direccién, su sentido o todo junto o separado. Obviamente esta variabilidad del vector dependerd de la base
en la cual se exprese, por lo cual un vector podra tener una componente constante en una base y constante
en otra.

la)ey = a* (1) lex) () = a" [&x) () = a" (2) [éx)

De esta manera, cuando uno piensa en un vector variable |a) ) = @ (t) uno rapidamente piensa en establecer
un cociente incremental

@an =l _ Al _ d (o))
AL—0 At T Ats0 At dt

(;
Qt+A—a(t) . Ad(t)  da(b)

it =1 =
A%rilo At A%rilo At de

La misma propuesta se cumplir para las formas diferenciales () (a| . Como siempre, las propiedades de esta
operacion seran

d <|a>(t) + |b>(t)> d (W(t)) N d (|b>(t))
dt dt dt

dt

d ((t) (a |b>(t)) _ (d () {al)

Ahora bien, esto implica que

d(la)ey) d{a"®ler)w) aar
@)y = a* (t) lex) ) = (dt )z ( - ): dt()

d (|ek>(t))

dt

lex) ) + a” (t)

con lo cual hay que tener cuidado al derivar vectores y cerciorarse de la dependencia funcional de base y
componentes. Habra sistemas de coordenadas (bases de vectores) que sean constantes y otros con bases
variables. Asi, el radio vector posicién de una particula genera los vectores velocidad y aceleracién.

7 7 2 (7
F=7t) =7t = d(dit)) — () = d(dit)) _ d th(t))

ahora bien

F=|r)y=rplu.)=zp|i) +yplj) + zp|k) con |u.) =cosf |i)+senf |j)
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si suponemos que la particula describe un movimiento entonces

rp=rp(t) =2zt i) = const
= L y=y® ; Jud=lude; i) = const

0=0(t) z=2z(t) |k) = const
con lo cual
d(Ju,))  d(cosf(t) [i) +senf(t) [j)) de(t) . dé (t) |,
Fra p = — (senf (t)) " i) 4 cos 0 (t) BT )
d(lu)) _ do(?) : v d0(2)
Wr)) — L (sen 0 (1)) i)+ o0 (1)[3)] = “H2 fug)
[ue)
ya que
) lF = v/ €y ur) = /leos 0 (2) (i +send (t) (jl] [cosd (t) [i) +senf (t) |j)] =1
Ilug) || = v/{us [ug) = /[ (sen 8 (1)) (il + cos 8 (t) (jl] [~ (send (1)) i) + cosd (¢)[j)] = 1
y
(u; [ug) = (ug |u,) = [ (sen (2)) (i| + cos 6 (¢) (jl] [cos 0 (t) (i +-senb (t) |j)] =0
Més aun
d(jug) (= (send () i) +cosd (1) ) . Lo
= @ =~ (cos0 (1) [i) +sen 0 (1) |j)) = — == u)

Con lo cual, una particula que describe un movimiento genérico vendrd descrita en coordenadas cartesianas
por

Ir) = xp () [1) + yp () §) + 2P () [K)

F
y su velocidad sera

_dr@®) _d(r) _ d(zp @) [) +yp (@) 15 + 2p (¢) k)

v(t) a dt dt
— Al @)y Qe @)y AEPE) by — o 1)) 4 vy (0 )+ vep (0K

y la aceleracion

d (vep (1))
dt

d (vyp (1)
dt

d (vep (1))
dt

at) = i) + ) + k) = azp (1) i) + ayp () ) + azp (1) k)

Mientras que en coordenadas polares serd

d(rt)pur), r
=) =re (e = () = ( . 0) B2 )y 0,

d (|u,.>(t))

dt

con lo cual la velocidad a8 (1)
vr (1) p |U‘T>(t) +7(t)p dar lug)

<y
—

~~
=

Il
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y la aceleracion

6(0 _ d(’l_f(t)) _ d (dréi)P |ur>(t) + r(t)P %(tt) |u9>) _ d (UT (t)P ‘ur>(t)> I d (7“ (t)P %(tt) |u9>>

dt dt dt dt

d (= dr (1), 4 ([
alt) = ( di ) [ur) + c(lt)P ( dt )
r 2 d ([ug),
+ e PO 1yt @p LoD gy 1), B ( = )

d % 2 r ?

0= {15 g, (20 Ny o000 o0

Claramente para el caso de un movimiento circular
7(t) = Rluy)

~ do
r = R = const :>%:o — U(t):R#hl@

2 2
- 6 6
@) = =R (2 uy)) + R [ug) )

De aqui podemos ver claramente que velocidad ¥ (t) y posicién #(t) son ortogonales. La velocidad, ¥ (t),
siempre es tangente a la trayectoria 7(t) y en este caso la trayectoria es una circunsferencia. En general el

vector

(2

Tmed = ZA Ft) =Y (F(ti+ At) —7(t;)) = lim ZA 7 (t;) = /dF(t) =7 (t)

es decir dr (t) = limas—o ), A 7(t;) es tangente a la trayectoria. Es claro que

a7 (6) = dler () + v (1) + 20 (0 10] = ( 250 i+ 220 ) 4 220 g ) a

2. Curvas y parametros

Podemos generalizar esta afirmacion y considerar un pardmetro genérico A, en este caso

7(xp (A),yp () ,2p(N) =
(0 exp(N)  OF ogp(\)  OF 0z (V)
(A))_(am(x) o oy on oz o )dA

dF(:Ep ()‘) yyp ()‘) y 2P

_(0xp(N) OF +8yp(x) oF +3Zp(>\) AN
N o\ Oxp(N) oN  Oyp (N ox  0zp(\)
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con lo cual

d(e) _dxp(N) 0(e)  Oyp(N) 0(e)  Bzp(N) (o)
dA N Oxp (N X Oyp (V) N 0zp (\)

con lo cual podemos considerar las cantidades (‘%g)f)‘), Oyg)EA), Bzg)(\/\)) como las componentes del vector,

d(\), (y en general del operador %) tangente a la trayectoria parametrizada con \.
Mis atin las cantidades ( afl(;(&)v aj}ﬁ'&), 82&'()/\)) seran los vectores base en esas coordenadas.

Asf al considerar coordenadas generalizadas (¢ (A),¢* (A),q* (\))

Ity =t =F(¢' (V),*(V),¢* (V)

=

DY C0g (N, OF (N, OF 9PN, oF

TN C W) =T GmTm e Yarm Ty Yae
0

i _09g'(N) OF 0PN oF o' (N oF

A (N T ax 9N T ax o (N
—— —— ——
la*) la*) la®)

1\ _ _oFr 2\ _ _ OF

donde {’q > = Bql?A)’ q > = 6q2€A)7

Por otro lado el médulo del vector ||d7(\)|| representard la longitud de arco ds para esa curva. Por
consiguiente

)= #@)’ } son la base de vectores.

d(dr(A)] d|dr(A))
dA dA

2 _ 09" 9(dr(N)| 9¢’ 9|dr())

2
CON Og oN  O¢ (dA)

ds® = (dr()) |dr(\)) =

(dA)

(dr(\)| 8|dr(\) dg' - dg7 9 (dr(\)] 8 |dr(N))

= . —— —dA\—d\ = . -

aq* dgd  OXN O\ aq* ol
S——N

dq? dqi

dq'dg’

donde dz()i\) es el vector tangente a la curva. Dado que

9 (dr(N\)| 9|dr(N))
oq’ ¢’

Gij

(ds)? = gi; da’ da? = §;; dz* A7 = gi; dg’ dg’ = dg'dg’

identificamos claramente
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Figura 1: Coordenadas Curvilineas en 2D.

Cuadrante I, coordenadas cilindricas * = pcosg; y = psenyp; z = z
Cuadrante II, coordenadas cilindricas elipticas *+ = acoshucosv; y = asenhusenv;, 2z = z
Cuadrante IIT coordenadas cilindricas parabdlicas x = % (u — vQ) ;Y = vy oz = 2
a1 . 2 2
Cuadrante IV coordenadas cilindricas bipolares 2% + (y —acotu)” = a*csc®u; (z—aS22Y)" +
2 _ a® . —
Y = sean?er T %

3. Coordenadas Curvilineas Generalizadas
Como hemos visto siempre se podra definir un sistema de coordenadas generalizadas (ql, 7, q3) tales que

ar or or
|I‘>:f‘:f‘(q17q2,q3) :>df':6qudq1+ ul 2 l

dq3 —

_9F OF
2 ) ) Or 0T s R
— a0 drt dad = dF.dF — — dq¢'d¢’

(ds)” = g5 da* da’ = dr-dr 940 dg'd¢’ = 8,) = 1 d |r)

J ||f;“;> 9 ¢
q

los cuales son vectores tangentes a las curvas que define el radio vector
ortogonal los factores de escala son importantes para su categorizacion

NERS) , _||@ Ir)
=[5 v =[5y

r). Claramente si el sistema es

9 |r)
0 q?

o]

)
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con lo cual podemos definir el elemento de linea como

ds® = (b1 dg")” + (ha dg®)” + (hs dg®)* = —~dq" d¢’ = gi; d¢’ dg’

Es decir que identificamos la métrica como

ox 0x1 dy 0xo 0z Oxs
h = == — = M h = == — = M h = == — = .
1 aqt aqt V9115 2 3¢ a¢2 VvV 922; 3 ag> BE V933

De tal forma que los casos particulares se recuperan facilmente.

3.1. Coordenadas generalizadas, vectores y formas

Recordando como construimos el desplazamiento para una base genérica ortogonal, {|€;)} de un espacio
vectorial con producto interno, el desplazamiento infinitesimal puede expresarse como

ds? = (dr |dr) = (d & (&"]) (d 2™ [&)) = (6" [8n) d & d 3™ =d &y d T = Gy d T°d 3™

Donde hemos utilizado el hecho que la métrica nos permite asociar componentes contravariantes a covariantes
y viceversa, es decir establece una relacién entre formas y vectores.

Si las bases de formas y vectores son ortogonales la métrica serd diagonal y como en general H W%riq(jz\ﬁ H # 1,
entoces surgen los llamados factores de escala h; = g;;

Entonces, una vez més, una forma (b| o, un vector |a) cualquiera puede expresarse como una combinacién

lineal de formas o vectores base
la) = d’lej) =a’ &)  « (b =b; (/| =b; (&
ol = (e |a); & =(&la); bj=(ble;); y b;j=(b[&)
De esta manera las componentes covariantes y contravariantes estaran relacionadas como

a; = gjra® = a; = h[l-]am

donde hma[i] NO indica suma. En otras palabras, en aquellos sistemas de coordenadas en los cuales la métrica
es diagonal pero no viene representada por la matriz unidad, subir y bajar indices puede incluir los camibos
de escala.

3.2. Velocidades y Aceleraciones

Antes de pasar a analizar los casos particulares haremos un alto para expresar las expresiones de las
velocidades y las aceleraciones en coordenadas generalizadas. Para ello recordamos que los vectores velocidad
y aceleracion se representan como

V) =Viley) =i’ lej) = VI [&;) =27 [&;) v o) =d' |ej) =i |ej) = &’ [&;) = &7 [&;)

respectivamente. Para determinar las expresiones de estos vectores en cualquier sistema de coordenadas, es
suficiente con encontrar las expresiones de sus componentes contravariantes o contravariantes. Como sabemos,
podremos encontrar una a partir de las otras con la ayuda de la métrica del sistema de coordenadas.

Luis A. Nunez Universidad de Los Andes, Mérida, Venezuela 7
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Entonces, el vector velocidad en la base cartesiana se puede expresar como

B,

V) = Ve [+Vy [D+V2

By = [y l)+s |k) =il e;) =7 &) con fer) = ); le2) =li); ¥ les) =

claramente las componentes contravariantes del vector velocidad en un sistema de coordenadas generalizado
son VI = ¢

Para encontrar las componentes covariantes recordamos que para cualquier base generalizada de vectores
o formas se expresan en término de la base cartesiana (de vectores o formas) como

-~ 8331 ~i 8qi .
|ej> = 87(17 le:) v <e ‘ = @<e3|

Entoces las componentes covariantes del vector velocidad en una base generalizada sera

, m Vi V7
- o oz™ oz oim 0 (WT)
= (V 16) = (i (6 (555 160) = b Gy = b2 = b s = — 5
Og Og 9 0¢’ 0¢7

Con lo cual resulta facil expresar las componentes covariantes una vez que conocemos el médulo del vector
expresado en ese sistema de coordenadas. El cual siempre viene expresado a partir del diferencial

d|r)
d L
Ir) = —

Para encontrar la expresién para la aceleracion se procede de manera andloga.

B - o ey [ O . 0zm _d (. Ox™ . 0™
a; = (a |&;) = (& (&™) 9g le;) =i = \Frag ) Tt ag

y otra vez

oxm _om - _d (. 0em\ L 0&™ _d (0 (End™\) 0 (Eni"
d¢i o G\ ) T e T @t \ag \ 2 8¢ \ 2

y finalmente
s d (D (VuV™\Y 0 (v
T dt \ o¢ 2 Ogf 2

3.3. Coordenadas Cartesianas

El primer caso, el més trivial, lo constituyen las coordenadas cartesianas. Vale decir

(¢',¢% ¢°) = (z,y,2)
r) =x|i) +ylj) + 2 |k) =F = 2t +yj+ 2k

- - ot ot ot ) )
r= (:c,y,z):>dr—<ax) dz + (8y> dy + <Bz> dz =dz i) + dy |j) + dz |k)

Luis A. Nunez Universidad de Los Andes, Mérida, Venezuela 8
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cosecuentemente 9 |r)
~ 1 r
he = || 52 =1 |€z) = Zojos — 1)
_lem || — &)= 1 _91In _
h,, T 1 y &y) [ 3
~ 1¢)
h. = aal? -1 l6.) = ||6al‘? ” al? = |k)

El elemento de linea viene definido como
(ds)? = (b1 da?)® + (ho da?)” + (hg da?)® =  ds® = da® 4+ dy? + d2

y el tensor métricé sera

911 =9ex =1 g2=gyy =1 gn=g..=1
El hecho que para el caso de las coordenadas cartesianas h, = h, = h, = 1 significard que las tomaremos
como coordenadas base respecto a las cuales expresaremos las demés.

3.4. Coordenadas Cilindricas
Las coordenadas cilindricas se expresan como

(¢ ", ¢%) = (p, ¢, 2)
v) =z (p, @) i) +y (p,) i) + 2 |k) <= F =2 (p, ) i+ 1y (p,0) )+ 2k

- - - or or or
r=r(p,p,z) = dr—(af))dp—l—(m[))dgo—i-(az)dz

y estas cantidades pueden ser identificadas de las leyes de transformacién respecto a las coordendas carte-
sianas

x=uz(p,p) = pcosp dx = cos pdp — psen pdy
y=y(p,p) =psenyp = dy =senpdp + pcos pdp

con lo cual es facil identificar

s Ia(/;),ga) = cosg 0 (wa(/;w) = —psenyp 9 ﬂg(f:@) -0
9 %(pF;SO) =seny |; 2 %(299) = pcos¢ Cy 0 %(pz,w) -0
dz __ 0z __ 0z __
Tp_o 390_0 s =1
y de alli
o 9 Ir) _ 0 (Ji(Pa@)z-Fy(Pa‘P)]—FZk) _ 8x(p,gp)i+3y(p,@)j
i’ dp dp dp dp

hy = |[cosp i+senyp 7| =1

Luis A. Nunez Universidad de Los Andes, Mérida, Venezuela 9
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y del mismo modo

0 ) i ) j 0 "
hy — @lpityleaD| _ o |2 Gl _
0 ¢ 0z
mientras que los vectores unitarios seran

aN_ 1 o) _0x(pe)s 9ylpe)s__ A A
|ep>_||68|;>||8p =9, tt =g, J=cospitseny]
a VN 1 0lr) 1 (0x(pe) », 9ylpe) 5\ _ » cp 5
|ecp>—H88\;>||a; —;( 9(;/;90 1+ %f;w j)——sencpz—l—compj;
v 1 ol _ 9 (slpw)itylpe)itek)  #
le:) = B o= — d z =k

El elemento de linea viene definido como
(ds)? = (b1 dat)’ + (ho d2?)” + (hg da®)® =  ds® = dp? + p? d® + d2?

y el tensor métricé sera
G1=0pp=1; 922=Gpp =P G33=gs> = L.

3.5. Coordenadas Esféricas

Para construir el sistema de coordenadas esféricas
(¢".d*. ¢*) = (r,¢.0)

lr) =z (r,0,0) i) +y (r,0,0) i) + 2 (r,0,0) k) =2 (r,0,0) i+ y (r,0,0) ]+ 2 (r,,0) k

L L (oT or or
F=r(rp ) = dr= (8r> dr—l—(a(p) dnp—i—(ae) dé

y estas cantidades pueden ser identificadas de las leyes de transformacién respecto a las coordendas carte-
sianas

x=uz(r,p,0) =rcosgpsentd dx = cos psen 0dr — rsen @ sen Ody + r cos p cos 6d0
y=y(r,p,0) =rsenpsend » = dy = senpsenddr + r cospsenddp + rsen ¢ cos do

z(r,¢,0) = rcosf dz = cos 0dr — r sen §d6

con lo cual es facil identificar

:(r 0 x(r,p,0) _ .
w = cos psen 6 —%, — —Trsengsent 9 2(re.f) Ig,:,e) = rcos pcos 0
o 0,0 >
9 y(rie.f) y((;,:a,e) =senypsenf |; 7;,(&;/; ) = rcos psen ; 2 y(re.0) yg”’g’ o) — rsen ¢ cos
9 z(rp,0) _ 9 2(rp,0) 3 z(rp8) _
5 = cosf T_0 55~ = —rsenf

Luis A. Nunez Universidad de Los Andes, Mérida, Venezuela 10
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y de alli
8 |r) 9 (5'3(7",%9)@+y(7’,<p,9)j+2(r,e0,9)f<)
h,[,: =
152 ’
hr: a1’(7’,@,9)2+ay(T,QD,e)j+aZ(T,QD,9)l;
or or ar

h, = Hcosgosenﬁ i+senpsen j+ cosd RH = \/cos2 ¢ sen? 6 + sen2 psen? f 4 cos2 f = 1

y del mismo modo

b 0 (:c(r,go,@)i+y(r,go,0)j+z(r,go,@)k) B ax(r,@’Q)A ay(r7g0’0)A
= = i+ j
dp adp adp
N N 2 2
hy, = ||—rsenpsend i+rcospsend j|| = \/(r sen psenf)” + (rcospsend)” = rsenfd
Finalmente,

0 (2, 0.0)1+y (1, 9,0) ]+ 2 (r,0,0)K)

ho = 90
_ 833(7"7%9) ~ 6y(’r7§030) ~ aZ(T,gp,Q) i
o=l " gs Tt 59 K

hg = ||r cospcosf i+rsenpcosf j— send IEH

hg = \/(r cos @ cos )’ + (rsenpcosf)® + (rsenf)® =r

mientras que los vectores unitarios seran

&) = I 831‘” 88“;) = cos psenf i+sen psenf J+cosd k

18,) = ot B = L (_rsen@sen i4rcos psend j) .
|| s :’ || 0 ¢ T sen 0 ’

|€g) = ||aal‘§> i 88|§> =1 (r cospcosf i+rsenpcosf 7 —send R)

El elemento de linea viene definido como

(ds)? = (b1 da") + (hy d2?)” + (hg da®)? =  ds® = dr® + r?sen 0 Ay + 126>

Luis A. Nurez Universidad de Los Andes, Mérida, Venezuela 11
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A= curva

El tensor métrico sera
2 a2 2
911 = grr =1 g2z = gpp =717 sen"0 ;  g33 = gog = 1"
Por completidud, enumeraremos algunos otros sistemas de coordenadas y dejaremos al lector la labor de
calcular los vectores unitarios y la métrica del espacio expresada en estas coordenadas.
3.6. Otros Sistemas Coordenados

3.6.1. Coordenadas Toroidales

("% ") = A\ pa); )=z ma)ity\ma)jt+z(\pa)k
con
z=z(\p,a)=r cosq; conr:ﬁ
cosh \ 4 cos

y=y(\pa)=r sena

\ ) sen [
z2=2z a)=r —————
o cosh A + cos
con lo cual los vectores unitarios seran
v 1 a8y 1 8 (z(\p,0) 04y (A, 1,0) 42 (A, p,0)k)
|e)\> - Ha ) || XN T Jlo (2(nm)ity(r i a)itz(Ap,a)k) ‘ BN
o X RPN
=\ _ 1 9r) _
&) = s = |
=\ _ 1 0]r) _
|€a) = 32| a; =
9 «

Luis A. Nurez Universidad de Los Andes, Mérida, Venezuela 12
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senh A
0 |I‘> 9 ((cosh )\+cosu) cos OL)

senh A senh A sen p
9 ( (cosh A+cos ,u,) sen Ot) N 9 ( (cosh A+tcos p,) cosh A4cos u) R

ar PR o oA I A
0 Ir) coshAcosp+1 R . sen [ (cosh2 A — cosh Acos p — 2)
= 5 (cos ai+senaj) — 3 5
[P cosh® A + 2 cosh A cos pu + cos? p cosh® X + 3 cosh® A cos . + 3 cosh A cos? p + cos? i

la métrica queda como

dA? + du?
ds? — 12 (gﬂ)
senh” \

Las superficies A = const representan toros alrededor del eje z; las superficies y = const son esferas con
centro sobre el eje z;y finalmente las superficies o = const son planos que contiene al eje z

3.6.2. Coordenadas Elipsoidales

Dados tres nimeros a,b y ¢; con a > b > ¢ > 0, la ecuacion

.132 y2 2,2

=1
a2—|—a+b2—|—a+02+a

representa las superficies cuddricas’ homofocales (es decir, con el mismo foco u origen en (z = 0,y = 0,z = 0)).
Dependiendo del valor del parametro «, estas ecuaciones representaran superficies

Elipsoides si a> —c?
Hiperboloides de una hoja si —c? > a > —b?

Hiperboloides de dos hojas si  —b% > a > —c?

Esto quiere decir que por cada punto (x,y, z) del espacio, pasan tres superficies cuddricas (dependiendo del
valor de «). Conocidos a,b y ¢ y el punto, (x = xg,y = Yo, 2 = 20), los valores de « vienen dados por las
raices de la ecuacién cubica

LL‘Q y2 22

Zia Pra 62+a:1 == PHAPC+DPa+Q=0

con

A=ad4+ye4+22—a*>—b*—c2

= (b + ) ag+ (a® + ) yg + (a® + %) 2§ — a®b* — (a® +b?) &

Q= 220* + y2ac? + 22a*b* — a®b?c?

Las raices de esta ecuacion (o3 = \; @y = p; ag = v) definen las coordenadas elipsoidales del punto (z,y, z) =
(@A v),y (A s v) 2 (A s v))

("% ") = \pv); I =a\ )ity pr)j+z\urv)k

INétese que la proyeccién de estas superficies en el plano (z,y) representan curvas cénicas homofocales
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y la ley de transformacién queda como

r=x(\pv)=

¢®2+Mhﬂ+uﬂﬁ+V)

(@@= P) (@ =)

oo @ N + ) (42 +v)
y_y(Av/Jv ) \/ (b2_a2) (b2—02)

o [@NE @)
z=2z(A\p,v) \/ (2 —b2) (¢ — a?)

por cual la métrica sera
A—p)(A—v) =X (p—v)
d 2 _ ( d)\2 d 2
g 4(a®>+ ) (2 + ) (2+A) +4(a2+,u)(62+u)(02+,u) K

v-me-N
4(a®+v) (2 +v)(c2+v)

4. Vectores, Tensores, Métrica y Transformaciones

Nos toca ahora construir expresiones de vectores y tensores a partir de sus leyes de transformacién, hemos
dicho que los vectores y los tensores son independiente del sistema de coordenadas (la base) en la cual se
exprese.

4.1. Transformando Vectores

Asf si dada dos bases de vectores coordenados {|e1), |e2), |es)} v {|€1),|€2), |€3)} para el espacio vectorial
3 Entonces, se cumple que:

; i el a) =da’ o 0 &t
mzwm»=wm>::{§y$_m}:¢ i = (@ fey) e i = O
—~—
(& ley)
con ello de cartesianas a cilindricas
z=ux(r,p)=pcosp; y=y(rp) =pseny; z=2
de lo cual se deriva
1) , 9 )
xa(Pp‘P) = cos E(ZW) = —pseny 2] x(pz,z,a) =0
0ee) —seny |3 | 2UeD —peosp | oy | 2ue2 g
) f) 9z _
o5 =0 7 =0 oz =1
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Entonces dados

la) = a’ le;) = a'ler) +a?|ey) +ales) = a, |i) + ay |j) + a, k)

la) = a'[&;) = " [&1) + a* [82) + a* [&5) = ar [&;) + a, [8,) +az [82)

con

& a 9 x(p0) s . 0 y(pe) » . R

le,) = ||3al'r>|| a|;> — ﬂg(ppw)z+ %(i)w)]:COSQPZ+Sen<p]
P

~ 8 a . s “ 6 , R . R

|e§0>: Haal\r>|| 6‘:2:%( gé(fo@) 7+ ZZ)(ZW) j):_senspz‘i_COSgD] ’
®

=\ _ 10l _ 0 (zpe)itylpp)itzk) 1

&) = iy 7 e = o &

Si tenemos en concreto un vector |ay = 5|i) +4j) + 3|k) quisiéramos conocer su expresién en coordenadas
cilindricas. Hay que hacer la acotaciéon que existe una familia de sistemas de coordenados cilindricos para-
metrizados por el dngulo ¢ y NO un tnico sistema coordenado. Obviamente se puede especificar el sistema
coordenado y entonces tendremos un conjunto de componentes definito. Asi la familia de componentes en
cilindricas del vector |a) serdn

@ = (& |a) = (&'| (a' |&1) + a® [&2) + a@° [€3)) = (&/| (a' |e1) + a® e2) + a® |es))
con lo cual al expresar los vectores base

a' =a, = (&, (5]i) +4j) +3|k)) = (cosp i +sen¢ j) - (55—&—454—312) =5cosp + 4senp
a* =a, = (&, (5]i) +4j) +3|k)) = (—sen¢p i+ cosp j) - <5€—|—4j+3f() = —b5senp + 4cos p

@ = a. = (6| (5 i) + 415) + 3[K)) = (k| (5]i) +413) +3[k)) = 3
con lo cual
la) =51i) +4j) +3|k) = (5cosp +4senyp) |&,) + (—Hsenp + 4cosy) [&,) + 3 |€.)
donde es claro que existen infinitos sistemas cilindricos parametrizados por el angulo ¢ , digamos
a, = 5cos (arctan (%)) + 4 sen (arctan (%)) = %\/éﬁ—k %\/ﬁ = \/ﬁ
(p = arctan (g) = a, = —5sen (arctan (%)) + 4 cos (arctan (%)) =— (% 41) + (% 41) =0
a, =3

con lo cual hemos alineado el eje |€,) a lo largo del vector |a) . Ese es un sistema de coordenadas cilindrico
muy particular.
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4.2. Transformando Tensores

Tlustremos ahora las transformaciones de tensores bajo cambios de la base del espacio vectorial.
Consideremos el siguiente tensor

4 2 1 3
{ler), les), [es)} = {Ii), i), 1K)} =—=Ti=| 2 3 4
1 2 2

Es decir es un tensor que hemos expresado en coordenadas cartesianas y queremos pasarlo a cilindricas. Para
ello recordamos que

zt=x=1x(p,p)=pcosy
z?=y=y(p,p)=pseny

. 9k 90l =z=2z
T@:ax.afj T; donde
ztdx™m ~
' =p=pay) = Va2 +y?

i* = ¢ = ¢ (z,y) = arctan (¥)

PB=z=2z
con lo cual
axt _ 9p x aEt _ 9p _ y 8551_@_0
ozl T ox T /22 +y2 0x2 ~ 0y /22 +y2 Ox3 9z
~k
ax,: 9% _de _ _—y 03 _0¢ _ = 8502765070
0zt Oxl T 0x T x24y2 0x2 — 0y x24y2 ox3 — 0z
03 _ 9z _ 0 _ 0z _ 08 _ 0z _1
dxl T ox T o0z2 Oy ox3 9z
es decir
cos sen 0
k
0z _ __sen¢g cos @ 0
ozt P 4
0 0 1
mientras que
ozl _ 9w _ da _9x _ dar _dax _
9zl — 9p 0S¥ 91T — 9 pseny 937 =9z 0
8mj 2 2 2
_ x> _ 0y _ Oz _ 0y __ 9z _ 0y __
gam | o& T, =Y 912 — B PCOSY 57 =9z =0
8% _ 8z _ 8a® _ 8z _ a9z _
9 &l — p_o 8562_dg0_0 7 — oz =1
con lo cual
cos —psen g 0
o’
9am = sen ¢ pCOS 0
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Por lo tanto

cos ¢ sen 0 cos ¢ —psenp 0
7 0 ik ; 0 J 2 sen cos 1
k— 6?:1' ﬂa;m =TF = - = 0 | Tj | sengp P COS @ 0
0 0 1 0 0 1
es decir
3 cosep seny 0 2 1 3 cosp —psenyp 0
T = —% % 0 2 3 4 senp pcosy O
0 0 1 1 2 2 0 0 1
—cos?p+3cospseny +3 psenycosp —2p+ 3pcos?p  3cosp + dsen g
TJZ — cosgasentp-lp—?;coszw—l 73COSQOSGHQD+COS2QD+2 735(&;@ +4co;'go
cos p + 2sen ¢ —psenp + 2pcos ¢

Si suponemos que el origen del sistema de coordenadas cilindrico estd en el vector anterior. Esto es
p=+r2+y2 =p=+v52+42=41

¢ =arctan (£) = ¢ = arctan (3) = 0,67474 rad

x

la) =51) +4j) +3k) =

y entonces
~ 3,8537 12,0303 14,8414
TF = 0,20569 1.1463 0,19512
2,0303 6,0 2
Si consideramos una nueva base
|€1) = i) <él &1y =1 <él |€2) =1 <é1 lés) =1
{1&1),[€2),[€3)} = ¢ [€2) = [i) + ) | (&*le1) =1 (e?[&) =2 (&%[&3) =2
l&s) = [i) + [j) + [k) (@ &) =1 (&[e) =2 (&°es) =3

para ese mismo espacio R? encontraremos una nueva expresiéon que toma, T} en esa base. Igualmente encontra-
remos las expresiones para los siguientes tensores: 7}, T;;, T%. Nétese que esta nueva base no es ortogonal
,(&" |&;) # 0¥, con lo cual no se cumplen muchas cosas entre ellas [&) (6% # 1

Para encontrar la expersién T; expresamos los vectores base {|e1),|ez2),|es)} = {|i), i), |k)} en término
de la base {‘é1> ) |é2> ) ‘é3>}

le1) = [i) = [&1)

{le1)le2),les)} == q le2) =1i) =€) —[&1)

les) = |k) = |€3) — [€2)
recordamos que un vector genérico

la) = d’ |e;) =a’ |&;) =

la) = a |e;) = a' [&1) +a” (&) +a° [&3) = @' |e1) +a° (le1) + |e2)) +a° (ler) + |ez) + [es))
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con lo cual
1 2 ~1 | ~2 | = ~2 |~ ~
a' ler) +a®lex) +a®les) = (@' +a* +a@°) |er) + (a° + @*) |e2) + @° |es)
y como
d zt 9 at .ozt _ 1.
o =L g =L gm =1L
a' =a' +a* +a® 9 o
2 _ ~2 | =3 i ~k 8z _ x> _ 1. da® _ 4.
a“ =a“+a == a 8jka - 6511_07 8502—1, 53 = 1
3_ =3
a’>=a
o z° o z° d =3 .
o =0 g2 =0 gm =1

Es de hacer notar que dado que la base ortonormal {|e1), |es),|es)} = {]i),j), |k)} se tiene que

0zt

@) = alle) =a'[&) = (e'| ) = a (€' ley) =00} —a' = (e [&1) —> 5o =
x

(€' &)

El mismo procedimiento se puede aplicar para expresar el vector |a) como combinacién lineal de los vectores
€5)

la) = @ [8;) = o/ le;) = a’ [er) + a? leg) + a®[es) = a' [&1) + o ([82) — [&1)) + a® ([&s) — [&2)

1 1 1
Tih=1 §h=-1; %L =0
at=a'—a ik
~ ~k i ~2 ~2 ~2
Etz:az—cﬁ = a" =a o == 25120; gizzl, gigz—h
a’=a
o.&% _ 9.&% _ 2 _ .
821_07 aiQ_Oa 823_17
Noétese que, como era de esperarse,
AP 1 1 1 1 1 0 1 00
o xt ok
g =0 =011 01 -1 |=[o010
o 00 1 0 0 1 00 1

Con las expresiones matriciales para las transformaciones ,estamos en capacidad de calcular, componente a
componente, las representacion del tensor en la nueva base con lo cual

i

mo9xtozm Y
Tl — 8 &' o a? Ti — o &t 69:1T1_|_8x2T1+813T1
1= 9zi9zt "5~ 9l \dal "1 8zl 2 9zl +3
ot (0t 72 | 8% 42 | 8 2
+8m2 8i1T1+arle2+a.%1T3
93! (8t 3 9 2 3 o a3 3
toml g Ttoa +5a T3

es decir

Ti= 220z mic 1.(1T}+0T}+0T})
~1-(1TP+0T5+0713)
+0(L TP +0T5+01T3)

Ti= 0% 0z 7i= T} T2=2-2=0
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del mismo modo

~ ~1 j . ~1
T1+87'2 T2+3I2T32
T3+3CD2 TZ’?

+3 72

8%
8 a!
+8z3 9 z2 T

3x2

es decir ‘
Ti= 220 Tic 1.(1T} +1T}+0T})
—1-(1T?+1T5+073)
+0(1TE+1T5+013)

8

Tp= 220z pic (TP 4+T3)— (T2+T3) =2+1)—(2+3) =~

se puede continuar término a término o realizar la multiplicacion de las matrices ‘g =1y 5 0 @l provenientes

VRACNID
de la transformaciéon de componentes de tensores. Vale decir
1 -1 0 2 1 3 1 11 0 -2 -3
- J
T,ig:gi;gfc 0 1 -1 2 3 4 011 |=(1 2 4
. o 0 0 1 12 2 00 1 1 3 5

hay que resaltar un especial cuidado que se tuvo en la colocacion de la matrices para su multiplicacién. Si
bien en la expresién TF = gik g ;,Jn T} las cantidades 2 oL
se multipliquen, cuando se colocan como matrices debe respetarse la “concatenacion interna de indices”.
Esto es cuando querramos expresar TT’; como una matriz, donde el indice contravariante k indica filas y el
indice covariante m las columnas, fijamos primero estos indices y luego respetamos la “concatenacién indices”
covariantes con los contravariantes. Esta es la convencién para expresar la multiplicacién de matrices en la

notacién de indices?. Esto es

~ ok ol ~ ok 0l

Th=—"— T —=TF=_""T
oxtoxm J oxt 7 9xm

. o ik i
Ahora los objetos 57,1} vy
taciéon matricial. )
Con lo cual hemos encontrado la respresentacién matricial 7% de las componentes del tensor 7 en la

base {|€1),]€2),€3)}

5m pueden ser sustitidos (en sus puestos correspondientes) por su represen-

Tl=0 T3=-2 T)=-3
T2=1 T3=2 1T3=4
TP=1 T5=3 1T}=5
Para encontrar la expresién para Tkm recordamos que Tkm = g,mif{,; es decir, requerimos las componentes

covariantes y contravariantes del tensor métrico gi, que genera esta base. Para ello recordamos que para
para una base genérica, {|€;)}, no necesariamente ortogonal, de un espacio vectorial con producto interno,

2Quizé una forma de comprobar si los fndices estd bien concatenados se observa si se “bajan” los indices contravariantes
pero se colcan de antes que los covariantes. Esto es T; — Tij Asi la multiplicacién de matrices queda representada por

C]@ = Ai Bf — Ci5 = A;Byj y aqui es claro que inidices consecutivos estdn “concatenados” e indican multiplicacién
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. . 0 . Y
podemos definir la expresiéon de un tensor o | due denominaremos tensor métrico como

&) 18;)7
[ o o . o
gl 0,0 |=0;=0: = §;=0:=gl&),|&) = (& &) = (& &)

o
=37 = g7 =3"=(3;)

Es de hacer notar que la representacién matricial para la métrica covariante g;; de una base ortonormal
{le1),le2),les)} = {|i), i), |k)} es siempre diagonalEsto es

gin={(erler)=(ili) =1 giz=(e1]ex) =(ilj) =0; gi13={(er|es) =(ilj)=0;
921 = (€2 |e1) = (j [i) = 0; g22 = (€2 ea) = (j ) = 17; gos = (e2 |es) = (j [k) = 0;

g31 = (e3 |e1) = (k [i) = 0; g32 = (e3]ex) = (k |j) =0; ¢33 = (e3 |es) = (k [k) = 1;

con lo cual
(T)
0o -2 -3
(Tem) = (grenT) = 1 2 4
1 3 5

Ty = ()
donde hemos denotado (e) como la representacién matricial del objeto
Para el caso de la base genérica no ortonormal {|€;)} tenemos dos formas de calcular el tensor (las
componentes covariantes y contravariantes) del tensor métrico. La primera es la forma directa
gu=(&[e)=31l)=1 g1z = (&1 [&2) = (i (i) +1j) = L;
go1 = (&2 [&1) = ((| + () 1) = 1; Go2 = (&2 [&2) = ((i| + () () +13)) = 2

gs1 = (& [&1) = ((Al+ (Gl + (kD) =1L g2 = (&3 [€2) = ({i| + (I + (k[) (i) + [j)) = 2;

Yy
g3 = (€1 [&3) = (i[ ([i) + [j) + k) = 1;
G23 = (€2 [&3) = ((i| + () ([i) + i) + k) =2
gss = (€3 [&3) = ((i| + (j| + (k) (i) + i) + [k)) = 3
consecuentemente
1 1 1 N N 2 -1 0
Gij = 05— 12 2 — JI=g7=(3;)" = -1 2 -1
1 2 3 0 -1 1
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La otra forma de calcular la métrica correspondiente la base ortonormal {|e1),|es),|es)} = {|i),[i),|k)} v
transformarla a la base no ortonormal {|€1),|82),|€35)} = {|i),|i) + ), 1) + |j) + |k)} esto es

oxt 8l s d 0 xd
e =k 99

Gom = 5 ¥ o 5 i

La métrica para el la base ortonormal serd diagonal y ademas g;; = qi , con lo cual

1 00 N 1 00 _ 1 00
Gij = 010 |; ¢ <= 010 ]; g5 <= 01 0 |;
0 0 1 0 0 1 0 0 1
; ; 1 00 1 0 0 1 11 1 1 1
oz 0 x’
gkm:a—igﬁafm {110 01 0 01 1 ]=[122
x x 111 001 001 123
notese para conservar la convencioén de indices y matrices hemos representado que hemos traspuesto la matriz
correspondiente a g ;; . La razén, como dijimos arriba es

. 0zt 0 7 B ~ _
Gkm = =% 9i5 5am 7 Gkm = Wik gi5 Wiy — Gkm = Uk gij Wjm

Para poder representar multipicacién de matrices los indices deben estar consecutivos, por tanto hay que
trasponer la represetacién matricial para poder multiplicarlar. _
Ya estamos en capacidad de obtener las representacines matriciales para los tensores: T/, T;;, T%.

T

o 0 -2 -3 0 1 1 B
<T;>:<T;> 1 2 a| = =2 2 3 —><Tg>
1 3 5 3 4 5
] ] 111 0 -2 -3 2 3 6 ]
(Tem) = (aaTiny — [ 1 2 2 1o oa=( 48 15— (Ti)
1 2 3 1 3 5 5 11 20
) ) 0 -2 -3 11 1 5 —10 —13
<T’“">:<T,’,ggmk>—> 1 2 4 12 2 |= 7 13 17 —><T’””>
1 3 5 1 2 3 9 17 22
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