Métodos Matematicos de la Fisica 1 Segundo Examen Parcial

Nombre

1. Muestre que el conjunto de todas las matrices 2 x 2, complejas (con elementos com-
plejos) y determinante +1 forman grupo respecto al multiplicacién de matrices. Ese
grupo se conoce con el nombre de SL(2) (3ptos)

Solucion: si A y B son dos matrices complejas entonces, su multiplicacion sera

_ Ap A By By\_(Ci G i i _ i
A.E_(H:(A% A%)(B% B )=\ c2 & AiBy, =,

y det(B) = ||B|| =1 = B!B2 — BIB?> =1

= Cerradez: es claro que Cj = A’ B} serd también un niimero complejo y también
que det(C) = det(AB) = det(A) det(B) = 1 ya que det(A) = det(B) =1

= Asociativa: Lo es porque la multiplicacién de matrices lo cumple
» Elemento Neutro: La matriz 2 X 2 unidad tiene determinante 1

» Elemento Inverso: Como det(B) = 1 # 0, entonces siempre existira el inverso
para cada matriz 2 X 2, compleja y con determinante +1

2. Dos dimensiones, la relaciéon entre coordenadas cartesianas y parabdlicas se puede

1 . 2_,2
escribir como x = *5* y =uv

a) Determine la base ortonormal de vectores, |u;) = 88;, correspondientes a este sis-

tema de coordenadas y expresién para los vectores cartesianos i), |j) en términos
de esta nueva base (4 ptos)

Solucioén: La base seréd

— 8‘* S ~ ~
W T Tar gy M T TR a0 (T o

b) Determine la expresién para el tensor métrico g;; y el elemento de linea ds? en
estas coordenadas (2 ptos)

Luis A. Nunez Universidad de Los Andes, Mérida 1



Métodos Matematicos de la Fisica 1 Segundo Examen Parcial

Solucion: Como es una base ortonormal, el tensor métrico es diagonal. Esto es

2

a—)
! iguu:hiznghz:uQ—ka

oxt

gii:h?:‘

y el elemento de linea
ds® = guudu® + gppdv® = (u® + %) (du® + dv?)

¢) Dado un vector en coordenadas polares de la forma |a) = 3 |u,)+2|uy). Encuentre
su expresion en la base correspondientes a las coordenadas parabdlicas (2 ptos)

Solucioén:
|la) = 3|u,) + 2 |uy) = 3(cos 61 + sen 6j) + 2(—sen 61 + cos 0j)

PSJEY R N Y (L
/:I:2+y2 /:L'2+y2 \/x2+y2 \/:c2+y2

—2); - 2 _ 9.2 2,2
a) = (3x — 2y)1 + (2x + 3y)j _ (Bu*— 3w 4uv)1+2 (u? —v? + 3uw),

/22 + 12 02 4+ 2 V2 + 02

para que finalmente

(bu® —5v*u+2u*v)a  (—uPv +0v* + 100%u) ¥

a) =d = 9 | on3/2 2 4 ,2)3/2
(02 + u?) (02 + u?)

—1

d) Dado un tensor cartesiano de la forma T; = ( 3 1

) Encuentre su expresion

en coordenadas parabdlicas (3ptos)

Solucién: Solo tenemos que transformar las componentes del tensor cartesiano a coordena-
das parabdliclas. Esto es

. ozl 93! 1 0 Ozl Oxl

~. oxt Ox™ i 9zl Oz2 ozl 972
T _
i gk gag m =

Ox* 0% 02 ox 3 1 02 ox?

oxl  Ox? ozl 0z2

desarrollando las matrices de transformacion tendremos, primeramente que
ozl 9zl Oz Oz

9zL 932 du v u —v
oz 9z dy Oy VU

oz1 972 u O
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y su inversa

il oil ou ou . )
dal 022 | [ Oz Oy _( wZo? m)
2 932 v _u
con lo cual
_ —v?2-3uvtu? v(2u—3v)
Tii u2+v2 u2+v2
J u(2v+3u) —v2—3 uvtu?
u2+v2 u2+v2

3. Considere un espacio pseudoeuclidiano bidimensional descrito por un tensor métrico

op _ ( —L 0 como siempre n*? =% = L0
77 - 0 1 Y7 p 7] nﬂ’}’_ v 0 1

donde los indices griegos toman valores 0 y 1. Considere la siguiente transformacién de
coordenadas v g
O i el ) |

i,l

: . -1 0
Si un tensor en el sistema de coordenadas z® se expresa como T§ = ( 3 1 ), con

a, 3 = 0,1 Encuentre la expresién del tensor 7% (2ptos)

Solucién:
1(9,0 1
_7x1273x011+:):02 T (2:1: -3z )
Fod e 4 CET 10 _
A mo(2 x1+310) 123 50,1 4,02 0 1
2024217 2924412
—212_3 40514502 x! (2 z0—3 :):1>

j—,aﬁ . 2024417 202412

_m0(2x1+3a:0) 123 40,1 4502
20?2412 20?4412

4. Los polinomios de Legendre se pueden generar a partir de la Férmula de Rodrigues

1 d» . !
P,(z) = o (2> =1)", n=0,1,2,... con (P,|P,,) = /_1 P,(z) Py, (x)dx

como definicién de producto interno y FPy(z) = 1.

a) Muestre que {Py(x), Pi(z), Py(z)} forman base para el espacio vectorial de poli-
nomios de grado menor o igual a 2 (2 ptos)
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Solucion:

b)

Solucion:

Los Polinomios de Legendre son {Py(x), Py(z), Po(z)} = {1,2,3 (32> — 1)} y ob-
viamente son linealmente independientes ya que son polinomios de pontencias
diferentes

Co+01$+02(3$2—1):0 :>C():CIZCQZO

Encuentre la minima distancia entre A(z) = 322+ 2x+ 3 y el subespacio generado
por {Py(z), Pi(x)} (3ptos)

La distancia (genérica) entre A(x) = 3z + 2z + 3 y el plano expandido por
{Po(z), Pi(x)}, en general, serd la distancia entre un vector genérico residente en
el plano expandido por {Py(x), Pi(x)}, i.e.

Vir@).p@)) = V) = C°[Po) + C" [Py) « v(x) = C° + C'x

y el vector |A). Con lo cual

d(Iv); |A)) = /v = Al = V(v - Alv - A)

y esto es

d(jv); |A)) = \//_ldx (322 — (C' — 2)z — C° + 3)?

vale decir,

d([v); |A)) = %\/8160 —3600C° + 150(C1)2 — 600C + 450(C0)2

La distancia minima sera aquella “medida” a lo largo de la perpendicular entre
el plano expandido por {Py(z), Pi(z)} v el vector |A). Obviamente, serd la com-
ponente de A(z) en la direccién de P(x), porque la base {Py(z), Pi(x), Po(x)} es
ortonormal. Esto es:

322 —-1) 4

<P2|A>=/_11 dac(3932—i—2x—|—3)<T:5
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