Métodos Matematicos de la Fisica 1 Tercer Examen Parcial

Mayo 2008

Nombre

1. La relacién entre coordenadas cartesianas {x,y, z} y parabdlicas (paracilindricas), {u,v,w}, se puede
escribir como

y=uwv y z=w
Si la descripcién del flujo de un fluido en esas coordenadas viene dado por un campo de velocidades

i@zﬁ(um) L gaw(u, v) .

w  Ou Y Cuo O

‘7:

v

a) Encuentre la expresién para la divergencia V-V (3 ptos)

Solucién: En estas coodenadas el operador divergencia, para un campo vectorial genérico A = A, 4, +
A,l, + A1, se escribe como

[ 8% (\/m Ay (u,uw)) + 8%; (" u® +v? A, (u,v,w)) + 88 ((u2 +1)2) Aw (u’v’w))

VA= 9w
u? 4 v?

donde los factores de escalas han sido identificados como

hy =hy =Vu2+v" y hy=1

con lo cual la divergencia para el campo vectorial v queda como
- — _ 2 2
VeV = it (- (22 (w0) v = (Z (w,0)) Put (0 (w,0)) °
0 (o (w,0)) v+ (Z (w,0)) 0* = 0 o (u,0) }

b) Encuentre la expresién para el rotor V x V (3 ptos)

Solucién: Del mismo modo, para el mismo campo vectorial genérico, A = A, 0, + A,y + Aply,

= 1T 1 Ay (u,v,w) B(V u2+v2Av(u,v,w)) -~
VxA= w2102 < Ov B Ow Uy +

1 6(\/ u2+v2Au(u,v,w)) A (uvw) | A

w2 tv2 ow ou u

1 (8\/ U2+U2A'n(uvvvw) _ oV u2+U2Au(u7U1w)) ﬁ
ou ov w

u2 40?2

v

la expresion para el rotor en estas coordenadas

Vi v 1 0y (u,v) oY (u,v) 3 ) 4, PY(uw), 3 2
VxV= (u2+v2)3/2 v2u ( ov v+ ov ViU + 0 udv vut+ Oudv vou” +

0,

Pb(uw), 2 0PY(uw) 3 OY(uw) 2
duov VU + duov U ou U
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¢) Considere la funcién (u,v) = 2

)

Solucion:

v
u

Encuentre la expresion para el Flujo a través de una superficie cilindrica, con el eje de simetria
en el eje z, de radio p? = 22+ y? =1, en el intervalo —1 < z < 1 (6 ptos)

El flujo del campo vectorial V viene definido por

/dg.m/dgl.m/d@.m/dgg.v:/dvﬁv
S

Estamos haciendo uso del teorema de la divergencia. Las superficies S; y S3 representan las
“tapas” del cilindro perpendiculares al eje z, mientras que Ss es la superficie perpendicular al
plano z — y. Claramente, el flujo a través de las “tapas” se anula, porque el campo vectorial
no tiene componentes en esa direccion

/dgl-V:/dio,V':O

con lo cual nos queda calcular el flujo a través de la superficie Sy

[ase V= [av¥.7
s
Para ello no tamos que si 9(u,v) = 2 la divergencia puede escribirse como

—

V-Vz 2u%v? 4+ 30t 4+ ub

(u? + v2)3/2 uhp2

Donde dv representa el diferencial del volumen encerrado por la superficie S, y viene expresado
en coordenadas cilindricas parabdlicas como

dv = dx dy dz = h1dq; hadgs hsdgs = \/u2 + v2du \/u2 + v2dv dw
Con lo cual el flujo se puede calcular como
.o .. 1 V2 V2—v? 2 1202 4 6
/dsvz/dvv.vz/ dw/ dU/ P
s ~1 0 Vi vu? + v2ute?

Nétese que, sobre la circunsferencia unitaria, p?> = 22 + ¢y = 1 = u? + v? = 2 (realmente
representa dos posibles (de las cuatro) soluciones reales). Integrando

2—v?
/VZ_”2 d 2020 + 30t +ub w2+ In(u+ Ve +o?) Va2 o2
u = - -
—V2—0? Vu? + v2ute? 202 2 us3 e

/ﬁd VZ-V2 1 (VR VR V2 Lo (V21 s
v|————=In — =—In|—— ] -

0 v? 2 \V2+v2—?)  2-2)?) 2 \V2+1
finalmente, el flujo puede ser escrito

5 o V2-1
/ds-v_1n<\/§+1>—2¢§
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2) Encuentre la expresién para la circulacién cerrada ¢ d-V a lo largo de la circunsferencia de

radio p = /22 + y2 =1 (3 ptos)

Solucién: La circulacion se puede escribir

N 10 i3 2 2 2 2
}{df.vf(huduﬁﬁhvdvﬁv)-( “““”)f(”‘ Y gy YT du>
u v

u3 v

Pero, més ain, como sobre la circunsferencia

u=/2cosf
P=r+yP=1 =d*+*=2 =
v =+/2senf
por lo cual
27 2m
- —v/2sen 2 cos 6
7{(177.1/:_/ dp —Y25nv dg@:_\/ﬁ
0 2cos3 0 0 sen 6
d) Si definimos el operador diferencial D -V = — (uv) (ﬁ . V) Encuentre la expresién explicita para

el operador D (3 ptos)
Solucién: A partir de la defincién de divergencia es inmediato

> _ -1 30%(0) 3, 0%(0) 30(0)
D.(o)_(u2+v2)3/2vu{—vu 92 _Uu8u2 +v 2 +uvﬁv2 +u’v 02 —u pe

2. Dado un potencial en coordenadas cartesianas de la forma

JI2

P(x,y) = 2

2 — 32
Encuentre la expresién del laplaciano para esa funcién en las coordenadas parabélicas VZ¢(z, y) (5ptos)

Solucién: La expresiéon del potencial en coordenadas parabdlicas toma la forma

V(o) = — <32(°) [P0 0 <(u2 +v2)a(°)>)

u? +v2 \ ou? ov? ow ow
por otro lado, en coordenadas parabdlicas
z? v? —u?
22 —y2  ut — 6022 + ot

o(x,y) =

entonces
8 + 200502 — 26 utv* 4+ 20 ubv? + 8

V2p(u,v) =8
9w v) (u* — 6v2u? + v4)3
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