Métodos Matematicos de la Fisica 1 Cuarto Examen Parcial

Julio 2008

Nombre

1. Dos operadores lineales cumplen con
AB+BA=0; A*’=B*=1 [A,B]=2iC
a) Muestre que [C,B] = —2iA y C? =T (2ptos)
Solucién: C2 =1
[A,B][A,B] = —4C? = (AB — BA) (AB — BA) = —4C? = — (2BA) (2AB) = —4C* = C* =1

yaque AB=—-BAy A2=B2=1
Solucién: [C,B] = —2iA

[C,B] = %[[A,B], B] = 2% {(AB—-BA)B —B(AB —BA)} = 2% {2A — 2BAB} = —2iA
yaque AB=-BAy A2=B2=1
b) Evalue [[[A,B], B, C]], [A,B]] (3ptos)

Solucién:
[[[A, B], [B, C]], [A, B]] = [[2iC, 2iA], 2iC] = —8i[[C, A], C] = —8i[—2iB, C] = 32iA

2. Sean A y B dos operadores hermiticos, con autovalores no degenerados y un operador unitario definido
como: U = A 4 iB. Muestre que

a) [A,B] =0y A% + B2 =1 (3ptos)
Solucién: Como
UUT = UU = (A +iB) (A + iB)" = (A +iB)' (A + iB) = (A + iB) (A — iB) = (A — iB) (A + iB) =
BA — AB=-BA+AB = [B,A] = —[B,A] = [B,A] =0
La segunda de las afirmaciones se puede demostrar, a partir de

UUt =1 = (A +B) (A+iB)' = (A +B) (A —iB) = (A2 + B% +i(BA — AB)) = [ = A% 4 B2

b) Los autovectores de A también lo son de B (2ptos)

Solucién: Si {|u;)} son autovectores de A entonces
Alu;) = A Jwg) = BA|u;) = \B|u;) como [B,A] =0 entonces AB |u;) = \;B |u;)

por lo tanto B|u;) es un autovector de A. Pero la solucién para la ecuacién de autovectores
(A — X\I) Ju;) = 0 es tnica, por lo cual todos los autovectores de A son proporcionales. Esto es
B |u;) = p; |u;), con lo cual que damostrado que los autovectores de A son autovalores de B

¢) SiU|v;) = v; |v;) entonces |u;| = 1 (2ptos)

Solucién: Es claro que

VI UTU |v) = (V[T |v) = pips (v [vy) = (v T |v; =ui=1
j
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3. Dada una matriz de la forma

A= y AV =N |vi)

[=JReas
o~ Q
= o O

con « y 0 nimeros complejos distintos de cero, encuentre

a) las relaciones que deben cumplir « y 3 para que A; sea real. (3ptos)

Solucidon: El Polinomio caracteristico y la condiciéon para que A sea real sera:
1-N1-22+X-af) =0 =A=1£+af =af>0AafcR

b) las relaciones que deben cumplir o y 3 para que <vj |vi) = 52 (3ptos)

Solucidén: Los autovalores y autovectores para esta matriz serd

0 v
)\1 =1= |V1> = 0 ) )\2 = ].+\/ O[ﬁ = |V2> = 1 ; )\3 = 1+\/C¥,6 = |V3> =
1 0
con lo cual
2 p?
<v [vs) =0 :>aﬂ:1 = |a| = |3

¢) Suponga que A es hermitica, encuentre las relaciones que deben cumplir @ y 8 (2 ptos)

el HQ"
B

Solucién: Si A es hermitica, entonces a* = 3, con lo cual se cumplen automaticamente ambas aseveraciones.

4. Data las siguientes matrices determine cuales conmutan entre ellas y encuentre la base de autovectores

comunes (5)

6 —2 18
a=( 5 5) ==(s )

-9 -10 14 2
C_<—10 5 ) D‘( 2 11)

Solucién: Notamos que [A,B] = [A, D] =[D,B] =0y

WQ:((2§> mm:(g‘f) mmz(g‘f)

y los autovectores comunes a A, B, D, serdn

w=(4) m-(})
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