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Nombre

1. Dos operadores lineales cumplen con

AB + BA = 0; A2 = B2 = I [A,B] = 2iC

a) Muestre que [C,B] = −2iA y C2 = I (2ptos)

Solución: C2 = I

[A,B][A,B] = −4C2 ⇒ (AB− BA) (AB− BA) = −4C2 ⇒ − (2BA) (2AB) = −4C2 ⇒ C2 = I

ya que AB = −BA y A2 = B2 = I
Solución: [C,B] = −2iA

[C,B] =
1
2i

[[A,B], B] =
1
2i
{(AB− BA) B− B (AB− BA)} =

1
2i
{2A− 2BAB} = −2iA

ya que AB = −BA y A2 = B2 = I
b) Evalue [[[A,B], [B,C]], [A,B]] (3ptos)

Solución:
[[[A,B], [B,C]], [A,B]] = [[2iC, 2iA], 2iC] = −8i[[C,A],C] = −8i[−2iB,C] = 32iA

2. Sean A y B dos operadores hermı́ticos, con autovalores no degenerados y un operador unitario definido
como: U = A + iB. Muestre que

a) [A,B] = 0 y A2 + B2 = 1 (3ptos)

Solución: Como

UU† = U†U = (A + iB) (A + iB)† = (A + iB)† (A + iB)⇒ (A + iB) (A− iB) = (A− iB) (A + iB)⇒

BA− AB = −BA + AB⇒ [B,A] = −[B,A]⇒ [B,A] = 0

La segunda de las afirmaciones se puede demostrar, a partir de

UU† = I⇒ (A + iB) (A + iB)† = (A + iB) (A− iB) =
(
A2 + B2 + i (BA− AB)

)
⇒ I = A2 + B2

b) Los autovectores de A también lo son de B (2ptos)

Solución: Si {|ui〉} son autovectores de A entonces

A |ui〉 = λi |ui〉 ⇒ BA |ui〉 = λiB |ui〉 como [B,A] = 0 entonces AB |ui〉 = λiB |ui〉

por lo tanto B |ui〉 es un autovector de A. Pero la solución para la ecuación de autovectores
(A− λiI) |ui〉 = 0 es única, por lo cual todos los autovectores de A son proporcionales. Esto es
B |uj〉 = µj |uj〉, con lo cual que damostrado que los autovectores de A son autovalores de B

c) Si U |vi〉 = νi |vi〉 entonces |µi| = 1 (2ptos)

Solución: Es claro que 〈
vj
∣∣U†U |vi〉 =

〈
vj
∣∣ I |vi〉 ⇒ µ∗jµi

〈
vj |vi〉 =

〈
vj
∣∣ I |vi〉 ⇒ µ2

i = 1
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3. Dada una matriz de la forma

A =

 1 α 0
β 1 0
0 0 1

 y A |vi〉 = λi |vi〉

con α y β números complejos distintos de cero, encuentre

a) las relaciones que deben cumplir α y β para que λi sea real. (3ptos)

Solución: El Polinomio caracteŕıstico y la condición para que λ sea real será:

(1− λ)(1− 2λ+ λ2 − αβ) = 0 ⇒ λ = 1±
√
αβ ⇒ αβ > 0 ∧ αβ ∈ R

b) las relaciones que deben cumplir α y β para que
〈
vj |vi〉 = δji (3ptos)

Solución: Los autovalores y autovectores para esta matriz será

λ1 = 1⇒ |v1〉 =

 0
0
1

 ; λ2 = 1+
√
αβ ⇒ |v2〉 =

 β√
αβ

1
0

 ; λ3 = 1+
√
αβ ⇒ |v3〉 =

 −β√
αβ

1
0

 .

con lo cual 〈
v2 |v3〉 = 0 ⇒ β2

αβ
= 1 ⇒ |α| = |β|

c) Suponga que A es hermı́tica, encuentre las relaciones que deben cumplir α y β (2 ptos)

Solución: Si A es hermı́tica, entonces α∗ = β, con lo cual se cumplen automáticamente ambas aseveraciones.

4. Data las siguientes matrices determine cuales conmutan entre ellas y encuentre la base de autovectores
comunes (5)

A =
(

6 −2
−2 9

)
B =

(
1 8
8 −11

)
C =

(
−9 −10
−10 5

)
D =

(
14 2
2 11

)
Solución: Notamos que [A,B] = [A,D] = [D,B] = 0 y

[A,C] =
(

0 2
−2 0

)
[B,C] =

(
0 −8
8 0

)
[D,C] =

(
0 −2
2 0

)
y los autovectores comunes a A,B,D, serán

|u1〉 =
(
− 1

2
1

)
|u2〉 =

(
2
1

)
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