Segundo Examen Parcial de Métodos Matematicos 1 Espacios Lineales

Nombre

Mayo 2005

1. Las matrices 0,0y, 0, se conocen con el nombre de matrices de Pauli :

a)

(0 1)\ (0 =i\ (10, L (10
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Muestre si las matrices de Pauli 0,0y, 0., conjuntamente con la matriz identidad, 1 forman un
grupo respecto a la multiplicacién usual de matrices (2 ptos.).

Las matrices de Pauli no forman grupo bajo la multiplicacion usual de matrices porque mo es
cerrada la operacion. Esto es 0,0y =10, # 0,

Compruebe que (2 ptos.)
00, = i€kmo" + ;i1 con j, k,m=u1x,y,z

Efectivamente si se cumple
0 1 0 -\ _.(1 0 ) 0 1 1 0 _ (0 =i
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10 10/ \i 0 i 0 L0 -1 0 -1 /) \0 1
Muestre que las matrices de Pauli 0,,0,, 0, conjuntamente con la matriz identidad 1 forman

base para el espacio de matrices 2 X 2, (3 ptos.).
Si las matrices de Pauli conjuntamente con la matriz unidad forman base, significa que una matriz

1 1
L m; m . ‘ L
genérica M = ( m% m% ) podrd ser escrita como combinacion lineal de los elementos de esa
1 2
base. Esto es
m% = ag +a,
1 1 1 ;
m; m my = ay —ia
1 2\ _ 2 z Y
=ag|l)+ay|oz) +ay|oy) +as|o = .
(m% m%) 0 [1) + ax [oz) + ay oy) + az [o2) m? = az  +iay
m3 = ag —a,

que constituye un sistema de ecuaciones algebraicas que siempre se puede resolver y encontrar
{ao, az,ay,a.}. Resolviendo el sistema de ecuaciones lineales

1 1

Otra forma de demostrar que forman base es verificar si {0y, 0y,0,,1} son linealmente indepen-
dientes esto es

0= ¢ +c, co=0

. 0= Cx  —icy c, =0

co|1) +czloz) +cyloy) +clo) =0 = 0= ¢y Fic, = ¢y =0
0= ¢ —c, c, =0
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d)

Muestre que una matriz compleja genérica puede expresarse en esa base como
1 1
m m - o -
M = ! 2 ) =apl+ad- & con ¢ = o l+o,J+0,K
2 2 y
my My

donde @ = ayl+ayJ+a.K siendo ag, s, ayy a, nimeros complejos (2 ptos.).
Fue demostrado arriba

Muestre ademds que (2ptos)
@) (5.5) - (a-z?) 1+ - (ax 5)

con @ = azl+ayJ+a.Ky b= by1+byJ+b.K
Empezando por el lado derecho
(albl) 1+iore ™ a,,b, = (albl) 1+ 0,,0,a"b0" = (aiai) (bjaj)
——
OTmOn
Notese que el primer término (albl) 1, corresponde a los sumandos (O’m)2 = 1 los cuales nos

estdn incluidos en el término 0,,0,a™b"™ porque el simbolo de Levi Civita explicitamente exige que
m#n.

2. Considere el espacio lineal de funciones continua y continuamente diferenciables. C[Ofl 1 en el cual

el producto interno viene definido por (q|p) = f_ll p(z)q(z) dzr. Si ademds consideramos el vector
Ip) — p(z) = 2z + 322 + 5x*

a)

Encuentre la proyeccién de |p) en el subespacio 82 expandido por una base ortonormal de
polinomios cuadratico: {|ug);|u1); |uz)}, donde |ug), |u;) y |uz) representan polinomios de grado
0, 1y 2 respectivamente (3ptos)

Las componentes de |p) en la base {|u0) — g; [ug) «— \/gx; lug) «—— /2 (2? — %)} serdn

(ug Ip>/1 ﬁ(2x+3x2+5x4) dz = 2v2

42

3

1
45 1 34
(u2 |p) =/ V(27— 2 ) o+ 327+ 50) de = 2V10
-1 8 3 35

2 34
Ip)sz = 2v2[uo) + g\/6|111> + g\/ﬁ\uﬁ

1
2
(u; |p) = / \/gx (Zm +322 + 5x4) dz = =V6
-1

con lo cual

b) Encuentre la minima distancia entre ese subespacio y el polinomio |p) (2ptos)

La minima distancia entre el subespacio S? y el vector |p) ser’a la norma de la diferencia entre
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el vector y su proyeccion sobre el subespacio S? Esto es

1 2
Im%—MyH:¢@—pym—py%:VﬁlG%+&ﬁ+mﬂ—<z+h+;6mﬁ—ﬂo> de

128
IIp) = [P)s2ll = /(P = Ps2 [P — Ps2) = \/ {57 = 053875

3. Es espacio de Minkowski, M?, es un espacio pseudoeuclideano tetradimensional, vale decir un espacio
vectorial respecto a la suma y a la multiplicacién por un escalar equivalente a un espacio euclideano,
&, en el cual hemos definido un producto interno de tal forma que

= (@0t a?a®) o () = g% gt - ety

a) § Serd una buena definicién de producto interno de espacios euclidiano. ? j por qué ? (2ptos)
No lo serd por cuanto

(x|x) = [Ix]| = (2°)% = («1)* = (2%)° = (2*)° #0 V|x) e M*

b) ; Si aceptamos esta definicién de producto interno, cudl serd la (o las) consecuencia(s) en las
definiciones de norma y distancia para estos espacios ? (2ptos)
Tendremos vectores |x) con normas, positiva, nula o negativa
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