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1. Funcionales Lineales

Definiremos funcionales lineales aquella operacién que asocia un nimero complejo (o real) a un
vector |v) € V y cumple con la linealidad. Esto es

“V [V)eV — F[v)]ecC
» Fla [vi)+ 8 [vo)l=a Fllvi)|+ B8 Fllv2)] ¥V |v),[v1),[v2) €V

El conjunto de funcionales lineales {F1, Fa, F3, F4,- -+ , Fn,- - } constituyen a su vez un espacio
vectorial, que se denomina espacio vectorial dual de V y se denotara como V*. Este espacio lineal
también se denomina espacio de formas lineales y los funcionales son esas 1—forma. Esto es, dados
Fi1,F9 € V* ge tiene

(Fi+F2) (V)] = A (V)] + Fa [[v)]
vV o |[v)eVv
(@ F)[Iv)] = o* Fllv)]

En aquellos espacios lineales con producto interno definido (Espacios de Hilbert), el mismo producto
interno constituye la expresiéon natural del funcional. Asi para tendremos

(Fa) W)l =(alv) V [vyeV A V (a]eV"

Luis A. Nunez Universidad de Los Andes, Mérida, Venezuela 2



Formulario de Métodos Matematicos 1 Vectores Duales y Tensores

Es claro comprobar que el producto interno garantiza que los {Fa, Fp, -} forman un espacio
vectorial.

(Fa+ Fp) [[V)] = FallV)] + Fp[[v)] = (a|v) + (b |v)
V o |[v)eVv
(a Fa)[lv)] = (aa |v) = a" (a|v) = a" Fa[[v)]
Esta tltima propiedad se conoce como antilinealidad. Con lo cual se establece una correspondencia
1 — 1 entre kets y bras, entre vectores y formas diferenciales.

Alvi) +A2fve) = AT (Vi + A3 (va
Con lo cual podemos puntualizar esta correspondencia como
(alv) = (v |a)"
<a |>\1V1 + )\2V2> =)\ <a |V1> + Ao (a ‘V2>
()\1&14‘)\2&2 |V> = Xf <a1 ‘V> + )\; <32 |V>

Més atn, dada una base ortonormal {|e1), |e2), |e3)---|en)} para V siempre es posible asociar
una base para V* de tal manera que

V) =Xle)) =2 (v|=A(e'] conXN=(e|v) A A =(v]e;) coni=1,2---,n

Noétese estamos utilizando la notaciéon de Einstein en la cual indices repetidos indican suma y
que las bases del espacio dual de formas diferenciales <ék’ llevan los indices arriba. Los indices
arriba se llamaran contravariantes y los indices abajo covariantes. Las componentes de las formas
diferenciales en una base dada, llevan indices abajo (a| = a; <éi} mientras que las componentes de
los vectores los llevan abajo |a) = a’ |&;)

2. Bases Discretas

Para fijar conceptos y extender algunos de los razonamientos que hemos desarrollado hasta
aqui. Tal y como vimos arriba, la representacién de un vector |F) en un espacio vectorial abs-
tracto V puede darse en término de una base ortonormal de vectores (discreta y finita Bpp =

{Juy), |uz2), |us),---|u,)} o discreta e infinita Bpy = {|ui), |ug), |uz)---|u,)---}) de la forma:
¢ |w)=(u'|F) [w) < Bpr={|lw), [u), [uz) - |u,)}
|F) = ' ' coni=1,2,--- ' n
¢ |vi)y=(a'|F) lw) < Bpr={|lw), |u), [uz) - |u)---}

donde en ambos casos:

= <u" F)=¢ (u'|u;)=¢ 5;

Donde la delta de Kronecker 5;’“ lleva un indice arriba y uno abajo y representa 5!-“ =1sit=k
y es nula en los otros casos. Supondremos, de ahora en adelante un espacio de dimension fini-
ta y en éste consideraremos dos bases ortogonales, Bpr = {le1), |e2), |es) - |en)} v Bpr =
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{|€1), |€2), |€3)---|€n)}, de dimensién finita. Como ambas son bases ortogonales todo vector de
V puede expresarse en término de esas bases, en particular cada vector base se puede expresar en
términos de la otra base como

len) = & [&1) + ¢ [&) -+ [&,) =& [§)
Este sistema de ecuaciones se puede resumir atin mas como
lei) = C [&;) = C [&;)

Los CZ-J son constantes que han renombrado las distintas formas de las constantes ¢/, & --- & que
expresamos arriba. Igualmente, podemos expresar los vectores de la segunda base en términos de
la primera como

B) =4l o)) = (&%) =0 = 4] (& |e;) = AlC)

ya que
em) = Cly [85) = (& lew) = Ci (8 [8;) = €0k = C,

Adicionalmente, hay varias costumbres a aclarar con la notaciéon de indices.

Al asociar los C¥ con elementos de matriz los indices contravariantes (arriba) indicaran filas y los
covariantes (abajo) las columnas. Esas matrices seran no singulares para garantizar la independencia
lineal de los vectores base. De este modo para el caso i,k = 1, 2,3 tendremos

k= Alck — k= AICk =CrA
1 1) 1 1] J
representa o
CiAp Gy C) Ay
Cidi Cidy CiA
C2A] CSAY C3A]

O O =

O = O

= o O
Il

ClA} + CJA? + C3A3 - ClAL+ ClA%+ CiA3
oA+ O3+ OB . CRA+ 3R+ OO
C}AT+ C3A3 + C3AY - CIAL+ C3A3+C343

S O =

O = O

_ o O
Il

Es claro que C% y Al son inversas una de la otra, por cuanto su multiplicacién nos da la matriz
identidad. Por lo tanto si |e;) = C7 |€;) se considera la transformacién directa, mientras que |&;) =

Al |e;) serd la transformacion inversa. El caso mas emblemadtico lo constituyen las transformaciones
entre la base ortonormal cartesiana {|?) , |7) } v la base ortonormal de vectores en coordenadas polares

{lur) ; [ug)}
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Siguiendo con el esquema propuesto expresamos los vectores cartesianos en la base de vectores
polares
|i) = cos @ |u,) —senf |ug) ‘ ‘
= le)) =Clluy) = O] = (W |ey)
|7) = senf|u,) + cosf |uy)

(R 2B (2 ) v (i)

o’ — <u1 le1) <u1\e2> . Y er . cosf senf
t A\ (u?ler) (ulles) )\ Y Cj9 ~ \ —senf cosf

Mais adelante veremos que esta es la matriz de rotaciones.

con

con lo cual

3. Bases Discretas y Continuas

Haremos una disgresién para fijar conceptos y extender algunos de los razonamientos que hemos
desarrollado hasta aqui. Tal y como vimos arriba, la representacién de un vector |F) en un espacio
vectorial abstracto V puede darse en término de una base ortonormal de vectores (discreta y finita

1BDfF = {|uy), |u2), |us), - |u,)} o discreta e infinita Bp; = {|uy), |uz), |us)---|u,)---}) de
- ¢ ;) = (u'| F) |uy) < Bpr = {|u1), [ug), [uz) - [u,)}
F) —
¢ |viy=(a'| F) [w) < Bpr={lw), |ug), [uz)-|un)--}

donde en ambos casos:

¢ =('|F)=¢ (u'|u;) =7 3
Ahora bien, si estamos tratando el espacio vectorial de funciones de cuadrado integrable £2, definidas
en N3 tendremos que

IF)=¢ |u) = <uz‘ F) |u;) = Z (/ a3 ul (') f (r')) |u;)
i=0 T
que se reescribe en términos de funciones como
f(r)= Z (/ 3wl (r') f (r’)) u; (1)
i=0 T

Es claro que se pueden intercambiar los simbolos de [y Y, por lo cual

f(r)= /OO a3 f (r') [i uf (v') w (r)]

- i=0

G(r',r)
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la funcién G(r',r) que depende de los argumentos, r’ y r, vive dentro de las integrales y convierte

f(r)= /OO &3 f (r') Gg(r',r)

—0o0

Este tipo de funciones que aparecié en el capitulo de transformadas integrales se conoce como la
funcién distribucién delta de Dirac

f(r)= /_OO &3 f (r’) 5(r' —r)

Esto sugiere la generalizacién de bases discretas a continua |w,) de tal forma que transformamos
el indice de la sumatoria en la variable de una integral

%) = [ dacla) fwa)

donde
¢(8) = (wp | ) —/da c(@) (wp [wa) —/da c(a) 6(a—B)

con en la cual § (o« — (3) es una Delta de Dirac. Asi, los dos conceptos expresados hasta ahora tienen
una expresion:

Propiedad\Base Discreta Continua
Ortogonalidad (V' |vy) =& (Wg [Wao) =0 (a— )
Cierre 1=>220 |vi) (V] 1=[da |wa) (W
Expansién F) =>2,¢ |u) |®) = [da c(a) |wa)
Componentes = <uz‘ F) c(B) = (wz |¥)
Producto Interno | (G| F) =)0, ¢* fi | (G| F) = [da g* (a) f(a)
Norma (FIF) = 520 1° | (FIF) = [do |} (@F

3.1. Bases de Ondas Planas

Como un ejemplo de lo anterior consideraremos la base de las ondas planas. En el capitulo de
transformadas integrales consideramos un caso particular de las transformada de Fourier compleja
para una funcion, vale decir

F(s):/oodt G p) = f(t):/oods it F(s)

—0o0 —0o0

las cuales re-escribiremos en términos maéas familiares a la comunidad de fisicos como

= 1 > i pz/h ) = 7 — 1 Oo —i px/h
¥ (2) m/_o@dp” 7 (v) 7 () %/_wdxe pe/h g (2)

Luis A. Nunez Universidad de Los Andes, Mérida, Venezuela 6
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Hemos tenido cuidado de incluir los factores de normalizaciéon adecuados para el caso de las des-
cripciones en mecanica Cudntica. Estas formulas pueden ser re-interpretadas en funciéon de los
conceptos anteriormente expuestos y podemos definir una base continua de la forma

1 > 1 X _ _ 1 00 1 )
)= —— d =t px/ﬁ) = — / dux <e—z px/h) z
0@ = o [ an () i 00 == [ o (= v (@)
e o5 (2)
por lo cual
v = [ Bu@ i) = e[ e e
Diremos que la funcién 1 (z) estd expresada en la base de ondas planas v, (z) = ﬁei pz/h
Noétese
» El indice p de v, (z) varfa de forma continua entre —oo e co.
» Que vy (2) = ﬁei px/h ¢ L£? es decir no pertenece al espacio vectorial de funciones de

cuadrado integrable ya que su norma diverge

o0 oo 1
ol v = [ do ()= [ o oo

—00 — 00

= Que las proyecciones de 9 (x) sobre la base de ondas planas es v (p) = (v,| 1)

= La relacién de cierre para esta base se expresa como

> * > 1 i p(a'—x
1—/da [Va) (Vo = / dp vy, (2') v, (z) = /Oodp 5 7C p(a'—z)/h _ 5 (z' - z)

—00 —

mientras que de la definiciéon de producto interno, uno obtiene

> * * 1 i z(p'—
vp>:/ dz vy () vp(:n):/ dp%e (p p)/hzd(p'—p)

—0o0 —0o0

<Vp’

En este mismo orden de ideas podemos construir otra base continua &, (r) a partir de la
utilizacién de las propiedades de la delta de Dirac. Esto es

¢(r):/ood37“0?/)(ro) Sro—1) = w<ro>=/°°d3w<r>5<r—ro>

—o0 N—— —o0

&g (r)

por lo cual la re-interpretacién es inmediata

b (r) = /°° Bro P (ro) & (r)  con (ko) = (€| ¥) = /°° Br € () (1)

—0o0 —00
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mas aun la ortogonalidad queda garantizada por la relaciéon de cierre

o0

(o] Exo) = /_ T o €, (1) & (F) = / dPro 8 (r — o) 8 (' —ro) = & (r' — 1)

—00

al igual que
nl6y) = [ a6, 0= [ Proem) dr-r) =5 (5 —n)

3.2. Las Representaciones |r) y |p)

A partir de las bases de ondas planas vy, (z),y de distribuciones, & (r), construimos las lla-
madas representaciones |r) y |p) de la forma siguiente. Asociamos

&ro (I‘) = ’r0>

Upo () = |po)

De esta forma dada las bases {&, (r)} y {vp, (z)} para el espacio vectorial V definiremos dos
“representaciones”, la representacién de coordenadas, |rg), y la representaciéon de momentos |po)
de V respectivamente. De tal modo que

ol ) = [~ @ g, ) &g )= (s -mo)
1= [ @y Iro) oo

(po| Py) = / Zd?’r ofy (£) upy (1) = / Zd% 271?1671- £ P0/h _ § (ph — o)
1= [ @0 lpo) (ool

Podemos, entonces expresar el producto interno para la representacién de coordenadas como

(® ) = (B ( [ o Iro <r0|) @)= [ o 6" ()t

1

y equivalentemente para la representacién de momentos

(@ |T) = (@ ( [ oo <po\) @)= [ o 6" )00)

1

Luis A. Nunez Universidad de Los Andes, Mérida, Venezuela 8
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por lo cual hemos encontrado que

W) = [ @y fro) (vl ) = [ o [po) (ool ¥)
Y(1rp) = (ro |¥) y  (po) = (po |¥)

que es la representacién de |¥) en coordenadas, ¥ (1), y en momentos, ¥ (pg). Adicionalmente
cuando |¥) = |p) tendremos que

(ro [po) = (rol </ &*rfy [rp) <rf){> IPo) = (27rh)_3/2/d3r6 § (7 — 7o) o7 PO 70
1
<I’0 |p0> = (27{}7/)73/2 e%ﬁO'FO

con lo cual 1(py) puede considerarse la transformada de Fourier de ¥ (r¢), y denotaremos de ahora
en adelante las bases |rg) = |r) y [po) = |p). Estos indices continuos, ro y po,representan tres
indices continuos r = (z,y,2) y P = (px, Py, P~) . La proyecciéon de un vector abstracto |¥) en la
representacién |r) serd considerada como su expresién en el espacio de coordenadas, igualmente
su proyeccién (p |¥) serd su expresién en el espacio de los momentos. Eso nos permitird hacer
corresponder los elementos de espacios vectoriales abstractos con, con elementos de un espacio
vectorial de funciones. Por lo tanto todas las formulas de proyecciéon quedan como

(r|®) =4(@) vy  (p|¥) =14(p)
mientras que las relaciones de cierre y ortonormalizacion
(rlr’) =6 (' —r) y 1= /dgr |r) (r|
(plp)=d(@'-p) v 1= /d3p p) (p|

por su parte, la relacién de cierre hard corresponder a la expresién del el producto interno de dos
vectores, tanto en la representacion de las coordenadas como en la representacién de momentos de

@l ([ wal) e = @ o o)

)
(@ @)

¢
@ ([ o) ol) 1) = [ @ 5 0) i00)

la forma

Luis A. Nunez Universidad de Los Andes, Mérida, Venezuela 9
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donde ¢*(p) y ¥(p) son las transformadas de Fourier de ¢*(r) y 1(r), respectivamente. La afirma-
cién anterior queda evidentemente demostrada del cambio entre las bases |r) y |p). Esto es

(rlp)=(pr)" = (Qﬂh)—3/2 cipr

por lo cual

() = (r |®) = {r ( [ 1) <p|) @) = [ @ e lp) (o] W) = a2 [ P et i)
e inversamente

$(p) = (p |¥) = (p| ( [ <r\) W) = [ plr) (ol @) = (2m) 2 [ @b TP

4. Paréntesis Tensorial

4.1. Tensores una definicién funcional

La extensién natural al concepto de funcional lineal es el concepto de tensor. Definiremos como
un tensor a un funcional lineal que asocia un nimero complejo (o real) a un vector |v) € V, a una
forma (u| € V*, o ambas y cumple con la linealidad. Esto es

sV v)eV A (ueV*— T[u];|v)]eC
= T[(ulsa [vi)+ 8 [vo)] =a T [(u];|v)]+8 T [(ul;[v2)] VY |vi),|va) €V A (u] €V~
s T[C (ua|+¢ (uf; V)] =aCT [(wl; [V)]+E T [(uzf;[v)] V|v), eV A (m],(uz| € V”

Es decir, un tensor es un funcional generalizado cuyos argumentos son vectores, formas o ambas.
Esto es 7 [e; 8] una cantidad con dos “puestos” y una vez cubiertos se convierte en un escalar
(complejo o real). Al igual que las funciones de varias variables (f (z,y) = 3z + 42) la posicién es
importante

lv) (ul
T é;i eC

Un tensor con dos argumentos correspondientes a formas y uno a un vector

[lvi) [v2) (u

1
T lo,0; | =T é,é;i 6C:;tensordetipo<2>;

y el caso contrario

[1v) (ui] (uz]

T[o; .’.]:;T cl); i, i € C = tensor de tipo (i)

Luis A. Nunez Universidad de Los Andes, Mérida, Venezuela 10
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En general
[vi) |va) [vn) (ui] (uzl (|
T[o; .7.]:;’]' é,cl),u-,c%;i,i---, i :;tensordetipo(?j)

En esta notacion el punto y coma ;separa las “entradas” para las formas de las de los vectores.
Es importante recalcar que el orden si importa, no sélo para las cantidades separadas por el
punto y como sino el orden de los puestos de los vectores y formas separados por coma. Ese dltimo
orden repercutird en las propiedades de los tensores. Seran tensores simétricos si al permutar dos
de los puestos de vectores (o formas) cambia de signo el orden no importa; antisimétricos si el orden
importa y un tensor genérico si el orden importa pero no se comporta como los casos resenados
anteriormente. De todos modos esto serd tratado con detalle mas adelante.

Obviamente las formas pueden ser representadas por tensores ya que son funcionales lineales de
vectores, es decir,

(al

una forma es tensor de tipo ( (1) ) =T é e C.

Por su parte, los vectores constituyen un caso especial de tensores
0 |a)
un vector es tensor de tipo ( 1 ) =T i e C.

porque son funcionales lineales para las formas diferenciales

4.2. Producto Tensorial: Definicion y propiedades

Como serd evidente més adelante, unos tensores (simples) pueden provenir del producto tensorial
(exterior o directo) de espacios vectoriales. Esto es que, dados &1 y & dos espacios vectoriales con
dimensiones N7 y Ny, respectivamente y vectores genéricos, |¢(1)) y |x(2)) pertenecientes a estos
espacios vectoriales, |o(1)) € €1y |x(2)) € . Definiremos el producto tensorial (exterior o directo)
de espacios vectoriales, £ = £1 ® &y, si a cada par de vectores |¢(1)) € &1y |x(2)) € & le asociamos

2 ) :
si se cumple que

un tensor tipo < 0

(€I €@l
P(X@) =) ® @) =T | & . o | = (1) lp(1) (€2) (@) € C

y cumplen con las siguientes propiedades:

1. La suma entre tensores de &£ viene definida como

lp(D)x(2)) +1C(1)&(2)) = le(1)) @ [x(2)) + [¢(1)) @ [£(2))
= [o(1) +¢(1)) @ [x(2) +£(2))

Luis A. Nunez Universidad de Los Andes, Mérida, Venezuela 11
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2. El producto tensorial es lineal respecto a la multiplicacién con niimeros reales A y u

[IAe(D)] @ [x(2)) = Me()] @ x(2)) = Alle(1)) @ [x(2)] = Ae(1)x(2))
(1) @ [lux ()] = le(1)) @ [1Ix(2)] = 1 lle(1) @ [x(2))] = 1 le(1)x(2))

3. El producto tensorial es distributivo respecto a la suma:
(1)) @ [Ix1(2)) + [x2(2))] = [¢(1)) @ [x1(2)) + lo(1)) @ [x2(2))
[le1(1)) + le2(1))] @ [x(2)) = le1(1)) @ [X(2)) + l@2(1)) ® [x(2))

Noétese que los indices (1) y (2) denotan la pertenencia al espacio respectivo.

Es facil convencerse que los tensores |p(1)x(2)) € &€ = &1 ® & forman un espacio vectorial La
demostracion se basa en comprobar los axiomas o propiedades de los espacios vectoriales. Es decir:

1. La operacion suma H es cerrada en V : V |vy),|v;) € V= |vi) = |v;) B|vj) € V
Esto se traduce en demostrar que sumados dos tensores |p(1)x(2)),y [((1)§(2)) € € el tensor
suma también pertenece a £,con a y b pertenecientes al campo del espacio vectorial

alp(1)x(2)) +b[C(1)&§(2)) = lap(1) + ¢(1)) @ [x(2) + b&(2))

y esto se cumple siempre ya que, el producto tensorial es lineal respecto a la multiplicacion
con numeros reales y por ser £ y £ espacios vectoriales se cumple

lap(1) + (1)) = alp(1)) +[¢(1)) € &

0(2) +6C(2)) = [#(2)) +6¢(2)) € &2

2. La operacion suma H es conmutativa y asociativa
Conmutativa V |v;),|v;) € V =|v;) B |v;) = |v;) B|vy)
Esta primera es clara de la definicién de suma

p(Dx(2)) +1C(1E(2)) = le(1) + C(1)) @ [x(2) +£(2))

} = [o(1) +¢(1)) @ [x(2) +£(2)) € &

[C(ME2)) + [p(1)x(2)) = [€(1) + ¢(1)) ® [£(2) + x(2))

por ser &1 y & dos espacios vectoriales
Vovi) |vi) v €V = ([vi) B lv;) Bvi) = [v;) B (Jvi) B |vi))

una vez mas, esto se traduce en:

(lp(D)x(2)) +1€(1)E(2))) + [(1)A(2)) = [e(1)x(2)) + (IC(1)E(2)) + [5(1)x(2)))

con lo cual, por la definicién de suma la expresion anterior queda como

(lp(1) +¢(1) @ [€(2) + x(2))) + [5(1)5(2)) = [o(1)x(2)) + (I¢(1) + (1)) @ [£(2) + £(2)))

[(p(1) +¢(1)) + (1)) @ [(£(2) + x(2)) + £(2)) = [0(1) + (C(1) + 2(1))) @ [£(2) + (x(2) + £(2)))
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3. Existe un tnico elemento neutro: 3! [0) > [0)H |v;) =|v;)BI[0)=|v;) V |vj) eV
Es decir,

p(1)x(2)) +10(1)0(2)) = | (1) +0(1)) @ [x(2) +0(2)) = [¢(1)) © [x(2)) = [¢(1)x(2))

4. Existe un elemento simétrico para cada elemento de V :
Viv;)eV T [-vy) > |v)B|-v;)=10) =

p(D)x(2)) = le()x(2)) = le(1) — (1)) @ [x(2) = x(2)) = [0(1)) @ [0(2)) = [0(1)0(2))
5. a(flvi) = (ab)vi) =

a(Ble(M)x(2))) = a(I6x(2) @ lp(1))) = [abx(2)) @ |¢(1))
= (af) [x(2) @ |e(1)) = (aB) [p(1)x(2))

+
@

) x(2)) = (1)) @ ax(2) + 6x(2))
IX(2)) + B 1x(2)))]
= alp(1)) @ [x(2)) + Ble(1) @ [x(2))

Equivalentemente, podemos construir un producto tensorial entre espacios de formas diferen-
ciales. Si & y &5 son dos espacios vectoriales duales a £; y &2, con dimensiones N; y Na, respec-
tivamente. A estos espacios pertenecen las formas diferenciales genéricas (((1)] € &y (£(2)| € &;.
Definiremos el producto tensorial de espacios vectoriales duales, £*= €] ® &5, si a cada par de

0 ) . Esto es

formas diferenciales (((1)| € & y (£(2)] € &5 le asociamos un tensor tipo ( 0

(CMER) = (M) @ (€2)]
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4.3. La tentacion del producto interno

Uno puede verse tentado a definir un producto interno de la forma

(GMx(2) le(1)x(2)) = (2(1) l(1)) - (x(2) [x(2))

A partir de las definiciones de productos internos en & y £ mostraremos, sin embargo que NO es
una buena definicién de producto interno. Para ello supondremos que - representa la multiplicacién
estandar entre ntimeros reales. Para comprobar que

Debemos demostrar los axiomas o propiedades de los productos internos. Las propiedades que
definen el producto interno son:

1. (x|x) eR AN |x)>0 V |[x)eV si (x|x)=0= |x) =10)
Esto es:

((Mx(2) p(D)x(2)) = (1) [p(1)) - (x(2) [x(2))

como (p(1) [¢(1)) v (x(2) |x(2)) son buenas definiciones de producto interno tendremos que

(p(1) [(1)) = 0

(x(2) [x(2)) = 0

= (p(1)x(2) lp(1)x(2)) > 0

Aqui vale la pena mencionar algunos puntos sutiles sobre la segunda parte de la propiedad a
demostrar:
si (x| x) =0=|x) =10) lo cual para este caso se traducen en

0
{p(1) [2(1)) =0
= [@(1)) = |0(1))
(x(2) [x(2)) #0
{p(1) [2(1)) # 0
(p(1) (1)) - (x(2) [x(2)) = 0 = = [x(1)) = [0(1))
(x(2) [x(2)) =0
(p(1) [¢(1)) =0 [A(1)) = 10(1))
=
(x(2) [x(2)) =0 IX(1)) = |0(1))

\

definitivamente, habria que restringir los posibles vectores que intervienen en el producto
tensorial, de modo que no fuera posible vectores del tipo

p(1)0(2)) = [p(1)) @]0(2)) o [p(1)x(2)) = [0(1)) @ [x(2))

s6lo asi se cumple la propiedad mencionada.
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2. (x|ly)={ylx)" V[x),|y)eV
Esto puede ser demostrado facilmente como sigue

(@(M)x(2) le()x(2)) =

3. xly+z)=xly)+{xlz) A (x+zly)=y)+{zly) VIx),ly),lz)eV
Partimos del lado derecho de la primera de las igualdades anteriores:

GMX)le(M)x(2)) + [<(1)ER)] = (VX2 [le(1) + (1)) @ [€(2) + x(2))]
= (2(1) le(1) +¢(1)) - (x(2) [€(2) + x(2))

y otra vez, como (p(1) [p(1)) v (x(2) [x(2)) son buenas definiciones de producto interno
tendremos que:

((1) [€(1))
(x(2) [x(2))

y al multiplicar (x(2) [£(2) + x(2)) por (¢(1) |¢(1) 4+ (1)) surgirdn cuatro sumandos

(@(1) [e(1) (x(2) [€2N+(2(1) lp(1)) (X(2) [x(2))+(2(1) [¢(1)) (x(2) [£(2))+{(1) [C(1)) (x(2) [x(2))

lo cual contrasta con el lado izquierdo al utilizar la definicién dos veces que tienen dos su-
mandos

(@(1)x(2) le(1)x(2))+{2(1)x(2) [¢(1)&(2)) = (2(1) |e(1))-(x(2) [x(2))+{2(1) [¢(1))-(x(2) |£(2))
por lo cual NO se cumple esta propiedad y no hay forma de enmendarla. Sélo por razones
de completitud.

4.4. Bases para un producto tensorial

Si {|ui(1))} v {|vi(2))} son bases discretas para & y &, respectivamente, entonces podremos
construir el tensor

lui(1)v;(2)) = |ui(1)) @ [v;(2)) € €
el cual funcionard como una base para £ . Por lo tanto, un tensor genérico de &£, construido a partir
lo(1)x(2)) = [0(1)) ® [x(2)) = ¢"x Jui(1)v;(2))

donde ¢ y X7 son las componentes de (1)) y |x(2)) en sus respectivas bases. En otras palabras las
componentes de un tensor en £ corresponden a la multiplicacién de las componentes de los vectores
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en & y & Recuerde que estamos utilizando la convencién de Einstein de suma tacita en indices
covariantes y contravariantes, en la cual ¢* [vg) = Y7_; ¥ |og) .

Es importante sefialar que si bien un tensor genérico |¥) € £ siempre se puede expandir en la
base |u;(1)v;(2)) no es cierto que todo tensor de £ provenga del producto tensorial de &1 y &. Es
decir, £ tiene mas tensores que los que provienen el producto tensorial. Esta afirmacién puede verse
del hecho que si |¥) € € entonces

) = ¢ fuy 1)y (2))

por ser {|u;(1)vj(2))} base para £. Es claro que dados dos nimeros ny y ng habrd ¢/ que no
provienen de la multiplicacién de nins.

4.5. Tensores, sus componentes y sus contracciones

4.5.1. Componentes de un tensor

Denominaremos componentes de un tensor, aquellos nimeros que surgen de incorporar bases
de formas diferenciales y vectores. Asf si {|u;(1)),|v;(2)),[tx(3))} v {{(z™(1)], (¥"(2)|} son bases

. 2 ,
para los vectores y las formas, respectivamente. Las componentes de un tensor seran

3

fua(D) 103(2)) 1t:(3)) @™ (D] ™)
! |

mn __
ijk_S © , O , O ; , ®

claramente, esta definicién de componente contiene a las componentes ¢/ de aquellos espacios
tensoriales generados por el producto tensorial. Ya si consideramos un tensor como resultado de
un producto tensorial y consideramos que las base {|u;(1)), (" (1)|} su componentes se pueden
expresar {¢"(1)x;(1)}, vale decir,

( i > = lp(1)) @ (A1) = @™(1) [p(1)) @ (AM)] ui(1)) <= {¢™(1)di(1)}

4.5.2. Combinaciones lineales de Tensores

Es claro que podremos sumar (componentes) de tensores como lo hemos hecho con la suma de
(componentes) de vectores

Q+b=(ag+by)T+ (ay +by) T+ (az +b:) k= (a' +0) i+ (a® +b?) j+ (a® + 0°) k = (a’ + V) |e;)

R = (aQf + 8P
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4.5.3. Producto Tensorial de Tensores

Podemos extender atin maés la idea del producto directo y ahora realizarla entre tensores. Asi dos

2 2
tensores tipo < 0 > y ( 1 > si se cumple que

[p(Dx(2)) @ [u(1)£(2)0(1)) = |p(1)) @ [x(2)) ® |p(1)) @ [£(2)) @ (O (1)]

[(C(D)] (€(2)] [ui(1)) (e(1)] (#(2)]
7| s ) . ®P s ; . , .
Mui(1)) ()] (@(2)] (CB3)] €4
! ! ! 1 1

=R O ; e, e , e . e

4.5.4. Contraccién de un Tensor

Denominaremos una contraccién cuando sumamos las componentes covariantes y contravarian-
tes, esto es ¢'(1)x;(1) lo cual genera un escalar independiente de la base. Esta situacién serd més
evidente cuando definamos métricas y contraccion de tensores. Por analogia y considerando un caso

mas general, dada una componente SZT,? correspondiente a un tensor ( ) podremos construir un

3

) a partir de una contraccion. Las componentes de este nuevo tensor seran 577, =

nuevo tensor ( ijk

2
Sj’?k. Del mismo modo, dadas las componentes de dos tensores, P y szjk generaran componentes

. lij _ plmyij ¢
de nuevos tensores R,” = P"Q," . Asi

(Y| o
2 ij - < 1 ) :>RZ] :leQ;]mk
)

Luis A. Nunez Universidad de Los Andes, Mérida, Venezuela 17



Formulario de Métodos Matematicos 1 Vectores Duales y Tensores

Es claro que si dos tensores derivan de productos tensoriales y si {|u;(1))}, {{(w™(1)|} v {|vi(2))}
son bases ortonormales para £ &y &2, entonces sus productos podran ser expresados como

H(13) = (15 (2)) fus(1) @ [v(2)) )
pii
a(0)(1)) = (o (1)) (1)) @ (™ (1)

_——
Qi

(" ()8n(2)) (1)) @ (@™ (V)] (167 (2)) us(1) @ [05(2))] =

o' (1)Bm(2) (v (1) (2)) {w™ (1) [ui(1))} |v;(2) @ [ur(1)) =

om

7

l k j i7 )l jl
o’ (1)Bk(2) (W (1)5J(2)) 0 (2)) @ [ (1)) = PYQ;[v;(2)wi(1)) = R |v;(2)uw (1))
Pero més ain si |u;(1)vj(2)) = |ui(1)) ® |v(2)) € &€ es base de £ entonces se puede demostrar
lo anterior sin circunscribirnos a tensores cuyas componentes provengan de multiplicacién de las
componentes en cada espacio vectorial.

4.5.5. Simetrizacién de Tensores

Un tensor (las componentes) serd simétrico respecto a dos de sus indices si su permutacién no
cambia su valor:

Si=Si  SY=S5"  Sygemn =Stk 57 = 5
y serd antisimétrico si
. ii i o 5okl _ 5ol
Aij = —A]’i, AY = A Azgklmn = _Aijmlkmmn AY mn— A% mn

Un tensor de rango 2, viene representado por una matriz. La matriz que representa un tensor de
rango 2, tendra como maximo 6 componentes distintas serd

o Si Sy S St Sy S
Si=sl=| 5% 53 53 |=| S 55 3
S8 s3 sy I

mientras que un tensor antisimétrico de segundo orden tendrd, cuando méaximo, tres componentes
con valor absoluto distintos de cero

| . 0 Ay A
Ab=—Al=| -A7 0 A3
—A —A3 0
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Siempre es posible construir tensores simétricos y antisimétricos a partir de un tensor genérico.
Esto es:

1 1
Sij =5 (Tij +Tji) =Tj) <= Sijekleomn = 5 (Tijetitemn + Tigeothomn) = Tijooo(kl)-mn
1 1

Ay=5 T —Ti) =Ty = Aijekteomn =

5 (Tij.ktomn — Tijotkemn) = Tijeoil]ooomn

2
Maés ain, es evidente que las componentes de un tensor genérico T;;, pueden expresarse como una
combinacién de su parte simétrica y antisimétrica

Tij = Sij + Aij
Obviamente que algo equivalente se puede realizar para componentes contravariantes de tensores.

4.6. Tensor Métrico, Indices y Componentes
Para una base genérica, {|x;)}, no necesariamente ortogonal, de un espacio vectorial con pro-

ducto interno, podemos definir la expresion de un tensor simétrico ( ) que denominaremos

2
tensor métrico como

glo,o0 | =ggj=9i = 9j=g9=28lx),x;)]

xi) [%5)

Nétese que las g;; = gj; son las componentes del tensor g $ , 0, | una vez que la base {|x;)} ha

xi) %)

L iy . I
actuado. La denominacién de tensor métrico, no es gratuita, g | o, o, | cumple con todas las

propiedades de la métrica definida para un espacio vectorial euclidiano. Vale decir

[xi) [%5)
1 . o
Lglo,o | =glx)x)l=95=920 VIx;) ysi glxi),|[x)]=0=i=
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2. g, %)) = gllx) s [xi)] = gij = g

3. gllxi), [x5)] < gllxi), |zx)] +gl|zx) , [x;)] La desigualdad Triangular

Si la base genérica, {|x;)}, es ortonormal entonces estas propiedades emergen de manera natural
y es claro que

lei) lej)

g|o,o | =sglo=gje|e(d=gi(d|eE] v gloe=g"e)xle;) =g lej)@e;)

con lo cual sus componentes serdn matrices simétricas g;; = gj; y igualmente g*/ = ¢’*. En general
impondremos que

(95 ('] @ (¢/) (gkm ler) ® |em>) = gi;9" (€' |ex) (&' |en) = gijg"™5},6], = gijg’ = 5i =n

yaque i,j =1,2,3,--- ,n. Con lo cual g;; es la matriz inversa de g% . Es decir, claramente, hemos
definido las componentes contravariantes del tensor de modo que cumplan con g;,g" = &
Adicionalmente, es también es claro que

(935 (e'| @ ('] la) = a* (g1 ('] @ (e]) lex) = agi; (e’ lex) ('] = a"gi;] (€| = a"gun (€| = ai (e'|

con lo cual a; = a*g;,. De esta manera, el tensor métrico nos permite asociar componentes cova-
riantes a componentes contravariantes. Dicho rapido y mal pero muy frecuente, el tensor métrico
nos permite subir y bajar indices. De la misma forma

(a] (97 |e:) @ lej)) = (al (9" |e:) @ |e;)) = g” (a |ei)®]e;) = arg” <ek lei) l&j) = arg™ |e;) = a’ |e;)

otra vez o/ = aig" , y subimos el indice correspondiente. La importancia de esta
Otra forma de verlo es combinando las propiedades del producto directo de tensores y contrac-
cién de indices

g7 les) @ le;) @ PI™ o) @ lem) ® len) @ (] —>

9P lej) @ P ler) © lem) @ [en) ® (o] ) =

g7 P lej) ® ler) ® lem) © len) - <ek ei) = P/ Jej) ® ler) © lem) ® |en)

N——
5k

gijPilmn = lemn
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Adicionalmente, el tensor métrico permite la contracciéon de indices. Asi, dado un producto
tensorial de dos vectores que se pueden expresar en una base ortonormal
ja,b) = |a) @ [b) = a"b"™ [ex,) @ |en)
0
(gij <ei’ ® <ej‘) (ak lex) @ b™ |em)) = akbmgijéliéfn = akbmgkm = ab, = (b la) = (a |b)
Con lo cual ,el producto interno de dos vectores involucra, de manera natural, la métrica del espacio.

Esto es
(b |a) = (a |b) = a"b, = axb® = A"V g = arbmg™™

Obviamente la norma de un vector, también incluird al tensor métrico:
la)|* = (a |a) = aia’ (& |ej) = asa’ = aja; g7 = '’ g

El caso mas emblemadtico lo constituye la norma de un desplazamiento infinitesimal. Para una
base genérica, {|€;)} no necesariamente ortogonal de un espacio vectorial con producto interno, el
desplazamiento infinitesimal puede expresarse como

(ds)? = (dr |dr) = (d Fr <é"7‘) (d 3™ |8m)) = <ék 18m) d 7 d 3™ =d Fpp d 3™ = G d 35 7™

Si la base {|e;)} es ortogonal (cosa mas o menos comin pero no necesariamente cierta siempre) las
matrices g;; y g* son diagonales cumplen con

9ii = gl — (ds)? = (1 dz')® + (ho da?)” + (hg da®)?

donde h; = /g;; con i,5 = 1,2, 3.

5. Un par de tensores

5.1. El tensor de esfuerzos (stress)
5.1.1. El caso 2D

Supongamos un cuerpo que se encuentra en equilibrio y esta sometido a un conjunto de fuerzas
externas. Para facilitar las cosas consideremos el efecto de esas fuerzas sobre un plano que contiene
a un determinado punto P (ver figura 1 cuadrante Ia) Es decir, vamos a considerar los efectos de las
componentes de todas las fuerzas sobre ese plano y obviaremos efecto del resto de las componentes.
Como observamos en la figura 1 Ib y Ic, si cortamos la superficie en dos lineas (AB y A’'B’),
observaremos que el efecto del conjunto de fuerzas externas es distinto sobre P en la direccién
perpendicular a cada una de esas lineas. De hecho al “cortar” la superficie las fuerzas que aparecen
sobre las lineas AB (y A’B’) antes eran fuerzas internas y ahora los son externas al nuevo cuerpo
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Figura 1: Tensor de Esfuerzos (stress) en 2 dimensiones

“cortado”. Asi, estas fuerzas por unidad de longitud! sobre el punto P existen un conjunto de fuerzas
que generan esfuerzos (stress). Por lo tanto es claro que los esfuerzos sobre un punto dependen del
punto, de las fuerzas externas y de la direccién del efecto.

Para irnos aclarando consideremos un elemento de area infinitesimal ds sobre la cual actian un
conjunto de fuerzas externas, las cuales las podemos descomponer como normales y tangenciales a
la linea sobre la cual estén aplicadas (ver figura 1 cuadrante II). Es costumbre denotar los esfuerzos
normales y tangenciales

T Y2 = Ude e X2 = TQd.%'

dz
_ Y3 =m3dy | 1Y, =mndy
dA =daxdy = Xy = oady — dy ;ii dy LX) = oydy

T Y4 = 04(1.%' — X4 = T4d:L'
La segunda ley de Newton nos lleva a

. T1dy + o2dz + 13dy + oydr = 0 = (02 + 04) dx + (11 + 73) dy
Y FET=dmi=0 =
o1dy + rodx + o3dy + 7ydr = 0 = (12 + 74) dz + (01 + 03) dy

con lo cual
02 = —04; 1= —T3

T2 = —T4 01 = —03

1 e 9. . . . . .
En el caso tridimensional, las fuerzas que generan los esfuerzos seran definidas como fuerzas por unidad de area.
Ese caso lo veremos en la préxima seccion.
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pero més aun, como estd en equilibrio, también la sumatoria de torques se tendra que anular. Esto
es

(r1dy) %’3 — (1odz) d—Qy =0

= T1 =T =T3 = T4

(t3dy) %’3 — (1ydz) d—Qy =0
con lo cual, nos damos cuenta que existen sélo tres cantidades independientes: dos esfuerzos nor-
males 01 y 09; v un esfuerzo tangencial 7. Adicionalmente notamos que los esfuerzos tienen que
ver, con la direccién de la fuerza y la superficie sobre la cual va aplicada. Con ello podemos diseniar
la siguiente notacién para los esfuerzos: o;;. El primer indice indica la direccién de la fuerza y el
segundo direccién de la normal de la superficie donde estd aplicada. Asi, tal y como muestra la
figura (ver figura 1 cuadrante II)

01 = 0gxx; —04=0yy; T2=0zy=O0yg

El cambio de signo se debe a lo incémodo de la notacién o4 = o,_, ya que la normal de lado 4
apunta en la direccién —y. Es importante también senalar que los esfuerzos en cualquier punto
contenido en el diferencial de drea dA = dxdy deben ser considerado constantes. O, lo que es lo
mismo, que podemos hacer tender a cero el drea del diferencial y con ello asociar los esfuerzos o;;
a un punto P contenido en dA sobre la cual hemos calculado los esfuerzos.

En esta misma linea de razonamiento, nos podemos preguntar cual es la expresion de los esfuer-
zos cuando se miden respecto a una superficie genérica, definida por un vector normal 7 (ver figura
1 cuadrante IIT). Es decir, queremos conocer los esfuerzos medidos en el punto P en la direccién 7,
es decir g,,. Tendremos que en

T — 04dy + opydar = oppdscos ¢ + ospdsseng;  y — oyydx + 0y, dy = oppdssen ¢ — og,dscos @
Ahora bien, dado que dy = dscos¢ y de = dssen ¢, entonces podemos expresar

Opn = O COS2 & + Oy SIN Q COS @ + Tyy SIN P COS @ + Ty sin? ¢

Osn = Opg SIN G COS P + 04y sin? ¢ — Oyx cos? ¢ — Oyy Sin ¢ cos ¢
v si ahora nos damos cuenta que si construimos una matriz

i Ar =cos¢p AY =sing
77\ AY =sing AY = —cos¢

entonces podemos expresar

Onn = Ay Ay Ope + AL AV ory + AV AV oye + AV A0y — opp = A, Aloiy; coni,j=mn,s

Oon = A5 AT 0w + AS AV 0py + AVAT 0o + AYAY 0y — 05 = A Al oy coni,j=mn,s

es decir oy = ALAloy; con i, j, k,l =n,s. A
Como veremos mas adelante, cualquier objeto que transforme como op; = A}CAg 0;; lo llamaremos
tensor de segundo orden.
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e F Fuerza totalen dSn)
i > ™ Vector normal
A
fArea dS, Ty

Figura 2: Tensor de Esfuerzos en 3 dimensiones

5.1.2. El caso 3D

Analicemos ahora el caso tridimensional. En este caso también procedemos como en el caso
anterior estableciendo las condiciones de equilibrio

ZF;GHZO y Z%;ea:tzo

con ello construimos un volumen (ctibico) diferencial y construimos los esfuerzos normales y tan-
genciales, los cuales seran

ozpdydz;  oyydadz;  o..dxdy; oz dzdy;  oy.dady;  ogydadz;

Siguiendo el mismo proceso que involucra imponer el equilibrio es ficil demostrar que al igual que
el caso anterior, el tensor de esfuerzos o;; cumple con:

Ogz = Ozx; Oyz = Ozy; Ogzy = Oyx

y por lo tanto tendremos 6 componentes (tres normales y tres tangenciales) independientes. Es
decir, si bien el tensor de esfuerzos o;; viene representado por una matriz 3 x 3 y por lo tanto
tiene 9 elementos, sélo 6 son independientes. Construyamos ahora el caso general para un tensor
de esfuerzos en un medio elastico. Para ello construimos un tetraedro regular tal y como muestra
la figura 2, y sobre su cara genérica asociada a un vector normal 77 una fuerza

F, = 0,,dS,
F= ‘F( Gy = F'y = Fi+ Fi+ Rk —{ F,=0,dS, —Fl=0¢inldS —F=¢-dS
F, =0.,d5,
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se especifica como la fuerza que actia sobre un determinado elemento de superficie. Es claro que
la condicién de equilibrio se traduce en

1 1 1

Y Fui=0 — 0u,dS, - 50zedy dz — Soaydr dz — Sop.dr dy =0
1 1 1

g Fy;=0 — 0y,dS, — §aymdy dz — §ayydx dz — ioyzdm dy=20

1 1 1
Z F,=0 - 0,,dS, — szdy dz — 2azyd:r dz — iazzdx dy=0

Si consideramos que la proyeccion de d.S, sobre cada uno de los planos del sistema cartesiano
tendremos que

dS™ cos ;) = 3dy dz = dS™ AZ
dS™ cos (J;71) = %dm dz = dS™ AY — Ogn = Ogp A + 05y AV + 04, A7
dS™ cos (K;it) = 3dx dy = dS™ AZ
y equivalentemente
Oyn = Oyz Ay + 0yyAY + 0y ALy Y O = 02245 + 02yAY + 0. A5,

las cuales se conocen como las relaciones de Cauchy y representan los esfuerzos sobre la superficie
con normal 77. Ahora bien, dado que F = o -dS es una relacién vectorial podemos proyectar en la
direccion 1,

iy F =g -0-dS  — F™ = gdS" = (07" AL) dS™ = (o7 A1) dS”

OmndS™ = (JmiAil) dsS"  — 0, dST = (akiAfilA;) dS"™ coni,j=uz,y,z

Una vez més vemos que transforma como un tensor.

5.2. El Tensor de Inercia

Consideremos el caso de un sistema de n particulas. La cantidad de movimiento angular para

= 2_ma (7o) x 7))

donde hemos indicado que la i—ésima particula que estd en la posicién 7(;) tiene una velocidad ¥;).
Si las distancias entre las particulas y entre las particulas y el origen de coordenadas es constante
podremos expresar la velocidad de cada una de ellas como

este sistema vendra dada por

—

o) = @& x 1)
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(; por qué 7). Donde & es la velocidad angular instantdnea del sistema. Entonces tendremos que
Zmn iy % (& x 7 ma) (& (7o) - 7)) — 7o) (G- 70))
y para cada particula se cumple que, las componentes de la cantidad de movimiento angular seran

= Zm(i) (wk (T%r(i)m) - r@) (wmr(i)m))

Si vemos que wé“i) = 6;’%@.) entonces

= (S22 (rom) =+t 7vm) ) = (S ( (om) =+ )

k
[l

es decir

Lk = Wfi)llk donde Ilk — Zm(i) ((5{g (T?Z)T(i)m) — 7‘5) (T(i)l))

el objeto I, lk se conoce como el tensor de inercia y corresponde a 9 cantidades (a pesar que sélo 6
son independientes porque es un tensor simétrico)

Ly = 32 m;) ( Yy + 20 >> Loy = =32 m) (26)y) = 2ima) (7)2)
If=| Iu=Y; ma) (T6)Y) Iyy =32, m@) (55%@) + Z(2i)) Lz = = 32 ma) (Y 2a))
Ly =)2,mg) (iE(i)Z(i)) Ly =32 mg) (y(i)z(i)) Loz =32 m) (Z(Qi) + y?ﬁ))

nos contentaremos por ahora, suponer que esta construccién es un tensor y lo demostraremos mas
adelante.

6. Repensando los vectores, otra vez

6.1. Vectores, Covectores y Leyes de Transformacion

Hemos visto que un determinado vector |a) € V' puede expresarse en una base ortogonal {|e;)}
como @’ |ej) donde las @’ son las componentes del vector contravariantes en la base que se ha
indicado. En general, como es muy largo decir “componentes del vector contravariante” uno se
refiere (y nos referiremos de ahora en adelante) al conjunto {aj } como un vector contravariante
obviando la precisién de componente, pero realmente las a/ son las componentes del vector.
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Adicionalmente, en esta etapa pensaremos a las bases como distintos observadores o sistemas de
referencias. Con ello tendremos (algo que ya sabfamos) que un vector se puede expresar en distintas
bases y tendra distintas componentes referidas a esa base

— e =alla.
a) = a’ |e;) = a’ |&;)
Asi una misma cantidad fisica vectorial “se vera” distinta (tendréd distintas componentes) desde
diferentes sistemas de coordenadas. Las distintas “visiones” estdn conectadas mediante un trans-
formacién de sistema de referencia que veremos mas adelante.
Igualmente hemos dicho que una forma diferencial (b| € V* es susceptible de expresarse en una

base {<e"} del espacio dual V* como b; <ei} y, como el espacio estd equipado con un producto
interno entonces

(a|b) = (bla) = (b; (€'|) - (a |ej)) = biajéé =a'b;
Con lo cual avanzamos otra vez en la interpretacion de cantidades fisicas: una cantidad fisica escalar

“se vera” igual (serd invariante) desde distintos sistemas de referencia.
Ademds sabemos que unas y otras componentes se relacionan como

(&' |ay = a’ (&' |e;) = ajéj» =a’ (e’ |&;) at = ALl

(81 o) = (& &) =0 = (&' e i = A
donde claramente

(& [6)) = Ah; (& lej) = Ay ALAE =4 — A= (a7

Diremos entonces que aquellos objetos cuyas componentes transforman como a’ = A;'»ELJ' o0 equivalen-
temente @' = fl;-aj seran vectores o en un lenguaje un poco més antiguo, vectores contravariantes.
Tradicionalmente, e inspirados en la ley de transformacion, la representacion matricial de las compo-
nentes contravariantes de un vector, (e’ |a) = o/, para una base determinada {|e;)} se estructuran
en una columna

la) = <ei |a) coni=123--,n <+
a

De la misma manera, en el espacio dual, V*, las formas diferenciales se podran expresar en
término de una base de ese espacio vectorial como (b| = b; <ei‘ = b <éi‘ Las {b;} serén las compo-
nentes de las formas diferenciales o las componentes covariantes de un vector |b) o dicho répida-
mente un vector covariante o covector. Al igual que en el caso de las componentes contravariantes
las componentes covariantes transforman de un sistema de referencia a otro mediante la siguiente
“ley de transformacién”:

<b \ej) = bi <ei ]ej> = b2(5; = l;l <éz ]ej> bi = EZA

<b ‘é]> = El <éz ’éj> = 62(5; = bi <e”‘ ’éj> B, = bl./zl

Luis A. Nunez Universidad de Los Andes, Mérida, Venezuela 27



Formulario de Métodos Matematicos 1 Vectores Duales y Tensores

Otra vez, objetos cuyas componentes transformen como b; = biAé- los denominaremos formas dife-
renciales o vectores covariantes o covectores y seran representados matricialmente como un arreglo
tipo fila

b = (blej) coni=1,23--.n < (b by -+ by)

6.2. Cartesianas y Polares, otra vez

El ejemplo méas simple, y por ello, clasico y emblematico de lo anterior lo constituye las ex-
presiones de un mismo vector en dos sistemas de coordenadas en el plano: Cartesianas {|i),|j)} v
{lu,),|ug)}. Esto es

ja) = az |i) +az |j) = a' er) +a’les) v |a) = ar|u) +agug) = a' &) +d° [&2)
Al expresar una base en términos de la otra obtenemos

|u,) = cos@ [i) +senf |j) y |lug) = —sen@ |i) 4 cosO |j)

cosf) —senb
senf) cosf

con lo cual

(& [&)) = A = Az::<<ilur> <i|119))

’ ’ G ) [ug)
y
éi e;) = ~i. ~Z" — <u7“ |l> <ur |j> — C089 sen0
e =4 = 4 ( (ug [i) (g [j) > N ( —senf cosf )

cumpliendo ademas

(b ot ) (o e )=(0 1) = am=g
De este modo si

a) = a, [u,) + ag|ug) = @' &) + % |82) = ag i) + ax |j) = a* |e1) + a?|ey)
tendremos que

G Ay e ( cosf senf > < Ay > _ < ar ) _ ( az cos ) + a, sen 0 >

J —senf cosb ay ag —az sen ) + a, cos

con lo cual
ar = az cosf + a,send y ap = —agsend + a, cos

del mismo modo
i _ iz cost) —senf ar \ _ ( @z \ _ ( arcos 0 — agsenb
“ AJ @ = < senf)  cosf ag ay arsenf + ag cosf

a; = a, cost —agsend y ay = arsen 6 + ag cos

Luis A. Nunez Universidad de Los Andes, Mérida, Venezuela 28



Formulario de Métodos Matematicos 1 Vectores Duales y Tensores

6.3. Repensando las componentes

En general podemos pensar que las componentes de los vectores pueden ser funciones de las
otras. Consideremos el ejemplo anterior con esta visiéon. Tendremos que un punto en el plano viene
representado en coordenadas cartesianas por dos nimeros (x,y) y en coordenadas polares por otros
dos numeros (r, ). Siguiendo el ejemplo anterior un punto P, en el plano lo describimos como

|P) =rp|u,) =xp|i) +yplj)

Veamos como estan relacionadas estas dos descripciones. Para este caso las ecuaciones de transfor-
macion son
_ S IR S _ _ sl 11 2
zp=zp(r,d)=z ==z (m,x)} {rp—rp(x,y)—x =z! (2!, 2?)
_ _ 2 (51 —
yp =yp ( = 2% (&,
y explicitamente

rp =1p cosfp
yp =rp Senep

y
rp=\/7% +y% — &l =/(z")? + (22)?

— yp 72 z?
Hp—arctan<$P) —> I° = arctan (xl)

e =
s 2:“'1 ~2

Es claro que ambas coordenadas estan relacionadas y que se puede invertir la relacion

# =i (2!, 22) . 2t =2l (3, 32)
7 =32 (2!, 2?) 2 = a2 (3, 32)

si se piden cosas razonables:

» que las funciones ! = ¢ (™) y ¥/ = 7/ (z™) sean al menos C? (funcién y derivada continua)

. . . . c . 0 7,32
= que el determinante de la matriz Jacobiana sean finito y distinto de cero det (W) #0.

Mas atn, si

, o or' 0 axt 0 F* ; .ot
i 0 (55 (M _ _ 50 i _ oy
=2 (¥ (2™) = 9l = Dk 4l S = dux dz

con lo cual intuimos dos cosas:

1. que las componentes de un vector, deben transformar bajo un cambio de coordenadas como

izl =2
i 0P

. . i 5 .
2. Las matrices Jacobianas g Iy grk son una la inversa de la otra.

K
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Veamos si es cierto para el caso de vectores en el plano. Para ello calculamos la matriz Jacobiana
(matriz de derivadas) la cual serd

. 1(51 52 1(51 52
0 ' (2, 2%) B ? m;zl’x ) 2 xa(g;z’x ) [ cosi? —ilseni?
oot ) T | a3l 0a4%(2%3%) | T\ send? 7! cosi?
o ! 0 z2

y seguidamente, identificando

i (21 A2 ~ ~ ~ ~

; 0zt (az , T ) " ! cos 2 —7lseni? 7l
rT=—F0g T = 2 = 572 xl 72

07z x senx T CcoST 0

Igualmente, si calculamos la inversa de la matriz Jacobiana

S -1 N N z! z2
(5 (@ xz)) _ < cosT - sen 7t > _ [ Verre? Vehre)?
o S R @ e
tendremos
1 2

7l ¢ - 1 ~i (1 2
< x ) — V(cclig(x?)z \/(wl)j;(aﬂf < v ) s Mxl
($1)2+(:E2)2 (11)2+(m2)2 T (9 X

=)+ (@2 =r=v22+y2 y  0=0

Supongamos ahora que tenemos el caso tridimensional en esos mismos dos sistemas de coorde-

nadas: uno cartesiano (a;l =z, =y, 3= z) y otro esférico (571 =r, =0, = <z5), tal

y como hemos supuesto anteriormente el punto P vendra descrito por

Es decir

|P) =rp|u,) =xpli) +yprlj) + 2p k)

otra vez
r=x(r0¢) =2 =2! (irl,j2,j3) r=r(zyz) =i =it (xl,m2,x3)
y=1y(r0,¢)=2%=2> (5:1,5:2,12‘3) — 0=0(xy,z2)=i>=i> (xl,xz,x?’)
z=2(r0,¢) =23 =23 (5:1,52,533) ¢=0¢(z,y,2)=73°=73 (w1,$2,$3)
Las ecuaciones de transformacion seran
xp =rp senfp cosop — 2! =z! senz? cos?
yp =1p senfp sen ¢p — 22 =7! seni? seni?
zp =rp cosflp = 23 =7! cosi?
Yy
rp=\/T%h +yh+ 2% — il = \/(x1)2+(:v2)2+(x3)2
_ yp =2 _ z2
¢p = arctan wp) —> I° = arctan <$1>
Vo V@1 @2
Op = arctan x;;:y,;) — i3 = arctan (W)
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con lo cual la matriz de las derivadas serd para esta transformacién en particular sera

9 x' (21,32, 7°) sen (0) cos (¢) —rsen(f)sen(¢) 1cos(f)cos (@)
0 7 = | sen(f)sen(¢) rsen(f)cos(p) 1cos()sin(¢p)
cos (0) 0 —rsen (0)
es decir
9 ot (31,72, 59) sen (a::z) cos (?33) _fl sen (~g}22) sen (~§;3) g:;i cos (:Z;j) cos (532)
57 = | sin (a: ) sin (x ) 71 sen (x ) cos (:c ) Z COS~(.T ) sen (1: )
cos (%) 0 — &' sen (2?)

y su inversa

sin (0) cos (¢) sin(0)sin (¢) cos(0)

0 it (;1;'1, .%'2, x3) _ _ sen(g(i)e)) cos(t(j)e)) 0
l T sen T sen
0 cos(0) cos(¢) cos(0) sen(¢) __sen(0)

- T Y z
/x2+y2+z2 ’x2+y2+22 /x2+y2+22
—y T O
= a:2+y2 x2+y2
zz yz —Vz?+y?

(@242 +22) i r? (a2 yrat) ety (PR

dejaremos al lector comprobar que, efectivamente,

0 i (:cl,xQ,a:?’)
0 !

_od @) 0F (@)

0 0 !

.Z‘i

7. Transformaciones, vectores y tensores

En general las afirmaciones anteriores se pueden generalizar considerando que las coordenadas
que definen un determinado punto, P, expresado en un sistema de coordenadas particular, son

b 22, .-, 2") y las coordenadas de ese mismo punto P, expresado en otro sistema de coordenadas
b b ) b
es (501, 2, ... ,ic”) ambas coordenadas estaran relacionadas por
=1 &1 (0 .2 n 1_ 1 (51 52 ~n
T =z (x,a:,-~-,x) xfx(x,x,---,a:)
CZ'QZjQ(.'L‘l,l'Q,"',IEn) .’,EQZQ’JQ (:%1,3}2,-~~,j”)
<~
SN s 1 .2 n n _ n (7l 52 =N
"=z (x,x,---,x) "=z (x,x,---,:v)
es decir ' = 7* (mj) — =2 (ij) con i,j = 1,2,3,--- ,n. Otra vez, sélo exigiremos (y es

bastante) que:

1. las funciones z° = 2% (™) y 2/ = &/ (™) sean al menos C? (funcién y derivada continua)
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. . . . .. 0zt (#!,32
2. que el determinante de la matriz Jacobiana sean finito y distinto de cero det (M) #0.

o
Esto es

ozt 9gt 9 &t
ozl 0 x2 0 x"
o0zl 02 ) . » »
a2 0 a2 0= a'=2'@@") <= =)
oz" ox"™ o x"
0zl 0 x2 0 "

Ahora bien, una vez mas, derivando y utilizando la regla de la cadena

i g oxt  9ax' o FF i , 0
= (@EM) = ga=gmaa =0 = =55

y como hemos comprobado para dos casos particulares, de ahora en adelante tendremos que:

d #F

ReDefinicién Tal y como hemos visto, un conjunto de cantidades {al, a?,--- ,a”} se denominaran compo-
nentes contravariantes de un vector |a) € V' en un punto P de coordenadas (ml, x2, - ,x”)
si
1. dada dos base ortonormales de vectores coordenados. {|e1),|e2),---|e,)} v {|€1),|€2), - |€n)}

se cumple que

a) = a’

o =dley—ae) —{ (59701 = @0 @)

&

2. o equivalentemente, bajo una transformacién de coordenadas x' = z* (JEJ ) con 1,j) =

1,2,3,--- ,n., estas cantidades transforman como
.0 .0 0zt ok »
~q k ) ~k )
a'=——a <<= a=——=a con ——=29¢
0 xk o 1k 0 1k 0 2! !
y donde las cantidades g f,i y g g,z deberan ser evaluadas en el punto P .
ReDefinicién Un conjunto de cantidades {b1,bo,--- ,b,} se denominardn componentes covariantes de un
vector (b| € V* en un punto P de coordenadas (xl, z2, - ,x”) si

1. dada dos base de formas {<e1

, (&

o <é”\} se cumple que

(e[, e}y {(&

pl=t =0 —{ §%d

2. o equivalentemente, bajo una transformacién de coordenadas z' = z* (aNcJ ) con 1,) =

b’ Ti j ~i
I;’} = b:b3<ej’e>

1,2,3,--- ,n., estas cantidades transforman como
~ 0 ' 0z - 0zt 0 z* .
bp=—=—0b <= by=—-0b con ——— =190
P ok P ok ok ol

gf,z y g ;f; deberan ser evaluadas en el punto P.

y donde las cantidades
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ReDefinicion Generalizamos los conceptos anteriores de la siguiente manera. Dado un conjunto bases para
de formas diferenciales {(z™(1)|, (y™(2)|} hemos definido las componentes contravariantes de
un tensor

(z'()] (¥ ()]
TZ]:T i ’ i cVv L {Tij}E{Tll,le,"' ,Tln,T21,T22,"' 7T2”’... ,Tnn}

ahora, en esta visién, las componentes contravariantes en un punto P de coordenadas (ml, x2, x”) ,Seran
aquella que bajo una transformacion de coordenadas x* = z* (i"f ) con i, = 1,2,3,--- . n.,
estas cantidades transforman como
=¥ 0% T . i ozt dal =y, 0 xt 9 ik i
T == 7]{: T <~ T == ~k = con 7’“]?7[ == 6[
0zt J ™ 0 ko zm 0zF o
y donde % y % deberan ser evaluadas en el punto P . Esta generalizacién nos permite

construir el caso mas general.

ReDefinicién Si {|t;(1)), |u;(2)), -, [ve(m))} v {(z¢(1)], (y/(2)] .-+, (29(n)|} son bases para los vectores
y las formas, respectivamente. Las componentes de un tensor seran

(1)) |us(2) o (m)) (z=(1)] (¥/ ()] (z9(n)]
é ) cl)7 y T ) ® , L4 y T i

O«
—
«—

mn __
ijk =T

un conjunto de cantidades {Tllll, T12117 . ,Tl"_'_ll, 1”_:'11, Tg?jj'll, . ,T}n'jj,ll, . ,Tf%’}n} se de-
nominaran componentes contravariantes y covariantes, respectivamente, de un tensor mixto
en un punto P de coordenadas (a:l,wz, “ee ,x”) si bajo una transformacion de coordenadas

=1 (:EJ) coni,j=1,2,3,---,n., estas cantidades transforman como

oxt 9xiozr 03¢ :

o
a-d

_Q

- 0 & 0z 9z  0al 4
Tik — e . TP e ik e e
“99ap  Qax10xe Qg9 o 9 9gar  9r10x¢ O ad

d z' 9 ik
zk 0 !

Q

g Iy g 2 deberén ser evaluadas en el punto P.

con = 5; y donde las cantidades

S5}
8
8

7.1. Un ejemplo

Tlustremos ahora las transformaciones de tensores bajo cambios de la base del espacio vectorial.
Una vez mas consideremos dos bases de vectores coordenados {|e1),|ez2),|es)} v {|€1),]€2),|€3)}
para el espacio vectorial R3 La expresion de un determinado tensor en la base {|e1), |e2), |es)} serd

. 2 1 3
{ler) . le2) . les)} ={li), i), [k)} =Tj=1| 2 3 4
12 2
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Si consideramos una nueva base

€1) = [i) (&' &) =1 (&']ex) =1 (&'[&) =1
{1€1) . [e2),|e3)} = { |€2) = i) +1j) = | @R)=1 (&&)=2 (&&)=2
€3) = [i) + [j) + |k) (@ le) =1 (&) =2 (&°&3) =3

para ese mismo espacio B3 encontraremos la expresién que toma T} en esa base. Igualmente encon-
traremos las expresiones para los siguientes tensores: TZ-] , T35, T". Nétese que esta nueva base no es
ortogonal ,<ék |&;) # 0¥, con lo cual no se cumplen muchas cosas entre ellas &) <ék‘ #1

Para encontrar la expresién T; expresamos los vectores base {|e1),|eq2),|es)} = {|i),j),|k)}
en término de la base {|€1),|€2),|€3)}

le1) = [i) = |&1)

{le1) . le2) . les)} == le2) =1j) = &) —|&1)

le3) = [k) = [€3) — |&2)
recordamos que un vector genérico

a) = d |ej) =d’ |&;) =

la) = a |ej) = @' [&1) +a” [&2) +a’ (&) = a |er) +a* (ler) + |e2)) + @’ (ler) + |ea) + [es))

con lo cual
a'ler) +a®les) +a’les) = (@' +a* +a’) |er) + (@° +a°) |ea) + @’ |es)
y como
9zt 9 z! 9 a?t
g =L ge=L Fgm=1L
a' =a' +a* +a 7
2 _ =2 ~3 i _ ~k o x?2 _ o x% _ 9 x? _
a a”+a :>a_8§jka == 81‘1_0’ 85;2_1’ 8:23_1’
3_ =3
a’=a
Qa3 9 z3 . 9ax? .
8%1:0’ (9;2:0’ =1

0z
Es de hacer notar que dado que la base ortonormal {|e1),|eq2),|es)} = {|i),j),|k)} se tiene que

j i)~ i i /i i i~k i |a 9 a’ i|a
la) =d |ej) =a' &) = (e'|a)=10d (e |ej):a]6j:a:ak<e |€x) :>87;k=<e k)

El mismo procedimiento se puede aplicar para expresar el vector |a) como combinacién lineal de
los vectores |€;)

ja) = @ [&;) = a’ |e;) = a' er) + a’ |e2) + a’ |es) = a' [&1) + a® (|&2) — [é1)) + a” (|&3) — [&2))
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~1 51 ;1
gilzla giQZ_]w g£3:07
a' =a' —a? ok
- ~k i ~2 ~2 ~2
ci:az—a:3 = a :alaxi = 32120; g§2=1, gisz—ly
a’=a
=3 =3 ~3
pi-0 jE-0 B
Noétese que, como era de esperarse,
Ca 111 1 -1 0 100
ozt ok -
6—2%:5;:>011 01 -1 ]=[010
o 001 0 0 1 00 1

Con las expresiones matriciales para las transformaciones ,estamos en capacidad de calcular, com-
ponente a componente, las representacion del tensor en la nueva base con lo cual

~ oxk ozl .
k __
Th=9zam b —

=1 9zl ad i 0z (9! 1 9 2 1 d a3 1
Ii= gooe i = 8x1<851T1+8551 T2+8:51T3>
93 (9! 9 z2 9 8
tom (gan I+ ea B+ 550 T3
o0&l (O0a! 173 | 922 73 | 0 x® 3
+8:1:3 0 &l T1+a5c1T2+afclT3
es decir 5o
=1 #oal i _ 1 1 1
T'= $555Ti= 1-(1T) +0T; +0Ty)

—1- (1T} +0T3+013)
+0 (1 TP +0T35 +01T%)

Ti= 2205 Ti= T -T?=2-2=0

del mismo modo

1_ 0&'dal qi_ 9 (0ax! 1 | 0 2® 1 | 023 1

Ty = axia:z2Tj_ axl(a:z2T1+aaz2T2+a5c2T3>
ozl (8t 2 9 z? 2 d 3 2
tomloz T tom s+ 5213
ozl (0! 3 o z? 3 o 3 3
+ 53 85:2T1+85:2T2+65:2T3

es decir

Ti= 9800 7i= 1. (1T +1T)+0T})
~1- (1T +1T5+01T%)
+0 (1T +1T3 +01Ty)

no
|
Q)
8
Q
2N
1)

Q

T = §555T= (T +1) - (T +T5) =2+ 1) = (2+3) = -2

Q
8
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se puede continuar término a término o realizar la multiplicacién de las matrices 2-Z;

provenientes de la transformacion de componentes de tensores. Vale decir

x>
o]
(o))
8
<

Y 1 -1 0 2 1 3 111 0 -2 -3
Tn=5 T 5z |0 1 -1 2 3 4 011 |=(1 2 4
v v 0 0 1 12 2 00 1 1 3 5

hay que resaltar un especial cuidado que se tuvo en la colocacién de la matrices para su multipli-
cacién. Si bien en la expresion T,’fl = gi’: 88 gfn T; las cantidades gi’:
el orden con el cual se multipliquen, cuando se colocan como matrices debe respetarse la “con-
catenacién interna de indices”. Esto es cuando queramos expresar T,ﬁb como una matriz, donde el
indice contravariante k indica filas y el indice covariante m las columnas, fijamos primero estos
indices y luego respetamos la “concatenacién indices” covariantes con los contravariantes. Esta es

la convencién para expresar la multiplicacién de matrices en la notacién de indices®. Esto es

~ Oxk ozl . - Oxk . 9l
k k __
Th=%zamm G — =305

. 2k i j
Ahora los objetos %zi [Ty 92
x
representacion matricial.
Con lo cual hemos encontrado la representacién matricial T,fl de las componentes del tensor 7

en la base {|€1),|€2),|€3)}

son numeros y no importa

i Y gam pueden ser sustituidos (en sus puestos correspondientes) por su

Tl=0 Ty =-2 T)=-3
TE=1 T§=2 T?=4
TP=1 T3=3 T§=5
Para encontrar la expresién para Tkm recordamos que Tkm = g,mfgg es decir, requerimos las

componentes covariantes y contravariantes del tensor métrico g, que genera esta base. Para ello
recordamos que para una base genérica, {|€;)}, no necesariamente ortogonal, de un espacio vectorial

. : . 0 .
con producto interno, podemos definir la expresion de un tensor ( o ) due denominaremos tensor
métrico como
&) [&5)

[ _ L o oo o
glo,o0 | =0i=0i = Jij=0;=8l€&), &)= (& &) = (& &)

L o
g , =g"=9" = §"=3"=(3y)

2Quizé una forma de comprobar si los indices estd bien concatenados se observa si se “bajan” los indices con-
travariantes pero se colcan de antes que los covariantes. Esto es T; — T;; Asi la multiplicacién de matrices queda
representada por C’; = A};B;-c — Ci; = AixBy; y aqui es claro que inidices consecutivos estdn “concatenados” e
indican multiplicacién
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Es de hacer notar que la representacién matricial para la métrica covariante g;; de una base orto-
normal {|e1),|e2),|es)} = {|i),|j),|k)} es siempre diagonal. Esto es

g1 = (e1 |er) = (i[i) = 1; giz=(e1le) =(ij) =0; g13={(e1lez) =(ilj)=0;
g21 = (e2 |e1) = (j [i) = 0; g2 = (€2 ]e2) = (j j) = 175 go3 = (e2 |e3) = (j [k) = 0;

gs1 =(esler) =(k|i)=0;  g32=(esles) =(k|[j)=0; g33=(esles)=(klk)=1;

con lo cual

(T7)
0 -2 -3
(Thm) = (grnT}) = 1 2 4
1 3 5

donde hemos denotado (e) como la representacién matricial del objeto

Para el caso de la base genérica no ortonormal {|€;)} tenemos dos formas de calcular el tensor
(las componentes covariantes y contravariantes) del tensor métrico. La primera es la forma directa

g1 = (& [&1) = (i[i) = 1; g1z = (&1 [&2) = (i| ([i) + [j)) = 1;
go1 = (& [€1) = ((i| + () [i) = 1; G2 = (&2 |€2) = ((i| + (J|) (1) + i) =2

gs1 = (es [€1) = ((i[+ (| + (k) [{) =1; g2 = (& [€2) = ((i| + (| + (k) (i) +1i)) = 2;

y
g3 = (€1 [e3) = (i[ (i) + i) + k) =1
g3 = (&2 |e3) = ((i| + (J|) (1) + i) + k) =2
g33 = (€3 |es) = ((i| + ([ + (k) () +[j) + [k)) =3
consecuentemente
1 1 1 Ny N 2 -1 0
9ij = gji 1 2 2 — g”;ng(gzj)_l — 1 92 1
1 2 3 0o -1 1

La otra forma de calcular la métrica correspondiente la base ortonormal {|e1) ,|e2), |es)} = {]i), i), k) }
y transformarla a la base no ortonormal {|€1),|€2),|€3)} = {|i), i) + |j),|i) + |j) + |k)} esto es

. ozt 0l _ 0zt 0
Gm =gk g am 99 T G = Gk 99 ggm
La métrica para el la base ortonormal serd diagonal y ademas g;; = # , con lo cual
100 - 1 00 ' 1 00
gij = 010 ]; ¢ <= 010 [; g5 <= 010 ];
0 0 1 0 01 0 01
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94 9 2 1 00 1 00 1 1 1 1 1 1
1 1 1 0 0 1 0 0 1 1 2 3

nétese para conservar la convencion de indices y matrices hemos representado que hemos traspuesto

la matriz correspondiente a % . La razén, como dijimos arriba es

N 0 xt d al . ~ _
Gkm = 5% 95 35 zm > Jkm = Wik 9ij Wi — Grem = Ui g5 i,
Para poder representar multiplicacion de matrices los indices deben estar consecutivos, por tanto
hay que trasponer la representacion matricial para poder multiplicarla.
Ya estamos en capacidad de obtener las representaciones matriciales para los tensores: Tij , Tij, T,
T

B N 0 -2 —3 0 1 1 B
(TH=(T) — |1 2 4| =223 | (7))
1 3 5 3 4 5
) ) 11 1 0 —2 -3 2 3 6 )
<Tkm>:<gknT;§>—> 12 2 1 2 4 |=|(4 8 15 —><Tkm>
12 3 1 3 5 5 11 20
) ) 0 -2 -3 111 5 —10 —13 )
<T’m>:<mgmk>—> 1 2 4 122= 7 13 17 _><Tkm>
1 3 5 12 3 9 17 22

8. Teorema del Cociente

Al igual que existe el producto directo entre tenores, cabe preguntarse si es posible multiplicar
una componente de un tensor por otra de otro temsor y el producto ; serd un tensor 7 Existe
importantes situaciones fisicas en las cuales es aplicable esta pregunta. Si T;; son las componentes de
un tensor de rango 2 y V* ; el producto T;;V* = B; serdn componentes de un vector ? La respuesta
no es siempre afirmativa, y puede ser utilizado como un criterio de cuando una componente es un
tensor. Este criterio que se denomina el Teorema del Cociente.

La respuesta a esta pregunta surge de una respuesta a una pregunta distinta pero equivalente.
Dados n? ntimeros a;; y un (una componente de un) vector genérico Vi, entonces la cantidad si
a,ijViVj es un escalar entonces la parte simétrica a(;;) = % (aij + aj;) serd un (una componente de)

0 S
tensor < 9 > . La demostracién involucra algunos de los conceptos antes expuesto y la haremos
para fijar conceptos.
Dados dos sistemas de coordenadas z' = z' (™) y 7 = &7 (™) con 4,5 = 1,2,3,--- ,n se

cumple que
a;j x'v) =1 =1 = a;; 2'¥’ donde 1) =1 constituye un escalar
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y por lo tanto derivando y utilizando la regla de la cadena

= (@@ =g asa.s 0
i~ i~ _ 9Fko .
(aij ztay) — a;j T xj) = <aij — Qg Max]) iyl =

como hay una suma en ij no se puede afirmar la cantidad del paréntesis se anula. Como esta afir-
macién vale para cualquier sistema de coordenadas Seleccionaremos las componentes coordenadas
en la base candnica.

a' =(1,0,0,---,0); 2°=(0,1,0,---,0);-- ---2" =(0,0,0,---,1)
con lo cual
_ ozFod . oitoa _ oitod!
an —U«MWW:O; g2 — Okl 5555 =0 lnn _aklﬁaxnzo
como siempre podemos hacer ) = % (Gt + ) y apy) = % (ag; — ayi) y separar el tensor
ozF oz

ag = aggy +apy = agny — (A + ap) 0 =

9 zk oz
Arn) — AR 50R G oh

oxhoazh

con lo cual se garantiza que la parte simétrica de un tensor transforma como un verdadero tensor
una vez que se contrae con un par de vectores.
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