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1. Campos Tensoriales y el Concepto de Campo

Cuando avanzamos en la derivacion de vectores vimos vectores que dependian del tiempo. Luego
cuando construimos sistemas de coordenadas ortogonales vimos también vectores que variaban en
moédulo direccién y sentido.

a gy = a* (1) lew) ) = 8 &) ) = 8 (1) @)

Ahora podemos generalizar este concepto a tensores que dependen de una variable escalar

7 [o, 0, 00,8, 7.](75)
Al
) @) o) @] @r@)l (F0)]
o IR TN S SN SRR _ et g

T (1) (F(D] @ (W 2] @+ ® (vHm)] © lon(1) © (@) @+ © |a(0)

Tt (F )] © (@ @)y @+ ® (1" (m)] @ im(1) ) @ la(2))y @ -+ & [0

®)

TEm (@) (F )] gy @ (@ (2)] @ @ (T (m)| @ [Zm(1)) () @ Gn(2) ) @ - @ |2(n))
(®) (t) (t)

al igual que los vectores, la dependencia funcional de los tensores variard con la base en la cual se
exprese. Asi tendremos tensores cuyas componentes, en una determinada base, seran variables y en
otra no. Mientras que una de las bases sera variable y otra no.

Igualmente saltamos al cociente incremental para conocer la velocidad de variacion

T[O7O,--- 70, 0,0, 7.](t+At)_T[O’O"" ,0,0,0, - 7.](15)

lim
At—0 At

()
AT [o,0,-+- ,0;0 @, - ’°](t)

lim
At—0 At

)

d(T[O,O,"‘ ,0;0, @ - - ?’](t))
dt

si la base es constante, entonces podemos, como en el caso de los vectores, la dependencia funcional
y su variacién (su derivada) recae sobre sus componentes. Asi podemos construir la derivada de las
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(bhglb))

v
(fahgla))

rit)

Figura 1: Radio vector posicién 7 (¢) en R2 que describe paramétricamente una curva.

Componentes como

lfm (4 A = TR () — lm AT (L) B d (Tij-..k (t))
At—0 At CALS0 At N dt

Siguiendo con el proceso de generalizacién podemos pensar en una dependencia funcional mul-
tilineal. Esto es que el argumento de la “funcién” tensorial otro tensor,

b B B} . .
A A S hE R ]

T[O’O,"‘ ’0;0’07"' ,.] :T[0,0,-.. .0, 0, - 7’]9[00--- 0'0.®. - .}
A ese objeto se le llama Campo Tensorial, pero vamos con calma. Analicemos lo casos més sim-
ples los cuales son los verdaderamente ttiles. Como era de esperarse, tendremos varios casos que
se pueden construir a partir de esta idea hemos visto funciones que ahora llamaremos campos
homogéneos

o =p(t) funcion
Py <= T="7(t) ~ & (t) vector
T =T [o’ O, ++ ,0;@, @ - 7'](t) > Tgmkl (t) tensor

y veremos campos constantes o estacionarios 7 # ()

o =p(r) Campo Escalar
’a>(|r>) = a=a(F) ~ d" () Campo Vectorial

T=Tlo,0, 00,8, 0] ~ Tgf??k”l (f)  Campo Tensorial

Luis A. Nunez Universidad de Los Andes, Mérida 4
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Figura 2: Campo Vectorial en 13

campos variables o no estacionarios

o= (F(t),t) Campo Escalar Variable
|a>(|r>) = d=a(r(t),t) ~ d" (F(t),t) Campo Vectorial
T =T [o,0,-- ,0;0 @, - 70](|T>) ~ T[]n"kl (7(t),t) Campo Tensorial

en ambos casos hemos supuesto que la base en la cual se expresan vectores y tensores es con-
stante.

La idea de los campos escalares, vectoriales, tensoriales, con argumento vectorial, es asociar un
valor de la componente (escalar, vectorial o tensorial) a cada punto del espacio (si el vector estd en
$3). Obviamente los campos escalares asocian un niimero a cada posicién y los campos vectoriales,
ademds del nimero (médulo) asocian una direccién y un sentido.

Los campos escalares serdn las distribuciones de densidad p (7 (t)), presién P (7 (t)) y temper-
atura T (7 (t)) de la atmoésfera terrestre o la distribucién de intensidades del campo eléctrico en una
superficie. Asi al considerar el potencial eléctrico

6 = o) =t (i r 17 +97) - (Yo - 07 4+42)

La representaciéon del campo escalar sera

Luis A. Nunez Universidad de Los Andes, Mérida 5
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Campo Escalar ¢ (7) = ¢ (z,y) = In (m + y2> I ( (r—12+ y2>

y la representacién de un campo vectorial sera

L T S T T

Campo vectorial

2. Campos escalares y superficies

Campo escalar sera aquella funcién escalar de argumento vectorial. Con ello a cada punto del
espacio se le asocia un numero. Esto es

Estamos enfatizando el hecho que un campo escalar no variard bajo cambios de las coordenadas en
su argumento. Adicionalmente recalcamos que es indistinto hablar de vectores o sus coordenadas
p=0¢((F) & o=0¢ (ac’) . La Figura (3 ilustra un campo de temperaturas

T =T (z,y) = 70 + 180e~(#~3)2/10-(y=2)2/10

Si unimos los puntos con iguales temperaturas tendremos curvas isotermas tal y como se observan
en la Figura 2

Luis A. Nunez Universidad de Los Andes, Mérida 6
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119° 1%6° 143° 1367 19° 100° 85° 9%6° 72° g

1’
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Figura 3: Ejemplo de Campo Escalar. Campo de Temperaturas 7' =T (x, y)

179° 179°

Curvas Isotermas. T'=T (z,y) = cte

Un campo escalar ¢ = ¢ (xl,xz) definird superficies si la representamos en R como z3 =

¢ (ml,x2) curvas de nivel o isocurvas las cuales corresponden a soluciones ¢ = ¢ (:c’) = cte. Tal
y como se ilustra en la figura (4) los planos z = k = cte cortan la superficie y definen la curva
g(z,y)=2z=k.

En la préxima seccion describiremos una fauna de operadores vectoriales, su utilidad y signifi-
cado fisico.

3. Campos vectoriales y lineas de flujo

Consideremos ahora un campo vectorial @ (7) y estudiemos su representacién y lo que es més
importante, su variacién. Tal y como hemos dicho y volvemos a representar en la figura (5) los
campos vectoriales asocian un vector (con su médulo direccién y sentido) a cada punto del espacio.
Comunmente, nos referimos a campos vectoriales segun el caso. Asi consideraremos campos de
fuerza (es decir el vector del campo es una fuerza), campo de velocidades (el vector del campo

Luis A. Nunez Universidad de Los Andes, Mérida 7
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E(cy)=k

Figura 4: Curvas de Nivel para una funcién z = g (z,y) = cte

es una velocidad). Del mismo modo a aquellas lineas a las cuales los vectores son tangentes se
les dominan lineas de campo, curvas integrales o simplemente lineas de flujo o de corriente. A
las trayectorias ortogonales a estas lineas, vale decir a aquellas lineas cuyos vectores tangentes
sean ortogonales al campo, se les denominaran lineas equipotenciales. El ejemplo mas emblematico
lo constituye el gradiente de un campo escalar 6¢ (z,y). Las lineas equipotenciales las define el
campo escalar mismo, ¢ (z,y) = z = cte (curva de nivel) y construimos un campo vectorial con
su gradiente, ﬁ(b (x,y). Como el gradiente es perpendicular a la curva de nivel tendremos que
las curvas integrales, ( lineas de flujo o lineas de corriente) del campo vectorial Vo (z,y) seran
trayectorias ortogonales a las curvas equipotenciales.

3.1. Lineas de flujo o curvas integrales

Supongamos el caso bidimensionall en coordenadas cartesianas, y consideremos un desplaza-
miento diferencial d7’ en la direccién del campo vectorial, es facil convencerse que
dx dy

df o< d (z,y) = az (x,y) T+ ay (z,y)] = =
* Y Ay (.%', y) Qy (.I‘, y)

con lo cual encontramos las lineas de flujo o curvas integrales y (x) del campo @ (x,y)

%_ay(%y) ) = ay(x,y) T
dr  ay(z,y) = y(@) /ax(%y)d

asi dado un campo vectorial

d d d 1
a=-—-xt+y;] = Y_Y o /y: l+C’ = yz)=-C
dr —=x Y x

o lo que son lo mismo hipérbolas yx = C.

LEl caso tridimensional sélo afiade complicaciones técnicas y no riqueza conceptual

Luis A. Nunez Universidad de Los Andes, Mérida 8
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Figura 5: Campos vectoriales

Otra forma, equivalente de verlo es que

dF ocd(az(t),y(t),2(t),1) =dFixa(z®),yt),2(t),)=0 =

por lo cual

(ax (z (), y (1), 2 (8) 1) dy —ay (¢ (1), y (1) , 2 (1) , 1) dz) 2+

y finalmente
dz dy dz

az (z(t),y(t),2(t), 1) ay(@(t),y(t),z(t),t) a:((t),y(t),z(t),1)

la integral de estas ecuaciones construird las lineas de flujo o curvas integrales.

3.2. Trayectorias ortogonales a las lineas de flujo

Para encontrar las trayectorias ortogonales al campo vectorial o las lineas equipotenciales con-
struimos un campo vectorial @+ (z,y) que sea ortogonal en todo punto a @ (z,y)

at(z,y)-d(z,y) =0 =as(z,y)ay (z,9) +ay(z,y)a; (2,y) =0 = = -

az (z,y)  ay (z,y)
ay (z,y) az (2,y)

= d"(z,y) = ay (z,y)i—ay (z,9)]

Luis A. Nunez Universidad de Los Andes, Mérida 9
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y ahora procedemos del mismo modo pero con el campo vectorial @+ (z,y,z)

dy _ —ay (@) _ [z @)
i al(my W)‘/ ot (o)

con lo cual las trayectorias ortogonales al campo
S 4 A o1 A A Yy _ _
i=-zi+y] = a =-zi+ty] = —== = yx)=z20C
T

serdn rectas.

4. Flujo de Campos Vectoriales

Podemos también imaginar flujo de campos vectoriales. Para ello, consideramos una superficie

infinitesimal d.S = Hdg H Tis, con Mz el vector unitario normal esa superficie S. Entonces, la cantidad

df =@-dS=a n, dS = f://d’-dgz//(i-ﬁst://aﬁdS

representard el flujo del campo vectorial a través de la superficie dS. Hemos denotado as como la
componente de @ a lo largo de fs . Hay que hacer notar que f = [ fs a - dS es independiente del
sistema de coordenadas y en cartesianas puede expresar como

df =@ ns dS = a' cos (ﬁs al) + a® cos (ﬁs a2) + a® cos (ﬁs a3>

donde {al, a?, a? } son las componentes cartesianas del vector @. La idea que esta cantidad representa
flujo puede tenerse si pensamos en un fluido incompresible que fluye con un campo de velocidades
¥ = ¥ (7). El volumen que atraviesa una determinada superficie en un intervalo de tiempo d¢. Asi,

dS definira la base de un tubo de fluido y tendréd como “altura” la ||¥|| cos (fz/s\@) dt ya que la altura

no tiene por qué ser perpendicular a la base?. Por lo tanto la cantidad de fluido que atraviesa la
superficie por unidad de tiempo viene dada por

dfz(HﬁH(:os(ﬁ/s\U»dS:(U-ﬁs dS):(U-dg) éf—//sﬁ-dg—//sﬁ-ﬁs ds_//svﬁ s

5. La fauna de los operadores vectoriales

A partir del concepto de campo escalar, presentaremos la fauna de objetos diferenciales en
el espacio tridimensional. Salvo que se diga lo contrario, utilizaremos el sistema de coordenadas

2Silo es cos &F =1 porque la velocidad es paralela a la normal

Luis A. Nunez Universidad de Los Andes, Mérida 10
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cartesianas, vale decir

(¢", 4%, ¢°) = (z,y,2)
r) =z [i) +y|j) + 2 |k) = F = 27 + y + 2k

2 Ir)
0z

9 |r)

A 0

:1h’Z: —_—
R

z

|

- - ot ot ot . .
r—r(x,y,z):>dr—<ax> do + <8y> dy + <(‘3z> dz = dz|i) +dy |j) + dz k)

ds? = dz? + dy2 + dz? — g1 = Goo = 1;  go2 = Gyy = Iy g2=9..=1

5.1. Derivada direccional, diferencial total y gradiente
5.1.1. Derivada direccional de Campos escalares

Para analizar los cambios en los campos escalares requerimos comparar dos “instantes de tiem-
po” para ello, parametrizamos las componentes del vector tendremos que

z=¢(()=g@@@),yt) =

do(x(®).y®) 9o, y®)dzt) 0o(=1).yM))dyt) g A7)

dt ox dt oy dt

donde hemos representado

Vo (x 1)y (1) = 22T

2, 00y
Oz oy

y lo llamaremos el gradiente de la funcién. El gradiente de un campo escalar es uno de los objetos
mas utiles, el cual lo hemos utilizado de manera operacional y no nos hemos detenido a reflexionar
sobre sus propiedades.

Es claro que para una curva de nivel

j: ¢I (xvy)i—i_ ¢y (.%',y)j: 81(25 (.T,y) ’el> = ¢,i (.%',y) ‘el>

g(oy) =2 =¢(F(t) =k=cte = d¢<~”fgf)tvy<t)) :%:0 R
100V _ - 9o (1)) T

con lo cual dado que d dF(tt) es la tangente a la curva, el gradiente es perpendicular a la curva tal y

como muestra la figura (5.1.1).

Luis A. Nunez Universidad de Los Andes, Mérida 11
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La derivada direccional indicard la tasa de cambio del campo escalar en la direcciéon que apun-
temos.

Derivada Direccional

En una generalizacion de la idea que surge de parametizacion de la curva o de la derivada total
respecto al tiempo
d¢

Vo) T

Asi es claro que, dados dos puntos M y M’ en el campo se puedes relacionar serd. Definiremos,

—
entonces la derivada en la direccién de un vector unitario |u) < M’'M como

Do = Vo (ry) = S5 = I 6 (M) — ¢ (M)

A MM [W}

Tal y como se puede apreciar en la figura (5.1.1) la derivada direccional representa la pendiente de
la recta tangente a la curva que surge como interseccién entre la superficie ¢ (z,y) = z = k = cte
y el plano vertical formado por el eje z y el vector unitario 4.5i se da el caso que la funciéon ¢ de
penda de manera explicita del parametro tendremos que

do_ 96 ((t).y(0),1)

o=0G®y0.) =55 =YD 9oy 0.0- T

dt

Luis A. Nunez Universidad de Los Andes, Mérida 12
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LN s S
x e Y
/ - =
3/ My’ )
e —\-. =
i an
-
7%3\
E
s * '"“.,-~\ * —"F
- L
v I » TTE 11
B
o
L}
" s
55
i
4
. S

Direccién de maxima variacién en una funcién

En este punto, varias conclusiones se pueden derivar del concepto de derivada total. La primera
es que dado que, la norma de la derivada direccional a lo largo de |u) es

D1l = [[F6 (@.9) - = |96 (w10 cos (F6 (2. 1)

(donde hemos denotado por V¢ (z,) @ como el dngulo que forman los vectores Vo (z,y) v ), el
valor maximo del la norma de la derivada direccional sera

- . ob O B 2 ) 2 9 2
v¢<y>):mzmz¢(8¢) (Y ()

es decir, cuando 4 apunta en la direccion del gradiente, o lo que es lo mismo, direccién de la mayor
tasa de cambio la indica la direccién del gradiente. O dicho de otro modo, en un determinado punto
M de las superficie ¢ (x,y) = z el vector §¢5 apunta en la direcciéon de la maxima tasa de cambio,
tal y como podemos apreciar en la figura (5.1.1).

Dy | i =

max

Luis A. Nunez Universidad de Los Andes, Mérida 13



Formulario de Métodos Matematicos 1 Campos y Operadores Diferenciales

grad(g)

1

Gradiente y Tangente de una funcién

La segunda conclusién es dado que el gradiente es ortogonal a la superficie, los vectores per-
pendiculares a él conformaran el planto tangente a la superficie en un determinado punto.

5.1.2. Gradiente y flujo de un campo vectorial

Podemos utilizar la idea de flujo de un campo vectorial y generalizar la definicién de gradiente
para que sea independiente de coordenadas.

~ 1 - 1
v¢=grad¢:ggloV//¢<x,y,z)ds=gglov//¢<x,y,z> 2, dS

Esto es, supongamos que construimos un campo vectorial de la forma siguiente

a(x,y,z) =¢¢(x,y,z) con €= cte

f—//sé'qﬁ(x,y,z)-dg—//85¢(x,y,z)-ﬁs ds

Es claro que esta expresion vale para todos los sistemas de coordenadas. En particular, para un
sistema de coordenadas cartesianas construimos un cubo diferencial con aristas que coincidan con
los ejes coordenados. Entonces se tiene que las caras del cubo serdn con

con lo cual

dS,y = (dy dz), 5 dS,_ = — (dy dz)7
dSyq = (dz dz)g, j; dS,- = —(dw dz), )
dS.1 = (do dy)g, ki dS._ = — (dz dy)y, k

Luis A. Nunez Universidad de Los Andes, Mérida 14
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con lo cual el flujo por las seis caras serd

df = ¢ (x,y,2) - dSpy +E ¢ (2,1, 2) -d§$_+é’¢(x,y,z)~d§y+
+C¢(x,y,2) -dgy,+5¢(9§,y,z) 'd§z++5¢>(az,y,z) -dS,_

=7 (¢p(x+dx,y,2)dy dz — ¢ (z,y,2)dy dz + ¢ (z,y + dy, 2) dz dz — ¢ (z,y,2) dz dz
+¢ (LU,y,Z—i—dZ) dz dy_(z)(xay?'z) dz dy)

=7 ((¢(x+dx,y,2) — d(x,y,2))dy dz + (¢ (z,y + dy, 2) — ¢ (x,y, 2)) dz dz+
+ ((b (1‘, Y,z + dz) - (b (mvya Z)) dz dy)

Desarrollando por Taylor hasta primer orden porque estamos considerando un “cubo diferencial”
tendremos que

a ¢(x7y7z)

d
ox .

¢ (x+dr,y, 2) ~ ¢ (x,y,2) +

0 qﬁ(w,y,Z)dy

¢ (z,y+dy,z) = ¢ (v,y,2) + dy

a gf)(I,y,Z)

d
0z 5

¢ (v, y,2+dz) = ¢ (z,y,2) +

con lo cual

df = 78 ¢(§;y’z)dx dy dz + 78 ¢ (@,9,2)

dy

8 (;S(x?y?’z)

dy dx d
y dr dz + B

dz dx dy

o 8¢($>y,z) 8¢(x,y,z) a¢($7yvz) _ [
df_< et gt >dV—>df—(V¢>dV

df . fa—f1 lim // /
Vo = K17 Al\l/m—>0V2—V1 V—>OV o (z,y,z2) dS—hm ¢ (z,y,2z) ndS

nétese que hemos supuesto que AV = Vo =V y que fo = [[ ¢ (z,y,2) dS Que quiere decir que
tanto V1 ~ 0 y con lo cual el flujo a través de un punto se anula, f; ~ 0.

5.1.3. Gradiente y coordenadas curvilineas

La generalizacién de la expresion del gradiente en coordenadas curvilineas es inmediata a partir
de diferencial total de una funcién ¢ (ql, 7, q3) . Esto es

0 ¢(z,y,2)

1 2 3\ __ j
(¢, ", ¢") =0 () =do¢= 9

d¢ =V (¢ d*¢*)-d7
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con
- 1 0¢ . 1 0¢ . 1 0¢
1.2 3\ _ 7
V(ﬁ(q yd 5 q ) - Ha Ir) 8q1 <ell+ Ha i) aq <92’+ Ha 5 aqg <e3’
0 qt 0 q? 0 ¢
Yy
or or or
d 7= dg' + == d¢® + =—d¢?
' (8q1Q+0qQQ+0q3q> -
R 9 |r) || - 1 9 |r) ~ 2 9 Ir) || < 3
dr:(”({)cjl |€1) dg +H3q2 |€2) dg” + 74 |€3) dg
e s 1o 1 o)
r r r
|é1> = ) |é2> = ) |é3> = )
)|l 9l o)l 9 a2 )|l 9 a3
B e - L =

Es decir la forma general del gradiente para un sistema de coordenadas curvilineas es

~ 1 0¢ . 1 0¢ . 1 0¢ .
= d = - _ -
V¢ = grad ¢ EL |&1) + T D 22 |€2) + D |83)
Donde denotamos h; = H% ‘qr? = /gii el factor de escala que acompana a la base |€;)

5.2. Divergencia y flujo en campos vectoriales

Viendo con un poco mas de cuidado la expresion para el gradiente tenemos

- &) O &) 0 . es) 0 &) 0
T =i = (05 + B e+ B %) o= i o

¢

Donde hemos indicado por (h); al factor de escala y no implica suma. La suma esté indicada entre
las componentes % = 0; y los elementos de la base {|€;)} . Con esta inspiracién podemos construir
un operador vectorial

S U R - G
“\H (h,ha,h3) 0 &L F(hi, ho,h3) 0 22 ' G (hy, ha, hy) O &3
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con lo cual, si cuidamos el orden de operacién, podremos realizar un “producto escalar entre dos
vectores”

V-a
(€] 0 n (€] 0 n (€3] 0
H(hl,hg,hg)ail f(hl,h27h3)8i2 g(hl,hg,hg)azf:?’

|l

> (a' [&1) + a® |82) + a*|&3))

T.a (€] 9 (a'|&1) +a2|ég>+a2|ég>)+

H (b1, ho, 1) 5 7l
" <62‘ 0 (al ‘él> +a? ‘éQ> + a? ‘63>) (ég‘ 0 (al ’é1> +a? ‘ég> +a? ‘ég>)
f(h17h27h‘3) an g(h‘lah2ah3) 6%’3

y hay que tener cuidado con la posible variacién de los vectores base. Consideremos en caso de
coordenadas cartesianas, (z',2%,2%) — (z,y, 2), donde la base {|&;)} = {]i),]j),|k)} es constante.
Entonces tendremos de forma inmediata

~ da’ (wj)

N Oay (x,y,2)  Oay(x,y,2) Oa(x,y,2)
T e *

=9.0 (7)) =
=0ia (m)_ 0x 0y 0z

5.2.1. Divergencia como medida de flujo

El significado fisico de la divergencia puede comprenderse si consideramos la definicion, inde-
pendiente del sistema de coordenada

L | N | Lo o 1
dlv[a]:V-adV‘l/lglov//ga‘dS_&lin(JV//ga~nst&1Lnov//sand5

Es decir el flujo por unidad de volumen. Otra vez, para un sistema de coordenadas cartesianas
construimos un cubo diferencial con aristas que coincidan con los ejes coordenados. Entonces se
tiene que las caras del cubo seran con

dS.y = (dy dz)y, 5 dS,_ = — (dy dz)7
dSy; = (dz dz)g, j; dY,- =—(dz d2)j
dS.q = (dz dy)g, k; dS._ = —(dw dy)k

el flujo por las seis caras serd

df =@-dS,y +@-dS,_ +ad-dS,, +a@-dS, +a-dS.. +a-dS,_
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con lo cual

df = a, (z +dx,y, 2)dy dz — ay (z,y,2) dy dz+
+ay (z,y+dy, z)dz dz — ay (z,y, z) do dz+
+a.(x,y,z+dz)dz dy — a, (zv,y, 2) dz dy

df = (az (x +dz,y, 2) — az (2,9, 2)) dy dz + (ay (z,y + dy, 2) — ay (2,9, 2)) dz dz+
+ (a: (z,y,2 +dz) —a: (2,y,2)) dz dy

desarrollando por Taylor otra vez, tendremos

0 ay (a;, Y, Z)

d
ox o

fo2 (:v—l—da;,y,z) ~ Qg (337y7 Z) +

a ay (l’,y,Z)

oy dy

ay (l’,y+dy,2«') ~ ay (l‘,y,Z) +

0 a,(x,y,z2)

d
0z i

a, (z,y,z+dz) = a,(z,y,2) +

obtendremos

0 ag (x,y,2)
N ox

8 ay (l‘,y, Z)
oy

0 ay (z,y,2)

df 0z

dr dy dz + dy dz dz + dz dz dy

df = G- d§ = 0 ay (z,y, 2) +8ay(a:,y,z) +8az(az,y,z) qv
ox oy 0z

Consecuentemente

fz//sa-d§:///v<a%gi’y’z)+8ay<;;y’z)+8“thy’z)>de///V<ﬁ.a>dv

La primera conclusién es que podemos convertir una integral de superficie cerrada de un campo
vectorial, en una integral de volumen encerrada por esa misma superficie. Lo hemos demostrado
para el caso de coordenadas cartesianas, pero como el flujo f = [ fsc_i - dS es un escalar, esta
afirmacion vale para cualquier sistema de coordenadas. Esto se conoce como el Teorema de
la Divergencia el cual veremos més adelante (ver seccién 7.1 en la pagina [36). A partir de este
teorema tenemos que si la divergencia de un campo vectorial en positiva lo interpretaremos como
flujo hacia afuera (saliente) del volumen V' encerrado por la superficie, S, y si la divergencia del
campo es negativa esa tendremos flujo entrante. Como ilustracién puede ver el ejemplo de la pagina
21.
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5.2.2. Divergencia y coordenadas curvilineas

Para encontrar la expresion para la divergencia en coordenadas curvilineas generalizadas parti-
mos de la definicién invariante de sistema de coordenadas

R YT TH RN Ny f ISR B (SO B I
dlv[a]:V~a—‘£1£n)OV//sa dS_élin)Ov//sa nSdS—‘l/lglov//sandS

y al igual que procedimos en coordenadas cartesianas, ahora consideraremos un “paralelepipedo
curvilineo” con tres de sus aristas alineadas con el sistema ortogonal curvilineo. Las caras de este
“paralelepipedo curvilineo podran ser representadas como Entonces se tiene que las caras del cubo

seran con
dSgry = (ds_ge ds_gs) . [81)5  dSp_ = — (ds_g2 ds_s) [&1)
dSpy = (ds_gs ds_g1) g2 [€2); S = — (ds_gs ds_q1) [&2)
Sy = (ds_gr ds_g2) 4 [8); S = — (ds_q ds_g2) [&3);

donde denotamos ds_,; el arco de curva a lo largo de la coordenadas curvilineas generalizada ¢'.
Los paréntesis (-) dgi indican que esta superficie es evaluada en ¢" 4+ dq* Adicionalmente, es de hacer
notar que

(ds—i) = v/ giidqi = hidqi donde los indices repetidos NO indican suma
Ahora bien, dado que |a) = @ = @’ |&;) el flujo por las seis caras serd

df =d@-dSp, +a@-dSp_ +a@-dSpy +a@-dSpe +a@-dSps, +a@-dSp_

continuando el paralelo, pero con mucho mas cuidado. Para comenzar vemos que ES el flujo del
campo vectorial lo que estd siendo evaluado en dos puntos distintos. A lo largo de ¢' vemos que

6-d§q1_ = (dl (ql,qQ,q?’) hghg) dg?dg?
a- dng_ = (EL2 (ql, 0, q3) h3h1) dg®dg!
a- dgqs_ = (ZL3 (ql, Q. q3) hlhg) dg'dg?
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con lo cual es el flujo lo que debemos desarrollar por Taylor.

~1 1,2 .3
a' (¢" +dq", ¢, ¢%) hahs = (&1 (a',4% a°) hahs + 90 (a ’;q’lq ) hohs) dql)

~2 (1 2 3
a> (ql, ¢+ dg?, qg) hshy = <5L2 (ql,qQ, qg) hshi + 0 (a (q ’;q;q ) h3h1) dq2>

@’ (¢' +dq',¢% ¢*) hiho = (63 (¢', 4% ¢°) hiho +

9 (@ (¢,q% ¢°) huha) dq3>

oq3

Noétese que el caso cartesiano no se hizo explicito este echo por cuanto hg = he = h; = cte = 1.
Entonces el flujo por las el caso de coordenadas curvilineas sera

~1 1 .2 3 ~2 (.1 2 _3
ap = 22 S Jhaha) g pageagh + 2N S VIsh) g pagiagt +

e (@ (¢", ¢*, ¢*) hah2)

aqg dqddqldqQ

si recordamos que

dV = (ds_1) (ds_2) (ds_3) = /11 dg*\/Goz dg®\/§33 dg® = hihohs dg¢dg*dg?

donde denotamos ds_.; el arco de curva a lo largo de la coordenadas curvilineas generalizada ¢°.
Tendremos que

af 1 d (a' (¢, ¢ ¢*) hahs) N d(a* (¢*,¢% ¢*) hsha) N 9 (a* (¢, 4% ¢*) hiha)
dVv N h1h2h3 8(]1 8q2 8q3

con lo cual identificamos la forma genérica de la divergencia en coordenadas curvilineas

= 1 o (a* (¢', ¢% ¢°) hehs) 0 (a® (¢, 4% ¢*) hsh1) 0 (a* (¢*, 4% ¢*) hiha)
div [CL] =V h1h2h3 ( aql + 6(]2 + aq:’,

5.2.3. Un par de ejemplos

La ecuacién de continuidad El primero de los ejemplos que consideraremos es la ecuacion de
continuidad. Consideremos una superficie cerrada S que encierra un volumen V. Esta superficie
estd inmersa en un fluido, de densidad p (7,t) que fluye con un campo de velocidades U (7,t) .
Supondremos ademds que el volumen V' que encierra la superficie S no cambia de posicién, con lo
cual, la variacién de masa del fluido contenido en este volumen es

i i) = Jff, 5
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Entonces la variacién de la cantidad de fluido encerrada por la superficie S serd igual a la cantidad
de fluido que escapa (o ingresa) a través de esa superficie. Esto es

// a’”4'5011/_ // Fit) U t) s dS = — ///v (@ (7,t) p (7, 1)) AV

con lo cual
/// (8[’” 6-(6(F,t)p(ﬁt)))dvzo & ‘WJrﬁ.(ﬁ(f,t)p(f’,t)):o

y esta 1ltima representa la ecuaciéon de continuidad en dindmica de fluidos.

Fuentes y sumideros El segundo ejemplo es un célculo explicito el cual ilustra la interpretaciéon
de la divergencia como medida de flujo de un campo vectorial. Consideremos un campo vectorial
de la forma

i =q

T _q.
3:2

v i 1 0 (CNET (7‘, 0) (/7) h9h<P) + 0 (69 (T’, 97 ()0> h(phr) + 0 (d@ (7", 97 90) h"”he)
Tkl ar 20 0o

S .7 1 a(r%TZSenﬁ) 0
r2sen or

ya que en coordenadas esféricas, h, =1, hg=7r, h,=rsen.

Nétese que el origen del sistema coordenado (el punto » = 0) no estd definido porque no lo
estaba en el campo vectorial original a (7) = r%ﬂf" Con lo cual, se tiene que si la superficie S no
encierra a r = 0, entonces el flujo a través de esa superficie serd nulo

fZ//SJ.dS‘:///V<@.5>dV:0

Es decir, todo lo que entra sale. Sin embargo, si el volumen contiene al origen de coordenadas no
podemos decir nada por cuanto hay una indeterminacién en la expresién de la divergencia.

Consideremos con mas cuidado este caso de la aplicacion del Teorema de la Divergencia, en el
cual la superficie S contenga el origen de coordenadas. Es claro que el volumen contenido entre
dos esferas de distintos radio 7 < r, centradas en el origen y con superficies S y S respectivamente
no contiene al origen y por lo tanto el flujo sera nulo

f:///v(@@)dv:o://sa-ﬁsd5+//sa-ﬁ§d5*

Pero el campo vectorial sobre la superficie S de la esfera de radio 7 es

a= Tq2ur, y iz = —t,, con lo cual //gc?ﬁg ds = //7?2“7“ (=) ds = —//g f%dsﬂg ds_,

Luis A. Nunez Universidad de Los Andes, Mérida 21




Formulario de Métodos Matematicos 1 Campos y Operadores Diferenciales

es decir,

™ 2m
//a ns dS = // ds_g ds_, = // =T 2sen 6 do dgp—q/ sen 0 d9/ dp = 4mq

ya que dS = hydf h,de = 7df 7senfdp. Con lo cual, tenemos que el flujo de un campo singular
en un punto (el origen de coordenadas), @ (7') = %, a través de una superficie de que encierra ese
punto singular, no es nulo y es igual a 4rq. El campo vectorial @ (7) , se denominard campo de una
particula fuente si ¢ > 0 y campo de un sumidero si ¢ < 0

5.3. Rotores, lineas de torbellino y Circulacién

Del mismo modo como hemos venido procediendo, haremos otra operacion vectorial con el
operador nabla V Tendremos entonces el rotor o rotacional actuando u operando sobre un campo
vectorial Vxd. En coordenadas cartesianas podremos expresar esta operacién como

- 0
Vxd = e%d;ay |e;) = ¥ aa;; le;) = (O2a3 — O3a2) le1) + (Oza1 — O1a3) |e2) + (O1az — Oaay) |e3)

<

7
x@ = (Oyas — Dzay) i + (0505 — 03a:) ]+ (Opay — Oya)k=1| 9, 9, &,

El rotor de un campo vectorial genera otro campo (pseudo)vectorial llamado campo rotor del campo
vectorial. Por razones que seran evidentes enseguida, las curvas integrales de este campo rotor se
denominan lineas de torbellino.

5.3.1. Lineas de torbellino
Consideremos el siguiente campo vectorial en coordenadas cilindricas para z > 0

—zZy . zx .

+

d=2z1U,=2z2(—senpi+cosp j) =

con lo cual el campo rotor del campo vectorial @ serd

¢ J
5:€Xd‘($,y72):€>< =Y i+ £ 7 j = 877 ay
Vat a4y 2o

Vg Va2

o X =
XS

l;zﬁxc_i(x,y,z): T - Y 7 - k

+
\/ch + y2l \/:1:2 i y2] /22 + 12
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Figura 6: Rotores de un campo vectorial, lineas de torbellino

es claro que el campo vectorial y su campo rotor son ortogonales

Vit JiErg ) \Var g VRt Rty

Tal y como se detall6 en la Secciéon 3 de la pagina [T las lineas de flujo se construyen a partir de
un vector diferencial paralelo a campo vectorial en cada punto. Esto es si

L i Kk )
b=V xd(z,y,z)=|0; 0y 0, |=(0ya:—0.ay)i+ (0.a; — 0zaz)j+ (Oray — Oyaz) k
a; ay a,

tendremos que

A8
dx _ dy _ dz _ Q)
by (x,y,2)  by(x,y.2) b(z,y.2)
(8
dz dy dz

(ayaz - 82“1/) (0:a5 — Oza) N (8xay - 83/%9) -

donde hemos parametrizado la curva con A.
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por lo tanto

dz B dy - dz _
(Oyaz — O.ay) - (0a; — Ogaz) o (Opay — Oyay) o

Vaz+yide  (r?+yPdy (2?4 y2dz _ )
—y e

—T

las dos primeras ecuaciones proveen

dy B
i =vy(x)=2C; = " ) )

a:\/a;yTyQ: h =y (\) =Ny
con
Cr=cte; Ci= S cte; Co=— G =C1Cy = cte
1+ (Ch)? 1+ (Cy)?
finalmente
Vet ytds o o2 i — c _Z
z dA /22 492 x\/1+ (C1)? )\élm -
con lo cual & . .
D= =2z (\) = XC’g

5.3.2. Lineas de campo ortogonales a superficies

Hemos visto como la condicién dif oc b= V x @ (x,y, z) encuentra lineas (de torbellino) perpen-
diculares al campo @ (x,y,z). Uno también puede plantearse encontrar el conjunto de superficies
para las cuales las lineas de flujo del campo vectorial, @ (x,y, z), sean perpendiculares. Para ello
suponemos que existen estas superficies y que se representan, matematicamente, como un funcion
v =p(x,y,z). Por lo tanto

690 & &’(m,y,z) = ﬁx(ﬁy (m,y,z)(i(m,y,z)) = ﬁfy(x,y,z)x&’(w,y,z)+~y(m,y,z)ﬁxé’(x,y,z) =0

es decir Vi es proporcional al campo @ (x,y,z) y al aplicar el rotor a ambos miembros se anula.
Mas aun, al proyectar sobre el mismo vector @ la ecuacién de la derecha nos queda

C_i(xayaz) ' 67 (xay7 Z) X EI:(CC,y,Z)] + CY(.’L',y,Z) : |}Y (CC,y, Z) 6 X 6($7y72) =0
ambos sumandos se anula por definicion de producto vectorial, pero el segundo sumando

a(x,y,z) - [6 xc?(:n,y,z)} =0
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impone una condicién sobre el campo independiente de la funcién de proporcionalidad.
Por lo tanto, la condicién necesaria y suficiente para que las lineas de flujo de un campo vectorial
d(z,y,z) sean perpendiculares a un conjunto de superficies ¢ = ¢ (x,y, z) es

a(x,y,z)- ﬁxé’(x,y,z) =0

5.3.3. Circulacién de un campo vectorial

La idea (y el nombre de rotor) surge de la idea de rotacién (; circulacién ? ) que este operador
descubre al ser “aplicado” a un campo vectorial. Como se muestra en la Figura|7, la idea intuitiva es
colocar un “detector” de rotaciéon inmerso en el campo. En este caso es un par de aspas e imaginamos
que el campo vectorial representa un campo de velocidades de un fluido. Si el fluido hace girar las
aspas en sentido horario (tirabuzén o sacacorchos derecho hacia arriba) diremos que el campo tiene
una “circulacién” positiva y el rotor del campo siempre serd positivo en esa region. Si es inversa,
diremos que el campo tiene una “circulacién” negativa y el rotor también lo serd en esa regién.
Finalmente, si el par de aspas no rota, el campo tendra una circulacién nula o no tendra circulacion
y su rotor serd también nulo en esa region.

Para concretar esta intuicion de forma matematica, procedemos de la siguiente forma. Suponga
una circunferencia con radio r = 2, la cual viene descrita paramétricamente por el radio vector

7(t) =2costi+2sintj =d7r=2(—seng i+ cosy j)dp

y nos planteamos “hacer circular el campo” a lo largo de la esa trayectoria. Esto es realizar la
siguiente integral

2w
I‘—%d-df—/ z(—sen@ i+ cosp j)-2(—senp i+ cosy j)dp = 4nz
0

El campo vectorial @ = z (—sen ¢ 7+ cos ¢ 7) estd representado en la Figura 6. Hemos utilizado el
simbolo § para denotar la integral de linea en un circuito cerrado. Es la primera idea de integrales
de campos vectoriales que veremos con mas detalles en las seccién [6.1.1. Uno hace el producto
escalar d - d 7y luego integra.

Es interesante comparar este resultado con el flujo del campo de rotores a través de la superficie
que delimita la circunferencia de radio r = 2. Vale decir

ﬁwwgdgz// Tt Y k) kdedy =
//< a) " </332+y2Z \/x2—|—y2] \/x2—|—y2 T ay

. ~ dz d dr rdo 2 o
(VXJ)'ﬁgdS:Z ey ., " L ar 460 = dzr
Va? 4 y? r 0 0

Esta “coincidencia” no es tal, corresponde a otro Teorema Integral para campos vectoriales, el
Teorema de Stokes (ver seccién 7.2 en la pagina [42) mediante el cual se convierte una integral
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Figura 7: Idea sobre el significado fisico del rotor

cerrada de linea de un campo vectorial en el flujo del campo de rotores. Este teorema lo estudiaremos
con detalle en la secciéon (7.2

La idea de circulacién se puede generalizar a un campo vectorial genérico,

~

a=ag (x,y,2)i+ay (z,y, 2) jta. (v,y,2) k

con lo cual la integral de linea cerrada, a lo largo de una circunferencia de radio, r, en el plano z,y
sera

27
F:j{&'-df’:/ {am(x,y,z)§+ay(x,y,z)j+az(a:,y,z)k}-(—rsen<p€+rcosg0j)dg0
0

y suponiendo r < 1 podemos desarrollar por Taylor las componentes del campo vectorial en al
plano z,y alrededor del origen de coordenadas r,, ~ 0. Esto es

am(.ﬂf,y,o):am’T:0+x%a;‘T:0+y%l; T:O_|_...:am‘TZO—FTCOSQO%?‘Tzo‘i‘?”sengp%%rzo—i—-..
_ Oay Oay _ Oay Oay
ay (2,y,0) = ay|,_o + 2 3 tY 5y o=yl Freosp G Trseny T
r=0 r=0 r=0 r=0
Por lo tanto, la integral de linea nos queda como
o o m 8ax . aaz‘ .
F—j{a-dr—/ — | az|,—g +rcosp — +rsing — rsin @ dp+
0 Ox r=0 Y lr=0
2m Oay . Oay
+ ay]T:O—i-?"cosgo— +rsing —= rcos p dp
0 Iz |,—g =0
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con los cual 5 5
a a
I‘—%c?-df—m“?{y - == }—1—0(7"3)
8x r=0 8y r=0
Finalmente vemos que la componente del rotor en el origen del plano x,y es igual al limite de la
circulacion a lo largo de una curva cerrada, dividida entre el area de la superficie que encierra la
curva cerrada.
Oay Oay , I
— - — = lim —
or |,_, 0y |,y r—0mr

Rotores y velocidades angulares
Considere un cuerpo rigido que gira alrededor de un eje con velocidad angular &. Entonces la

5.3.4.
velocidad tangencial de un punto P, con una posicién 7 medida a un origen O situado en ese eje,

~

T=0 X 7=7(wyz —wzy) + J (w2 — wp2) + k (wzy — wy)

siempre es
y su rotor sera
ik
V X0 = (Oyv, — 0.vy) T+ (0.vp — 0pv2) J+ (Opvy — Oyvz) k=1 0, 0y O,
Vg Uy U

es decir, por ser un cuerpo rigido la velocidad angular & es independiente de 7; o lo que es lo mismo,

todo el cuerpo rigido tiene la misma velocidad angular. Con ello tendremos que
(5;’5;’1 - 5&5{) 9; (wlrm> le;)

eijkc‘)jvk |ez> = EijkajEklmwle \ez)

V x4y

(6163, — d1ad? ) w07 ) = (3 — ) fo) = 2 fey) = 23

V x v

sin indices hubiera sido
(6 X 17) = (Oyv; — 0,vy) = Oy (Way — wy) — 0x (W — wWypz) = 2wy
(6 X 17) = (0,03 — 030;) = 0; (Wyz — wyy) — Oy (Wey — wyx) = 2wy
y

(6 X 17) = (0pvy — OyUy) = Oy (W2 — we2) — Oy (Wy2z — w,Y) = 2w,

Otra vez, el rotor de una campo de velocidades de un cuerpo (que rota) “detecta” su velocidad

angular.
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5.3.5. Rotores y coordenadas curvilineas

Una vez mas recurrimos a una definicién para el rotor independiente del sistemas de coordenada

ﬁxé':o —hm//dea—hm//nsxadS
v—oV v—oV

y del mismo modo que calculamos el flujo a través de las distintas capas de un volumen podremos
(no lo haremos y se lo dejaremos al lector) demostrar que

) hi|é1) hol€s) hsl€s)
VX @ = rot ] = h~1h~ [Eijka éhk?k) ‘éi>] ) hlh b7 ¢ 37
7'k q 1hahs3 hyay hoas hsas

donde los indices repetidos %, j, k indican suma; j y k no indican suma sino que replican los valores
de los indices j, k.
Explicitamente

V x @ = rot [d] =

|€1) [8 (hsag) 0 (hzaz)] L 182) [6 (hia1) 0 (h3a3)] 4

hghg 0 q2 0 q3 h1h3 0 q3 0 q1
‘ég> 8 (hgag) _ (9 (hlal)
h1h2 1o} ql 0 q2

5.4. Formulario del Operador nabla, \Y,

El operador nabla, ﬁ, en las férmulas anteriores acttia como un operador lineal. Esto es, dadas
o (7), x (F), ¥ (F) funciones escalares de variable vectorial y @ y b dos campos vectoriales cuales
quiera, se puede generar el siguiente formulario, el cual deberd ser demostrado por el lector

V(p+x¢) = Vo +V (x¥)) = Vo + VX + xV¢
§-<d+apg) :ﬁ‘ti—i-goﬁ‘g—l-ﬁcp-l;

V x (Ez’—{—gal;) =V Xxd+V x (gog) :§x6+6¢x5+¢6x5
y también si consideramos las cantidades a - b vy a X b tendremos

V(@-5) = [0 (at))] les) = (V@) b+ (V-5)
Ve (ax8) =0 (i alth) = (eipud'al) b + (55000 ) o = (V x @) - b—a- (V< b)

V x (axl?):(5-6)&—5(6-&’)+6(6-5)—(6-6)5
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es claro que

Q(VB) £ (5-V)a = o () £ b0

por cuanto en las partes izquierda las derivadas actian sobre las componentes de 5, mientras que
en las partes derechas es sobre las componentes de a.

Otros casos importantes se presentan cuando los campos escalares y/o vectoriales son a su vez
funciones de un campo escalar. Es decir, funciones compuestas. Esto es

=1 (x() vy da=a(x (7).
En este caso, tendremos

. dp = = . dd - . da
vwx(f'))—dfw Va ) =V G P xah) = (V) < G

Para demostrar, por ejemplo, V - a(x(r) = Vy - 44 utilizamos la estrategia de Taylor y

expandimos el campo vectorial alrededor de un determinado punto, digamos 7 = 7y arbitrario. Esto
es
da d?a

a:a(ro)—ka

)

aplicando la divergencia a ambos miembros queda como

S = - |da . lo [d?a . .
¢ a9 @)+ 9| 92 -+ 39 [ -+
7o X" M
con lo cual
- . da - . L. d?a - 1 . Lo d?a S
V'a=a%-vx(ﬁﬂx(ﬂ—x(m))T%FO-VX(F)J@(X(T)—X(M)) dT(gﬁ) X (7) +
esta relacion vale para todo 7, en particular para ¥ = 7. Con lo cual
- da - -~ da -
V-a = — T = -d=—-Vyx(F
Wy, X )

ya que 7y es arbitrario, con lo cual queda demostrado.

5.5. Nabla dos veces y el Laplaciano
5.5.1. Formulario de Nabla dos veces

Considerando a Nabla, V, como un operador surge la pregunta de su aplicacién repetida sobre
distintos objetos. Consideremos primero las siguientes expresiones en coordenadas cartesianas. Esto
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€S

V- -Vo =V =A¢p =00
V x Vo = 750,00 |e;) = 0
v (6 - a’) = 0 (9a)) |e)) = D0'a |es)
V x (6-5) =V (6@) =0

V x (6 x a’) = e im0 a™ |e;) = (5;’53;1 - 5@5{) 0,0'a™ |e;) = 8'0;d |e;) — 9;0 a’ |e;)

6x(6x5):€(6@)—m

5.5.2. Laplaciano y campos escalares

Ma3s alld de la gimnasia de indices para determinar la expresiéon de la relacién vectorial, quiza la
més importante de las aplicaciones es el Laplaciano, el cual en R3y en coordenadas cartesianas
puede expresarse como:

V- Vo=V =A¢p=0p= 0o+ Oyyd + 0220

La importancia el Laplaciano reside en que la mayor parte (casi todas) las ecuaciones de la fisica
matematica son ecuaciones diferenciales (ordinarias y parciales) de segundo orden y el Laplaciano
las genera en el espacio. Adicionalmente la solucién a la ecuacién arménica

Ap = 0'0ip = Opud + Oyyd + 0rap = 0

es de importancias en varias areas de la fisica.
Se puede demostrar facilmente que el Laplaciano cumple con

A(p+CY) =Ap+CAY;  Agy) = 9AY +pAp +2Vep - Vo

considerando las expresiones para el gradiente y la divergencia en coordenadas curvilineas

o 100\ 100 100
v¢ - hl a ql |el> + h2 8 q2 ’62> + hga q3 |e3>

& o 1 9 (a' (¢*, 4% ¢*) hahs) +8(d2 (¢",4% ¢*) hhi) +8(&3 (¢', 4% ¢*) hihs)
N h1h2h3 aql 8(]2 8q3
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respectivamente, es ficil llegar a la expresion para el Laplaciano en coordenadas curvilineas

1 9 [ hahg 0 ¢ 0 [hihs ¢ 0 [hahy 0 ¢
20 =N = 278
V¢ d) h1h2h3{8q1 ( hl 8q1 +6q2 hg 8q2 +8q3 h3 8q3

5.5.3. Laplaciano y campos vectoriales

Inspirado en la forma que toma un campo vectorial en coordenadas cartesianas, definiremos el
Laplaciano de un campo vectorial como la relacién

Aa=Y(V-a)-Vx(Vxa)
Desarrollando esta expresién en coordenadas cartesianas tendremos que
Ad= [0 (aj) — (0'0;a) — 0;07a")] le;)) = Ad=(0;0"d") |e;) = (Ad") |e;)
Es decir, que el Laplaciano de un campo vectorial, expresado en coordenadas cartesianas,

es igual al vector cuyas componentes son los Laplacianos de las componentes del campo original.
Es importante resaltar que la expresién A @ = (Aal) le;) se cumple tnicamente en coordenadas

cartesianas pero la definicién que hemos propuesto, A @ = V (V . Ei) —Vx <V><EL’) , €S una ecuacién
vectorial y es, por lo tanto, védlida en cualquier sistema de coordenadas.

El Laplaciano de campos vectoriales no lleva construir un formulario de relaciones facilmente
demostrables

A(W):ﬁ(m); ﬁ(Aa‘):A(va); Vx (A ) =A (ﬁxa)

5.6. Derivadas Direccionales de Campos Vectoriales
5.6.1. El concepto

Formalmente y como siempre la misma idea de derivada como cociente incremental. Dados dos
puntos P; y Py y un vector @ que los une (va de P, — P,), entonces por definicién

da |,  a(P)-ad(P) da\’ [da . ad'(Py) —d (P)
Dy |a) du pzhinp1 P,— P du du P, Py =P

por consiguiente, si d@,tiene por componentes cartesianas (en general cualquier sistema de coor-

: ‘ day day da
denadas ortogonales) (ay,ay,a.) las componentes del vector derivado serdn ( T ~qu duz) . De

modo que inspirados en la derivada direccional de un campo escalar que presentamos en la seccion
5.1.1, podemos construir la expresiéon para la derivada direccional de cada una de las componentes

del vector %. Esto es

dSO —, N P dai
E—quﬁ—V(ﬁ-U—u i0 = du

Otra vez, en coordenadas cartesianas se tiene que

. o da .
= - Va' = wdja' = Dy la) = 5= = (-V) @

D )i = (u : 6) i= () e)) = Dy (o) = 2 (o) _ (u : v) (o) = u'd; (o)
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5.6.2. Un ejemplo: el campo de aceleraciones de un fluido

El ejemplo mas estandar es la descripcion del campo de aceleraciones de un fluido en movimien-
to. El campo de aceleraciones de un fluido, como de costumbre, es la variacién del campo de
velocidades respecto al tiempo. Esto es @ = dd—f . Para escribir la expresién de este campo de acel-
eraciones, supongamos que un fluido se mueve y registra un campo de velocidades v = ¢/ (7, t) el
cual, en general, serd inhomogéneo y no estacionario. Identificamos una porcién del fluido (particu-
la) cualquiera y observamos que en un intervalo de tiempo dt esa porcién identificada se mueve de
P, — P, y registra un incremento en su velocidad de ¥ en Py a ¥+ dven P :

U(Pl)Eﬁ(F,t) y 17(P2)El7(77+d77,t+dt)

Tal y como ejemplificamos en la Figura 8, este incremento proviene de dos contribuciones. Una,
llamada local, debido a el cambio en la variable temporal y otra, por la comparacion del vector
velocidad, ¥, en dos posiciones (traslacién espacial o contribucién convectiva).

. oV L dv

Visto de otro modo un poco més informal, dado que el campo es funcién de dos variables y una de
ellas vectorial
5= 7 (7,t) Lg-dv_dv oy
v=o(r at — ar ' ot
De la discusién anterior es claro que ‘3,7 es la derivada direccional del campo de velocidades a
lo largo del vector unitario 4 que apunta P1 — P, Ahora bien, para este caso tenemos que:

dv

du = ||d 7, du = |0 dt y U= -5

con lo cual la derivada direccional nos queda como

(31;) Hj}\l (#-9)v

finalmente la aceleracion nos queda expresada como

5:011;7 ||11J|| (v ﬁ)”glt} >a'= (” V)t %ﬁ:

donde hemos representado las componentes cartesianas de los vectores velocidad y aceleracién como
V! y ai, respectivamente.

Es importante hacer una reflexién un poco mas fisica de las contribuciones. La contribucién local
proviene de la variacién del vector (por la dependencia temporal) alrededor del punto, sin importar
la direcciéon que sigue al particula y la contribucién convectiva proviene de la inhomogeneidad del
campo de velocidades. Esto es de la variacién del campo de velocidades segin la direccién que siga
la particula.
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Figura 8: Contribuciones a la variaci’on de la velocidad en un fluido

6. Integrales y Campos Vectoriales

6.1. Resumiendo lo visto
6.1.1. Integrales de Campos

Después de haber diferenciado campos escalares y vectoriales, el siguiente paso es integrarlos.
El primer caso de este tipo integrales es el trivial que siempre hemos utilizado:

/V(u) du:i/Vz(u) du—f—j/Vy(u) du—i—fc/Vz(u) du— (/Vi(u) du) es)

Asi integramos la aceleracién de un movimiento parabdlico

d v

E:d’:—gf{ zz‘;’:/d’dt:f{/—gdt:—f{gt —i—z_)’o:—l:cgt —i—ivom—kjvoy—i—f{v()z

Ahora bien, existen sutilezas en este caso que debemos tener en cuenta. Por ejemplo considere la
integral

/dt _'Xd2c_i —/dt i qx@ _ﬂxﬂ —/dtd _‘X@‘ —_‘Xg‘_i__'
@z ) T a\"”" a " ar ) T a\“C )T T

Pero en general los casos quedan resueltos integrando componente a componente con la ayuda de

la notacion de indices
/dt (d’x 5) = [/dt (Eijkajbk):| le;)

Quiza uno de los problemas que ilustra mejor esta situacién es el movimiento bajo fuerzas centrales.
La Ley de Gravitacion de Newton nos dice que

dv M dv M

dt T dt TooAr
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Es costumbre definir la velocidad aerolar, U4, como el area barrida por el radio vector posicion,
7 (t) que describe la trayectoria de la particula

B a7 . d@ra) dr.  dwa, o da, 4. di,
—— =7, X = r U0, X

04=7TX — = X —
AT g T dt @t

Nétese que si € es un vector constante

d /. da . dda o - . da
i, X ")=0 =0, x ——=¢ = 204 =10, Xx —— = const

dt dt dt dt
con lo cual
d(_’x_’) dﬁxﬁ G \ox b MGA>< ‘xdﬁr
— (UxU4)=—XU4p=G5—10, XTg=——1<1 a
dt AT T AT T T T @
d(”x*) MG . da L (@ A)dﬁT MGd a,
— (UxU4p)=—190 -— |G — (O, -0 =
dt AT Tar )T @ 2 dt
integrando
oL MG
U X Uyg = Tur +p
donde p’ es un vector arbitrario de constante de integracién. Finalmente nos damos cuenta que
oo . MG . MG
7 (U X Ua) =7 Oy - N u +p)| = 2 r 4+ rpcosf

— —.\) — —

7 (U X Ua) zaijkrivijk =0y - (FXU) =104 U4 —v124

y entonces
2
2 2vy
VA _ MG
MG - 2p
5 Tpcost 1+ 5f=cosd

MG
vy = Tr—l—rpcos@ —=r=

que constituye la ecuaciéon de una conica.

6.1.2. Integrales de linea

Ahora nos detendremos con més cuidado en integrales que también ya hemos utilizado, pero
muy rapidamente. Asi tendremos por delante algunos objetos del siguiente tenor:

/¢dF, /V-dF y /def
C C C

Este tipo de objetos se conoce como integrales de linea y requieren la especificacion de la curva, C,
(la trayectoria) a lo largo de la cual se lleva la integracién. Es clara la importancia de esa trayectoria
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Figura 9: Trayectorias de integraci’on y campos vectoriales

para la integracién de los campos por cuanto encontraran expresiones del campo vectorial que puebla
la regién a través de la cual se integra. Esas trayectorias seran abiertas o cerradas dependiendo de
la curva que se siga en el proceso de integracion.

Asi para integrar un campo escalar ¢ = ¢ (7) en coordenadas cartesianas, tendremos que

/Cqb(x,y,z) dF:/C¢>(x,y,z) (dxz+dyj+dzf<)

:z/¢<m,y<x>,z<x>>dx+j/¢<x<y>,y,z<y>>dy+f</¢<m<z),y<z>,z>dz
C C C

tal y como indicamos arriba, las tres integrales se podran realizar si conocemos, en cada caso, la
expresion del integrando en término de la variable de integracion. Esa es la razon por la cual hay
que especificar la curva C' que define la trayectoria de integracion. Esta define esa funcionalidad.

6.1.3. Integrales de Superficie

Otros objetos que ya nos hemos encontrado son las integrales de superficie y las hemos en-
contrado cuando evaluamos el flujo de un campo vectorial y lo relacionamos con la divergencia.
Asi interpretamos que objetos

//Ei-dgz//&'-ﬁst://aﬁdS

representaban el flujo de las lineas de campo a través del diferencial de superficie dS. Es costumbre
que se separen el médulo, dS, de la direccién y el sentido, fis el cual es el vector normal (sentido
positivo) a la superficie. Otra vez, las superficies podran ser abiertas (cuando disponen de una curva
que limita sus fronteras) y cerradas cuando no. Un circulo serd una superficie abierta y una esfera
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cerrada. Por convencién supondremos que el vector normal a una superficie cerrada tendré sentido
positivo saliendo.

La utilizacién de integrales de superficie nos ha permitido definir, de manera invariante (inde-
pendiente del sistema de coordenadas) las expresiones para los operadores diferenciales. Asi hemos
podido definir:

= .1 Ay
V(Z):grad(ﬁ—&lglov/Sd)(a:,y,z)dS—&l v /(;Sa;y, ) ns dS
div [@ hm//a dS_hm//a nst—hm//andS
vooV vooV v=oV
V x a =rot[a hm//dea hm//nsxadS
v—oV v—oV

7. Campos Vectoriales y Teoremas integrales

V-

y
Il

En esta seccién presentaremos un conjunto de teoremas que relacionan las variaciones de un
campo vectorial con las fuentes que lo producen. En términos técnicos (matemdticos) resultan
fundamentales cuando queremos convertir un tipo de integral (linea, superficie o volumen) en otra.

El primer teorema, el Teorema de Gauss permite expresar el valor de una integral de volumen,
V, encerrado por una determinada superficie, S, (cerrada) en términos de una integral sobre esa
superficie, S. El otro teorema importante es el Teorema de Stokes, el cual permite relacionar el
valor de una integral de superficie con la integral de linea sobre la curva que delimita esa superficie.

7.1. Teorema de Gauss
7.1.1. Presentacién y demostracién

La primera relacion que presentaremos entre una integral de superficie de un campo vectorial,
a,y una de superficie de su derivada es el Teorema de Gauss el cual se expresa de forma vectorial

//a-dgz//a.ﬁsdsz/vadv
s s 1%

donde @ = @ (x,y, z) es el campo vectorial d S = ns dS es el diferencial de drea y d V el diferencial
de volumen.

Tal y como vimos en su oportunidad el término V - @ es interpretado como el flujo del campo @
por unidad de volumen, por lo tanto el lado derecho de la ecuacién es la tasa de flujo neto que sale
del volumen sobre el cual estamos integrando.

La demostracién del Teorema de Gauss es como sigue. supongamos un volumen encerrado por
una superficie convexa, S, como se muestra en la Figurall0len los cuadrantes I, II y III. Supongamos
ademads que orientamos el sistema de coordenada de tal forma que una linea paralela a uno de los
ejes toca la superficie en dos puntos (Figura [10, cuadrante I). De este modo podemos trazar una

como
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Figura 10: Teoremas de Gauss

superficie (perpendicular a esa linea) tal que divida la superficie, S, en dos superficies, S1y So, cada
una de las cuales estd bordeada por la curva, C, (Figura 10, cuadrante II).
Al evaluar la integral

/axi-dgz awi‘dg—i—/ axi~d§:// [az (z2,Y, 2) — ag (21,y,2)] d 5
S S1 Sa Ed

ya que las componentes x de los vectores normales a las dos superficies que contribuyen (Figura
10, cuadrante III) tienen signos opuestos

dSy, =7dS=-1-d5 =-dS,=dydz=d 9

Ahora bien, dado que

0 — ¥2 §

& = lim Oz (1‘2, Y, Z) Qg (-7;17 Y, Z) = a, (562’ v, Z) —ay (1’1, Y, Z) _ A da

Or  z2—>m To — T o OT
con lo cual

/axz dS= //[ 3% x] dydz= %dv
- v Oz

y equivalentemente al hacerlo en las direcciones 7 y k obtendremos

/ayj d5= /a“ydv y /azk d5= /6“2

y finalmente hemos demostrado el Teorema de la divergencia o Teorema de Gauss

//adS //a iy dS = /(a“’f Oay aaZ)dV /(aiai)dv:/va*dv
82’ \4 \%4
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7.1.2. Expresiones equivalentes para el Teorema de Gauss

Si bien la expresion estdndar es la que hemos presentado, existen algunas variantes que se
derivan de ella. Por ejemplo si consideramos un campo escalar, ¢ (z,y, z) , el teorema de Gauss nos
conduce a

//3¢(x,y,z)dgz///‘/ﬁéf)(ﬂs,y?z)dV y //sdgxﬁ(x,y,z):///Vﬁxﬁ(a:,y,z)dv

donde B (z,y, z) es un campo vectorial.
Para comprobar la primera de estas dos relaciones consideramos un vector ¢ constante y con-
struimos un campo vectorial

a(x,y,2) =cp(x,y,2) =

//Sa.dgz///vvadv :»a/S(p(x,y,z) dgzg.//vw(%w) L
0=¢c- [//sqb(x,y,Z) dg—///vﬁz)(a:,y,z) dV}

es decir, para todo vector € siempre se cumple que

//sgb(x,y,z) dgz///‘/@¢(x,y,z) AV

Esa misma metodologia se puede aplicar para demostrar la segunda relacién si consideramos un
campo vectorial @ (z,y,z) = ¢ X B(z,y,2), con € vector constante y se procede de una manera
similar.

7.1.3. Ley de Gauss y Campo Eléctrico

La aplicacion mas emblemética del Teorema de Gauss lo constituyen el calculo de la divergencia
del campo eléctrico F y su relacion con las distribuciones de cargas existentes. Desde siempre
sabemos que el campo eléctrico producido por una carga Qi viene dado por

B(=-—%a, = // A8 = s v.5-20

4meq r 60 €0

En definitiva la “deducciéon” de una de las ecuaciones de Maxwell. Si calculamos el flujo del campo
eléctrico en una regién sin cargas todas las lineas del campo E (7) atraviesan el volumen: todas
entran y todas salen. Sin embargo si tenemos un conjunto de cargas discretas distribuidas dentro
de la regién encerrada por la superficie, S, (ver Figura 10, cuadrante IVa) podemos encerrar cada
una de las cargas con superficies esféricas S;. Por lo tanto

F.d5+ //E.ds;—/vﬁdv—o :>//E-d§—— //EdS
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Con lo cual hemos definido una superficie con “huecos” alrededor de cada una de las cargas y
llegamos a la conclusiéon que lo que entra sale. Por su parte, el campo eléctrico medido cada
superficie esférica interior, .S; serd

Qig

E/
S; 47‘(’6 7"2 it

donde E' es el campo de todas las otras cargas presentes en e volumen encerrado por S. Es claro
que este campo E’ tiene flujo cero neto sobre cada esfera de superficie S;. Por lo tanto

//E d5=-— Z// <4£€0?’ﬁn+E>-ﬁgidS¢— 4;60%// dS—m:?O

donde hemos utilizado que

/?-E’dVi:O:Z// E'-ig dS; o, -hs, =—1; y // ds; = S; = 4mr?
Vi i S; S;

Finalmente encontramos una de las Leyes de Maxwell si reescribimos la integral de superficie
utilizando la Ley de Gauss

//E-d§_Q_1/p(f)dv ;»//E-dﬁ_/vﬁdv_lfp(mdv
S €0 € Jv S |4 € Jv
con lo cual .
/(ﬁﬁ—p(ﬁ>dv ~v. 5= L0
1% €0 €0

7.1.4. Discontinuidades y densidades superficiales de carga

Normalmente, siempre consideramos que los campos vectoriales @ = @ (x,y, z) son campos con-
tinuos (y, mas aun, con todas sus derivadas continuas). Sin embargo, encontramos en la naturaleza
situaciones en la cuales el campo varia mucho en una distancia muy corta (infinitesimal). En estas
situaciones podemos simular esta rdapida variaciéon como una discontinuidad en el campo. Existe
formas de aplicar el Teorema de Gauss para algunas situaciones en las cuales tratamos con campos
discontinuos. La manera apropiada de tratar (derivadas e integrales de) funciones discontinuas es
considerandolas no funciones sino distribuciones. Este tipo de tratamiento estd fuera del alcance de
este formulario y serd considerado en otros cursos.

Supongamos el caso que ilustra la Figura 10, cuadrante IVb. Una region R delimitada por una
superficie S, dentro de la cual, una superficie de discontinuidad, S, separa dos subregiones R, y
R2 a través de la cual un campo vectorial, @ = @ (x,y, z), es discontinuo. Ahora bien, el campo
vectorial es continuo en las subregiones, por lo cual el flujo del campo atraviesa las superficies S
y S que delimitan el volumen V; de la regién R. Entonces el Teorema de Gauss para cada region
queda expresado como

ﬁ.advz// a-d§+//a+-ﬂgd§ y /@-advz// a’-dg—//ﬁ-‘ﬁgdS’
1% S1 S Va So S
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Dtk "AD1  Region 1t
Gl}

Dy == Region 2:
(e

Figura 11: Discontinuidad del Vector Desplazamiento

donde g es el vector normal a al superficie, S,de separacién de las dos regiones. Adicionalmente
hemos denotado, @4 y d— el campo @ evaluado del lado de R, y Ra, respectivamente. Si ahora
consideramos el teorema de Gauss en toda la regién

/ V.-adV= @-adv+/@-a’dv
Vi+Vs i Va

Claramente si el campo es continuo dentro de la regién R entonces nos queda la formulacién

estandar del Teorema de Gauss,
/ vadvz//a’.dg
Vi+Va S

por el contrario si el campo es discontinuo, entonces debe tomarse en cuenta la discontinuidad del
campo y la relaciéon que surge de sumar el flujo a través de las dos regiones es

/ vadvz//a.dg—//(az—al)-ﬁgds
Vi+Va S S

con fig el vector unitario, normal a la superficie S y que apunta de R, — Ro. Es claro que la
discontinuidad que cuenta es la de la componente del campo perpendicular a la superficie (ver
Figura [11)).

Este tipo de discontinuidad en campos irrotacionales es generada por la presencia de fuentes las
cuales, en este caso son densidades superficiales de carga. Quiza el ejemplo tipico para la aplicacion
de las anteriores consideraciones es la aplicacién de las ecuaciones de Maxwell en el caso del vector
desplazamiento eléctrico ﬁ,a través de una superficie, S, que separa dos medios. Este caso se ilustra
en la Figura [10, cuadrante IVc y en la Figura [11, sélo que en este tltimo caso el vector normal
estd definido a la inversa: la regién 2 corresponde a la region 1 de la Figura [10, cuadrante IVc. La
ecuacion de Maxwell correspondiente sera

. E=D  L9.D=p® = (B-D)-is=c cmD=caf
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donde 7ig es el vector normal a la superficie (ver Figura/l0, cuadrante IVc) y o es la densidad super-
ficial de carga en la superficie, S. Para comprobar esta relacién construimos un volumen cilindrico
infinitesimal que encierra la superficie de discontinuidad, de tal forma que ASy corresponde con la
“tapa” del cilindro y AS; con su “base” (Figura (10 cuadrante IVc). Adicionalmente, como Al ~ 0
no sélo podremos trabajar sin las integrales, el flujo a través de las “paredes” del cilindro sera de-
spreciable y ASs ~ ASj, sino que ademas, al encerrar la discontinuidad no tomamos en cuenta la
contribucién de la superficie AS3 (o S, en el cuadrante IVb de la Figura [10). Asi

@ . ﬁ dV = 52 . Agg — 51 . Agl = p ("F) (ASQAZ) = (ﬁg — 51) . ’flSQASQ

con lo cual

7.1.5. Teoremas de Green

Cuando consideramos campos vectoriales muy particulares el Teorema de Gauss nos lleva a un
par de identidades vectoriales conocidas como las Identidades o Teoremas de Green

Supongamos que tenemos dos campos escalares: ¢ (z,y,2) v & (z,y,2) entonces y con ellos
construimos un campo vectorial

a(z,y,z) = C(x,y,2) VE(x,y, 2) ://Sﬁ-dgz///‘/@-d’d‘/ =

é/L(((m,y,z)@f(w,y,z))-dg—///vﬁ-(C(w,y,z)@ﬁ(m,y,z))dv

con lo cual arribamos a primera identidad de Green, Primer Teorema de Green o, Teorema escalar
de Green:

J[(C@na¥e@na)as= [[] [c@u) (9 Fe@nn)+ T Fewpa]av

Si ahora, consideramos los siguientes campos vectoriales

@ ' <<($7y72) 6g(mvyaz)) = @C ($7y72) ' 65 (1’7y72) +C(‘T,y,2)€ ’ @f(x,y,z)
y
@ : (g (ﬂj‘,y,Z) 6C (ac,y,z)) = 65 (l',y,Z) ’ @C (l’,y,Z) +£(l’,y,2§)€ ' @C (ﬂj‘,y,Z)

restando ambas expresiones tendremos que

V- {C(x,y,z)@ﬁ(:r,y,z) —f(l',y,Z) 6((‘7"7:%2)} -
<($ayvz)€'€£(l’7yaz) ff(az,y,z)@-@g(m,y,z)
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111

\ Surface §
L&

Figura 12: Teorema de Stokes

y al integrar sobre un volumen V' tendremos la formulacién del Teorema de simétrico de Green, la
segunda identidad (o teorema) de Green o el Teorema

JI[{c@na¥ ¥y —e@n ¥-Fe@na}av -
//S{C(x,y,z)@f(x,y,z)—{(x,y,z)@((x,y,z)} d§

La utilidad de estas relaciones las veremos en el desarrollo de la Teoria de Potencial en la seccion
8.1 en la pagina 45

7.2. Teorema de Stokes
7.2.1. Presentaciéon y demostraciéon

El teorema de Stokes relaciona una integral de linea escalar de un campo vectorial, @ =
a(x,y,z), a lo largo de una curva cerrada, C, con una integral del rotor del campo sobre la
superficie encerrada por la curva, C. Es decir

fd-dfz//s(ﬁxa)-dﬁz//gﬁxa).ﬁsds

Tal y como hemos mencionado antes la superficie la define su vector normal, y éste lo define el
“sentido” de circulacién de la curva que bordea la superficie (ver Figura 12 cuadrantes I y III).
No haremos una demostracién formal del Teorema de Stokes como lo hicimos para el Gauss.
Nos convenceremos de que es correcta la relacion a partir de algunas situaciones sencillas. Cualquier
superficie la podremos dividir en pequenas cuadriculas diferenciales, las cuales sumadas constituyen
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la superficie (ver Figura [12 cuadrante II). Es facil convencerse que la circulacién® por le borde de
una cuadricula diferencial (por ejemplo en el plano z,y) nos lleva a

Piw=§ a-di= [a@odat [o@ndy+ [o@p a0+ [o@)(-dy

donde hemos denotado la trayectoria a lo largo del perimetro de la cuadricula por 1234 De la Figura
13 podemos intuir

T34 = /aw (z0,y0)d :r+/ay (vo+d z,y0)d y—i—/am (zo,y0 +d y) (—d x)—l—/ay (xo,90) (—d )

y de alli el desarrollo por Taylor que nos conduce a

234 = /a:r (x0,y0)d 33+/

+ /ay (zo,y0)d y

111234=/<8;y >dxdy://ﬁx6 dSZE//<ﬁ><d)~d§
v Y=Y0 S z S

pero esto vale para todos los puntos (zg,y0) y se puede aplicar para las otras superficies con lo
cual es facil convercerse que esta técnica se puede utilizar para cada cuadricula en las cuales hemos
dividido la superficie (ver Figura [12 cuadrante II). Mas atn las circulaciones a lo largo de los
perimetros de las cuadriculas interiores se anulan (ver Figura 12/ cuadrante III) y s6lo sobrevive la
circulacion a lo largo del perimetro exterior de la superficie. Con ello

3 a-dfzz(ﬁxa)m? :»fa-dfz//sﬁxa)-ds’

cuadricula

ay

0 dx]dy—/[az(ﬂfo,yo)+ Oy
) P dy

ay (zo,y0) + 9

dy]daz
Yo

Y=

B Oay
dy

T=x0

7.2.2. Expresiones equivalentes para el Teorema de Stokes

Del mismo modo que hicimos en la seccién [7.1.2] con el Teorema de Gauss, podemos hacerlo
para el Teorema de Stokes y tendremos

jl{qﬁ(x,y,z) df://sdé’x%(x,y,z) y fdfxé(x,y,z)://s<d§><§> x B (2,9, 2)

donde ¢ (z,y, z) es un campo escalar y B (x,y, z) un campo vectorial. Otra vez, la metodologia para
proceder a la demostracién se fundamenta en considerar un par de campos vectoriales de la forma
a(z,y,z) =¢(x,y,2)Cy b(x,y,z) =X B(z,y,z) y desarrollar un élgebra vectorial minima.

3Pueden consultar otro ejemplo de circulacién en la seccién [5.3.3
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y4 Xy Yo+ dy 3 Xy +dx, y, + dy
4 2
For Yo 1 (g + dx, yg)
> ¥

Figura 13: Circulaciéon en una cuadricula del plano x,y

7.2.3. Teorema de Stokes y Fuerzas Conservativas

El teorema de Stokes nos permite identificas que campos vectoriales irrotacionales generan
integrales de linea las cuales son independientes de la trayectoria. Esto es

V x F(z,y,2)=0 i//(ﬁxd’)-dngd’-df':()
S

con lo cual, lo que se estd implicando es que toda trayectoria cerrada de puede fraccionar en dos
trayectorias abiertas que se unen en los extremos, entonces

P2 P2
%J'dF:O:/ d-df—ir/ a-dr = a-dr= / a-dr
Cl CQ Pl Pl

curva C1 curva Cg

y lo que nos dice es que vamos de un punto (de corte de la curva cerrada) P; a otro punto Py por
dos trayectorias distintas y la integral de linea es la misma. Mas adelante veremos que a los campos
vectoriales irrotacionales les estd asociado un potencial tal que

VxF(z,y,2)=0 = F(z,y,2) xVé(z,y,2)

7.2.4. Teorema de Stokes y discontinuidades del campo vectorial

Al igual que el Teorema de Gauss puede ser considerado para manejar funciones discontinuas, el
Teorema de Stokes también tiene una expresiéon cuando se consideran campos discontinuos (continuo
a trozos o continuos por segmentos)

Al igual que en el caso de Teorema de Gauss, consideremos el caso mas simple el de un campo
vectorial @ (z,v, 2) que es discontinuo sobre una superficie, S ,que divide R en dos subregiones R,
y Ra (ver otra vez 10, cuadrante IVb). En este caso la superficie S, serd abierta y estara delimitada
por una curva Co. La interseccién de las superficies S y S serd una curva Cla cual dividird a S en
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dos superficies S; y Sy (ver Figura [12] cuadrante IV). Entonces, aplicando el Teorema de Stokes a
la curva cerrada. Entonces

Py Py . .
fa-dfz / a-df+/ 6-dF:// (vXa).ds
P Py S1

Cc1+C curva C1 curva C
y
Py ) o "
jfa*-dfz / d’-dF+/ a.df*:// (Vx@)-dS
_ Py Py So
Co+C curva Cog curva C

Ahora bien si las sumamos obtendremos

//Sl(ﬁxa)-d§+//32(ﬁxa)-d§:]{Ca-dF+ /PP i-di+ /PP i-df

curva C en S curva C en Ss

la cual puede ser reescrita como

— — P
faar=[[(@xa)-as- [ @-ag)-ar

curva C’

donde hemos denotado @|g, como el campo vectorial evaluado sobre la curva C “del lado” de las su-
perficie So. Es importante sefialar que el término que incorpora la contribucion de la discontinuidad
del campo sélo encierra componentes tangenciales a la superficie. Esto es claro del producto escalar
con el vector, d 7, tangente a la curva C' (y también a la superficie S).

8. Teoria de Potencial

8.1. Potenciales escalares

Si un campo vectorial F' (x,y, z) en una determinada regién R puede asociarse con un gradiente
de un potencial tendremos que

— =

Floy2) = -Vo@y:) & VxFloy)=0 o fﬁ@,y,z)-df:o

La ventaja que un campo derive de un potencial es, por un la lado la simplicidad y la cantidad de
informacién que sobre el campo teneos: describimos la interaccién por una funcién y no con tres (las
componentes del campo) y sabremos que el campo es irrotacional y conservativo. Pero ademds la
funcién que describe el campo es escalar, con lo cual es independiente del sistema de coordenadas.

Cualquiera de las afirmaciones implica las otras dos, con o cual podremos elegir cualquier de
ellas para demostrar las otras dos. Veamos:
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= un campo que derive de un potencial es conservativo e irrotacional

~V x <§¢ (z,vy, z)) =0

—

ﬁ: —V(]S(ZL‘,y,Z) =
—fﬁ¢(%y,z)'df’:—fd¢:¢($07y0720)_¢(1’0a3/072’0):0

donde hemos utilizado la definicién de diferencial total

_ 0% (z,y,2) 0¢ (x,y, ) 06 (x,y,2)
N Oz dz+ y 0z

do dy + dz=V¢ (z,y,2)-d 7

= un campo conservativo es irrotacional y deriva de un potencial.
o . P = , . .
Un campo conservativo implica que el trabajo (. Pf F (z,y,z)-d 7) es independiente de la
trayectoria entre P; y P». Por eso llamamos a la fuerza conservativa por cuanto se conserva
la energia y por lo tanto, ésta depende tnicamente de la posiciéon

— P2 —
fF(CC,y,Z)dT_‘»:O = F($ay7z)'dF:¢(x27y2aZ2)_¢($17y1721)
Py
\
F(z,y,2) dF=d¢ = -V (v,y,2) - d7 = F(z,y,2) = -Vé(z,y,2)
con lo cual hemos demostrado que el campo vectorial deriva de un potencial. El signo menos
(—) es una convencién tradicional del oficio de Fisico y proviene de nuestra intuicién de flujo

de los acontecimientos: “El agua siempre fluye hacia abajo”.
Ahora bien, utilizando el Teorema de Stokes tendremos:

— —

ﬁ(w,y,z)z—ﬁqﬁ(w,y,z) é%ﬁ-df’:// (ﬁxﬁ)-dgz() =V X F(z,y,2) =0
Sa

es facil demostrar que el campo también es irrotacional.

= un campo de fuerzas irrotacional implica que el campo deriva de un potencial y que el campo
es conservativo.
Otra vez, por el Teorema de Stokes si es irrotacional es conservativo,

Y x F(,y,2) = 0 ://(6xﬁ)d§:fﬁ@f:o
So

y si es conservativo deriva de un potencial

— — —

F(m,y,z)-df’quﬁz—6¢(:L‘,y,z)-df' = F (z,y,2) = -V (r,y,2)

En definitiva, si cualquiera de las condiciones se cumple: conservativo, irrotacional o potencial,
las otras también se cumplirdn.
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8.2. Potenciales vectoriales y calibres

Al igual que derivamos un campo vectorial F a partir de un potencial escalar ¢ (z,y,2) y
asociamos su existencia a su condicién de irrotacionalidad, VxF (z,y,2) = 0, podemos pensar
que un campo sin divergencia (solenoidal o transverso) conlleva a la existencia de un potencial
vectorial. Esto es

ﬁ-ﬁ(x,y,z) =0 = ﬁ(m,y,z) =V x ff(x,y,z)

Claramente

—

V- Z*:"(:U,y,z) = &F’ = 8Z (EijkajAk) =0

El campo vectorial A= A'(az,y,z) se conoce con el nombre de potencial vectorial del campo F.
Ahora bien, el campo solenoidal, F', no queda univocamente determinado a partir de su potencial
vectorial. Existe una arbitrariedad de un campo escalar, llamado de calibre, x = x (z,y, z) (gauge

en inglés) de forma tal que

— = -

ff':ff—kﬁx(x,y,z) = F=VxA =V x <A+Vx>:V><A'+6X (ﬁx)zﬁxff

de forma que varios potenciales vectoriales A y A generan el mismo campo vectorial F. Esta
arbitrariedad nos permite particularizar el calibre segin nos convenga. Existen varios calibres en el
mercado, los cuales son utilizados segin el problema fisico al cual tratemos. Entre ellos podemos
mencionar un par de ellos:

= El calibre de Lorentz:
Esta seleccién proviene de requerir que el campo de calibre satisfaga la ecuacién una ecuacion
de onda
x (z,y,2,t)
ot?
donde a es una constante. Notese que hemos supuesto que el campo de calibre puede depender
del tiempo. El calibre del Lorentz se escoje porque (entre otras cosas) permite que la solucién
a la ecuacion de onda para el potencial vectorial

62)((1:7?/72775)_& =0

82/1’(96,31, z,t)

o2 =0

§2E(x,y, z,t) —a
quede univocamente determinada

= El calibre de Coulomb, de radiacion o transverso:
La seleccién de este calibre impone que el potencial vectorial A (x,y, z, t) satisfaga la ecuacién

ﬁ[f:o éﬁj’ (xay7z7t) :ﬁ-(ff(:n,y,z,t)—i—?x(x,y,z,t)) =0 :>§QX(x7yazat) =0

El nombre de calibre de Coulomb, de radiacién o transverso proviene de las consecuencias de
su utilizacién en las ecuaciones de Maxwell.

Noétese que si el campo (y el calibre) es independiente del tiempo A=A (x,y, z) ambos calibres
coinciden.
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8.3. Teorema de Green y Potenciales

Si el rotor y la divergencia de un campo vectorial, F , decente (continuo y continuamente difer-
enciable) estan especificados en una regién del espacio delimitada por una superficie cerrada, S,
y las componentes del campo normales a esa superficie, ng - F , también se conocen, entonces el
Teorema de Green nos garantiza que ese campo, F , que cumple con esas condiciones es Unico.

Esa demostracién procede asi. Supongamos que existe otro campo vectorial que cumple con las
mismas condiciones que el campo F. Esto es

V-F=V-G V-H=
VxF=VxG =H=F-G = VxH=0
fg-F =ng G fg-H=0

como H es irrotacional entonces
VxH=0 =H=V¢(xyz2 =V-H=V-Vé(z,yz2)=0

, v el Teorema de Green nos garantiza que

f¢%-d§://g¢(%-ﬁs) dS:///V[¢(@.W)+%-%]dV
// V- nS dS // HnS dS /// H *dv = H=0

de donde se deduce que F' = G es decir, que el campo, F', es tnico.

con lo cual

8.4. Teorema de Helmholtz

El teorema de Helmholtz afirma que todo campo vectorial, ﬁ continuo, y continuamente difer-
enciable (al menos a trozos) y, regular en mﬁmto se puede expresar como una suma de dos “com-
ponentes”, una longitudinal o irrotactonal, Fl, y otra transversa o solenoidal, F,. Esto es

6><F‘l:0
F=F+F con
V-F=0

En general dado que el campo, ﬁ, puede ser discontinuo, tendremos que suponer que

V. F=p(F) V- E=V-(A+R) =V -F=p

y como F:F}+ﬁt =
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—

dado que V - (o) y V x (o) son lineales. Esta separacién del campo vectorial F = F; 4+ F; es
completamente general y siempre puede hacerse para cualquier campo vectorial.

Supondremos ademads, que la solucién a la ecuacién de Poisson V¢ (x,y,2) = —p(z,y, z) existe
y es tnica?.

Tendremos que
ﬁxF:l:0 :F}:_ﬁ(ﬁ(x?yaz) éﬁﬁ:ﬁﬁ’l:_ﬁz(b(x?yvz):p(?)

y la solucién existe y es tnica. Es decir, podemos expresar de manera univoca al campo vectorial,
F, (a través de su “componente” longitudinal F;) en términos de un campo escalar (a funcién
potencial) ¢ (x,y, z) . Por otra parte

= = —

Vi F=0 =R=VxAd sVxF=VxF=Vx(VxA)=V(V 4)-924=7(

La cual al seleccionar el calibre de Coulomb V - A = 0 se convierte en Es importante senalar que el
campo, A = A (z,y, z), solucién a la ecuacién

V2A, = —J, (7)
V x (ﬁ X A‘) —V2A=00; A=-T () =00 A" =—Jk(F) o { V24, = —J, (7)
V2A, = —J, (7)

Una vez mas nos topamos con la solucién a la ecuacién de Poisson, esta vez para cada componente.
Esto se cumple siempre, porque hemos supuesto que la solucién para la ecuacion de Poisson existe
y es unica.

Un corolario del Teorema de Helmholtz que un campo vectorial queda univocamente determi-
nado si conocemos su rotor y su divergencia.
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