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1. Disgrecién Derivativa

Los vectores podran ser constantes o variables. Ahora bién esa caracteristica se verificard tanto en las
componentes como en la base. Esto quiere decir que cuando un vector es variable podran variar su médulo, su
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al final de ellas y debe ser consultada por los estudiantes.
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direccién, su sentido o todo junto o separado. Obviamente esta variabilidad del vector dependerd de la base
en la cual se exprese, por lo cual un vector podra tener una componente constante en una base y constante
en otra.

)y = @ () [ex) oy = @ [81) ) = a* (1) [&)

De esta manera, cuando uno piensa en un vector variable |a) ) = @ (t) uno rdpidamente piensa en establecer
un cociente incremental

I |9 (ihney — 10y lim Ala)yy d (|a>(t))
At—0 At at—0 At dt
(i
Qt+ A —a() . AG)  da(t)

1i =1
A%r—r}o At A%r—r}o At de

La misma propuesta se cumplira para las formas diferenciales () (a| . Como siempre, las propiedades de esta
operacion seran

d <|a>(t) + |b>(t)> B d (W(t)) N d (|b>(t))

dt dt dt

d a(t)‘a>(t) d(a(t
( = ) O 14y +a (1)

d (la) )

dt
d (@ (a[b)g d (¢ (al d {16
( : ) _ ( ((;t )) e+ al (dt)

Ahora bien, esto implica que

d (|a>(t)> d (a’“ (t) Iek><t>) _dad* @)

— 4k =
‘a>(t) =a" (t) ‘ek>(t) = dt - dt dt

d (|ek>(t)>
dt

lex) ) +a” (t)

con lo cual hay que tener cuidado al derivar vectores y cerciorarse de la dependencia funcional de base y
componentes. Habra sistemas de coordenadas (bases de vectores) que sean constantes y otros con bases
variables. Asi, el radio vector posicién de una particula genera los vectores velocidad y aceleracién.

d (7 (t)) d@@®) _ & ()

F=7(t) = 0v(t)= pr = d(t) = T - A

ahora bien
F=|ry=rplu,) =zp i) +yplj) + zp |k) con |u,) =cosf [i)+sind |j)

si suponemos que la particula describe un movimiento entonces

re=rp(t) z=x(t) [i) = const
— y=y (t) ; |u'r> = |ur>(t) N |j> = const
0=06(t) z =2z (t) |k) = const
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con lo cual
d(Ju,)) d(cos@(t) |i)+sind(t) |j)) . do (t) . de (t)
Frami " = — (sinf (1)) 5 |i) + cos @ (¢) T i)
QD) _ B sing 1) i) + cos0 (1) 5] = L ug)
lue)
ya que

llar) | = V(ur Juy) = Veos 8 (t) (i +sind () (jl][cost (¢) [i) +sinf (1) [j)] =1

o)l = v/{ug [ug) = /[~ (sin 6 (¢)) (il + cos @ (t) (3] [ (sin 6 (¢)) i) + cos @ (1) [)] = 1

y
(u; [ug) = (ug [uy) = [ (sin 6 (2)) (i + cos 0 (t) (j[] [cos O () (i| +sinf (¢) [j)] =0
Maés ain
d(lug)) (= (sinf (®)) i) +cosd (1)) o)
o) - =~ (cos8 () i) +sin 8 (1)) = = Ju)

Con lo cual, una particula que describe un movimiento genérico vendrd descrita en coordenadas cartesianas
por

Ir) = zp () 1) +yp () ) + 2P (1) [K)

,F‘
y su velocidad sera

sy @) _d(r) _ d@p @[5 +ye (1)) + 2p (1) k)

="y T dt
= 4Oy | e )y AEPE) by — o 1))+ vyp ()13) +ap ()
y la aceleracion
i) = O gy e 05y OO gy (1)) +aye (0 ) + azp ()1

Mientras que en coordenadas polares serd

d <|u7">(t))

dt

d(rt)plu), r
= Oy 70— Zt(odﬁﬂﬂwm+mm

con lo cual la velocidad a8 (1
F(t) = v () )y +7 (1) p 2 lag)

Luis A. Nunez Universidad de Los Andes, Mérida 3



Formulario de Métodos Matematicos 1 Indices y Coordenadas

y la aceleracion

dr(t) p
w40 _ 4 (222 uy) )+ (0)p G2 Jug) ) d (0 (05 1) o)) L (r (1) 252 uo))
At dt N dt dt
dr(t)
() ar (1) 4 (1))
)= —g o+ —y a
dr (t)p dé (t) d?6 (t) de (t)d<|u9>(t))
1 PT [ug) () +7(t)p g [ug) ) +7()p in a4

QL

d dr(tt)P 2 r 2
0= {(dt> 0 (%) } ey + {255 N 0 g

Claramente para el caso de un movimiento circular

7(t) = Rluy)

d - d6
r = R = const :>d—]::0 E U(t):R%W@

q a0 () \ %6
@) = =R (%42) ) + R [ug)

De aqui podemos ver claramente que velocidad ¥ (t) y posicién 7(t) son ortogonales. La velocidad, ¥ (t),
siempre es tangente a la trayectoria 7 (¢) y en este caso la trayectoria es una circunsferencia. En general el

vector
Trmed = ZA F(t’b) = Z (F(tz + Atz) - F(tz)) — lim A F(tz) = /d’F(t) = F(t)

At—0 “—
7

3

es decir dr (t) = limas—o ), A 7(t;) es tangente a la trayectoria. Es claro que

(9yp (t)
ot

62P (t)
ot

6.’L‘p (t) .
5 i) +

dr(t) = dzp (t) [)) + yp () ) + 2P (1) [K)] = §) + k)

2. Curvas y parametros

Podemos generalizar esta afirmacién y considerar un parametro genérico A, en este caso

m@p(A),yp (A),2p (V) =
3 (0 exp(N) . OF ogp(\)  oF 0z (\)
dr(w”(k)’y’)m’zl’@))<axP(A) o oy on T ozp () o )dA

drp(\) _OF  dyp(N) _OF 9z (V) O 1\
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con lo cual
d(e) _ Oxp (A) 0(e) n dyp (A) 0O (e) n Ozp (A) O (e)
dA OX  Oxp (M) X Oyp (N X Ozp(N\)

con lo cual podemos considerar las cantidades (8w§)€A)7 ayg)f’\), Bzg)(\)\)) como las componentes del vector,

d(\), (y en general del operador @) tangente a la trayectoria parametrizada con .

Maés atn las cantidades ( 8(&), af}(:())\), 8?1(3 ()/\)) seran los vectores base en esas coordenadas.

Asf al considerar coordenadas generalizadas (¢ (A),¢? (A),¢* (\))

daF gt (\) oF 02\ oF AP (\) oOF

Do N TN gy T on 0@
~—— N—— ~——
0 ) 1)

donde {|q1> = 3q (/\) |q > dqQ(A) |q > 5e8 (}\),} son la base de vectores.
Por otro lado el médulo del vector ||d7(A)|| representard la longitud de arco ds para esa curva. Por

consiguiente
(ds)” = di*(A) e di"(A) = (dz&A) d/\> . (dz(;) dA) = (d’;(;) . d’;@) (dX)?

(0 orY (0 or Y e o7 or o | o
N (8)\ 8qi) (8/\ 8qj> (dA)” = Oq* 0g3 O\ AFx OA dA
S——N—

dq? dqi

=3

or .
a— dgidg’

donde dz(;‘) es el vector tangente a la curva. Dado que

J

7 0 }
-—— dq'
za q

(ds)? = gij da’ da? = g;; A& di¥ = gi; dg' dg’ =
Jij

identificamos claramente

Qo
R
Q| @
R =
Il
Q
<
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Figura 1: Coordenadas Curvilineas en 2D.

Cuadrante I, coordenadas cilindricas * = pcosg; y = psing; 2z = z
Cuadrante II, coordenadas cilindricas elipticas * = acoshwucosv; y = asinhusinv; 2z = z
Cuadrante III coordenadas cilindricas parabdlicas z = 1 (u—v?); y = w; 2z = z
. . 2 g 2
Cuadrante IV coordenadas cilindricas bipolares z? + (y — acotu) = a?cscluy; (:cfazg;}ﬁf)) +
2 _ a® . —
Y= sz A T 7
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3. Coordenadas Curvilineas Generalizadas

Como hemos visto siempre se podra definir un sistema de coordenadas generalizadas (ql, 7, q3) tales que

0r or or
_z_=(1 2 3 F— 1 2 P =
|r>_r—r(q,q,Q) :>dr—aq1dq +aq2dq +aq3dq

_O0F OrF

A Qij—aqiaqi
(ds)2=gij d.’)’;i dijdf"df :ﬁa jdqidqj ; - 1 9 |r)
q q |ej>: o1r)y 0 ¢’

5 qJ

genere una triada de vectors base {|€;)} ortonormales de vectores unitarios tales que

1 Ofr)y . 1 9l . 1 J]Ir)
aqla |e2>_ ‘ 2 |e3>_ H aq37

Q
Q

los cuales son vectores tangentes a las curvas que define el radio vector |r). Claramente si el sistema es

ortogonal los factores de escala son importantes para su categorizacion
0 |r) 0 |r)
Tl he= 2
d4q d4q
con lo cual podemos definir el elemento de linea como

(ds)? = (h1 dq1)2 + (e dqQ)2 + (hs dq?’)2 = g;; d¢’ d¢’

: _ |21
? y 3 — aq3

)

=]

Es decir que identificamos la métrica como
hi = /g11;  h2 =+/g22; h3 = /gs3.

De tal forma que los casos particulares se recuperan facilmente.

3.1. Coordenadas Cartesianas

El primer caso, el mas trivial, lo constituyen las coordenadas cartesianas. Vale decir

(¢ ¢*.¢*) = (z.y.2)

r) =2 [i) + y|j) + 2 |k) = F = 2 + yj + zk

t

=7 (v,y,2) = dr = (81‘) dz + (g;) dy + (61‘) dz = dz i) + dy|j) + dz |k)

r
0w z
cosecuentemente 3 |r)
~ r
h, = 86|;: -1 |€;) = ||861§> [?7= = i)
_lom ]| _ e ) — 1 0]r) _ sy
hy =%y | =1 Y &) e b
- )
he=|52] =1 &) = ety 5 — M
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El elemento de linea viene definido como
(ds)? = (b1 dat)® + (ho da?)” + (hg d2®)® =  ds® = da® 4+ dy? + d2
y el tensor métrico sera
911 =gex =1 gr2=gyy =1 gr=g..=1
El hecho que para el caso de las coordenadas cartesianas hy = hy = h, = 1 significard que las tomaremos
como coordenadas base respecto a las cuales expresaremos las demés.
3.2. Coordenadas Cilindricas

Las coordenadas cilindricas se expresan como

(6", d* ¢*) = (p, ¢, 2)

vy = (p, ) i) +y (0, 0) i) + 2 k) == F=2(p, )1 +y(p,0) )+ 2k

ar or

y estas cantidades pueden ser identificadas de las leyes de transformacién respecto a las coordendas carte-
sianas

<~
T=~t(pypz) = df:(g;) dp

x=x(p,p) = pcosp dz = cos pdp — psen pdy
y=y(p,p) =psenyp = dy =senpdp + pcos pdy
z=2z dz =dz

con lo cual es facil identificar

9 %(pp,so) = cos p 3 g(/;w) = —psenp ) IB(Z,ga) —0
813(%;@) =seny |; 81(/9(/;,«0) = pcos Cy 8%(/:@) -0
9z 9z 0z _
ap:O Btp:O s =1
y de alli
L 9 Ir) _ 0 (:E(Pa<P)z+y(Pa<P)]+Zk> _ Bx(p,gp)%_ay(p,tp)j
r dp dp dp dp
hy, = |[cosp i+senyp 7| =1
y del mismo modo
P LGV LA VL)) ]| I | A GO
v 0 p ' i 0z '

Luis A. Nunez Universidad de Los Andes, Mérida 8
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mientras que los vectores unitarios seréan

- 9 5 (o) n . O ylows) < A )

|ep> = ”681|r>|| 8|;> _ 9”@(!;99)Z+ ya(ppw)JZCOS<p2+sen<p]
P

e )= 1 alry 1 ({0 xz(pe) ~, 0uylpe) A\ _ R )

|etp>_H68\:’>||B; _;( zfpw 7+ %fow ])_—sengszr(;OS(p];

e.) = 1 o) _ 9 (slp)itylp.p)itek) =

o) = by 2 = 2 ~k

El elemento de linea viene definido como
(ds)? = (b1 da")® + (ho da?)” + (hg da®)® =  ds® = dp? + p? d® +d2?

y el tensor métricd sera
911 = Gpp = 17 922 = Gpp = P2§ 933 = gzz = 1.

3.3. Coordenadas Esféricas
Para construir el sistema de coordenadas esféricas
(6", 4% ¢°) <= (r,¢.0)

~

[r) =z (r,0,0) i) +y(r,0,0) i) + 2 (r,0,0) k) =2 (r,p,0) 1+ y (r,p,0) ]+ 2 (r,0,0) k

- - or or ot
Fr=1t(r,pl) = dr—(ar)dr—i—(w)dgo—i—(ae)de

y estas cantidades pueden ser identificadas de las leyes de transformacién respecto a las coordendas carte-
sianas

x=uz(r,p,0) =rcospsenld dx = cos psen 0dr — rsen @ sen Ody + r cos p cos 6d0
y=y(r,p,0) =rsenpsend » = dy = senpsenddr + rcospsenldp + rsen ¢ cos §dd

z(r,¢,0) = rcosf dz = cos Odr — r sen §d6

con lo cual es facil identificar

0 x(r,p,0) _
) xg",rso,é) = cospsend 5 =T sen o sen 0 w = rcos pcosf
o ,p,0 . 0,
9 yg’f’a) =senysenf |; yg;f ) = rcos psenf ; 2 y(re.0) yg”ép o) — rsen ¢ cos
9 z(ryp,0) _ 0 z(r,p,0) _ 9 z(r,p,0)
50— = cosf T_0 —55—~ = —rsent

Luis A. Nunez Universidad de Los Andes, Mérida 9
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y de alli

M_H3h>

‘ 0 (2(r0.0)7+y(r,0,0) 7+ 2 (0,0 k)
or ||

o or

hr:H3$03%9%+3y03%9%+32sz®

or or or
hy = Hcosgpsin@ i+singsinf 7+ cosf l}” = \/cos2g; sin? § 4 sin? psin? @ + cos2 f = 1
y del mismo modo

k

0 (.’E(T‘,(p,@)i-l—y(T‘,gD,g)j-i-Z(’r',gD,a)l;) ax(r’@vg)h ay(r’spvﬂ)h
= 1+ J
d¢ H d¢ d¢ H

he

hy

||—7sin ¢ sin @ i+r cos psin b j|| = \/(r sin psin 0)® + (r cos psin §)? = rsin §
Finalmente,

3($Wﬂ%®i+y&m%®j+Zsz@R)
o 20
_ 6:1:(7*,@,0) - 83/(7“7%9) ~ az(r7§0’0) i
o a0 T o0 o9 K
he

rcos@cosf 1+rsinpcosf j— sinf IEH

hg = \/(r cospcos)® + (rsingcos )’ + (rsinf)® =r
mientras que los vectores unitarios serdn

|€,) 1 i 88|1;> = cos psinf i+ singsin g j+ cosf k
o r

|&,) = ||81‘r> ” %—lg = rsilna (—rsinpsin i4rcos psiné 7)
R

EACH R 1 (rcosgpcos@ i+rsinpcosf 7 —sind E)
o 6
El elemento de linea viene definido como

(ds)? = (b1 da')® + (ho da?)? + (hg d2®)® <=  ds® = dr® + r®sin 0 d® + 1r2d6>

Luis A. Nunez

Universidad de Los Andes, Mérida 10
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7= curva

M(N, u,v)
n,

M- curva

El tensor métricéd serd

911 =G =1; g2 = Ggpp =7"sin%0; g3z = gog =17

Por completidud, enumeraremos algunos otros sistemas de coordenadas y dejaremos al lector la labor de
calcular los vectores unitarios y la métrica del espacio expresada en estas coordenadas.

3.4. Otros Sistemas Coordenados

3.4.1. Coordenadas Toroidales

(@"¢*d") = A\ pwa); I =rApa)i+yApa)j+z\ma)k
con
(A ) cos & con _ sinhA
r==x a)=r ; r=
s ’ cosh A + cos u

y=y(\pa)=rsina

sin g
— )\ — _—
z=z(Apa) Tcosh)\—&—cos,u

ds? — 12 (d)\2 + du2)
sinh? A

Las superficies A = const representan toros alederor del eje z; las superficies ;1 = const son esferas con centro
sobre el eje z;y finalmente las superficies a = const son planos que contiene al eje z

la métrica queda como

Luis A. Nunez Universidad de Los Andes, Mérida 11
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3.4.2. Coordenadas Elipsoidales

Dados tres nimeros a,b y ¢; con a > b > ¢ > 0, la ecuacion

.702 y2 22

=1
a2+a+62+a+02+a

representa las superficies cuddricas* homofocales (es decir, con el mismo foco u origen en (z = 0,y = 0,z = 0)).
Dependiendo del valor del pardmetro «, estas ecuaciones representaran superficies

Elipsoides si a> —c?

Hiperboloides de una hoja si —c? > a > —b?
Hiperboloides de dos hojas si  —b% > a > —c?

Esto quiere decir que por cada punto (x,y, z) del espacio, pasan tres superficies cuddricas (dependiendo del
valor de «). Conocidos a,b y ¢y el punto, (x = xg,y = yo,2 = 20), los valores de « vienen dados por las
raices de la ecuacién cubica

x2 y2 22

a? 4+ o b2+a+c2—|—a

=1 — BHAL+DPa+Q=0
con

A:x8+y3+z§fa27b2702

d = (b2 + 02) x2 + (a2 + 02) v + (a2 + b2) 22 —a®b? — (a2 + b2) ?

Q = 22b°c® + y2a*c® + 22a*b? — a®b?c?
Las raices de esta ecuacion (a1 = A\; aa = pu; ag = v) definen las coordenadas elipsoidales del punto (z,y, z) =
(@A pwv)y (A, v), 2 (A p,v))
("% ") = \pv); I =a\ )ity puv)j+z\urv)k
y la ley de transformacién queda como

e = @ N @+ p) (@ )
x=x(\pv) \/ (a2 — b?) (a2 — 2)

- [T AN ) 2+ )
y_y(Av/Jv ) \/ (b2_a2) (b2—02)

o [@N @ @)
z=2z(A\p,v) \/ (2 —b2) (¢ — a?)

por cual la métrica sera
A=) (A —v)
d 2 _ ( d/\2 +
T A@ENE N @ N T A@ ) ) (@ p)

(v—p) (v—2A) dp?
4(a®>+v) (2 +v)(2+v)

INétese que la proyeccién de estas superficies en el plano (z,y) representan curvas cénicas homofocales

(L= (p—v) d,u2

Luis A. Nunez Universidad de Los Andes, Mérida 12
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4. Vectores, Tensores, Métrica y Transformaciones

Nos toca ahora construir expresiones de vectores y tensores a partir de sus leyes de transformacién, hemos
dicho que los vectores y los tensores son independiente del sistema de coordenadas (la base) en la cual se
exprese.

4.1. Transformando Vectores

Asi si dada dos bases de vectores coordenados {|e1) , |e2), |es)} v {|€1),|€2), |€3)} para el espacio vectorial
3 Entonces, se cumple que:

; i i~ el a) = a’ » . I
la) = a[e;) = & [&) :»{ § g }:> i = (@ o) e i = O
N~

(&% |ey)
con ello de cartesianas a cilindricas
r=1x(r,p)=pcosp; y=y(rp) =pseny; z==z

de lo cual se deriva

9 z(pp) _ 9 z(pyp) _ 9 z(p,p)
p  —Cosp o psen o L) — ()
9 y(p, 9 y(p, 3 y(p,
%(‘;‘p):sengo ; g(’;‘mfpcosgp Dy y(")ZW:
0z _ 9z _ 0z
—Z—O 8;_0 2—1

Entonces dados

la) = a’ le;) = a'ler) +a?|ey) +a’les) = a, |i) + ay |j) + a, k)

la) = a'[&;) = " [&1) + a” [82) + a* [&5) = ar [&;) + a, [8,) +az [82)

con
~ d 3 z(pp)~ | 3 ulpyp) A A N
|ep>:”361|p>H a'?: ’é(pp“’)z—k %(’;‘/’)]:cosapl—f—sencpj
P
~ d 3 z(pp) ~ , O ylpp) o R N
o) = el e = 3 (258 14 24090 ) s e ]
)

8.) = 5L 2 Ipy _ 0 (z(p@)i+y(p.0)i+zk) i
eZ*HMHaz* 7= =

9 =z
Si tenemos en concreto un vector |ay = 5 |i) +4j) + 3|k) quisiéramos conocer su expresién en coordenadas
cilindricas. Hay que hacer la acotaciéon que existe una familia de sistemas de coordenados cilindricos para-
metrizados por el dngulo ¢ y NO un tnico sistema coordenado. Obviamente se puede especificar el sistema
coordenado y entonces tendremos un conjunto de componentes definito. Asi la familia de componentes en
cilindricas del vector |a) serdn

@ = (& |a) = (&'| (a" |&1) + a” [&2) + a@° [€3)) = (&/| (a' |e1) + a” |e2) + a® |es))

Luis A. Nunez Universidad de Los Andes, Mérida 13
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con lo cual al expresar los vectores base

@' = a, = (&, (5]i) +4]j) + 3[k)) = (cosg 7 +sinp j) - (5i+4j+3f<> = 5eosg + 4sing
~9 = . . o ~ ~ ~ ~ T\
a° =a, = (€, (5]1) +41j) +3|k)) = (—senp i+ cosp j) - <5Z+4j+3k) = —bsenp +4cosyp

@ =a. = (& (5])) +41j) +31k) = (k| (5]i) +4j) +3]k)) =3
con lo cual
la) =5i) +4[j) +3|k) = (bcosp +4sinyp) [&,) + (—5senp +4cosp) |€,) + 3 |€.)
donde es claro que existen infinitos sistemas cil’indricos parametrizados por el ’angulo ¢ , digamos
a, = 5cos (arctan (%)) + 4 sin (arctan (%)) = %\/ZHJr %\/ZH =41
(p = arctan <:) = a, = —5sen (arctan (%)) + 4 cos (arctan (%)) = — (% 41) + (% 41) =0
a, =3

con lo cual hemos alineado el eje |&,) a lo largo del vector |a) . Ese es un sistema de coordenadas cil’indrico
muy particular.

4.2. Transformando Tensores

Tlustremos ahora las transformaciones de tensores bajo cambios de la base del espacio vectorial.
Consideremos el siguiente tensor

DN s W

2 1
{le1),le2) les)} = {li) . 1) . [k)} =T} = ?;

Es decir es un tensor que hemos expresado en coordenadas cartesianas y queremos pasarlo a cil’indricas.
Para ello recordamos que

' =z =1x(p,p)=pcosyp

> =y=y(p,p) =pseny

3

m 7 mm T
guow it =p=plr,y) = Va2 +y?

¢ = ¢ (x,y) = arctan (%)

z z
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con lo cual
ozt _9p _ x ozt _ 9p _ y 8501_@_0
ozl T dax 2 y2? dz2  dy /22 y2 ox3 9z
~k
ax.: &% _ 0 _  — &2 _0¢p _ = 8&2_8443_0
0 xt Ozl T O0x T x2+4y? 0x2 = Oy~ x2+y? ox3 — 0z
9z _ 9z 2% _ 9z _ 97 _ 9=z
oo =0z =V 522 =06y =0 o7 =0, =1
es decir
cos ¢ sen ¢ 0
~k
0z _ __seng cos @ 0
ozt P P
0 0 1
mientras que
oz _ 0x _ oz _ 9=z _ azl_M_
aal —ap OS¢ 932 —oe PSRy 95 = oz=0
0’ 2 2 2
- oaz® _ Oy _ o0x® _ Oy _ o0a° _ 9y _
gzm | o9& T ap T 5¥ 932 9y  PCOSY o7 a9z =0
9z _ 92 _ oz _ 9z _ axs_ﬂ_
651_7_0 85:2_6ga_0 6%3_8,2_1
con lo cual
cos ¢ —psen 0
g x?
— = | senyp pCos 0
07z
0 0 1
Por lo tanto
cos sen 0 cos —psenp 0
- ozF _0al - . ; ;
ko _ i k _ _senp cos ¢ i
Tm_ami P9 am =T = o 7 0 T; sen pPCOS Y 0
0 0 1 0 0 1
es decir
cosp sing 0 2 1 3 cosp —psing 0
Tk sin ¢ COS @ :
Tn=| — — 0 2 3 4 singp pcosp O
0 0 1 1 2 2 0 0 1
—cos?p+3cospsing +3  psinpcosg —2p+3pcos? o 3cosp + 4dsingp
~ B 2 . i s
T”lycl: cos g sin p+3 cos” p—1 73COS<,OSIH<,O+COSQQO+2 73511;90 +4CO;LP

p
cosp + 2sinp —psing + 2pcos 2

Si suponemos que el origen del sistema de coordenadas cil’indrico est’a en el vector anterior. Esto es
p=+22+y? =p=v52+42=41

p = arctan (%) = = arctan (%) =0,67474 rad

la) =5]i) +41j) +3k) =
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y entonces
~ 3,8537 2,0303 14,8414
TF = 0,20569 1.1463 0,19512
2,0303 6,0 2
Si consideramos una nueva base
|€1) = |i) <él &1y =1 <él |€2) =1 <é1 lesy =1
{[€1),182),€3)} = ¢ [€2) = [i) +1j) = | @) =1 (&) =2 (&e3) =2
les) = [i) + i) + [k) (&) =1 (&[&) =2 (& les)=3

para ese mismo espacio i*? encontraremos una nueva expresién que toma T} en esa base. Igualmente en-

contraremos las expresiones para los siguientes tensores: T7,T;;,T". Nétese que esta nueva base no es

ortogonal ,(&" [&;) # 6%, con lo cual no se cumplen muchas cosas entre ellas |&;) (€% # 1

Para encontrar la expersién TJZ expresamos los vectores base {|e1),|e2),|es)} = {|i), i), |k)} en término
de la base {‘él> s |éQ> ) ‘63>}

le1) = [i) = [&1)
{le1)le2),les)} == q le2) =1i) =€) —[&1)
le3) = k) = [&3) — [€2)

recordamos que un vector genérico

la) = d’ |e;) = a’ |&;) =

la) = a’ |e;) = a' [&1) + a® &) + @’ [&3) = @' |e1) + a® (|e1) + |e2)) +a° (le1) + |e2) + |es))

con lo cual
1 2 ~1 -2 | = ~2 | ~
a'ler) +a®lez) + a® les) = (@' +a* + @) |er) + (a° + @®) |e2) + @° |es)
y como
a zt . 9at a zt .
s =L g =L gm =1L
a' =a' +a° +a’ 9 o
2 _ =2 ~3 i ~k 9 z% 9z _ 8 z% _ 1.
a a+a :>a—6~ka - 5ar=0 §H==1 §m=1
3 _ =3 T
a’>=a
o z° o z° a z3 .
o =0 g2 =0 gm =1

Es de hacer notar que dado que la base ortonormal {|e1),|e2),|es)} = {|i},[j),|k)} se tiene que

la) =a’ |ej) =a'|&;) == (e'|a) =d’ (e |e;) = a,jéj» =a'=a" (e &) = % = (e’ &)

El mismo procedimiento se puede aplicar para expresar el vector |a) como combinacién lineal de los vectores
€5)
j

la) = @ [8;) = o/ le;) = a’ [er) + a? leg) + a®[es) = a' [&1) + o ([&2) — [&1)) + a® ([&s) — [&2)
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o & _ oz _ o' _
~ ) 8;;1_1’ agz—_la 3?3—07
?;:a;_% i 03 8 &2 9 &2 9 &2
?3:a3 a == a :aaxz - 811:0’ 8x2:]" 3m3:_]"
a’=a
~3 o =3 ~3
p5 -0 oo gE-l
Nétese que, como era de esperarse,
DA~ 1 1 1 1 -1 0 1 0 0
ozt ok .
a?kax?:é} =0 1 1 01 -1 ]|=(010
ror 00 1 0 1 001

Con las expresiones matriciales para las transformaciones ,estamos en capacidad de calcular, componente a
componente, las representacion del tensor en la nueva base con lo cual

~ Ok 0xd .

0zt 0™

71 90&dat i 9& (a1 | 82 1 | 8 1

= swomli= 8r1(821T1+821T2+8551T3
' (8t 2 9 z? 2 9 z2 2
tomloga i toa e+ 5 T3
ozt (0axr 73 | 8% 43 |, 8 3
towml loa Ttoa L+5a T3

es decir '
Ti= 920z 7i 1.(1T}+0T}+0T})
-1- (1T +0T3+01T%)
+0 (L TP +0T5+01T3)

Tl= 2L 0z Tio Tl _T2=2-2=0

<

del mismo modo

71 90&' 0t i o9& (0ar 1 | 82 1l | 82 1
Ty= goox1j= 6$1(89~:2T1+8i2T2+8£2T3
ot (0t 72 | 8% 2 | 8z 2
tom\om 1T t5= Is + 5= 13
ot (at 73 | 8% 43 | 8 3
toml o Ttor L+ Ts

es decir

Ty= 950 Tic 1.(1T  +1T3+0T})
-1-(1TE+1T5+01%)
+0 (LT3 +1T5 +0T4)

~ ~1 j i
T)= 8585 Ti= (T1+T3) - (TE+T3) =2+1)—(2+3) = -2

se puede continuar término a término o realizar la multiplicacion de las matrices g 17y g Z% provenientes
de la transformacién de componentes de tensores. Vale decir

- : 1 -1 0\ /213 111 0 —2 -3

- ke 9l

T@:‘;xi;g?m 0 1 -1 2 3 4 011 |=[1 2 4
v v 0 0 1 12 2 001 1 3 5
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hay que resaltar un especial cuidado que se tuvo en la colocacion de la matrices para su multiplicacién. Si
bien en la expresién T ,’fL = ‘g ik g g:ﬂ T; las cantidades g ”;”:k son numeros y no importa el orden con el cual
se multipliquen, cuando se colocan como matrices debe respetarse la “concatenacién interna de indices”.
Esto es cuando querramos expresar Tﬁl como una matriz, donde el indice contravariante k£ indica filas y el
indice covariante m las columnas, fijamos primero estos indices y luego respetamos la “concatenacién indices”
covariantes con los contravariantes. Esta es la convencién para expresar la multiplicacién de matrices en la
notacién de indices?. Esto es

- ik ol . - oFk . 9l
Tk = : T8 =Tk = _
meo gt gm Y ™9t I 9ggm

Ahora los objetos g—if,Tj y g 5::" pueden ser sustitidos (en sus puestos correspondientes) por su repre-
sentacién matricial.
Con lo cual hemos encontrado la respresentacién matricial 7% de las componentes del tensor 7 en la
base {|€1),[€2),[€3)} N N N
Tf=0 T)=-2 T)=-3
T2=1 T3=2 1Ti=4
TP=1 T§=3 T§=5

Para encontrar la expresion para Tk, recordamos que Tk, = Grn1,, es decir, requerimos las componentes
covariantes y contravariantes del tensor métrico gi, que genera esta base. Para ello recordamos que para
para una base genérica, {|€;)}, no necesariamente ortogonal, de un espacio vectorial con producto interno,

. . 0 . .
podemos definir la expresién de un tensor o | Que denominaremos tensor métrico como

&) 18;)7

G = Gij = gji = gll€:), €;)] = (& [&;) = (&; |&:)

gl e, —§i=§" = §I=G"= (G "

Es de hacer notar que la representacién matricial para la métrica covariante g;; de una base ortonormal
{le1),lez2),les)} = {|i), i), |k)} es siempre diagonalEsto es

g =(erler) =(ili) =1 g2 =(er]ex) =(ilj) =0; gi13=(e1|es) = (i[j)=0;

g21 = (€2 |e1) = (j i) = 0; go2 = (€2 |e2) = (j [j) =10  go3 = (€2 |eg) = (j [k) = 0;

i) =0; g32 = (ez lea) = (k [j) = 0; g33 = (e3 |e3) = (k |k) = 1;

2Quizé una forma de comprobar si los fndices estd bien concatenados se observa si se “bajan” los indices contravariantes
pero se colcan de antes que los covariantes. Esto es T; — Tij Asi la multiplicacién de matrices queda representada por

g31 = (e3 |e1) = (k

C]@ = A;g B;" — Ci5 = A Byj y aqui es claro que inidices consecutivos estan “concatenados” e indican multiplicacién
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con lo cual
(T)
0o -2 -3
(Tiem) = (grnT}) = I 2 4
1 3 5

donde hemos denotado (e) como la representacién matricial del objeto
Para el caso de la base genérica no ortonormal {|€;)} tenemos dos formas de calcular el tensor (las
componentes covariantes y contravariantes) del tensor métrico. La primera es la forma directa
gu=(@[e)=31l)=1 g1z = (&1 [&2) = (i (i) +1i) = L;
o1 = (& [€1) = (A + (D [) = 1 g2z = (& [&) = ((i| + (I ([)) + 1)) = 2

gs1 = (& [€1) = ((i[ + (| + (k) [D) =15 gs2 = (€3 [€2) = ((i| + ([ + (k) (|i) +1j)) = 2

y
g3 = (€1 [&3) = (i[ ([i) + [j) + [k)) = 1;
23 = (&2 [e&3) = ({i[ + ([) (1) + 7)) + [k)) =2
gss = (€3 [&3) = ((i| + (j| + (k) (i) + i) + [k)) = 3
consecuentemente
1 1 1 - N 2 -1 0
9ij =Gji = 12 2 — == (5;)" = -1 2 -1
1 2 3 0 -1 1

La otra forma de calcular la métrica correspondiente la base ortonormal {|e1),|e2),|es)} = {|i), i), |k)} ¥
transformarla a la base no ortonormal {|€1),|&2),|€35)} = {|i),|i) + |3}, 1) + |i) + |k)} esto es

_ o xt 9l _ 9zt d 27
G =gk g am 99 T P = Gk 90 g

La métrica para el la base ortonormal serd diagonal y ademés g;; = gi , con lo cual

1 0 0 - 1 00 . 1 00
9i; = 010 |; ¢g¥ <= 010 [; g5 <= 01 0 |;
0 0 1 0 0 1 0 0 1
. : 1 00 1 00 111 111
? J
gkm:%gij%; 110 01 0 011 ]|=]112 2
r r 11 1 00 1 00 1 1 2 3

nétese para conservar la convencion de indices y matrices hemos representado que hemos traspuesto la matriz

. i ’ e .
correspondiente a g Zr . La razén, como dijimos arriba es

0 0l

Jom = 9% i gam Grm = Wik 915 Wi — Grom = ks gij Wjm
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Para poder representar multipicacién de matrices los indices deben estar consecutivos, por tanto hay que
trasponer la represetacién matricial para poder multiplicarlar.

Ya estamos en capacidad de obtener las representacines matriciales para los tensores: Tf , Tij,s Tid
N 0 -2 -3\ 0 1 1 B
<Tj>:<T;> — (1 2 4] = 223 —><Tg>
1 3 5 -3 4 5
_ 1 1 1 0 -2 -3 2 3 6 B
<Tkm> = <gknT,f,‘L> — 1 2 2 1 2 4 = 4 8 15 N <Tkm>
1 2 3 1 3 5 5 11 20
) 0 -2 -3 111 ~5 —10 13 i
<T’“"> - <T;§gmk> ~l1 2 4 122 |=| 7 13 17| <Tkm>
1 3 5 1 2 3 9 17 22
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