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1. Considere los siguientes campos de fuerzas

a) F= (22 +y*+22)" (a;i+yj+zl§:)

1)

Calcule en trabajo [ F-d7alo largo de un arco de circunferencia unitaria, colocado
en el plano x,y: primero girando en sentido antihorario de 0 — 7 y luego en sentido
horario 0 — —m.
¢, qué puede concluir del campo de fuerzas ? (2 ptos.)
Solucion:
Se puede resolver de varias maneras.
a) La forma elegante es expresando el campo de fuerza F en coordenadas esféricas.
Esto es

F= (1:2+y2+z2)n (x i+yj+z l%) = 27 = p2ntly,

luego recordamos que d 7 siempre es tangente a la trayectoria, y en este caso la
trayectoria es una circunferencia unitaria ubicada en el plano x,y, entonces

d 7o Ug =F.d7=0 en todo punto
con lo cual esta fuerza es conservativa porque
F-d7f=0 VY(z,y) :%F‘AF:O
b) la otra forma es con la fuerza bruta cartesiana
/ﬁ-dF:/(az2+y2+z2)n (:Ui~l—yj~|—zl%> . (dxi—l—dyijdzl}:)

como la trayectoria es una circunferencia unitaria ubicada en el plano x,y, entonces
y=+V1—1x2% 2 =0, con x variando entre 1 y -1 tanto el en caso de circularla en
sentido antihorario de 0 — 7 y en sentido horario 0 — —m.

1 0
/ﬁ.dF:/ (3:2+y2)n:vdx+/ (2 +y*)"ydy
1 0

-1 -1
:/ (3:2+(1—x2))nxdx:/ rdx=0
1 1

No es suficiente, pero podemos sospechar que la fuerza es conservativa, por cuanto
dos circulaciones distintas nos dieron el mismo valor de la integral.
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2) ;Ese campo vectorial tendra un potencial ¢ (x, y, z) asociado tal que F= —ﬁgp (z,y,2)?
Justifique su respuesta.
Si existe el potencial, encuéntrelo y determine el valor del exponente n de tal forma
que la funcién potencial diverge simultaneamente en el origen y en infinito. (4 ptos.)

Solucion:
Otra vez, planteamos la ecuacion F = =V (z,y,2) en esféricas. Esto es
~ . oo (r,0,0) . 10p(r,0,¢) . 1 0p(r,0,9) .
F — 2n—+1 .= — » Yy ., - » Yy » Yy
: " ( ar Ty a0 + rsind 0¢ e

con lo cual tienen que cumplirse las siguientes ecuaciones

,r_2n+1 _ 850 (7‘) 67 ¢) 0= 890 (Ta 07 ¢) 0= 890 (Ta 07 (]5)

or 00 96

Las dos ultimas ecuaciones, vdlidas para r # 0, implican que @ no depende ni de 6,
ni de ¢. La primera puede ser integrada y nos queda como

dgo (T) —7“2”+2

2n+1 2n+1

= = dr= = = C

" dr /T r=e #(r) 2n + 2 +

resultado que claramente diverge para n = —1, tanto cuando r — 0 como cuando

r— 00
Obviamente, vali a también hacerlo en cartesianas

F_\': ($2+y2+22)n <1‘i+yj+21%> — (3@(1’,3/,2)6_’_3¢(m,y,z)j+8ap(x,y,z)i€>

Ox dy 0z
con lo cual

n a :1:7 72

(2% + % + 22) x_—@(axy) (1)
n op (x,y, z

(mz Lyl 22) y=— 90(6;4 ) 2)
n 0p (r,y, 2

(3:2 Tyt zz) o 80(829 ) (3)

Integrando la primera de esas ecuaciones

($2+y2+22)nx:_890($7y72)
ox
N8
n 1 a:2+y2+z2 ntl
go(a:,y,z):—/(x2+y2+22) a:d:c:—Q( ] ) +C(y,2)
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Donde C(y,z) es una funcion que tendremos que ir descubriendo poco a poco.
Ahora bien, sustituyendo esa forma de ¢ (z,y,z) en la ecuacion (2), tendremos que

224 y2422 nt+l
8<_%(yn+1) +C(y72)> 90
2 2 nn (2 2 A (y,2)
(x +y +2)3!— 3y —(x +y +z)y78y
con lo cual concluimos que C' es independiente de y
n+1
_9(C(y,2)) _ (@A)
0= By =C=C(z) :>g0(x,y,z)——2 Y +C(2)

y ahora sustituyo esta nueva forma de la funcion ¢ (x,y, z) en la ecuacion (3)

9 <—;W +C(z)>

n+1 oC (Z)

0z

(a® +y2+2%)" 2 = - 0- = (B 4y + )" -

entonces C también es independiente de z. Finalmente se determina que

oy ) — L (€2 4+ 2 + 22"

obviamente es el mismo resultado cuando recordamos que 1> = x% + y? + 22 y tiene

el mismo comportamiento para n = —1.

b) F = 2A:§S‘91lr+ Ai%noﬁg con A = const'y {u,, Uy} vectores unitarios base en coordenadas
esféricas

1) Calcule el rotor V x F (2 ptos.)
El rotor en coordenadas esféricas viene dado por

1 Uy T Ug rsin@ g
= - o) o) o]
VXF=—— 5 53
2 or 00 B
7% sin 6 2Acosf r Asenf (Sb
3 3

or o0

Asiné 2Acosf
_iad)(a( r2 ) 8( r3 ))_0

2) Calcule en trabajo § F-dfalo largo de una circunferencia unitaria en el plano
0 = 5 i, qué puede concluir del campo de fuerzas ? (2 ptos.)
Por el teorema de Stokes el trabajo en un circuito cerrado se anula

%ﬁ-df:/ VxEFE-dS=0

Se pueda ademds concluir que la fuerza es conservativa.
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3) (Ese campo vectorial tendra un potencial asociado tal que F= —ﬁgo? Justifique su

respuesta y de ser posible, encuentre la expresién para ese potencial (4 ptos.)
Una vez mads

2Acosf . Asenf <8g0(7’,9,¢) 19¢ (r,0,9) 1 ago(r,ﬁ,qb)A)
+ = (2P, 4 - iy

3 Ur 3 o= or T a0 * rsinf Oy

con lo cual, también una vez mds
2Acos Oy (r,0,0)
r or

Asenf _16@(7“,9,(15)
r3 7 00

O — 830 (T7 97 ¢)
¢
La ultima ecuacion indica que @ no depende de ¢. Ahora bien integrando la primera
de estas ecuaciones, tendremos

2Acos  Op(r,0,9)
r or
al sustituir la forma del potencial en la tercera ecuacion tendremos

Asing (AL +C(9)) _ o)

24 cos 6 6
:>(,0(7“,9):—/ Tldrc(0) =55 e )

=0
r2 00 00
De esta forma
cos 6
p(r,0) =A—3
c) F= r%ﬁr Encuentre algtin posible campo vectorial A tal que VxA=F (4 ptos.).
Otra vez
1 Uy T Ug rsin @ g 1
T A — 9 9 el - -
Vix A= r2sin 6 or 90 9¢ - _ﬁuT
Ar (7’, 07 ¢) r A9 (Tv 95 ¢) rsin g A¢ (Tv 97 ¢)
con lo cual

1 1 (6(7“ sinf Ay (r,0,¢)) 0 (r Ag(r,0, ¢)))

r2sin 6

90 9

0= d(rsinb Ay (r,0)) 0A(r,0,0)
N < or 0¢ )

O(r Ag (r,0,0)) 0A,(r,0,0)
0= < 9(97" B 00 )
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Ahora hay que hacer algin tipo de suposicion para que podamos encontrar, facilmente
algin potencial vectorial. Supongamos pues que

sind — O(r sinf Ay (r,0,9))
Ay (r,0,0) = cte 00
_ 04 (r,0,¢)
Ag (r,0,9) =\ 0=
Ag (r,0,6) =0
? 0:A9 (T,6,¢)+T8 A@ (T707¢) _8AT(T707¢)

or 00
Integrando la primera obtendremos

sing — O(r sin@ Ag (1,0, 9))

—cosf
o0 :>A¢ (T,0,¢) - rsinf +Cl (7",9)

de la sequnda concluimos que A, = A, (r,0) es decir, A, es independiente de ¢. Final-
mente de la tercera ecuacion concluimos que podemos hacer adicionalmente A, = A, ()
y C1 (r,0) = 0. Resumiendo

e - . —cosf
_ﬁu’” A VxA=F =>A:Ar(r)uT+rSin9 Ugp

—

d) F=

(m iy i+ 22 l%) y evalie las siguientes integrales

¢ F'-d 7 alo largo de una circunferencia unitaria (2 ptos.)

Por el Teorema de Stokes
fﬁ.df:/ (V= F)-a§
c S

con lo cual

ik
VxF=| 4 £ 2 :>?{F-d77:0
1:2 yg 22 c

§$§F-d S alolargo de una esfera unitaria (2 ptos.)
Por el Teorema de la divergencia

fras=[[[(vF)av
por consiguiente
5 ) o= ] (053 052

5 >~(x2i+y2j+22 k:) dz dy dz
z
:/// (2x 4+ 2y + 22) dz dy dz

|4
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si ahora transformamos a coordenadas esféricas tendremos que
z=rsinfcosy; y=rsinfsing; z=rcosh; condV =r’sinfdr df dy

con lo cual

/// (2 + 2y + 22) dxdydz:/// (2r sin A cos @ + 2rsin 0 sin ¢ 4 2r cos §) 2 sin fdr df de
1% v

///V(ﬁﬁ) dV:—%r
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