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1. Para comenzar

Este conjunto de secciones pretende hacer una repaso, un recordatorio y avanzar sobre lo que la mayoria
de Uds. conocen o han escuchado a lo largo de sus cursos de Fisica, Matematicas y Quimica.

2. Vectores y escalares y algebra vectorial

Desde siempre, desde los primeros cursos de Fisica en educaciéon media, venimos hablando de vectores
como cantidades que tienen que ser representadas con méas de un nimero. Son muchas las razones que obligan
a introducir este (y otro) tipo de cantidades, enumeraremos algunas que a criterio personal son como més
representativas.
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1. Necesidad de modelos matematicos de la naturaleza. Desde los albores del renacimiento, con
Galileo Galilei a la cabeza es imperioso representar cantidades de manera precisa. Las matematicas
nos apoyan en esta necesidad de precisién. Desde ese entonces las matematicas son el lenguaje de la
actividad cientifica.

2. Los modelos tienen que tener contrastaciéon experimental. Las ciencias y sus modelos, en tltima
instancia, tienen que ver con la realidad, con la naturaleza y por ello debemos medir y contrastar las
hipétesis con esa realidad que modelamos. Necesitamos representar cantidades medibles (observables)
y que por lo tanto tienen que ser concretadas de la forma mas compacta, pero a la vez més precisa
posible.

3. Las leyes de los modelos deben ser independiente de los observadores. Cuando menos a
una familia significativa de observadores. El comportamiento de la naturaleza no puede depender de la
visién de un determinado observador, asi los modelos que construimos para describirla, tampoco pueden
depender de los observadores. Con conocer la ley de transformacién entre observadores equivalentes
deberemos conocer cémo ocurren los fenémenos en otros referenciales.

Por ello, tropezaremos con escalares, vectores, tensores y espinores, dependiendo del niimero de cantidades
que necesitemos para representar ese objeto pero, sobre todo, dependiendo de la ley de transformacién que
exista entre estos objetos. Constataremos que las leyes de la Fisica vienen escritas en forma vectorial (o
tensorial) y, por lo tanto, al conocer la ley de transformacién de los vectores (tensores) conoceremos la visién
que de esta ley tendran otros observadores.

2.1. Escalares y vectores

Dejaremos para mas adelante caracterizar objetos como tensores y espinores, por ahora nos contentaremos
con refrescar nuestros recuerdos con cantidades como:

Escalares: Seran aquellas cantidades las cuales se representan con UN solo nimero, una magnitud: temperatura,
volumen, masa, entre otras. Es costumbre no denotarlas de manera especial, asi T = 5°C' represen-
tard una temperatura de 5 grados centigrados.

Vectores: Seran cantidades las cuales, para ser representadas por un objeto matematicos requieren mas de un
nimero, requieren de UN nimero, UNA direccién y UN sentido. Entre las cantidades que tipicamente
reconocemos como vectores estan: la velocidad, la aceleracién, la fuerza En términos graficos podremos
decir que un vector serd un segmento orientado, en el cual la dimension del segmento representard su
médulo y su orientacién la direccion y el sentido. Para diferenciarla de las cantidades escalares hay
una variedad de representaciones, entre ellas: en negrita a; con una flecha arriba de la cantidad d;
con una tilde arriba a; o explicitando el origen del segmento orientado OP. El médulo del vector lo
representaremos dentro de la funcién valor absoluto, o sencillamente sin la flecha arriba a = |a| = |d| .

Los vectores son independientes del sistema de coordenadas. Sus caracteristicas (médulo, direccién y
sentido) se preservaran en todos los sistemas de coordenada. Mds aun, habra vectores que podremos des-
plazarlos (conservando su médulo direccién y sentido) paralelos a ellos mismos, en el espacio y (obvio que)
seguiran siendo los mismo. Por ello encontrardn el término de vectores deslizantes. Un ejemplo de ellos son
las fuerzas que actiian en un determinado cuerpo, como se muestra el cuadrante IIT en la Figura (1, arriba.
También habra vectores atados a un punto en el espacio, por cuanto representan una de sus propiedades:
la velocidad del viento, el campo eléctrico, o sus variaciones son algunos ejemplos de estos vectores atados
(observe la Figura 2 como ejemplos ilustrativos).

Luis A. Nunez Universidad de Los Andes, Mérida, Venezuela 3



Formulario de Métodos Matematicos 1 Los vectores de siempre

7SI

]

(a)

AT

_—— IIb

“I AsBeC= 3
- 4 =
ATBIC

Figura 1: Vectores y sus operaciones

2.2. Algebra de vectores

Enumeraremos rapidamente el algebra de vectores sin hacer referencia a un sistema de coordenadas.
Desde siempre nos ensenaron a representar graficamente este dlgebra. Asi tenemos que:

Vector nulo Es aquel que tiene por médulo cero y no se le pude asignar direccién ni sentido. Podremos
comparar vectores si tienen la misma direccién y sentido.

Vector unitario Es aquel que tiene por médulo la unidad, es muy util por cuanto, para efectos algebraicos,
“contiene” unicamente direccién y sentido. Lo denotaremos con un acento circunflejo, comtinmente llamado

N a s ) . o
“sombrero” iz = ﬁ, con lo cual todo vector @ = |d| 4z se podra expresar por un médulo en la direccién y
a

sentido de un vector unitario.

Comparamos vectores Al comparar sus moédulos diremos que pueden ser mayores, menores o iguales.
Por lo tanto, tal y como mostramos en el cuadrante I de la Figura [1, dos vectores seran iguales @ = b si
tienen la misma direccién y sentido.

Multiplicacién por un escalar Un vector, multiplicado por un escalar, n, cambiara su médulo si n > 0
y cambiara su sentido y eventualmente su médulo si n < 0 Tal y como puede apreciarse en el cuadrante I
de la Figura(ll. Claramente dos vectores proporcionales serdn colineales. Diremos ademads, que el inverso del
vector @ sera la multiplicacién de @ por (—1). Esto es ¢=(—1)d = —a

Suma de vectores Aprendimos que para sumar vectores utilizamos la regla del paralelogramo, es decir,
desplazamos paralelamente uno de los vectores y lo colocamos a continuacién del otro, de tal forma que
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Figura 2: Ejemplos de vectores atados

la diagonal del paralelogramo, que tiene por lados los vectores sumandos, constituye el vector suma (ver
cuadrantes ITa y IIb de la Figura[l)). Este esquema se puede generalizar para varios vectores tal y como lo
mostramos en el cuadrante ITa de la Figura [1. Alli construimos un poligono cuyos lados los constituyen los
vectores sumandos d, l_;, E',cfy fAconit=a+b+ée+d.

Noétese que ain el caso tridimensional, el vector suma siempre serd coplanar (estard en el mismo plano)
a los sumandos que lo generaron.

Igualmente, podemos definir la resta de vectores al sumar el inverso. Esto es

=)

6—55&'—1—(—(9) —0=a-ad=ad+(-q)

En términos gréficos la resta de dos vectores se representa colocando los vectores (minuendo y sutraendo) con
el mismo origen y uniendo las cabezas de flecha. Dependiendo de cual vector es el minuendo y cual sustraendo
el vector resta apuntara del sustraendo hacia el minuendo. Obsérvese el cuadrante Ila de la Figura (1 la resta

(a’+z§+5) —d=b+¢é
Claramente, el médulo del vector resta representa la distancia entre los dos extremos de los vectores
minuendo y el sustraendo

Un resumen de propiedades Podemos resumir las propiedades del dlgebra de vectores como sigue
= La suma de vectores

e tiene un tnico elemento neutro 0 + @ =a+0=a va
e existe un elemento simétrico (—&@) (uno para cada vector) tal que 0 =d —ad = d + (—a)

e es conmutativa @ +b=b+a
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e es asociativa (Ei + E) +c=d+ (5—1— E)
e es distributiva p (Ei + 5) = uad + ug respecto a la multiplicacién por escalares

= La multiplicaciéon de escalares por vectores

e es conmutativa du = ua
e es asociativa p (vd) = (uv)d
e es distributiva (p + v)d = pd + va

3. Independencia lineal y las bases para vectores

Armados con el algebra y explicitando sus propiedades podemos construir la primera aproximacién a uno
de los conceptos fundamentales del algebra lineal. La nocién de independencia o dependencia lineal.
Diremos que tres vectores d, b, ¢ son linealmente independientes si se cumple que

,uc'i—&—ld?—i—'yé’zO = pu=v=v=0

es decir que la inica manera que al sumar cualquier multiplo de @, b, ¢ se anule esto obliga que los escalares son
necesariamente nulos. Si no se cumple lo anterior entonces diremos que uno de los vectores seré linealmente
dependiente y que por lo tanto se podra expresar como combinacion lineal de los otros dos

. p#0
ud +vb+ =0 alguno de v#0 = ¢

v#0

Los vectores linealmente independientes formardn base para el espacio donde ellos “viven” y el ntmero
maximo de vectores linealmente independientes serd la dimension de ese espacio de “residencia”. Tratemos
de concretar algunas de estas importantes afirmaciones.

pa+ivb

Dos vectores linealmente dependientes son colineales. Es claro que

S

ST
Il
|

o o7 ©w#0
ud+vb=0 con alguno de { V£ 0 }ﬁ

RI= ==
QL

S

el contrario también serd cierto: si dos vectores son colineales ellos serdn linealmente dependientes.

. - IR - o - v
d=ab =pi+vb=0 = pab+vb=0 = (ua+v)b=0 =a=-——
I
y con lo cual podremos afirma que si dos vectores son linealmente independientes ellos no son colineales y
mas aun si dos vectores son linealmente independientes no son colineales.

Tres wvectores linealmente dependientes son complanares. Es claro que por ser los tres vectores
linealmente dependientes al menos uno de los escalares tiene que ser distinto de cero. Esto es

- N . . V- . -
na+vb+y=0= c:—ﬁa—fb:ua—kyb

Y Y
pero como i @ X ay U b b eso significa que ambos g dy ay v b y b son colineales respectivamente y su
suma estara en el mismo plano.
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Dos vectores linealmente independientes expanden todos los vectores coplanares. Esto es, dado
dos vectores @, b linealmente independientes, entonces cualquier vector ¢,complanar con a y b podré expre-
sarse como una combinacién lineal de ellos y diremos que ¢ se expresa en términos de @, b como ¢ = o a+uv b
y esa expresion es tunica.

La primera de las aﬁrmamones es directa por cuanto hemos visto que si ay b son linealmente independiente
y C es complanar con @ y b. Entonces, necesariamente @, b y C son linealmente dependientes. Esto es

puad+vb+v=0= ¢c=-—=a b=pa+vb

La demostracién de que la expansion es tnica viene de suponer que existen dos maneras distintas de repre-
sentar al vector ¢

C=pda+vb ) L—ji=0 =j=j
= 0=(-j)a+(w-v) b =
C=ja+ +0b v—v=0 =v=vr

debido a que @'y b son linealmente independiente. La demostracién para el caso tridimensional es equivalente.
Es decir tres vectores linealmente independientes d, b y € expanden, de manera univoca, todos los vectores
del espacio. Esta demostracion queda para el lector.

Cuando un vector ¢ se pueda expresar en términos de dos vectores linealmente independientes @, b diremos
que a 'y b forman una base para todos los vectores complanares a ellos. Equivalentemente para el caso
tridimensional, tres vectores linealmente independientes @, b y ¢ conformardn una base para los vectores del
espacio. Los escalares pu, v para el caso bidimensional se denominan las componentes de ¢ a lo largo de @ y
l_;, .respectivamente. Equivalentemente pu, v,y serdn las componentes de cualquier vector para el caso 3D a lo
largo de a, b y C, respectivamente. Esta nomenclatura serd mas evidente luego de la proxima seccion.

4. Productos de vectores

4.1. Producto escalar

Denominaremos producto escalar de dos vectores d y b a un escalar cuyo valor serd igual al producto de
los médulos multiplicado por el coseno del angulo que ellos forma.

(=i b=ld

El significado geométrico del producto escalar es evidente el cuadrante I de la Figura[3. El producto escalar
representa la proyeccién de @ sobre b y equivalentemente la proyeccién de b sobre a.
De esta definicién se derivan varias consecuencias las cuales por obvias no dejan de ser importantes.

. . . - Lo o2 . .
s El producto escalar de un vector consigo mismo, siempre es positivo. (z = a-d = |d|” > 0y s6lo serd nulo
si @ es el vector nulo. Esto es (z =0 = @ = 0. Con esto podemos concluir que |d| == Vid-d = /(3

= FEl producto escalar es conmutativo ( = @ -b = b - d ya el dngulo entre los vectores es el mismo y la
multiplicacion entre escalares es conmutativa.

= El producto escalar es distributivo Esto es a - (54— E) =d-b+d-c La demostracién (gréfica) puede

apreciarse en el cuadrante II de la Figura 3
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R

i
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Figura 3: Productos de Vectores

s La multiplicacion por un escalar. { = ol = |a] (6- g) = (ad) b =a- (ag) = |ad] ‘5’ Cost9<m;> =
|| ’al_)" (:089<a B)

s Desigualdad de Cauchy Schwarz. A partir de la definicién de producto interno es inmediata la compro-
bacién de la desigualdad de Cauchy Schwarz

(d’~5)2 = (|d’| ’5‘ c059<5’5>)2 = (c—i- 5)2 < |a)? ‘5‘2 & (d’- 5) <|al ‘5‘ ya que 0 < cos? 9<a’5> <1

= Del producto escalar surge el Teorema del Coseno. Es inmediato generalizar el producto escalar de un
vector consigo mismo, para ello suponemos que ¢ = @ + b, con lo cual

I

- = = -2 o)
c=i+b =ac=(a+b)- (a+b) =" =(a + ‘b’ 121 ‘b‘ 08027
que no es otra cosa que el teorema del coseno y esta ilustrado en el cuadrante III de la Figura 3.

= Diremos que dos vectores, no nulos son ortogonales (perpendiculares) si su producto escalar es nulo.
Esta afirmacion es inmediata

QLB =0 =5 =ab=|a|5eostp =0

4.2. Producto vectorial

De siempre, también hemos aprendido que existe otro producto entre vectores. El producto vectorial. A
diferencia del producto escalar que genera un escalar, el producto vectorial ¢ = @ x b tiene como resultado
otro vector (realmente un pseudovector o vector axial en contraposicién a los vectores polares pero eso lo
veremos mds adelante), ¢, con las siguientes caracteristicas:

Luis A. Nunez Universidad de Los Andes, Mérida, Venezuela 8
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= El médulo de ¢, serd |¢] = |d| ’5‘ sen 0. Es claro que el médulo de c'representa el area del paralelogramo

cuyos lados estan formados por @ y b (cuadrante V de la Figura [3)

= Tal y como muestran los cuadrantes IV y V de la Figura 3, tendra como direccién la perpendicular al
plano que forman @ y b

= y como sentido regla del pulgar derecho, regla de la mano derecha, o mas elegante serd positivo cuando
la multiplicacién de @ x b corresponda al sentido horario.

Otra vez, podemos deducir algunas consecuencias de esta definiciéon.

= El producto vectorial es anticonmutativo. Esto es @ x b=—bxa y se sigue de la definicién que expresa
el cuadrante IV de la Figura 3

= El producto vectorial es distributivo respecto a la suma. Vale decir @ x (54— E) —adxb+axé La

demostracion de esto lo dejaremos para mas adelante. Valga ahora creerse la propiedad.

» La multiplicacion por un escalar. Nos conduce rapidamente a

A = |af ]a x 5‘ - ‘(0@) X 5’ - ]a X (az?)\ = |od] \5’ sinf; = || ]ag

sin 055

= Dos vectores serdn colineales si su producto vectorial se anula. Al igual que el cuando se anula el
producto escalar identificibamos a dos vectores ortogonales, cuando se anule el producto vectorial
tendremos dos vectores paralelos. Obvio que esto se cumple de inmediato

Q)b =0;=0 :»|a:‘axz7]=|a|]z7smoagzo

y si el médulo del vector es cero, obvio que es el vector nulo. Ahora bien, también de aqui deducimos
que
c=ixb == (axb)-a=cb=(ixbh)-b=0

4.3. Una division fallida

Uno esperaria que para cada una de las definiciones de productos vectoriales, existiera vector cociente. Es
decir pudiéramos “despejar” uno de los multiplicados en términos del otro. La situacion es que esta operacién
no estd definida univocamente y lo podemos intuir a partir de una de las definiciones de producto.

Supongamos que tenemos un producto escalar o { = a - b con lo cual, si pudiéramos “despejar”, digamos

b= g J, tendriamos entonces definido b de una manera unfvoca ? La respuesta es NO. ya que ( = a- g + cf)
a a

donde @ L d por lo cual existen infinitos b=2>+d que cumplen ¢ = a - b.

QU

4.4. Producto triple o mixto

Analicemos ahora el nimero (pseudoescalar) que proviene de la multiplicacién
V=g (axb) =1a|(ax5)|cosb sz

representa del volumen del paralelepipedo cuyos lados quedan definidos por @, b y C. Este producto también
cumple con algunas propiedades que enunciaremos ahora y demostraremos mas tarde

Luis A. Nunez Universidad de Los Andes, Mérida, Venezuela 9
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levégiro

Figura 4: Vectores, bases y componentes

= Bl producto mixto (&’ X I_;) - C, representa el volumen del paralelepipedo cuyos lados son los vectores &',l_;

representa el area de la base

y ¢.Es claro y fue ilustrado que el médulo del producto vectorial ‘ (&' X 5)

y la altura estd representada por la proyeccién del vector ¢ sobre la perpendicular al plano de la base
que es, precisamente, |¢] cos 6 (.axP)

= FEl producto mizto es ciclico respecto a sus factores. Esto es

-

(axg) Z= (B'x a) G=(exa)-b
Esta afirmacién se vera demostrada mas adelante
» el producto mizto se anula cuando se repite alguno de sus factores
<6><5> G= (5x5) b=(@xa)-e= (bxb) =0

=

Claramente, si ((’i X b) 1 d= (d’ X I;) -a=0

= Si los tres vectores d, b y € son coplanares (linealmente dependientes) entonces <[i X l_)') -¢=0 o, dicho

de manera mas elegante, 1til e impactante: tres vectores que cumplen (c’i X 5) - ¢ # 0 forma base para
el espacio tridimensional. Esa base se denominara levégira (contraria al giro de las manecillas del reloj)

si (6 X 5) - € < 0y dextrégira (la convencional base de la mano derecha) si (6 X 5) -¢> 0.
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5. Componentes, coordenadas y cosenos directores

5.1. Bases, componentes y coordenadas

La formulacién de las leyes fisicas debe hacerse en término de cantidades vectoriales (tensoriales). Esto
independiza su formulacién de un sistema particular de coordenadas, pero llegado el momento de calcular
valores y utilizar estas leyes, es mucho mas conveniente referirla a un sistema de coordenadas particularmente
adaptado a la geometria del problema. En ese caso la ecuacién vectorial se convertird en tantas ecuaciones
como componentes (referidas al sistema de coordenadas utilizado) tenga los vectores en ese sistema de
coordenadas

Tal y como mencionamos arriba tres vectores no coplanares cualesquiera son linealmente independientes
y constituyen una base para el espacio tridimensional. Denominaremos, de ahora en adelante estos vectores
base {wi, Wy, wWs} y por ser linealmente independientes podremos expresar cualquier vector @ como una
combinacién lineal tnica. Tal y como lo mostramos en el cuadrante I de la Figura |4 con los vectores base
{Wy, W, W3} podemos construir un sistema (oblicuo en general) de coordenadas al colocarlos con un mismo
origen. Esto es

a= &1131 + C~l2132 + &3163
donde las cantidades {él, a2, &3} son ndmeros (no son escalares) que representan las componentes del vector
a@ a lo largo de cada uno de los vectores base {w, Wa, w3} . NGtese que por costumbre (la cual serd evidente
més adelante) etiquetamos estos niimeros con superindices y la letra que identifica el vector.

— —
Maés atn, cada punto P del espacio viene definido por un radiovector 7 (P) = OP que une el origen
de coordenadas con el punto P y se le asocian tres nimeros {5:1, j2,£3}, los cuales son las proyecciones

a lo largo de cada uno de los ejes coordenados {Oil,Oﬁ, 0%3} . Los ntimeros {fl,i2,£3} se denominaran

componentes de 7 (P) en el sistema de referencia {w, wa, W3} .

Existe una familia de sistema de coordenadas en la cual sus vectores base son ortogonales (o mejor
ortonormales), es decir los vectores base {€}, €, €5} son perpendiculares entre si. Tal y como mostraremos
més adelante, siempre se puede construir un sistema ortogonal (ortonormal) {€1,€3,€3} a partir de una
base genérica de vectores linealmente independientes {w,ws,ws}. Cuando el sistema sea ortogonal sus
componentes se denominaran rectangulares. Dependiendo del signo del triple producto mixto el sistema de
coordenadas serd dextrégiro ((€1 x &) - €3 > 0) o levigiro ((€1 X €3) - €3 < 0) tal y como se muestra en el
cuadrante IIT de la Figura |4

Es costumbre ancestral, por relaciones de dominacién de los derechos sobre los izquierdos (en latin e
italiano los zurdos son siniestros) utilizar la convencién dextrdgira ((€1 x €2)-€5 > 0) y en ese caso utilizamos

el bien conocido conjunto de vectores unitarios 1 7, 7, R} con lo cual desde siempre tenemos que
Eizawi—l—ayj—l—azf{ y F(P)=zi+yj+zk
de ahora en adelante representaremos este sistema de coordenadas ortonormal como {i =0,] = 1o, k= 23}

para recordar que estamos en un sistema de coordenadas cartesianas.
Obviamente el médulo del vector se podré expresar con la utilizacién del Teorema de Pitdgoras

Jata@ra=la y Va2 =7 (P)

y la multiplicacién por un escalar

ad =« (a,xiJr ayj + azlA{) = ()i + (aay) i+ (aa)k = |@] = ay/a2 + az + a?
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Igualmente un vector unitario

a 1
aa:—:—(awz—&—ayj—i—az )

l \/az +a + a?

con lo cual todo vector

Ay N a,

J+
./a2+a2+a2 \/a§+a§+a§ \/a§+a§+a§
a=|dlug = /a2 + a2 + aZig

k

5.2. Cosenos directores

Como se puede apreciar en el cuadrante IV de la Figura 4 podemos construir tres tridngulos rectangulos
con el radiovector R (P) como hipotenusa de cada uno de ellos. Los dngulos que forma el radiovector R (P)
con cada uno de los ejes coordenados {z,y, z} son {a, 8,7} respectivamente, con lo cual

w:‘é‘cosa Ry:‘é‘cosﬁ y Rz=’§‘0057 = cos? a4 cos? B4 cos®y =1

pero ademas

—

a N
Ug = — =cosa i+ cosf3 J+ cosy k

dl
6. Algebra vectorial y coordenadas

Entonces podremos reescribir el dlgebra vectorial como de forma algebraica, vale decir mediante opera-
ciones referidas a las coordenadas. Asi

6.1. Suma y resta de vectores
Serd representada por
a+5=(ai+a,)+ak)+ (b +b,j+bK) = (@ +b,) 7+ (ay +b,) j+ (a +b.) K
0 equivalentemente
@+b=(a't +a%y + a’is) + (b1 + 0%y + b33) = (ad +01) 0y + (a® + 1) %o + (a® + %) 73
y obviamente, la resta
d+0b=(a't +a%y + a®i3) — (b'% + 0% + b%13) = (a' — ') % + (a® — 0?) %2 + (a® — b7) 23

con lo cual la distancia entre dos puntos P y M serd

d(P,M) = ‘(?’(P):a’) - (?(M):E)

= (@ = b2)* + (ay — b,)* + (@ — b.)?

6.2. Dependencia e independencia lineal

Ahora es fécil estudiar la dependenaa/lndependenma lineal en coordenadas. Otra vez, tres vectores
a = a,?+a,j+ azk b= by?+byj+ b, k y €=zl +cy+ ¢,k serdn linealmente independientes si se cumple
que .
ui+vb+vC=0 = pu=v=y=0

Antes de proseguir en forma general, veamos algunos casos particulares
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~

= La base candnica i =7 = (1,0,0) ;i3 = j = (0,1,0) ;73 = k = (0,0, 1). Estos vectores son claramente
linealmente independientes y por lo tanto constituyen un base

I =0

= Los vectores w; =7 = (1,0,0);wy =i+ 7= (1,1,0);i3 =7+ ]+ k= (1,1,1). Estos vectores no son
linealmente independientes de manera obvia. Veamos

% =0 p=
[ = 0 = V=
p o +v +y =0 7=0

con lo cual demostramos que son linealmente independientes y por lo tanto constituyen una base para
los vectores tridimensionales.

En general tendremos que

0=p (azi—i— ayj + azﬁ) +v (bzi—i— byj + bJ{) + (cmi—i— cy)+ czﬁ> =

A pag + vby +vc, =0
0 = (pag + vby + veg) T+ (nay + vby +vey) j+ (pas +vb, +ve.) k- =< pay +vby +7yc¢, =0
Hay + Vbz + e, = 0
Esto no es otra cosa que un sistema de 3 ecuaciones lineales con 3 incégnitas {u,v,v} y la solucién que
estamos buscando 4 = v = v = 0 se cumplird si
az bz Cp
ay by ¢y | =a; (bycy —caby) —ay (bye, — c2by) + ag (byc, — c.by) # 0
b

aZ z CZ

6.3. Producto escalar

Del mismo modo representaremos el producto escalar de dos vectores en una base cartesiana como {i 7 k}

1S

es una base ortonormal entonces
@5 = (i +ay)+ a:k) - (bad+by] + k) = asby + ayb, + azb

ya que por ser ortogonales

<) )

~)
)
Il
<>
<>
Il
=
=
Il
o
<
~ >,
RS,
R

=0
=0
=0

SN

Las propiedades del producto escalar en coordenadas comprueban facilmente

= Fl producto interno de un vector consigo mismo, siempre es positivo.

Cd:6~6:\d’|2:ai+a§+a§20 y ai—kai—kaﬁzo =a,=a,=0a,=0 & a=0

Adicionalmente |d| = \/Cz = V- d = /a2 + a2 + a2
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= El producto escalar es conmutativo
(=a-b=0-@=azb, + ayb, + ab, = bya, + bya, + b.a,

» El producto escalar es distributivo:

=

<awi+ ayj+ azl}) . ((bw + )i+ (by +¢y) j+ (b +c2) 12) =ay (by +¢z) +ay (by +¢y) +a (b +cz)

(azby + agcy) + (ayby + ayey) + (azb, + azc,) = (agby + ayby + axb,) + (azcs + aycyazc,)

= La multiplicacion por un escalar.
g:ag:m(aﬂyzwmﬂza('):@mg%+@%nﬁﬁmg@:aﬂmg+%@mwﬂh@@)

s Desigualdad de Cauchy Schwarz.
(@-8) = abe +ayby +azb. < @+@+@¢@+@+@:mﬂ
= Diremos que dos vectores, no nulos son ortogonales (perpendiculares) si su producto escalar es nulo.

Esta afirmacién es inmediata
b

=— =a-b=|d COSG<65>:O

ﬁJ.g :>0<575>72

Por lo cual
zbz b ZbZ
= cos@bgz ¢ tayhy ta
@ Qﬁ@+a3+@)(¢@+mg+@)

agzby + ayby, + a.b, = |d| ‘5’ cos 0

de donde se deduce que dos vectores perpendiculares

alb = azb,
Los vectores de la base canénica i3 =7 = (1,0,0);72 =7 = (0,1,0) ;i3 = k = (0,0,1) son claramente
mutualmente ortonormales
cosby;; =1-7=7-1=0
1 k=k-i=0
7-k=k-j=0

= Del producto escalar surge el Teorema del Coseno. Es inmediato generalizar el producto escalar de un

vector consigo mismo, para ello suponemos que ¢ = @ + g, con lo cual
. o7 I 7 o7 2 a2, |7 _ |7
C=d+b =¢c-c= (a—i—b) . (a—i—b) =\e” =lad]” + ‘b’ +2|a|)b‘cos€<al;>

que no es otra cosa que el teorema del coseno y estd ilustrado en el cuadrante IIT de la Figura |3
14
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6.4. Producto vectorial

De igual manera aprendimos
C=ax b= (ayb. — azby) i+ (a:bs — azb.) 7+ (azby — ayb.) k

con lo cual lo podemos organizar como el determinante de la matriz

i 7 k
C=adxb=|a;, ay a,
by by, b,

con lo cual

1d = \/(abe — a2by)? + (aby — agbs)? + (agby — ayby)® = (\/ag +a2+ ag) (\/bg + 02 + bg) senf)_

6.5. Triple producto mixto

Analicemos ahora el niimero (pseudoescalar) que proviene de la multiplicacién

Cx Cy C:

V=c (Eix 5) =l H(&'x b)HCOSQ<6,&'><E> = Zi Z: Z:

representa del volumen del paralelepipedo cuyos lados quedan definidos por @, b y C.

7. Algebra vectorial con indices

7.1. Convencion de Einstein

Antes de comenzar con la presentacién de este esquema de calculo. cabe aclarar algunas costumbres y
convenciones con la notacién de indices

1. Los indices repetidos (arriba y abajo) indicardn suma por los valores que tomen los indices. Las com-
ponentes de los vectores tendran indices arriba y los vectores base abajo

3
Zi:axi—i—ayj—i—azf{: & d=a't + a%iy + a’iy = Z a"ty, < d=ad"i,
m=1
hemos identificado 71 =7;7, = jy i3 = k
2. Los {ndices repetidos son mudos (no importa la letra que lo etiquete) y representan suma. Asf
KIA; = KA, = KIA; + K?Ay + K3A; =B

3. Llamaremos contraccién cuando sumamos respecto a un par de indices, vale decir

SAI=AI+ATHA] = Al=A]+A]+A]
%

Es claro que la contraccién de indices convierte un conjunto de nidmeros (i X j) — 1,a un solo ntimero
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4. Los indices libres (aquellos que no estén sumados) indican el nimero de objetos disponibles y deben
mantenerse. Asi

KiA; + K3A; + K3A3 = By
KFAL=B; < KIA; + K2A; + K3A3 = By
K%Al + K%AQ + K?Ag =B
con lo cual KfAk = B, representan 3 ecuaciones y KfAkj = B;; representard 9

5. La delta de Kronecker! §¥ lleva un fndice arriba y uno abajo. Representa 6% = 1 si i = k y es nula en
los otros casos. Con esto

=0 —0 =0 =0 =0 -0

Kk 51 _ Kl 61 Kl 62 Kl 53 K2 61 K2 62 K2 53 K3 61 K3 62 K3 63

ij O = Ky 01 + Koy 07 +Kg; 07 + Ky, 05 +Ky, 05 +Kz; 09 +Ky; 03 +Ky; 03 +Ks; 03
-1 -1

=1
es decir . .
Kl 0p = Kiiy = Kl = Kl + K35 + K3,

6. Ademds de la delta de Kronecker introduciremos el simbolo de permutacién de Levi-Civita? % para
el caso de tres dimensiones, vale decir i,7,k =1,2,3

- +1 cuando {(1,2,3);(3,1,2);(2,3,1)} permutacién ciclica
gijk =% =¢ —1 cuando {(1,3,2);(3,2,1);(2,1,3)} permutacién impar o anticiclica
0 cuando i=yj; i=k A j=k

y quiere decir que es distinto de cero cuando todos los indices son diferentes; 1 si la permutacién de
indices es ciclicas (o par) y —1 si la permutacion es anticiclica (o impar). Con ello

g by + eM2a1by + 1131 bs + 121 anby + e122a0by + 12 abs + c31asby + £132a3by + 133 asbs
E”kajbk = 5211a1b1 + 8212a1b2 + 5213a1b3 + 6221a2b1 + 8222a2b2 + 5223a2b3 + 8231a3b1 + 8232a3b2 + 5233a3b3

5311a1b1 + 6312a1b2 + 6313(11b3 + 6321a2b1 + 5322(121)2 + 5323a2b3 + 5331a361 + 5332a3b2 + 5333a3b3

con lo cual

Q
Il

61236L2b3 + 6132a3b2 = a2b3 — a3b2
¢ = E”ka]‘bk = c? 5231a3b1 + 5213a1b3 = aszby — a1b3

= 5312a1b2 + 5321a2b1 = aiby — asby

1Leopold Kronecker (7 diciembre 1823 Legnica, Polonia; 29 diciembre 1891, Berlin, Alemania) Matematico polaco con
importantes contribuciones en teoria de nimero, funciones elipticas y algebra, asi como la interrelacién estre estas disciplinas

Miés detalles http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Mathematicians/Kronecker.html

2Tullio Levi-Civita (1873 Padova, Veneto, 1941 Roma, Italia) Geémetra italiano uno de los desarrolladores del Célculo
Tensorial que mas tarde seria utilizado, por Einstein y Weyl como el lenguaje de la Relatividad General
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7. A continuacion enumeramos algunas propiedades de las deltas de Kronecker y de los simbolos de
permutacién de Levi-Civita las cuales le dejamos al lector su demostracién. Ellas son

5 =3
) ilm_éiél_(si(sl_diél_élé‘i
Ejkm€ = 0,0k k95 — 9;0 7%k
Ejmn€"" = 263,

EijkEZ]k = 6.

7.2. Los vectores y los indices
7.2.1. Sumas de vectores

De ese modo la suma de vectores serd expresada de la siguiente manera
a+b=a'l; +b'%; = (al—l—bl)ii =cy =cd=ad+b coni,j=1,2,3

7.2.2. Producto escalar
A partir da ahora y de forma equivalentemente, expresaremos el producto escalar en término de los
indices. De forma y manera que

ﬂ5=WMWﬁm@£=dm=w% coni,j=1,2,3

7.2.3. Producto vectorial

En términos de indices, el producto vectorial se puede expresar como

N

(Zi X b) = eijkajbk coni,j=1,2,3

todas las particularidades de producto vectorial ahora descansan en las propiedades del simbolo de Levy
Civita.
7.2.4. Triple producto mixto

Analicemos ahora el ntimero (pseudoescalar) que proviene de la multiplicacién

. . _ _ Co Cy Cp
V=c (&'xb) = ||e]| H(c‘t’Xb)HcosH<€Exg> =c ey dh =] a, a, a,
be b, b,

7.3. Un par de calculos ilustrativos

Mostremos tres casos de identidades vectoriales que pueden ser demostradas mediante la utilizacién de
indices.
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1. a@x (Ex 5) = (G- a)b— (5-5)5
El resultado serd un vector, por lo tanto
- i -
(@x (Bx2)) =<"a; (Fx2)
k
= Eijkajskmnbmc" = sijkskmnajbmc" = eijksmnkajbmc”
= (5%5% - (5{,15;) a;b™c" = 64,00 abme™ — 63 5t a b

= 0,,bm0}a;c" — 6,c"0),a;0™ = b'anc” — cta;b’

~—
(ax (Ex 5’))i N (5-13')

(e-@) D)
2. (6x5) : (ExJ) ~ (@G- (E-(f) - (a.cf) (5.5)
El lado derecho es un escalar, por lo tanto
_. !
(&xb)~(5><cf):<6><b) (5XLf)l

= 6ljkajbk Eimncd" = Eljkelmn a;bic
=&kl a;bpcd" = (5#55 — 5%63;) a;bpc™d"

= 5%5§ajbkcmd” — 6fn6£ajbkcmd"

=60 a;c™ ok bd™ — 6F b.c™ ) a;d"

—_———P—— S——A —

@ () () (ad)

“@ 9 (5d) - (5:0) (9

7.4. El escalares, pseudoescalares, vectores y pseudovectores

md’ﬂ

La diferencia entre vectores polares y axiales proviene del siguiente comportamiento bajo transformaciones
de coordenadas y base. Un vector polar (normal, comin y corriente) queda invariante bajo la siguiente
transformacién

;. — Y - ia i ~ ia -
: = a=al— (-d)(-1)=dl;=a
at = =gt } g ( ) ( J) 1
mientras que un pseudovector o vector axial cambia de signo cuando las componentes de los vectores que la
generan y sus vectores base

at — —adl p= F=axb— (7" (—a;)(=by)) (-1;) = —'l; = —¢
- —b
es decir
@ x b= (ayb, — a.b,) i+ (azby — azb.) i+ (azb, — ayby) k

1
= ((=ay) (=b2) = (=a=) (b)) (1) + ((=02) (=be) = (~az) (~b:)) (=) + (=) (=) = (=) (b)) (~K)

- (a’ x 5) - ((aybz —azby)7 — (asby — agbs)j+ (aghy — ayby) E)
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Existen varias e importantes cantidades fisicas que vienen representadas por pseudovectores, entre ellas
mencionamos

Velocidad Angular V=W XT
Cantidad de Movimiento Angular L=Fxp
Torque F=FxF
Campo de Induccién Magnética 885 =-VxE

Adicionalmente el volumen, V = ¢- (Ei X b) , como era de esperarse, no es invariante bajo cambio del

espacio
@ — —ad = V=c- (EL’ X b) = c;ie"* azby — (—c;) (5”’C (—a;) (=by)) ==V
B - b

El volumen es un pseudoescalar mientras que los escalares son invariantes bajo esta transformacién

at — —a

o> = }:> w:a:'g:aibi_’(—ai)<—bi):w

en general también tendremos multiplicacion entre algunos de estos objetos, con lo cual construiremos otros
objetos. Dejamos al lector demostrar la siguiente tabla de relaciones

vector . vector = escalar
vector - pseudovector = pseudoescalar
pseudovector -  pseudovector = escalar
vector X vector = pseudovector
vector X pseudovector = vector
pseudovector x pseudovector = pseudovector

8. Aplicaciones del algebra vectorial

Uno de los terrenos més exitosos de las aplicaciones del algebra vectorial es la geometria analitica en el
plano. Esto se realiza en base a la definiciéon que hiciéramos de radio vector, en la cual a cada punto, P, del

espacio le asocidbamos un radiovector posicién tal y como lo mostramos en el cuadrante IV de la Figura 4/.
P (2,y,2) = (2, 2%, 2°) =7F(P)=xi+yj+ 2z k= + 2% + 255 = 2™,

A partir de esta definicién todas las propiedades geométricas del espacio las podemos construir con vectores.

8.1. Rectas y vectores
La ecuacién de la recta en término de vectores la definiremos fijando uno de sus puntos, digamos
F(Pl) =X (Pl) = X1 =1 i+ Y1 j+ Z1 12 = LTJ%’Zl -+ IL’%’ZQ + ’I‘?ig — (wl,yl,zl)

sus puntos y un vector que indique su direccién, digamos A=A, 1+ Ay 7+ A, k (ver cuadrante IV de la
Figura 5) con lo cual la ecuacién de una recta en lenguaje vectorial serd

T =x1+ N,
X=X+ :>xi+yj+zf<:xli+y1j+z112+A(Axi+ij+AZf<) ={ y=uy + A4,

z=2z1+A\A,
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ﬁ(z,y, z)
: ,X
s
i
g Q0

Figura 5: Gemetria analitica y vectores cartesianos

donde X =z 7+ y j+ z k el conjunto de puntos genéricos que cumple con la ecuacion de la recta en 3D. Si
lo colocamos en funcién de la notacién de indices, las ecuaciones anteriores son mas evidentes

X = Xl +AM = M = 2 + A, = 2™ =2+ AA™ param =1,2,3
Noétese que efectivamente se cumplen tres ecuaciones escalares y cada una de ellas tiene la forma de una recta.
Ademsds, tal y como muestra la Figura 5 el punto genérico (x,y, z) lo describe (sobre la recta) la variacién

del médulo de |A| mediante la constante de proporcionalidad A. Si se requiere describir una recta que pase

por dos puntos, digamos (z1,y1,21) v (Z2, Y2, 22) entonces una vez seleccionado uno de los puntos (digamos
(z1,y1, 71)) seleccionamos el vector A = 7 (Py) — #(Py) como la resta de los dos radiovectores a los puntos
P,y P, . Esto es

. L L X, 406X X, - X
X:X1+)\(X2—X1> NS T i.S B S
1-9¢ Xo - X

La divisién entre vectores § tiene sentido porque no es una divisién entre vectores genéricos es una divisién
entre vectores que tienen la misma direcciéon Notese ademds que, lo mismo ocurre cuando “despejamos” A
de la ecuacién de la recta

X — X5 ™ — T — X1 Y — Y1 z—2

A yi = "+ A = A T i a, i

y equivalentemente ocurre cuando “despejamos” Ade la ecuacién de la recta que pasa por dos puntos.

— —

P e G 0 WD W k. (R k. W el Z B ek
=== =3 9 1 = = = =
X, — Xy = Ta—T1 Yo—Y1 22— 21
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8.2. Planos y vectores

Ocurre exactamente lo mismo cuando construimos la ecuacién vectorial para un plano. En general una
superficie la define su vector normal (perpendicular). En el caso de una superficie plana (un plano) tendrd una
tnica normal que lo define. Por lo tanto, un plano vendra definido su vector perpendicular un punto, digamos
P, «— (21,y1,21) - La ecuacién vectorial del plano vendra definida por todos los vectores P—Q> tales que sean
perpendiculares a un determinado vector A (ver cuadrante IV de la Figura 5). Donde el punto P es un
punto genérico (z,y, z) que define un radiovector. La ecuacién vectorial del plano serd simplemente

A F(P)—-7(P) ]| =0 & A (F—-7)=0 < A r=A-7
e ad ——
B b

Esto es se tiene que cumplir la condiciéon

(A15+ij+Az l;)-((zierjJrzlA{)f(xlierl i+ k)) =0
(sz+ij+Az 12) : ((x—xl) z+(y—y1)j+(z—z1)f<) -0

Ap(x—x) + Ay (y—y1) + A (2 —21) =0
con lo cual la ecuacién del plano queda como siempre ha sido
A+ Ayy+ Az — Agy — Ayyn — Aoz =0 => Ao+ Ayy+ Az =b= Az + Ay + Ay
es decir, de manera mas compacta
A"x,, — ij{ =0 = Aa2r=b= Alacll

Es claro que A7 =besla proyeccién del radiovector 7 (Py) sobre la perpendicular que define al plano. Por
lo tanto serd la distancia entre el plano y el origen de coordenadas. Si b = 0 el plano pasa por el origen de
coordenadas.

Consideremos ahora el cuadrante IV de la Figura [5. Alli estdn especificados tres puntos en el espacio
caracterizados por sus correspondientes radiovectores posicion, 7 (Py) = 71,7 (Ps) = 72 y 7 (P3) = 3. Estos
tres puntos seran coplanares si

(P =) - (o =) X (F3—71)) =0 & e (2" — 28) (25 — %) (25 —2}) =0
y la ecuacién del plano vendra dada por

(F=7) - ((Fa—7) x (F3—7))=0 < =0

9. Un comienzo a la derivacion e integracion de vectores

9.1. Vectores variables,

Los vectores podran ser constantes o variables. Ahora bien esa caracteristica se verificard tanto en las
componentes como en la base. Esto quiere decir que cuando un vector es variable podran variar su médulo, su
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A= Al4)
=Al?

{a)

0 A, = Al+a1) sin (g,

\
- )

AN

AA,
A1)
I AA=AA, +AA,

A(l+Al) =A(f) +AA

Figura 6: Vectores variables

direccién, su sentido o todo junto o separado. Obviamente esta variabilidad del vector dependerd de la base
en la cual se exprese, por lo cual un vector podra tener una componente constante en una base y constante
en otra.

a(t) =ad" (t)& (t) = a*& (t) = a* (t) & (t)

Nétese que hemos utilizado una base {€ (t)} de vectores variables a diferencia de la tradicional base de
vectores cartesianos, los cuales son constantes en médulo direccién y sentido (ver los cuadrantes Iy IT de
la Figura [6). Mds atn, tal y como se muestra en cuadrante Ilc de la Figura 6 todo vector variable podra ser
expresado como la suma de uno variable, @ (¢), mas otro constante &

At)y=a(t)+¢

9.2. Derivacion

De esta manera, cuando uno piensa en un vector variable @(t) <= d(¢) uno rapidamente piensa en
establecer un cociente incremental tal y como se muestra en

_ Af) — & Ag -
lm at+At)—a(t) 1m a(t)y da(t)

ALS0 At T Ao At dt
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el cuadrante IV de la Figura (6l ilustra graficamente este cociente incremental. Como siempre, las propiedades
de esta operacién derivacién seran

d (a (t) + g(t)) B d (@) N d (g(t))
dt o dt dt

Ahora bien, esto implica que

. - d(@) d(a"@®)ex(t) da* ()
aft)y=ad"(t)&(t) = T N =3

d (& (1))

& (t) +a* (1) n

con lo cual hay que tener cuidado al derivar vectores y cerciorarse de la dependencia funcional de base y
componentes. Habrd sistemas de coordenadas (bases de vectores) que serdn constantes y otros en los cuales
sus vectores bases cambiardan en su direccién. El primer término representa la variacién del médulo y el
segundo muestra la contribucién de los cambios en direccién del vector. Més ain, mostraremos apoyandonos
en la ilustracién del cuadrante el cuadrante III de la Figura 6/ que, independientemente del sistema de
coordenada el cambio en el médulo apunta en la direccién del vector, mientras que las contribuciones en
direccién apuntan en la direccién perpendicular al vector. Esto es
d(@t)) _dda))

1 = 1 ﬁa\l + |§(t)| gl con ﬁa” “lgp =0

Es facil convencernos de la forma del primer término. Siempre podemos representar un vector como su
médulo y un vector unitario en la direccién apropiada. Esto es

adicionalmente
@@ =a-a :>d<|ad(tt)2) = G =20l TG = 2w S
con lo cual Aam) _, a0 d@m) _ d0dn) _ o 4@w)
& 2aw)] @ a0 dt
—_——
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para que finalmente

GO (d @ ()

d (i, (1)) ot dt
dt | ) —

dt d (i1 (1))
dt

tq () + @ (t)

U (t) - =0

Es decir que el cambio en el médulo de un vector se manifiesta en la direccién del mismo vector, tal y
como era intuitivo suponer. Adicionalmente vemos que el vector siempre seré perpendicular a su derivada.
Gréficamente podemos apreciarlo en el cuadrante IV de la Figura 6/, pero también surge analiticamente de
si derivamos el vector unitario en la direccién de @ (t)

A0 aa0) _ (B OF) oy

es decir

Supongamos que definimos un vector

ﬂn X ﬂaH = ﬁal
B Up L g

A 6O =A0 1, con = Ug 1 X Up = Ug)|
Up L Uqy

aaH X ﬂaL = ﬂn

donde es el dangulo de rotacién del vector @ (t) (ver cuadrante V de la Figural6) Claramente

AGy =a(t+At)sin(Af) gy ~a(t+A)AD G, =—Ad, =AOxd(t) —

Ad, _ (Ad L \. A§_ d@@) . o dOw) .
At Z(At'ai)al—mxa(t) :>( 5 UaL uaL—Tunxa(t)—wxa(t)

donde hemos identificado & = Wﬁn Entonces podemos ir mas alld. Observando el cuadrante V de la

Figura 6/ vemos que si suponemos que el médulo del vector es constante, entonces

d |a(t)] d@) s d@e) . . S
TZO :>T:\a(t)|u(u :><dt~uu>ualwxa(t)

9.3. Velocidades y aceleraciones

Asi, el radio vector posicién de una particula genera los vectores velocidad y aceleracién.

_d@) _ #Fw)
dt d2

ahora bien A
F=r(t)pl =xpi+ypj+ zpk con U, = cosf i+ sinf j
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si suponemos que la particula describe un movimiento entonces

rp =1p(t) xz=ux(t) 7 = const
} — { y=y(t) ; 4 =17, (t); j:const
0=0(t) z=2z(t) k = const
con lo cual
d(@,) d(cosf(t) i+sinb(t) j) ) dé (). de (t) ..
T ” = — (sin@ (¢)) gr 74 cosf (t) T
dgf) = %(t)[— (sin@ (t)) 7+ cos O (t) 7] = deEt) Ug
ya que
ip]| = /Ty - Gty = \/[cos O (t) T4 sin6 (t) 7] [cosO(t) i+sind(t) j] =1
|l = V/iig - tig = \/[— (sin 6 (t)) 7+ cosf(t) J][— (sin6 (t)) i+ cosf(t)j] =1
y
Uy - Up = Uy - g = [— (sinf (t)) T+ cos@(t) j][cos@(t) T+sinb(t) 7]=0
Maés atn
d(tg) d(—(sind(t)) 2+cosb(t) 7) L o dof(t)
T a = —(cosO(t) i+sind(t) 7) =— g Ur

Con lo cual, una particula que describe un movimiento genérico vendra descrita en coordenadas cartesianas
por

F=uxzp(t) i+yp(t) j+zp(t) k

y su velocidad sera

o ar (e 0 ue 052 OR) e dwe ). | dize ),
() = de dt o de O dt I dt k

= Upp (t)i—f— Vyp (t)j-i— V,p (t) k

y la aceleracion

(e ®). d(yp (1) . dp (0)g .
i) =——g "t —q a

Mientras que en coordenadas polares serd

F) = e (i (1) = () = L (”(if‘r (1) _d(r ;?P)ar ) +7 (1), d(agt(t))
con lo cual la velocidad
dé (t)

U(t) = v, (t)par (t) +7(t) g (t)

LT
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y la aceleracion

dr (1) d (i, (1)
TR R T

dr (t)p do (t) 20(t) . do (t) d (i (t))
d (dT (t)P)
o dt a6 )\ | . dr (t) p 6 (1) 426 (1)) .
a) = at rt)p ( dt > i () + {2 @ at O ie®)
Claramente para el caso de un movimiento circular
F(t) = R’LALT(t)
Lo odo(t) .
r = R = const :%:0 == v(t)=R dt b

o do (6)\? . 426 (t) .

De aqui podemos ver claramente que velocidad ¢ (¢) y posicién 7(t) son ortogonales. La velocidad, ¥ (¢),
siempre es tangente a la trayectoria 7(t) y en este caso la trayectoria es una circunferencia. En general el
vector

Trmed = ZA Ft) =Y (F(ti+ At) — 7(t) = A DA (L) = /dF(t) = 7(t)

es decir dr (t) = limas—o ), A 7(t;) es tangente a la trayectoria. Es claro que
a$p (t) “ ayp (t) “ aZp (t) ~
= k
a T Ut e

Tal y como mencionamos arriba, para el sistema de coordenadas cartesiano podemos definir un vector
(en este caso) velocidad angular

a7 (t) = d [xp ()7 +yp (t) F+ zp (1) 12}

2 Xig =g
|
e aﬁxﬁzm — Tt =& xF(t)
w
R R @
’U,,:'Xuqy:m
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Supongamos por que, simplicidad, elegimos el sistema de coordenadas cartesiano tal que 7’ esté el plano x, y.
En este caso es inmediato comprobar que v* = Eljkwja;k y dado que 7y ¢ tienen inicamente componentes
1, 2 entonces, necesariamente & tiene componente 3. Es decir

7= riy; vl = el2w,my .
= = J = w3 = |d|73 = |d] k
7 =0, v? = 5271%-:101
como
r=zp(t) 1+yp(t) ]
\
. d (7 (t . L d(@(t)) - .
0= T oo t) 11000 72370 = 0% a0 1100 ) )
como se ve mas claro es en coordenadas polares, esto es
- d (7 (¢ do (¢) . o .
7 = 2O ), O ) = (316 (1)) x (r (01 ()
|7 (t)| = const
dé (t) . L . de(t)
r(t)p —ap ) =1&r(t)ay(t) = TR [

v (t)

9.4. Vectores y funciones

Antes de continuar con la integracién repensemos algunas funciones de tipo ¢ (z,y,2) y V (x,y, z) . Son,
sin duda funciones de varias variables

qS:q&(x,y,z)

V=V (z,y,2) =V, (z,y,2) + 7V, (z,y,2) + kV, (z,y,2)

un par de reflexiones se pueden hacer en este punto. Primeramente, dado que hemos relacionado un punto
del espacio con un radio vector posicién, entonces

) 6= 6(2,y.2) = 6(7)
Payyz < (@y,2) or=zpitypj+zpk =4¢ ~
V=V(x,y,z2) =V
La primera funcién, ¢ (¥) serd una funcién escalar de argumento vectorial o, simplemente un campo escalar
y la segunda se conoce como una funcién vectorial de argumento vectorial o campo vectorial. Como hemos
dicho este tipo de funciones y las operaciones que pueden ser realizadas con ellas, asi como también su

significado, serd analizada en detalle mas adelante en este mismo curso.
En segundo lugar, siempre podremos parametrizar las coordenadas y tendremos

p=9t)=0(x(t),y(t),z())
V=Vt =V(x@®),[t)y=() =

~

Ve (z(8),y (1), 2 (1) +3Vy (@ (), y (1), 2 (1) + KV2 (2 (1) ,y (), 2 (1))

Il
<)

1%
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Este caso lo hemos encontrado en montones de situaciones. El movimiento parabdlico viene descrito por un
vectores velocidad y posicién

R R R Vg = Voz
v =—kgt +vy=—kgt + (iv()z + Juoy + kvOZ) = Vy = Vog
v, = Vg, — gt

T = Vgt
~g o - - Y = Vggt
= _kit + Ut = —kggt + (i’vom + ony + k'U()z) t = Oz /2

z= v0zt—g§

9.4.1. Derivada de funciones ¢ (7 (t))

Al derivar una funcién de argumento vectorial también aplica la “regla de la cadena”. Esto es

z=0()=g(=@),yt),2(t) =

do((t) _0¢®).yt),2®))da(t) do®).yt),2®)dy®) 9é(x(t),yt),z(t)d=(t)
dt ox dt dy dt 0z dt

L6 _ (29ews);, 06();, 29euy) (120, d();, datiy)

dt Ox Oy 0z at ' at” a
% :ﬁqﬁ(x(t),y(t)az(t))'djit)

donde hemos representado

Vo ((0)) = TGy D002y DO G om0y, 2) s = 67 (0,0 2)

y lo llamaremos el gradiente de la funcién. El gradiente de un campo escalar es uno de los objetos mas ttiles,
el cual lo utilizaremos, por ahora de manera operacional y recordaremos que emerge como consecuencia de
una derivacién contra un pardametro. El gradiente mide el cambio del la funcién ¢ (z,y, z).

La idea de gradiente nos lleva a considerar al V como un operador vectorial que actia sobre la funcién
escalar de variable vectorial ¢ (7 (¢)) . Es decir con un poquito de imaginacién

o7 (0) = (51 + 574 oK) 6(02) = (100" 6 (0.0:2)
v
V(o) = <aa(o)A+ 88(;)j+88(§)12> = 1™ (o)

9.4.2. Derivada de funciones ¢(7(t))

De modo que inspirados en la regla de la cadena de una funcién escalar de variable vectorial comprobamos
que

e _deywys), dey(np.2), de(oy?)

- R_d Cm(x7yaz),\
dt dt dt de o dt tm
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por consiguiente, si ¢, tiene por componentes cartesianas (g, ¢y, c,) las componentes del vector derivado

) d
seran (d T diy, d diz) . Con lo cual cada componente

de™(z(t),y(t),z(1) dcm (@™ () oc™ (a™)d 2t (t) d7(t) =2\ .
dt - dt T o dt :< dt 'v>c (@,2)

es decir, en términos vectoriales

%fz (dggt) .€>az (7-9)¢ = d (o) _ (7-9) () = v (o)

con ¥ la derivada del radiovector posicién 7 (t), es decir, la velocidad. Es decir, estamos viendo el cambio del
vector ¢ respecto al tiempo es el cambio de sus componentes en la direccién de la velocidad.
Si se nos ocurre calcular la derivada del vector velocidad para encontrar la aceleracién tendremos que
nos queda expresada como
d v - ) o\
i="2=(7V)7  =d=(7V)
dt
donde las componentes cartesianas de los vectores velocidad y aceleracién son v¢ = v® (z (t),y(t),2 (1))
ya' =a'(z(t),y(t),z(t), respectivamente.

9.5. El vector gradiente

El operador vectorial V (o) merece un poco de atencién en este nivel. Tal y como hemos visto

To (o) = (102502 4 20002 | 20 B0 E))

ﬁd) (.’E, y,Z) = ilal(b (‘T7ya Z) + 5262¢ (SL’, Y, Z) + i3ag¢($7ya Z)

Con el operador nabla V (o) realizaremos operaciones igual como un vector comun y corriente. Asf en el caso
V X E se denomina rotor de F viene definido por

A Y oy
VxE:(zax+]8y+kaz)x(Exz+Ey]+Ezk)_

= =_(9E. OE,\. (0E, OE.\. (9B, OE;\.
VXE_<8y 8z)z+<6z 8x>‘7+<8x 6y>k

NAVE R
VXEZZiEJ 8jEk
También tendremos el “producto escalar” de nabla por un vector. Esta operacién la llamaremos divergencia

Oal (xj )

L Oay (x,y, z) n Oay (z,y, 2) n Oa, (z,y,2)

Ved= 0x oy 0z

=9’ (27) =

pero por ahora consideremos nabla V como un vector. De este modo habra cantidad de relaciones vectoriales
que involucren a V las cuales se podran demostrar. Veamos
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1.V (@8)=(a-V)b+ (b-V)a+ax (Vxb)+bx (Vxa)
El resultado es un gradiente, es decir un vector. El lado izquierdo sera

(¥ (a- E)) = 0" (@-B) = &' (a;0) = (9'a;) ¥/ + (9'b;) o!
mientras que el lado derecho
( )b’+(b] ) at +eFa; (ﬁxg) —|—5ijkb-(§><c_i)
= (o) + 0
(a;0°) V" + (b5
(a;07) " + (b5

Y
a;0

) )
Ja' + 7 e kmn O™ " + £9Fb e O™ a™
)a’
)a’

at + &k Emnka;O0H" + ik Emnkb; 0 a"
(6%6% — (5%15;) a; 0" b+
((5Z 60 — o7 61) b;0™a"
= ;070" +b;0a’ + % 67 a; 0™ — 67 5 a; 0"+
+64,02b;0™a™ — 82 6L b;0™a"
= aijbi + bj3jai + a, 0" — a4, 0 + b, 0™ — b, 0™ a
= a]@jbi — O™ + bj(?jai — bpd™at + a, 0" + b, 0%

= 0, 0" + bud'a” = 9 (agb') = &' (D)

2 Vx(a-V)a=(V-a)(Vxa)- [V (Vxa)|a+(a-9)(Vxa)-|(Vxa)-V]a

Iniciamos la traduccién a indices por el lado izquierdo de la ecuacién asi

b0’
b0’
b0’

V x (Ei~ 6) a= eijkﬁj (am0™) ap = €9* (Ojam) 0™ ay + eijkamajamak
= ¢k (0jam) 0™ ak, + an, 0™ (eijkﬁjak)

el lado derecho lo traduciremos término por término

(6 : a) (6 X a) = (0™ am) (€7%0;a)

el segundo término se anula por cuanto €™7* es antisimétrico respecto a los indices mj mientras que
Om0; es simétrico. El tercer término del desarrollo del lado derecho corresponde con el segundo del
desarrollo del lado izquierdo. Por cual llegamos a la siguiente igualdad

ciik (ajam) OMay = (amam) (eijkajak) — [(Emjkajak) 8m] a®
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Para verificar la igualdad tendremos que evaluar componente a componente. Esto es para el lado
izquierdo
etk (0jam) 0™ ay, = €123 (02a,) 0™as + €132 (03a.,) 0™ agy
= (Oaa,) 0™ as — (O3a,,) 0 as
= (Daa1) 0*ag + (D2a2) 0%as + (Oza3) D3as
— (03a1) Oray — (93a2) B%as — (D3a3) D3ay

mientras que para el primer término del lado derecho

(0™ am) (eljkajak) = (0"am) (612382a3) + (0™ an) (613283a2)
= (920,3((91&1 + 82@3820,2 + (92(13((93&3
~——
—83a281a1 — 63a282a2 — 62(12830,3
———
B
v el segundo término se escribe como
— [(emjkajak) am} at = — (eljkﬁjak) dat — (ezjkﬁjak) Hrat — (63jk8jak) Dsat
= — (32(13 — 83(12) 81a1 — (83a1 — 81a3) 820,1—
— (81a2 — 62&1) (93&1
= 83a261a1—62a381a1 + 81a382a1—33a182a1
—_— ———
B a v
+82a183a1 - 81@233(11
—————

ol

al sumar ambos términos se eliminan los sumandos indicados con letras griegas, y queda como
(0™ am) (¢7*0;ax) — [(€"7*05a1) O] o' = daaz0zaz + 326131‘33%
—83@282@2 —82&283&3
Q N

+ Orazdaa1—01a203a1
A by}

y al compararlo con el desarrollo del lado derecho e identificar término a término queda demostrado

Eljk (Bjam) 8mak = (820,1) 81(13 + ((920,2 (920,3 + (82(13) 83a3
A = T

— (8304) 81(12 — (63(12) 320,2— (83a3) 830,2
b Q N4

De igual manera se procede con i =2 et =3
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9.6. Integracion
Después de haber diferenciado campos escalares y vectoriales, el siguiente paso es integrarlos. Encontra-

remos varios objetos vectoriales a integrar seran:

/ 1% (u) du integracién de un vector por un escalar

/(b (z,y,2) d T integracién de un escalar a lo largo de un vector
C

/17 (z,y,2)-d 7 integracién de un vector a lo largo de otro vector
C

/ 1% (r,y,2) xd 7 integracién de un vector por otro vector
(&

el primero de casos es el tipo de integral que siempre hemos utilizado para encontrar la posicién a partir
de la velocidad. Los siguientes tres casos se conocen con el nombre de integrales de linea por cuanto es
importante la “ruta” o trayectoria que sigamos al integrar. Esto aparece indicado por la letra C en la
integral y serd evidente mas adelante. En general la integral de linea dependerda de la trayectoria.

9.6.1. Un vector por un escalar

El primer caso de este tipo integrales es el trivial que siempre hemos utilizado:

/V(u) duzﬁ/Vm(u) du+j/Vy(u) du+R/VZ(u) du:</vi(u) du)éi

La integral de un vector (en un sistema de coordenadas cartesianas) por un escalar se convierte en una suma
de tres integrales de siempre, cada una a lo largo de las componentes cartesianas del vector.
Asi integramos la aceleracién de un movimiento parabdlico

dv ~ ~ ~ ~ ~
d—::(i:—gk :MT:/&dt:k/—gdt:—kgt + 7 = —kgt + tvo, + juoy + kvo-

Ahora bien, existen sutilezas en este caso que debemos tener en cuenta. Por ejemplo considere la integral

Jar (ax B2) = far (& (ax80) 8 00)  fop (5, 00) g 40
e ) dt dt a o) dt a )~ "7 A

Pero en general los casos quedan resueltos integrando componente a componente con la ayuda de la notacién

de indices
/dt (dx 5) = {/ dt (é‘ijkajbk)] le:)

Quizé uno de los problemas que ilustra mejor esta situacién es el movimiento bajo fuerzas centrales. La Ley
de Gravitacién de Newton nos dice que

d v M dv M
dt roM dt roM
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Es costumbre definir la velocidad aerolar, U4, como el drea barrida por el radio vector posicién, 7(t) que
describe la trayectoria de la particula
dr d (r )

9 = & . dr . n d 1, & d i, 9 A Xdﬁr
Vg =T =ri,x ————==r1t —q,+7r =ra, xXr =ri
A dt r at g r r dt T

Noétese que si € es un vector constante

d [. du . da . . . d a,
A, X —— ) =0 =1i,x ——=¢C = 204 =10, Xx — = const

dt dt dt dt
con lo cual
d("x”) dz"fx_, GM“X_' MG“X “xdﬁr
— (UxUs)=— XUsa= U, XUy =——<1 a
dt AT AT T AT Ty T AT
d (7 % Ta) MG . dan) . (@ A)dﬁr MGd a,
— (UxUsp)=—1q(0p-—— |0 — (O, -0 =
dt AT T )T 2 dt
integrando
oL MG
U X A:Tur+p
donde p'es un vector arbitrario de constante de integracién. Finalmente nos damos cuenta que
Lo " MG_
7 (UXUa)=r 10, Tur+p = —7r+rpcosf
7 (T x Ta) = eFrivjvap = Ua - (F X 0) = 04 - T4 = 03
y entonces
2
MG 2 20y
Vi = —F—r+rpcost = r= 5 YA = o
2 57 +pcos 1+ - cosO

que constituye la ecuacién de una cénica.

9.6.2. Un escalar a lo largo de un vector [ ¢ (7) dr

. . . ., . vari .
El segundo objeto que “tropezaremos” es la integracién de funciones de varias a lo largo de una curva
determinada. Esto es

/Cqﬁ(x,y,z) df’:/cqﬁ(:z,y,z) <dxi+dyj+dz R) :i/cqﬁ(x,y,z)dz+j/c¢(x,y,z)dy+ﬁ/c¢(x,y,z)dz

la integral se nos ha convertido en tres integrales, las cuales son ahora componentes de un vector. Esto
es posible dado que la base (i, 7, R) es una base constante. Ahora bien, cada una de estas integrales son

interdependientes, dado que hay que seguir la misma curva c. Consideremos el caso bidimensional que es
més simple y contiene toda la riqueza conceptual del tridimensional. Asi

(1,2) (1,2)
(3x2+2y)dx+j/ (32> +2y)d y
0.0)

(1,2)
6 (z,y) =32 +2y — (32% +2y) dF:i/
(0,0) (0,0)
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Se requiere especificar la curva ¢ a lo largo de la cual integraremos desde el punto P, — (0,0) al punto
P, — (1,2). Si recorremos la ruta (0,0) — (1,0) — (1,2) tendremos que

(1,0) (1,0) 1
(0,0) = (1,0) =y=cte=0 = (3m2+2y)df':i/ (3m2+2y)dx:i/ (3m2)dx:i
(0,0) (0,0) 0
(1,0) (1,2) 2
(1,0) = (1,2) =z =cte=1 = (3x2+2y)dF:j/ (3x2+2y)dy:j/ (3 +2y)dy = 107
(0,0) (0,0) 0
con lo cual
(1,2)
c1 +— (0,0) — (1,0) — (1,2) = (32% +2y) dF =1+ 107
o 5 (0,0)

si hubiéramos seleccionado la recta que une a estos dos puntos como la curva cs entonces

cpe—y=2r =—>dy=2dz

I
(1,2)

(1,2) (1,2)
/ (32* + 2y) dF:i/ (3x2+2y)dx+j/ (32> +2y)d y
(0,0) (0.0) (0,0)

=

(1,2) 1 1
/ (32 +2y) dF = z/ (32 +2(2z))d « +j/ (32° + 2 (22)) 2dz = 3i+6)
(0,0) 0 0

En general la curva c se parametrizard y las integrales en varias variables se convertiran en integrales a lo
largo del parametro que caracteriza la curva

x=uz(7)
ce—q y=y(1)
z=2z(T)

J
/¢(x7y,z) dF:/¢($(T),y(T)7Z(T>) (825_7->d7'i+ or dr 7+ 5y dr k
(8

+ [9mp0,2m) 2L

[o@uaar=1 [66@)u0) ) D45 660005 0) B ar
0z T)dT

las parametrizaciones para las curvas anteriores son muy simples
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9.6.3. Un vector a lo largo de otro vector fc ﬁ(?) dr

Quiza la integral de linea més conocida sea una del tipo fc F () d7 por cuanto nos la hemos “tropezado”
en el calculo del trabajo de que realiza una fuerza. Todo lo que hemos considerado al parametrizar la curva
en el caso anterior, sigue siendo vélido.

/CF(F) dF:/F_T(x,y,z) d:z:+/Fy(z,y,z) dy+/FZ(x,y,z) dz:/Fi (z7) da

(& C c c

Por lo cual, si consideramos
F (¥) = (3:1:2 + 2my3) i+6xy]
\

(1Lv2) | (1.§v2) ,
/ F(F) dF = / ((32® + 22y®) i+6zy)) (dz i+ dy 7)
(0,0) (0,0)
\

(1L3v2) | (1.3v2) (1L.5v2)
/ F(F) dF = / (3x2 + Qxyg) dx +/ 6xy dy
(0,0) (0,0) (0,0)

y si la curva que une esos puntos viene parametrizada por
)
x = 272 72(7) = A7
T

y=7>+7 () _ 302 41

entonces la primera de las integrales resulta

J U ) = J (3 +20r) (¢ +)") amyar

0,0)

(1.3v2) = 1 9305
/ (3:1:2 + 2xy3) dox = / (127’5 + 4712 412710 1278 + 476) dr=>+-—2"\2
(070) 0 4 96 096
y la segunda
(1,2v3) 2 65
/ 6ry dy = / 6 (27’2) (7'3 + T) (37’2 + 1) dr = —
(0,0) 0 32

con lo cual

(L4v2) (14v2) (13v2) 73 9305
F (7 dF:/ 322 + 2z9° dx—i—/ nydy:7+7\/§
/(070) (0,0) ( ) (0,0) 32 96 096

10. Vectores y nimeros complejos

Desde la mas tierna infancia matematica nos hemos tropezado con las llamadas raices imaginarias o
complejas de polinomios. De este modo la solucién a un polinomio cibico

=2
2 —322 44 —-12=0 =< x=-2 = (z+2i)(z—2i)(z—3)=0
x=3
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o cuadratico
=2

22 +4=0 :>{
r=-2

}:>(a:+2i)(x2z‘)

nos lleva a definir un niimero 2 =1 < i = y/—1 como vimos arriba al multiplicar el niimero imaginario i
por cualquier nimero real obtendremos el nimero imaginario puro bi, con b € . La nomenclatura nimeros
imaginarios surgioé de la idea de que estas cantidades no representan mediciones fisicas. Esa idea ha sido
abandonada pero el nombre quedd.

10.1. Los nuimeros complejos y su algebra
Un ndmero complejo, z, es la generalizacién de los nimeros imaginarios (puros), ¢b. Esto es

a — parte real
z=a+1ib con a,b € R =
b — parte imaginaria

Obviamente los nimeros reales serdn a + 0 niimeros complejos con su parte imaginaria nula. Los nimeros
imaginarios puros serdan numeros complejos con su parte real nula, esto es 0+ ¢b. Por ello en general diremos
que

z=a+ib =a=Re(z) A b=Im(z)

es decir, a corresponde a la parte real de z y b a su parte imaginaria.
Cada numero complejo, z, tendrda un niimero complejo conjugado, z* tal que

*

z=a+ib = 2zZz'=a-—1ib
i3

()'=2z A z-2"=a®+b

claramente
"

22220 = zP=z"=2-2

Es importante senalar que, en general, no existe relacion de orden entre los niimeros complejos. Vale
decir, que no sabremos si un ntmero complejo es mayor que otro. No esta definida esta operacion.

2tz Vo ozmLz

las relaciones de orden sé6lo se podran establecer entre médulos de niimeros complejos y no nimeros complejos
en general.
Rapidamente recordamos el algebra de los nimeros complejos:

= dos niimeros complejos serdn iguales si sus partes reales e imaginarios lo son

21 =29 —> (CL1 + Zbl) = (ag + ’ng) == a1 =a2 AN by =by

= se suman dos niimeros complejos sumando sus partes reales y sus partes imaginarias.
23 =21+ 22 — (a1 + Zbl) + (CLQ + Zbg) = ((11 + ag) + Z(bl + b2) = as + ibs
—— ———
as bs

claramente z + z* = 2Re z también z — z* = 2Im 2. Igualmente es inmediato comprobar que

(21 +22)" =20 + 25
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= se multiplican niimeros complejos por escalares multiplicando el escalar por sus partes reales e imagi-
narias
zg=az = a(a1 +ib1) = (aar) +i(abq)

= se multiplican niimeros complejos entre si, multiplicando los dos binomios y teniendo cuidad que
2
¢ = —1.
23 = 2129 - ((11 + Zbl) . (CLQ + Zbg) = ((11(12 — b1b2> +1 (a1b2 4+ blag)

./ . . *
también es inmediato comprobar que (z122)" = 27235

= se dividen niimeros complejos siguiendo la estrategia de racionalizacion de fracciones irracionales. Esto

€s
ﬁ (a1 —+ Zbl) - (a1 —+ Zbl) ((12 — Zbg) - aia9 —+ b1b2 ,blaz — a1b2

29 (Clz + ibg) - (az + ib2) (ag — ’ibg) N (a% + b%) ! (CL% + b%)

es claro que el divisor serd cualquier nimero complejo excepto el cero complejo, 0 + 30,

zZ3 =

10.2. Vectores y el plano complejo

Mirando con cuidado el dlgebra de niimeros complejos nos damos cuenta que un nimero complejo puede
ser representado por una dupla de ntimeros complejos es decir,

z=(a+1ib) = z=(a,b)

las propiedades entre ntimeros complejos de igualdad, suma y multiplicacién por un escalar arriba expuestas se
cumplen de forma inmediata con esta nueva representacion. Hay que definir las operaciones de multiplicacién
y divisién entre nimeros complejos de forma que

(a1,b1) ajaz + biba biaz —aibs
(al,bl) ((12, b2) = (a1a2 b1ba, a1bs + b1a2) 74\ (az, bg) = ( (a% n b%) s (a% n b%) >

Esta asociaciéon de un nimero complejo con una pareja de nimeros inmediatamente nos lleva a imaginar
un punto en un plano (complejo) en el cual la primera componente (horizontal) representa la parte real
y la segunda componente (vertical) representa la parte imaginaria. De esta forma asociamos a un nimero
complejo a un vector que une a ese punto (a,b) con el origen del plano complejo. Esta representacién de
nimeros complejos como vectores un el plano (complejo) de conoce con el nombre de Diagrama de Argand®
a pesar que no fue Jean Argand, sino Caspar Wessel? el primero en proponerlo. Por cierto esta interpretacién
fue tres veces redescubierta primero por Caspar Wessel en 1799, luego por Jean Argand en 1806 y finalmente
por Gauss” en 1831.

3En honor a Jean Robert Argand, (Ginebra, Suiza, 18 Julio 1768; Paris, Francia 13 agosto 1822) Contador pero matemético
aficionado. Propuso esta interpretaciéon de niimeros complejos como vectors en un plano complejo en un libro autoeditado con
sus reflexiones que se perdid y fue rescatado 7 anos después, fecha a partir de la cual Argand comenzé a publicar en Matematicas.

M’as detalles en http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/\char126\relaxhistory/Mathematicians/Argand.html

4Caspar Wessel (Vestby, Noruega 8 junio 1745; 25 marzo 1818, Copenhagen, Dinamarca) Matemé&tico noruego que se de-
dicé principalemente al levantamiento topogréfico de Noruega. Su trabajo sobre la interpretacién de nimeros complejos perma-
necié desconocido por casi 100 afios.

Maés detalles http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/\char126\relaxhistory/Mathematicians/Wessel.html

5Johann Carl Friedrich Gauss (30 abril 1777, Brunswick, Alemania; 23 febrero 1855, Géttingen, Alemania). Uno de los
matematicos mas geniales y precoces de la Historia. Desde los 7 anos comenzé a mostrar sus condiciones de genialidad. Sus
contribuciones en Astronomia y Mateméticas son multiples y diversas

M4ds detalles http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/\char126\relaxhistory/Mathematicians/Gauss.html
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De esta manera como un recordatorio al plano real
r=+vzz* = |z| = /2% +y?

donde — 7 <6<nw

z=x+iy = z=r(cosf+isind) con
tanf =

SEESS

La interpretacién vectorial de niimeros complejos permite que la suma de niimeros complejos sea representada
por la “regla del paralelogramo”. Mientras que los productos escalar y vectorial nos llevan a

z1-20=Re(z125) =Re(2722) A 21 X290 =Im(2722) = —Im (2125)

Con esta interpretacién tendremos

x=Rez = componente real del vector z o parte real de z
y=Imz = componente imaginaria del vector z o parte real de z
r=+v7zz* =z = médulo, magnitud o valor absoluto de z

0 = angulo polar o de fase del nimero complejo z

10.3. Férmulas de Euler y De Moivre

Nos hemos tropezado con la expansién en Taylor? esta serie permite expresar cualquier funcién infini-
tamente diferenciable alrededor de un punto zy como una serie infinita de potencias del argumento de la
funcién. Esto es

_ d f () 1.d® f(x) 2, 1.d° f(x) 3
f($)*1+4dx x:w0($7$0)+§wwzzo(xfwo) +§ﬁwzxo(x—xo) 4o
f(x)=C,(x —x0)" con C, _ L4 @) ! (@) donde n =0,1,2,3,4---

nt dam |

con lo cual si consideramos zg = 0 entonces

B g N UL S, U S B Y
CTITETRT T Taa® T120" 720" T 5040”

cosr=1——-x

sing =z — ~a° + ix‘r’ - —=
6 120 5040

Es facil convercerse que

. 1 1 1 1 1 1
0 _ 1 40— —p2 A I Y _ N7
e + 16 29 + 62 0 +249 +12029 7209 + 504()@ 0" +

6Brook Taylor (18 agosto 1685, Edmonton, Inglaterra; 29 diciembre 1731, Londres, Inglaterra) Fisico y Matemético Inglés
contemporaneo de Newton y Leibniz y con ellos participé profundamente en el desarrollo del dlculo diferencial e integral. Ademas
de sus aportes magnetismo, capilaridad y termometria, desarroll6 el drea de diferencias finitas que hasta hoy utilizamos para
célculos en computacién. Inventé la integracién por partes y descubrié la serie que lleva su nombre.

Maés detalles http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Mathematicians/Taylor.html
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puede rearreglarse como

. 1 1 1 1. 1 1
ZG* —_— 2 —_— 477 6 ...... ) —_—— 3 —_— 577 7 ......
e = (1 0+ 50— >+z<9 0 ot — s >

cos 0 sin 6

e = cosf +isinb
esta relacién se conoce como la relacién de Euler”. Con lo cual ahora tenemos tres formas de representar un
ntimero complejo
z=x+iy = z=r(cosh+ising) = z=re"
La expresién z = x + iy se conoce como forma cartesiana de representacion de un ntmero complejo,
la forma z = 7 (cosf + isinf) serd la forma trigonométrica y la expresiéon z = e sers la forma de Eu-
ler. Las sumas de nimeros complejos son mas facilmente planteables en su forma cartesiana. Mientras las

multiplicacién y divisién serdan directas en la forma de Euler
21 = rett

= 2129 = ei01gif2 — ei(91+02) =1rire (COS (91 + 92) + 7sin (91 + 92))

29 = T9€'92

Mas aun, si ‘ ‘
z=x+iy = e =TT = T = ¢? (cosy + isiny)
y a partir de la relacién o férmula de Euler se puede demostrar la De Moivre®

(em)n =™ = (cosf+isinf)" = cos(nf) + isin(nh) con n entero
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