Examen Parcial Métodos Matematicos 1 vectores, tensores y coordenadas

Coordenadas Vectores y Tensores
Métodos Matematicos de la Fisica 1

Examen
Mayo 2005
Nombre
1. Dados T;, a’y b’ € E3 con
' 1 0 3 5 . -2
;=13 41 ]; a= 2 y b= 5
3 1 4 -5 4

a) Suponga que T ji, @y b estdn expresados en coordenadas cartesianas, calcule A;;a'bt’,S;;a'a’,
A;;b*0. (3 puntos) '
Donde S;; y Ap son, respectivamente, las partes simétrica y antisimétrica del tensor T y la
métrica en coordenadas cartesianas viene dada por

1 00
9ij = 0 1 0
0 0 1
Tendremos que
1 1 1 0 3 1 3 3 2 3 6
Sijzi(Tij-FTji):i 3 4 1 + 0 4 1 = 3 8 2
3 1 4 3 1 4 6 2 8

Ndtese que la expresion matricial para T;; = gika es la misma que para T; debido a la forma de
la métrica en este espacio. Del mismo modo

1 1 1 0 3 1 3 3 0 -3 0
3 1 4 3 1 4 0 0 0
por lo tanto
0 -3 0 -2
. | 87
a'A b = 5( 5 2 =5 ) 3 0 0 5 =-3
0 0 0 4
‘ o 2 3 6 5
a’Sija]:§(5 2 —5) 3 8 2 2 =1
6 2 8 -5
b Ab =0

b) Suponga ahora que esos mismos Tj?, a y b estan expresados en coordenadas cilindricas.
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1)

Encuentre la expresiéon para b en coordenadas esféricas. (3 puntos).

Al expresar b en cilindricas tendremos que b=—2 Uy +5 Uy +4 G, con lo cual para expresar
b en esféricas podemos proceder de dos forma.

La primera forma es transformando las componentes al conocer como transforman las co-

ordenadas. Es decir conociendo x' = x* (i™) y & = &7 (™) expresar b = gf; b*. Dado
que
p=rsend
x(p,p) =pcosp =x(r,p,0) =rcospsend = y z=rcosf
p=¢
equivalentemente,
r=+/p?+ 22, 6 =arctan (B) =y
z
por lo tanto
oa aa 9 9 dr dr Ir 9
~i o2l 9aZ 02 - 9p 0¢ 0z —
o7 pho | 2@ 8i 8& 5 = gi gl gw 5
k T 2z 3
Oz o Sm 0 4 0b 096 96 4
ozl 9 x2 O a3 Op O¢ 0=z
O \/p2+22 0 \/p2+22 0 \/p2+22 9 p z 9
~ 9 p o 0 z - 2422 2422 -
b= 9 o 9 9e 5 | = \/po 1 W0 5
9 p 9 ¢ 0 z
7] argcan(f) 1} arctan(f) 1} arctan(f) 4 p2i22 0 pz_ﬁ 4
P %) 0z
por lo tanto en esféricas
—2sen@ + 4cos b
- + R ~ 2cosf  4senf)\ .
b= 5 = (—2senf +4cosf) i, +5 G, + — Ug
—2cosf _ 4senf r

T T

la otra forma es expresar la base ortonormal cilindrica en términos de la base ortonormal
esférica. Otra vez, utilizamos la base cartesiana como intermediaria. Esto es:

U, = cos@ 1 +senp J; i =cosp i, —sen @ g
g =—senpi+cosp ] » & (¢ J=sen@ U, + cosp Ug
u, =k k=1,
y parecido en esféricas
Gy = cos sinf 74 sin psin @ j+ cosf k i =cospsinf 1, + cospcost g — sinp i,
Uy = —sinp i+ cosp j & { J=singpsing 4, + sinpcos b g + cos ¢ U,
g = cospcosf 7+ sinpcosh j—sinf k k = cos @ i,—sinf uy
con lo cual
U, = cos @ (cospsing i, + cospcost —sing u,) +senp (singsing i, + singcosf ug + cos ¢ Uy,) ;

U, = sin 6 4, + cos O g
Up = Uy

U, = cosB t,.—sinf Uy
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entonces
b=—2 Up+5 Uy —+4 4, = —2(sinf 4, + cos b tg) + 5 (t,) + 4 (cosf t,—sinb ug)

finalmente .
b= (—2sinf+4cosf)d, + 5, — (2cosf + 4sinf) iy

2) Encuentre la expresién para A;ja’b’ en coordenadas esféricas (3 puntos)

La expresion para a'A;;b7 = —82—7 ser’a la misma que el caso anterior porque a'A; ;b7 es un

escalar bajo transformaciones de coordenadas que significa que es invariante y valdrd lo mismo
en todos los sistemas de coordenadas

Recuerde que
x=1z(p,p) = pcosp x=uz(r,p,0)=rcospsend
cilindricas = ¢ y=y(p,p) = psenyp vy estéricas= < y=y(r,p,0) =rsenpsend
z2=2z z(r,p,0) =rcosb
y el tensor métrico en coordenadas cilindricas
g1 =9gpp = 1;  go2 = gpyp = p% g3z =Gg.s = L.
mientras que en coordenadas esféricas es
11 =grr =13 Goo =g, =77sin*0; g3z = gog = r°.

2. Los impulsos (boost) de Lorentz y la métrica del espacio tiempo en coordenadas cartesianas en Rela-
tividad especial (espacio tiempo de Minkowski) vienen dados por

v =y 0 0 1.0 0 0
v_| -8 v 000 _ 1 w_ _| 0 100
Ay 0O 0 10 on = Aa—m YT T 0 010
0 0 0 1 0 00 1

donde (3 esta relacionada con la velocidad relativa entre dos observadores o y o/, en este caso, en
la direccion del eje = . Es decir, § = % representa la relacién entre la velocidad relativa de los dos
observadores, V,, respecto a la velocidad de la luz en el vacio, ¢. Cuando V,,» — ¢ entonces 3 — 1. Los
impulsos de Lorentz son equivalentes a las transformaciones de Galileo, las cuales permiten transformar
expresiones de un sistema de referencia a otro. De hecho, si la velocidad de los observadores es mucho
menor que la velocidad de la luz: V,, < ¢ — @ ~ 0 y recuperaremos las transformaciones de Galileo.
Asi los vectores entre los dos sistemas de referencias transformaran

Vi =ALV, y VE=ALVY con A4AY =6

v

a) En el sistema o considere un cuadrivector

oo o
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(e ’ . .7 . .
Encuentre la expresién para u* . Es decir, la expresién para ese vector medido en el sistema de
referencia o'. Encuentre también la expresién para u, (3 puntos)
Es inmediato

v =B 00 1 g

o aal A o' _’Vﬂ Y 0 0 0 _ _76
U =AU =uE =0y 0 1 0 o |~ o
o 0 01 0 0

Si conocemos la longitud, L de una vara que alineada sobre el eje x en el sistema o ; cudl serd la
longitud de esa misma vara medida desde el sistema o'? (3 puntos)

En general la distancia entre sus dos puntos es la resta de sus coordenadas. Digamos x. y x} Asi,
la longitud de una vara en reposo respecto al sistema o, alineada con en eje x, serd la resta de

sus coordenadas en ese eje. Esto es L =z} —x} la longitud medida en o' ser’a

Yy =8 0 0 x‘zli vmg—o vﬁxél

o o o -3 v 00 x —yBy + v

R 0 1 0 0 o
0 0 0 1 0 0

Yy =8 0 0 x‘% w?ﬁovﬂzél

1% o’ o’ 776 i O O xa 7’76‘(511 + ’Yxa
v =AMm=al =00 g 0o |~ 0
0 0 0 1 0 0

con lo cual
vy —ay = (vBaf +vap) — (v82l +vwl) =7 (2 —2}) = L' =L

las longitudes medidas por los distintos observadores son distintas. Notese que hemos hecho xg =
. . . ’ ’

20 para que la medida de longitud en o. Ahora bien, dado :vg # 29 esa resta en o', no puede ser

consideradas como una longitud fisica, pero eso no tiene que ver con la pregunta.

Dado un tensor genérico de segundo orden, D¥ en relatividad especial, muestre que 3 =0 D##
no es un escalar bajo transformacién de sistemas de referencias. (2 puntos)

’ . / ’ .
Dado un tensor genérico de segundo orden DY transforma DyAj NG, = DG, siempre se puede

3 3
Din" = D*' = 3" DM =" Dy = Dy’ + Din”* + Din** + D"
n=0 pn=0

3
> D" = -D{+ D} + Dj + D}
pn=0

y equivalentemente

3
> DM = —Df + D}, + D} + D3 = DEAY Y, + DEAJ A, + DEAZ AL, + DEAS AY,
n=0
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donde por simplicidad utilizaremos las transformaciones de Lorentz para sistemas que se desplazan
a lo largo del eje x

DEAY A, = DOAYAY + DAY AL + DAY AY, + DIAY A,
DAY AY, = DAY AY, + DAY AL, + DAY AY, + DIAY AL

DUAZAY = D3N3 Ay DAY AY = DAY A

sumando tendremos que
3 s ’ 2 ’ 2 ’
S DHH = Dy ((Ag) +(a7) ) + (DY + DY) AL () + A7) +
’ 2 ’ ’
+ D} ((A? ) + (A},)2> + D2AZ A2, + D3AY A,

para que finalmente

; 3
S°D#H = (D§+ DY) (v + (40)°) + (DY + D) (—8) (29) + D + D # 3 Do
n=0 =

d) Si esa misma vara, en el plano xy del sistema o la inclinamos un dngulo 6 en sentido horario
respecto al eje x. j cudl serd la expresion para el angulo de inclinacién medido desde el sistema
o'? (3 puntos)

Tendremos entonces que

p g
1 1 2 .2
Ty = T8 y zh= Ta donde 6 = arctan (95{1; x‘;)
Xy, Ty, Ty — Ty
0 0
ahora
¥y =B 0 0 a vy - %6’3351
oy = A 2 = af = 735 g (1) 8 ZC) = 7Vﬁx£2+ T
b
0 0 0 1 0 0
Y =8 0 0 g v — By
o _hoA o | By 000 zy | | B 4y
o =Mma=re =1 g 0 1 0 22 |~ 22
0 0 0 1 0 0
con lo cual

2’ 2/ 2 2 9 9
TP — T T2 — 22 _ o
¢’ = arctan 11/7?/ — arctan < 5 1b a . - > — arctan <b1a1)
xp —xl (=yBzy +yzp) — (=782 + yx) v (@, — x4)
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finalmente

1
tanf = = tan6

3. Muestre que un tensor de segundo rango antisimétri co, F},, = —F,,, en un sistema de coordenadas
2 lo serd también en todos los sistemas de coordenadas 7. (2 ptos)
Un tensor F),, transformard como

axt 0 x¥ o xt d x¥ 0 x¥ 0 at -
9aa o0 T = ggaggate = Fre

Foo = ggagan v =

porque los indices son mudos
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