Examen de Métodos Matematicos 1 Espacios Lineales

Métodos Matematicos de la Fisica 1
Examen Parcial
Espacios Lineales
Noviembre 2005

Nombre
Consideramos el espacio vectorial de polinomios, , de grado g < n definidos en el intervalo [0, 1] o en el
intervalo [—1, 1] segtin el caso

1. ; Cuél o cudles de los siguientes conjuntos de vectores en P2 son linealmente independientes ? (3 ptos.)
Explique por qué
Ninguno, todos son linealmente dependientes
a) |x1)=1; [x2)=x—1; [x3)=2a?% |x4)=22+22+1;
Linealmente dependiente ya que siempre podremos expresar |x4) = 3|x1) + 2|x2) + |x3)
b) [x1) =22; |[x2)=22+1; |x3)=x+1; |x4)=2%—1;
Linealmente dependiente ya que siempre podremos expresar |x4) = |x1) + |x2) — 2|x3)
¢) x1) =z(x—1); |x2)=z; [x3)=2a3 |x4)=223— 2%
Linealmente dependiente ya que siempre podremos expresar |x4) = —|x1) + [x2) + 2|x3)

2. Considerando las siguientes definiciones de producto interior en P":definidos en el intervalo [0, 1] o en
el intervalo [—1, 1] segin el caso

1 1
(Qnlpn) = / P@a@ds v (b - / p(2)g(z)dz

En P3 encontrar la distancia y el 4ngulo entre los vectores (4ptos)

x1) = a(e—1); |x2) =

En general la definicion de distancia es

d(|x1),[x2)) = /(x2 — x1 |x2 — x1)

por lo tanto para {(Qn|pn) = filp(x)q(x)dx la distancia serd

1 ) 1
Vi(x2 —x1 |x2x1>\//1(:c(xl):c) dx:B\/@

y para (Qn|pn) = fol p(z)q(z)dz ser’a

Vi{x2 —x1 |x2—x1>:\//0 (x(:t—l)—x)2dx=135\/%

los dngulos serdn

0 = arccos ( (x1 [x2) )
\/<x1 \X1>\/<x2 |x2)
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para (q,|ps) = [, p(2)g(x)dz

f = arccos ( (x1 [x2) > — arc cos f—11 (z(z = 1)) (z)d
Vo By b2 be) VI e =) an [T, ) e

1
0 = arccos (—12\/ﬁ\/6> = 2,4825 rad
para (du|pn) = [, p(x)q(x)dz

0 = arccos ( (x1 |x2) ) — arccos fol (z(z = 1)) (z)dz
V(x1 [x1)/(x2 [x2) \/fol (@@ — 1)) d:v\/fol (2)? da

0 = arccos (—é\/ﬁﬂ) = 2,4825 rad

i el mismo angulo !

3. Una de las posibles bases de P" serd el conjunto {1,x7x2,x3, e ,x”} con el producto interno viene
definido por (f| g) = fol dz f(z) g(x).

a) Encuentre la base ortonormal que expande el subespacio S? de los polinomios, P, de grado g < 3.
(4 ptos.)
83 tendrd como vectores linealmente independientes {1, x, 22, J:B} para encontrar la base ortonor-
mal utilizamos el método de Gram Smith con lo cual tendremos que

n—1
) = ) = 3 2

(u; [u
esto es
V1) 1
u = = :]_
= ) N
0
flzrda:
v - ) e e-d 1
ua) = - =2 —o(a-g) VB
(uz [uz) V/ (uz [ug) \/fo (¢ — 1) %de
L 22dx 1372(2(1—1)\/5 dz 1
_ {vsuy) _ {vs|ug) 2 — Lo — 2 2(x—1)V3
lus) = [vs) (uy uy) ) (uz [uz) |u2) _ Jo d= 5 (2(2=1)v3) da ( ( 2> )

2 1
+i- 1
jug) = ——— 67 =6($2+—x)\/5
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(va Jug

g = Y0 G = 5 lua) — s ) _
(ug Jug)
) = 3 — fol 23dr — (fol 3 (2 (a: %) \/§) dx) ((2 (x— %) \/ﬁ))
V/(uy Tug)
(fo1 2% (6 (22 + & — 2) V5) dx) (6(22+ 1 —2) VB)
. .. (ug [ug)
23— L 43 342
" Wo(x‘*—j; o ))Qdaj - (IS “m g gx2> Vi

b) Encuentre las componentes del polinomio g (z) = 5 + 322

ortonormal que expande a S3(3 ptos.)

— 23 4 25 proyectado sobre esa base

Las componentes de la proyeccion de g (z) en S serian

c1<g|u1>/01 u (2)

~ g = [

c3=<g|ug>=/0 us ()

23
BRI

e[
- |
- |

71
12

(2(1:—)&) (5+3x2—x3+1‘5)dm=% 3
(6( 2+ —x)\/S) (5+32% — 2% +2°) da

5+3x x3+x5)dx:

¢ = (g ug) = / ui (z) g () de

1

1 3
= 20( 23— — 4+ Zp
/0<<x 205"

con lo cual

y la norma serd

sl = (1) + (32v8) + (

—3x2> f?) (5+ 322 —2® +2°) dw

T 315

197
_7|“1>+@\/§|“2> 210\”“‘3> 315\[“‘4>

1,418,047

~ 3579
39,690 35,728

23\/5)2+ (4

2
210 315 ﬁ) -

para que, finalmente la proyeccién del polinomio en S ser4

71 197
gss (z) = E+TZO

gss (7) =

es decir
() =TT
952 )= 1960 15

3<2<x—;>\/§>+221%\/5<6<x?+é—x> > (
<x2+éx>+20\[<x f%+

—V7+ (34 +12f> (ig 30\ﬁ) 2% + 20V/723

19T (1) 2
12 70 2 42

—+ m—gx

2
3
5"

_ 3:,;2)
2
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¢) Encuentre la minima distancia desde el subespacio S* al polinomio g (x) (3ptos)
La distancia minima serd la norma del vector ortogonal a S3tal que

lg) = |g>33 + |g>Ls3 donde |g>53 €s?

Y |g) g3 es un vector de su complemento ortogonal. Por lo tanto el Teorema de Pitdgoras nos

dice que
2 2 2
)™ = lllg)ss ™+ [llg) Lssl

con lo cual tendremos que la minima distancia serd

lg) Lssll = \/ng>|\2 —llg)ssI®

1
2 2 3 5\ 2 495193
)l /0 ( +3z° — =z +x) T 13860

o 1418047
llg)ssl* = ~55ep0

con lo cual
~1,1965 x 1072

B \/495193 1418047

llg) sl 13860 39690

4. Sea f (z) = €%* una funcién perteneciente al espacio lineal de funciones continua y continuamente dife-
renciables, C[Oflvl], en el cual el producto interno viene definido por (q|p) = f_ll p(x)g(z) dz. Encuentre

el polinomio lineal més cercano a la funcién f (x). (3ptos)

En el subespacio S' de polinomios lineales, los vectores base son {1,x} Es una base ortogonal pero
no es normal, con lo cual la normalizamos

) = v _ 1 _ é\/i
\/<u1 lu) \/fil dz
o la fil zdx
Vo) -G ) T e e VB

luz) =

(wolu) V) S e

y la proyeccion ortogonal de esta funcion serd
1 1
1 2
&A= / e (\/§> dx = —i (—62 + 6_2) y ct = / (
L0z 4 )

con lo cual la funcion lineal serd
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