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Los vectores en R? en coordenada cartesianas los definimos como @ = a7 + ayj + ayk y definimos una
“tabla de multiplicacién” entre ellos de la forma <e’ le;) = % con i,5 = 1,2,3, esto es:
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Un cuaternién cartesiano puede escribirse de manera analoga a los vectores cartesianos, vale decir:
0 j - 5 r
@) = a® [qa) = a° + al [q;) = a0 + aa7+ 0,7 + a4, &

con a = 0,1,2,3 y donde las a’con i = 1,2,3 son ntiimeros reales que representan las componentes vec-
toriales en coordenadas cartesianas de los cuaterniones, mientras que la a®, también nimeros reales, se le
llama componente escalar!. Los cuaterniones fueron inventados por el matemético irlandés William Rowan
Hamilton? a mediados del siglo XIX. Por decirlo de alguna manera, son hibridos. o generalizaciones a un
plano hipercomplejo. Un vector cartesiano es un cuaternion con la componente escalar nula. Basdndonos en
este esquema podemos definir la “tabla de multiplicacién” para los cuaterniones cartesianos como

la) ©la;) | 1] i) | laz) | las) |
1 1 1) laz) las)
q}) lq1) -1 laz) | —la2)
d5) laz) | —las) -1 |a1)
a3) las) | laz) | —la1) -1

Nétese que por el hecho que |q;) © |q;) = —1 = |q1) © [a1) = |a2) © [q2) = |43) © |g3) = —1, se puede
pensar que un cuaternion es la generalizacién de los nimeros complejos a mds de una dimensién (un nimero
hipercomplejo) donde la parte imaginaria tendria tres dimensiones y no una como es costumbre. Esto es

la) = a® |qa) = a’|qo) + d’ |q;) = a” + a' |a1) + a® |qz2) + a® |qs)

1 “parte compleja”

Siendo consistente con esa vision de generalizacién de un nimero complejo, definiremos el conjugado de un
cuaternién como |b>>I< =b]qo) — ¥/ |q;) con j = 1,2,3. Es decir, en analogfa con los niimeros complejos
el conjugado de un cuaterniéon cambia el signo de su “parte compleja vectorial”. Igualmente, definiremos la
suma entre cuaterniones como
|a) = a®[qa)
= [c) = c"laa) = [a) + [b) = (a® + %) [aa) = ¢ = (0" +0%)
|b) = b* |qa)

Esto quiere decir que los vectores se suman componente a componente. Mientras que la multiplicacién por
un escalar queda definida por « |c) = ac® |q,) es decir se multiplica el escalar por cada componente.

IRecuerde que estamos utilizando la convencién de Einstein en la cual ¢® |qq) = c® + Pz;-:l I |q;) - Es decir hemos supuesto
que |qo) = 1, la unidad en los ntimeros reales. Adicionalmente, nétese que los indices griegos a, 3, - - - toman los valores 0, 1,2, 3,
mientras que los latinos que acompanan a los vectores cartesianos toman los siguiente valores j, k,l = 1,2, 3.

2Para més detalles y de los cuaterniones pueden consultar http://mathworld.wolfram.com/Quaternion.html
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1. Compruebe si los Cuaterniones, |a), forman un espacio vectorial respecto a una operacién esa suma
y esa multiplicacién por escalares, andloga a la de los vectores en R3 en coordenada cartesianas. 4,
Cuaterniones |a) son vectores, pseudovectores o ninguna de las anteriores ? Explique por qué.

2. Dados dos cuaterniones |b) = (bo,g) y |r) = (roj') entonces, el producto entre cuaterniones |d) =

|b) ® |r) podrd representarse como
) = [B) O [r) — (d.d) = (4°d" ~ B -7, + b7 + b x F)

donde - y x corresponden con los productos escalares y vectoriales tridimensionales. de siempre, res-
pectivamente.

M4s atn, ahora con indices, dados |b) = b%|q,) y |r) = r*|Qa), compruebe si su producto de
|d) = |b) ® |r) puede ser siempre escrito de la forma

|d) = [b) © |r) = alao) + 5767 |ay) + ATV bjry |ai)

donde a representa un escalar; S Uj)é? tres cantidades (recuerde que los indices latinos toman los
siguiente valores j, k,l = 1,2,3.) y donde S indica S/ = S¥ que la cantidad S% es simétrica y por
lo tanto (S%6Y + $7%6?) |q;) Mientras AU representa un conjunto de objetos antisimétricos en j y
k. Alikli o Adki — _ pkii _, (AT¥ibc), — ARI'bjcy) |q;) - Identifique las cantidades a, S y ARl op
término de las componentes de los cuaterniones

¢ el producto de cuaterniones |d) = |a) ® |r) serd un vector, pseudovector o ninguna de las anteriores
?. Explique por qué.

3. Muestre que los cuaterniones pueden ser representados por matrices complejas 222 del tipo

|b>‘_’<—zw Z)

donde z, w son nimeros complejos y w y Z sus complejos conjugados

4. Muestre que una representacién posible para la base de cuaterniones es, la matriz unitaria 4x4 y

0o 1 0 O 00 0 -1 0o 0 -1 0
-1 0 0 0 00 -1 0 0 O 0 1
|q1> = 0 0 0 1 5 |q2> = 01 0 0 5 |q3> = 1 0 0 0
0 0 -1 0 1 0 0 0 0 -1 0 O

5. Compruebe si la siguiente es una buena definicién de producto interno:

K
(ab) =|a)” © [b)
6. Modifique un poco la definicién anterior de tal forma que se tenga la

(alb) = £ [(a Ib) ~a1) © (a [b) © )]

y compruebe si esta definicién compleja del producto interno cumple con todas las propiedades. Nétese
que un cuaternién de la forma |f) = fO + f!|q;) es un nimero complejo convencional.
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7. Compruebe si la siguiente es una buena definicién de norma para los cuaterniones

n(|b)) = [lla)]| = /(ala) = \/|a)™ © |a)

8. Comprebe si un cuaterniéon definido por

= _ |

)

a)]f?

puede ser considerado como el inverso o elemento simétrico de |a) respecto a la multiplicacién ®

[}

9. Compruebe si los Cuaterniones |a) forman un grupo respecto a una operacién multiplicacién ® .

10. Los vectores en R3 en coordenada cartesianas, |v), pueden ser representados como cuaterniones donde
la parte escalar es nula v° = 0 — |v) = v7 |q;) .Compruebe si el siguiente producto conserva la norma

[v) =la) ®|v) @ |a)
Estos es [||v)]2 = (01)° + (¥) + (%) = (1) + (12)° + (%)% = ]} |2
11. Considere el producto anterior como una transformacién. Esto es
W) =Tlv)—  |[v)=]a)©v)© )
Compruebe si esa transformacién es lineal

12. Compruebe si se puede construir una definiciéon de producto tensorial tal que

(d(D)] (e(2)]
a(l)b(2)) = [a(1)) @ [b2) =T | & . o | =(d(1) |a(1)(c(2) [b(2)) € C

donde (a |b) = 3 [(a [b) — |a1) ® (a [b) © |a1)]
13. Encuentre las componentes g.g y P si
glo,o]=gas(a®|®(d’| v  gle,e] =g |dn) ®]as)

de tal forma que
J’ « «
gl o, 0 | =gas [(a®] @ (d’|] [lay) ® |as)] = gas (a* |ay) (a” |as)

donde (q* |a,) = 5 [(q |ay) — la1) © (@* |a,) © |a1)]

a) ; Se cumplird que gog = gga 7 Explique

b) ; Se cumplird que gop serd la matriz inversa de ™" ? Explique

d) ; Se cumplird que, dado |a) = a® |q,) , entonces a, = gaga® ? Explique

)
)
¢) Encuentre los valores para A% = g"’gg,
)
e)

. Yap podrd ser considerado un tensor métrico ? Explique
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