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1. Operadores Lineales

Definiremos como operador lineal (o transformaciones lineales) a una operacién que asocia un
vector [v) € V1 un vector [v') € Vo y que respeta la linealidad, es decir esta funcién de V1—Vy
cumple con

Vy=Alv) > Ala|vi)+8 [vo)]=aAlvi)+ B Alva) ¥ |v),[v1) ¥ [v2) € Vi
Sencillamente algo que actie sobre una suma de vectores y que sea equivalente a la suma de sus
actuaciones sobre los vectores suma.

Ejemplos
» Las siguientes transformaciones
x)=Tx)—  («",¢,7) =T{(z,9,2)}
claramente son lineales
o T{(z,y,2)} = (z,2y,32) —

T{a(z,y,2) +b(m,n, 1)} = aT{(z,y,2)} + T {(m,n, 1)}
T {(ax + bm,ay + bn,az + bl)} = a (z,2y,3z) + b(m,2n, 3l)
(ax +bm,2[ay + bn|,3[az + bl]) = (ax + bm, 2 [ay + bn|, 3 [az + bl])
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o T{(z,9,2)} = (z,9,2) =

T{CL ((E,y,Z) + b(m7n7 l)} = QT{(‘Tayaz)} + bT{(manal>}
T {(ax 4+ bm,ay + bn,az +bl)} = a(z,y,z) + b (l,n,m)
(az + bl,ay + bn,ax + bm) = (az + bl,ay + bn, ax + bm)

= Cosas tan sencillas como multiplicacién por un escalar es una transformacién (u operador)
lineal T : V —V tal que
T|v) = ’V/> =alv)

Claramente,
Tla|v)+b|w)] = aT|v) + 0T |w) = aa |v) + bo |w)

Obviamente, si & = 1 tenemos la transformacion identidad que transforma todo vector en
s mismo; si @ = 0 tendremos la transformacion cero, vale decir que lleva a todo |v) € V a al
elemento cero |0)

» La definicién de producto interno también puede ser vista como una transformacién (opera-
dor) lineal T: V — R
Tv)=a=(a|v)=«

Otra vez:
Tlalv)+blw)] = (a|[a|v) +b|w)] =a(a|v)+b(a|w)

por lo tanto es lineal. Esto implica que también la proyeccién de un determinado |v) € V
sobre un subespacio S es un operador lineal, y lo denotaremos como

[Is) (sl] [v) = (s[v)|s) =[vs) ~ con [s) y [vs) €S

esta idea se extiende facil si para un proyector T : V,,— S, con m > n de tal modo que para
un vector |v) € V,,

Py [v) = (lu) (0'],,) [v) = (u’ [v),,, [w) = [vim)

con {(u;|} base de S,,.Es claro que estamos utilizando la convencién de Einstein para la suma
de Indices

= Las ecuaciones lineales también pueden verse como transformaciones lineales. Esto es, con-
sidere una transformacién lineal T : V,,— V,,, Por lo tanto asociaremos

|Y> :':[‘|X>_> (y17y2>y3?"' 7ym) :T{($1,$2,$3,-" ’xn)}

a través de n X m nimeros, a,;, organizados de la siguiente forma

P =at d con )
Y J {]_1727"'7”’
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una vez mas,

Tla|v) + B|w)] =T {a (v',0* 0, o) + 8 (0", w* w’, -+ w")} = ad} v/ + Ba’ w
= T{(ow1 + Bwt, av? + pw?, av® + puwd, - - ,av”—l—ﬁw”)}

— i (ov -+ Bu) = aa v + i v = a (oo + )

Como siempre estamos utilizando la convenciéon de suma de Einstein

s La derivada es un operador lineal. Asi podemos representar el operador lineal diferenciacién
como

V)=TR)~ [y)=Dly)~ D)= ly)=
es claro que
D[af (z) + Bg (z)] = aDf () + ADg (z) = af (z) + B4 (2)

igualmente podemos asociar un operador diferencial de cualquier orden a una derivada del
mismo orden, esto es

2 2 T
Y)Y =Dl - D)= )= T =y
3 3 T
Y =Dy - D] = g )= T =y
)y =Dty = D)= )= T =y )

» Jgualmente, cualquier ecuacién diferencial lineal es un ejemplo de operador lineal, recordamos
el ejemplo del tema de transformadas integrales. Esto es

y' =3y +2y= (D2—3D—|—2)y(x)
es claro que si y () = af () + g (x) la linealidad es evidente

(af (x) +g ()" =3 (af (@) +g (@) +2 (af () +g (@) =a(f =3 f+2 f)+¢" =34 +2¢
!
(D* 3D +2) (af (z) + g (x)) = (D* 3D +2) af () + (D* = 3D +2) g (x)

= La integral también es un operador lineal

g(x) = / fdt s T}
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= Otro ejemplo tipico son los operadores de transformaciones integrales

b
F(s) = / K(st) fdt S T{f(1)}

donde K (s,t) es una funcién conocida de s y t, denominada el nicleo de la transformacion.
Si a y b son finitos la transformacién se dird finita, de lo contrario infinita.

Asisi f(t) = afi(t) + fa(t) con fi(t) y f2(t) € Ciop) €8 obvio que

b
=/ K(s,t) [efi(t) + f2(0)]dt = T{lafi(t) + f2(0)]}

b b
s)za/ K (s,1) fl(t)dt+/ K (s,t) fot)dt

4
F(s) = aF(s1) + F(s2) = T{lafi(t) + f2(0)]} = «T{fi(0)} + T {f2(t)}

Dependiendo de la seleccién del nicleo y los limites tendremos distintas transformaciones
integrales. En Fisica las mas comunes son:

Nombre F(s) = T{f(2)} F(t) = T {F(s)}
Laplace F(s)= [y e stf(t)dt f(t) =55 Jtl;o eS F(s)ds
Fourier de senos y cosenos F(s) = /0 h ii:((;t)) fyde  f(t)=2 /0 - iZZ((fj)) F(s)ds
Fourier compleja F(s) = /OO et Stf(t)dt flt) = 72r/00 et StF(s)ds

nkel s) = Oons d = Oosns s)ds
Hanke o) = [Cuenfoe pe /0 Jn(ts)F(s)
Mellin F(s) = / T f(t)de =5 f]ﬁﬁj’ ~t F(s)ds

0

1.1. Espacio Vectorial de Operadores Lineales

Un conjunto de operadores lineales {A,B,C--- } : V;—V5 puede constituir un espacio vec-
torial lineal si se dispone entre ellos de la operacién suma y la multiplicacién por un escalar. Asi,
claramente, dado {A,B,C--- } |y definida

A [Oé ’V1> +,6 ‘V2>] =a A ’V1> +,6 A |V2>
(XA +B)|v)=xAl|v)+B|v) E)
Bla |[vi)+ 0 |ve)] =a B|vi) + 3 B|vg)
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es directo comprobar que

(XA +B)[a |[vi)+ 8 [vo)] =xAla [vi) + 8 [v2)] + Bla [v1) + 8 [v2)]
=X (¢ Alvi) + 8 Alvz)) +a Blvi) + 3 B|vy)
=X (¢ Alvi)+a Blv1)) + 8 Alva) + 8 B|vy)
A8

(XA +B)[a |[vi)+8 [v2)] =xAla [v1) + 8 [v2)] + Bla [v1) + 8 [v2)]

Igualmente, se cumple que
[(A+B)+C]=[A+(B+ C)]

con A + B + C lineales en V
[(A+B)+C]lv)=(A+B)|v)+C|v) vV o |v)eV,
=A|v)+B|v)+Clv)
=A|v)+(B+C)|v)
=[A+(B+C)]|v)

del mismo modo se puede comprobar facilmente
A+B=B+A
Ahora bien, si definimos la transformacion cero de V1—V5 tal que
|0) =0]v) Vo |v)eV,

se le asigna a el vector [0) € VoV |v) € V7, entonces el operador lineal 0 sera el elemento neutro
respecto a la suma de operadores. Finalmente, el elemento simétrico queda definido por

(~A) V) = —Alv) = (A—A)v)=0[v) = [0)
Con ello queda demostrado que los operadores lineales forman un espacio vectorial el cual de ahora
en adelante denominaremos £ (V1,Va).
1.2. Composicion de Operadores Lineales

El producto o composicién de dos operadores lineales, A y B se denotarda AB y significara que
primero se aplica B y al resultado se aplica A. Esto es

ABv)=A(B|v)) =Alv) = |¥)
La composicién de funciones cumple con las siguientes propiedades

(AB)C =A(BC); a(AB)=(cA)B = A (aB);
(Al—l-Ag) B=A:B+ A5B; A (B1+B2) = AB;+AB;
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Es decir, que la composicién de operadores es asociativa y distributiva a la suma y que conmuta
respecto a la multiplicacion por escalares.
Por otro lado si 1 es el operador Identidad

1jv)=|v) = Al =1A=A;
En general AB # BA por lo tanto podemos construir el conmutador de estos operadores como
[A,B] = AB - BA > [AB—-BA]|v)=AB|v) —BA|v)
Es inmediato comprobar algunas de las propiedades mas ttiles de los conmutadores:

[A,B] = —[B,A]
[A,(B+C)] =[A,B] +[A,C]
[A,BC| = [A,B|C +B|A,C]
0=[A,[B,C]] + [B,[C,A]] + [C, [A, B]]

Dados dos vectores |v1) y |va) definiremos como el elemento de matriz del operador A al producto
interno de dos vectores

(val (A V1)) = A(jvy),lva))

es claro que A ) serd en general un ntimero complejo.

[Va),[va)

Ejemplos

» Potencias de Operadores: Uno de los ejemplos més ttiles en la composicién de operadores
lo constituyen las potencias de los operadores, las cuales provienen de la aplicaciéon consecutiva
de un mismo operador,

A’=1; A'=A; A?Z=AA; A’=A%A=AAA;

Es claro que las potencias de operadores cumplen las propiedades estandares de las potencias

de numeros
An+m — AnAm; (An)m — Anm

Llamaremos operadores nilpotentes de grado n a los operadores A™ # 0, del tipo

A"|v) =10) V |v) € Vq al vector nulo, |0) € Va. Es decir un operador que lleva cualquier

vector |v) al elemento neutro de Va. El ejemplo més emblemético es el operador diferencial
d” d”

MR =10) S TEPaa(a) = g ] =0

con |P"*1> perteneciente al espacio de polinomios de grado n — 1
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» Operador Ecuaciones Diferenciales. Si consideramos el espacio de funciones
f(x) € C[anb} podemos construir un operador diferencial

d d? dn
[a)l + a1D + asD* + - +a,D"] [f) S <a0+a1d taxgs +--+andxn>f(w)

con {ag, ay,as, - ay} coeficientes constantes. De este modo

d? d
2 _ — _ _ R T _ ’
(D°-3D+2)y=(D-1)(D-2)y :><de 3d$+2>y(x) y' =3y +2y

con r =1y r =2 las raices del polinomio caracteristico

= Funciones de Operadores: Basandonos en el primero de los ejemplos se puede construir

un “polinomio” en potencias de los operadores:
P,(z) =ap+ a1z + asx? + -+ apa” = aixt =
Py(A)[v) = [aol + a1 A + a3A + - + alA"] [v) = [;A'] [v) ¥ |[v) eV

Ma3és ain, lo anterior nos permite extender la idea operadores a funciones de operadores,
es decir si nos saltamos todos los detalles de convergencia de la serie anterior, los cuales
dependeran de los autovalores de A y de su radio de convergencia, de esta manera, al igual
que podemos expresar cualquier funcién F'(z) como una serie de potencias de z en un cierto

dominio, podremos expresar la funcién de un operador, F' (A), como una serie de potencias
del operador A esto es

F(z)= azr' S F(A) |v) = [aiA’J |v)
Asi, por ejemplo, podemos expresar
A" A A"
A — i T
e |V>_LZ0 n.]]v> [1+A+2!+ +— ]\v>

En este caso hay que hacer una acotacién, dado que, en general, [A,B] # 0 = e®eB #
eBeA £ eATB esta afirmacién se corrobora de manera inmediata al desarrollar las exponen-

ciales
[ o< An_ [ oo Bm_ I A" Bm
A= AN Y B - [y A |
ln=0 " ] Lm=0 - Ln=0 m=0
[ Bn_ [ oo Am_ I B" Am
BeA lv) = Z o Z l lv) = Z Z ‘V>
ln=0 " 1 Lm=0 " Ln=0 m=0

€A+B‘V> _ Z (A+B)n ‘V>

Luis A. Nunez Universidad de Los Andes, Mérida, Venezuela 8
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sélo en el caso que [A,B] = 0 = eAeB = eBeA = ¢A1B 1a demostracién es inmediata

pero requiere expandir y rearreglar las sumatorias arriba expuestas. En general mas adelante
demostraremos la relaciéon de Glauber

1
AB _ JA+B_L[AB]

1.3. Proyectores

La notacion de Dirac se hace particularmente conveniente para representar proyectores. Hasta
ahora, hemos relacionado un funcional lineal, un bra (w| del espacio dual V*, con un vector ket
|v) del espacio vectorial V a través de su producto interno (w| v) € C el cual es, en general, un
namero complejo. Si ahora escribimos esta relacion entre vectores y formas diferenciales de una
manera diferente. Asi, la relacién entre (w|, y |v) un ket |¥) o un bra (®| arbitrarios seran

V) (w| @)
viwl =
(@ [v) (W]

La primera serd la multiplicacién del vector |v) por el nimero complejo (w| ¥) mientras que la
segunda relacién serd la multiplicacién de la forma (w| por el complejo (@ |v) . Es imperioso senalar
que el orden en la escritura de los vectores y formas es critico, solo los niimeros complejos A se
pueden mover con impunidad a través de estas relaciones

Av)=[Av) =[v) A Aw|=Qw] = (w|A
(WIAV) = A (w|v) = (w| V) y A\v) =AN|v) = AA |v)
Por lo tanto, dado un vector |v), podemos construir un proyector Py a lo largo del vector |v)
Py = [v)(v]| con (vjv)=1
siempre y cuando este operador lineal cumpla

Py la |z1) + 8 |22)] = a Py [z1) + 8 Py |22) —
V) (| |z1) + B |22)] = |[v) (V] |z1) + [V) (V[ B |2z2) = & [V)(V |21) + B [v) (Vv |22)

Pl,=Py = (MWD EI=M =
Py Py [z) = (V) (v) ([v) (V) [2) = [v) (v [v) (v [2) = [v) (v |2) = P}y, [2)
1

Asf el operador P,y actuando sobre el vector |[¥) representard la proyeccién de |¥) a lo largo de

v)
Py [¥) = [v) (v| ¥) = (v] ®)|v)

Luis A. Nunez Universidad de Los Andes, Mérida, Venezuela 9
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Es inmediato construir un proyector de un vector sobre un subespacio S,.

Sea {l|e1), |e2), |e3), - ,|eq)} un conjunto ortonormal de vectores que expande S,. Por lo tanto
definiremos el proyector P, al proyector sobre el subespacio S, de la forma
Pq = ‘ez> <ei‘q

es claro que Pg = P,

P2 |v) = PP, [v) = P2|v) = (Jei) (€], ) (Ie) (&7, ) Iv) = lei) (€ [ey) (' v)

P3 V) = lej) (& |[v) =P, |v) vV o |[v)eVv

1.4. Espacio Nulo e Imagen

El conjunto de todos los |[v) € Vi 3 A|v) = |0), se denomina espacio nulo, nicleo o kernel
(nticleo en alemén) de la transformacién A y lo denotaremos como R (A), en simbolos diremos que
RA)=A{[v)[Iv)eVi A Alv)=10)}

Adicionalmente, X (A) C V7 serd un subespacio de V. La prueba de esta afirmacién es inmediata.
Dados |v1),|v2) € X(A),con A un operador lineal, es claro que

Alvi) =10)
== a1 A ‘V1> +as A ’V2> = |0> = A (Oq ‘V1> + ag |V2>)
Alvs) = 10)
por la misma razoén se tiene que el elemento neutro contenido en X (A) ,esto es
Alav)y=10) V|v)eVy A Va .. A0) = |0) si a=0

por lo tanto, queda demostrado que N (A) es un subespacio de V7 .

Nucleo de V

El Nucleo X (A) de V para el operador A
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Definiremos imagen (rango o recorrido) de A,y la denotaremos como
SA)={|v)||v)eV: A Alv)=|v)}

igualmente ¥ (A) C Vy también serd un subespacio de Vy ya que si |[v) = ag |v1) + a2 [v2) y
dado que A es un operador lineal, se cumple que

Alag [vi)+as [vo) | =1 Avi) + a2 Alva) =y VD) 4+ ag |vh)
SN—— SN——
[v) |v’1> |v’2> [v’)

Es claro que si V de dimensién finita, A {V} = n también serd de dimension finita n y tendremos
que
dim [ (A)] + dim [S (A)] = dim [V]

vale decir que la dimensién del nicleo mas la dimension del recorrido o imagen de una transforma-
cioén lineal es igual a la dimension del dominio.

Para demostrar esta afirmacién supongamos que dim [V] =n y que
{le1), le2), |es)---|ex)} € V es una base de X (A), donde k = dim [R (A)] < n.
Como {|e1), |e2), |e3) - |ex)} € V estos elementos forman base y por lo tanto son linealmente
independientes, necesariamente ellos formaran parte de una base mayor de V.
Esto es {le1), |e2), |e3), - ,|ek),|€+1), " ,|€ktr—1),|€ktr)} € V serd una base de V donde
k+r=n

Es esquema de la demostracién sera:

= primero probaremos que {A {|ex+1)}, A {lext2)}, -, A{lexrr—1)}, A {|legs,) }} forman una
base para A {V}

» luego demostraremos que dim [A {V}] = r y como hemos supuesto que k + r = n habremos
demostrado la afirmacién anterior.

Silos r elementos {A {|ex+1)}, A{lex+2)}, -, A{lextr—1)}, A{lertr)}} expanden A {V} en-
tonces cualquier elemento

w) € A{V}3|w)=Alv)=C"|Ae;) con |Ae;) = Ale;)
Ahora bien, analicemos con cuidado los limites de la suma implicita del indice t = 1,2,--- ,k+ 7
w) =C'|Ae;)) = Cl|Ae)) +C?|Aey) +---+CF|Aer) +CFMAepy1) + -+ CH7 |Aery,)
=|0) ya que Aler)=Alez)=Ales)-=Aley)=|0)

Por lo tanto {A {lex+1)},A{lexs2)}, -+, A{lexrr—1)},A{|lexstr)}} expanden A {V}. Ahora bi-
en, para demostrar que son base, demostraremos que son linealmente independientes, para ello
supondremos que

3 {Ck+1,ck+2,"-,Ck+T}BCi|Aei>:O coni:k+1,k+2,"',k+r

Luis A. Nunez Universidad de Los Andes, Mérida, Venezuela 11
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y tenemos que demostrar que C*t1 = C¥+2 = ... = C*+" = (0. Entonces
C'|Ae;) =C'Ale)) =A(C'le;)) =0  coni=k+1k+2,- k+r

por lo tanto el elemento |v) = C?|e;) € X (A) coni=k+1,k+2,---,k+r. Con lo cual dado

queV |v) €R(A),|v) =Ce;) coni=1,2,--- r entonces se puede hacer la siguiente resta
k ' k+r ‘
V) = V) =) Clley = D C'ley)
i=1 i=k+1
y como los {le1), |e2), |es), - ,|ek),|€k+1), " ,|€k+r—1),|€ksr)} son una base de V entonces
las CFHl = Ck2 =... = Ok =0
Ejemplos

» Transformaciones Identidad: Sea 1: Vi—V, | la transformacién identidad,

V) eVislv)=|v). =X1)=[00cV, A S1)=V,

= Sistemas de lineales de Ecuaciones. En V" los sistemas de ecuaciones lineales representan
el espacio nulo,X (A), para vectores de V"

A A o A 1 0
AR =joy = | Az T =) s A=
Apr An2 Apn, Tn 0
son j ecuaciones con j = 1,2,--- ,n. Recordemos que estamos utilizando la convencién de

Einstein para suma de indices. Esto es > | A;xz =0

2
[—O0,00}

ciones continuas doblemente diferenciables. Definimos A :C

el espacio vectorial de todas las fun-

2
[_00700]

= Ecuaciones diferenciales ordinarias. Sea C
— Cl—o0,00] COMO la trans-

formacién lineal (D2 - 1) tal que para todas las y(z) € C2_OO o0] 5€ cumple
d2

Alx)=0) S (D*’-1)yx)=0 S <dx2

—1>y($)=y"—y=0

por lo tanto el nicleo o espacio nulo de AR (A) lo constituyen el conjunto de soluciones para
la mencionada ecuacién diferencial. Por lo tanto el problema de encontrar las soluciones de
la ecuacion diferencial es equivalente a encontrar los elementos del nicleo de A.
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1.5. Operadores Biyectivos e Inversos

Se dice que A : V1—Vj es biyectivo (uno a uno o biunivoco) si dados |[v1), |[ve) € Vi, A |V)) €
Vs, se tiene que
Alvy) = ’V,> A Alvy) = ‘V/> = |v1) = |va)

es decir sera biyectiva si A transforma vectores distintos de Vi en vectores distintos de Vo. Méds
aun, se puede afirmar que una transformacién lineal A, serd biyectiva si y sélo si R (A) = |0).
Vale decir, si el subespacio nulo estd constituido, inicamente por el elemento neutro del espacio
vectorial. La demostracién es sencilla. Supongamos que A es biyectiva y que A |v) = |0) ,entonces
|v) =|0) ,es decir, A |0) = |0), por consiguiente N (A) = |0) . Reciprocamente, si

N(A) = |0)
A = Alvi) —Alva) =[0) = A | [v1) — |[v2) | = [v1) = |[v2)
Alvi) = Alva) [vi)—|va)=0

La importancia de las transformaciones lineales uno a uno o biyectiva reside en la posibilidad
de definir inversa, debido a que siempre existe en Vy un vector |v') asociado a través de A con un
vector |v) € V. Diremos que A1 V3V eselinverso de A, si A~TA =1=AA"L.

Podemos afirmar que un operador lineal A tendrs inverso A~! si a cada vector |v/) € V3

Habria que hacer un par de comentarios al respecto. El primero es que, tal y como hemos enfa-
tizado arriba, en general, los operadores no conmutan entre si, y los inversos no son una excepcion.
Es decir, debieran existir (y de hecho existen) inversas por la izquierda A~'A e inversas por la
derecha AA~!. Por simplicidad e importancia en Fisica obviaremos esta dicotomia y supondremos
que A~'A =1 = AA~!. El segundo comentario tiene que ver con la existencia y unicidad del
inverso de un operador lineal. Algunos operadores tienen inverso, otros no, pero aquellos quienes
tienen inverso, ese inverso es Unico. Veamos, supongamos que

ATA V) =)
A = ATTA V) —AJTAV) =(0) = (AT - ADA V) = AT = AT
ASTA V) = |v) Y

A7l=A;!

Ahora bien, un operador lineal A tendrd inverso si y sélo si para cada vector |[v/) € Vo 3!
|[v) € Vi 5 A|v) =|v'). Es decir cada vector |v') estd asociado con uno y sélo un vector |v) a través
de la transformacion lineal A. Dejaremos sin demostracién esta afirmacién pero lo importante es
recalcar que para que exista inverso la transformacion lineal A tiene que ser biyectiva y esto implica
que se asocia uno y solo un vector de Vi con otro de V.

Todavia podemos anadir algunas demostraciones consecuencias de las afirmaciones anteriores.
Sea la transformacion lineal T : Vi1— V3 supongamos ademds que T € £ (V1, Va) Entonces las
siguientes afirmaciones son vélidas y equivalentes

1. T es Biyectiva en V;

2. T es invertible y su inversa T~ : T {V} — V7 es lineal
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3.V |v) € Vi, T{|v)} =|0) = |v) = |0) esto es, el espacio nulo X (T) tnicamente contiene al
elemento neutro de Vj.

Si ahora suponemos que V; tiene dimensién finita, digamos dim [V;] = n, las siguientes afir-
maciones seran validas y equivalentes

1. T es Biyectiva en V;

2. Si{|u1), |ug), |uz),---|u,)} € Vi sonlinealmente independientes entonces, {T {|u;)}, T {|jug)}, T {|v
T {V:} también seran linealmente independientes.

3. dim[T{Vi}]=n

4. Si{le1), |e2), |es)---|en)} € V1 esunabasede Vi, entonces {T {|e1)}, T{|le2)}, T{les)} - T {len)}]
T {V1} es una base de T {V;}

1.6. Operadores Hermiticos Conjugados

Definiremos la acciéon de un operador A sobre un bra de la forma siguiente

(W[ A)[v) = (w[(A]v))
—— ——
(w'| Iv')
por lo cual lo que estamos diciendo es que el elemento de matriz para el operador, A, es el mismo,

y no importa donde opere A.De esta manera, dado cada vector en V, tiene asociado un vector en
V* podemos demostrar que A operando sobre los bra es lineal. Esto es dado

(wW| = X\ (z1] + A2 (z2] =
(WIA)[v) = (A1 (z1] + A2 (22| A) [v) = (A1 (21| + A2 (2z2]) (A V) = A1 (z1] (A V) + A2 (22| (A |V))
= A1 ((z1| A) [v) + A2 ((z2| A) [v)

Siguiendo con esta légica podemos construir la accién del operador hermitico conjugado, Af. Para
ello recordamos que igual que a cada vector (ket) |v) le estd asociado una forma lineal (bra) (v|,a
cada ket transformado A |v) = |v/) le corresponderd un bra transformado (v/| = (v| Af. Por lo
tanto

v) =
[v') = Alv) = (V| = (v] AT
ahora bien,si A es lineal, AT también lo serd. Dado que a un vector |w) = A\ |z1) + Ao |z2)

le corresponde un bra (w| = Aj(z1| + A5 (z2| (la correspondencia es antilineal). Por lo tanto,
|[w') = A|w) = A1 Alz1) + A2 A|zg), por ser A lineal, entonces

(W) = (W| = (w]| AT = (N (21| 4+ N5 (zo]) AT = A} (21| + X5 (2| = A} (=] AT+ X5 (zo| AT
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Es claro que de la definicién de producto interno en la notacién de Dirac, se desprende
K|y)=@x)" VIx)=ARK),ly)eV = (x|Ally)=(yAx)" VI[x),ly)eV

Igualmente se pueden deducir las propiedades de los operadores hermiticos conjugados
T
(AT) A, A =NAL (A+B)f=AT+B,  (AB) = BfA'

Esta tltima propiedad es facilmente demostrable y es educativa su demostracién. Dado |v') =
AB |v), ademds se tiene que

[¥) =B|v) ;
— (v/| = (7|AT = (v|B'A" = (v|(AB)'
V') =Alv)

A partir de propiedades anteriores se deriva una mas util relacionada con el conmutador de dos
operadores hermiticos

A,B]l = — [AT,BT} - [BT,AT}

La conclusiones a las que llegamos son
Para obtener el hermitico conjugado de una expresion proceda de la siguiente manera:

Cambie constantes por sus complejas conjugadas A &= A*

» Cambie los kets por sus bras asociados y viceversa (bras por kets): |v) S (v

Cambie operadores lineales por sus hermiticos conjugados AT < A;

= Invierta el orden de los factores

De este modo
([v) (w)! = |w) (v|
que se deduce facilmente de la consecuencia de la definiciéon de producto interno

el (13 0w1) Iy) = (v () (w3 = ] V) (] ) = (] [w) (] Iy)

Existe un conjunto de operadores que se denominan Hermiticos a secas o autoadjunto. Un
operador Hermitico (o autoadjunto) sera aquel para el cual AT = A. Con esto

(x| Atly) = (x| Aly) = (y| A |x)"
Claramente los proyectores son autoadjuntos por construccién

Pl = (v) (v]) = [v) (v]
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1.7. Operadores Unitarios
Por definicién un operador serd unitario si su inversa es igual a su adjunto. Esto es
U '=U' = UUu=UU =1
De estos operadores podemos decir varias cosas

= Las transformaciones unitarias dejan invariantes al producto interno y consecuentemente la
norma de vectores. Esto se demuestra facilmente. Dados dos vectores |x) , |y) sobre los cuales
actia un operador unitario

%) =U ) B
i = (§ %) = (y|UTU|x) = {y |x)
y)=Uly)
Es claro que si Aes hermitico, AT = A, el operador T = e es unitario.

—iAT _iA A

T=e® —Ti=e =e :>TTT:ei e*"A:1:TTT:eiiAeiA

» Fl producto de dos operadores unitarios también es unitario. Esto es si U y V son unitarios

entonces

(uv)t(uv)=viuluv=viv=1
1
(UV)(UV)I=uvVviU =UU =1
1

2. Representaciéon Matricial de Operadores

Supongamos un operador lineal A en el espacio vectorial de transformaciones lineales £ (V, W)
donde dim (V) = n y dim (W) = m y sean {le1), |e2), [es), -[en)} y {|€1), [€2), |€3), - [&n)}
las bases para V' y W respectivamente. Entonces A |e;) € W

A le;) = A |€4) coni=1,2,..,n ya=12,.,m

las A$ son las componentes de la expansion de A |e;) en la base {|€1), |€2), |€3), - |€m)}. Para
un vector genérico |x) tendremos que

IX) = A|x) =3 |€4) pero, a su vez |x) =z’ |e;)
con lo cual
|X) = A|x) =2%€,) = A (xz ]ei>) =2'A le;) = xiAZ-O‘ |€a) = (:Z"O‘ — x’Af‘) |&;) =0

para finalmente concluir que
T4 = Az’

Varias cosas se pueden concluir hasta este punto
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1. Si acordamos que los indices de arriba indican filas podemos representar los vectores como
un arreglo vertical de sus componentes

x
2
x) = .
xn
v las cantidades
73 B SR
AT A Aj Az
AY A AS AS
A7 AD A" Am
de tal modo que se cumpla
71 Ai Aé A]; Aé 21
72 Ay Aj A Az 22
%) — | 4o 4 . - |
ATV AT AT A x

Notese que los indices arriba indican fila y los de abajo columnas. Las cantidades AJQ‘ es la rep-
resentacion del operador A en las bases {|e1), |e2), |e3), - |len)} vy {|€1), |€2), [€3), - |€m)}
de V' y W respectivamente. Es decir una matriz A;- es un arreglo de niimeros

Al AL oAl
. A2 A2 A2
Al = ‘1 2
Al A3 Ay
donde el superindice, i, indica fila
A
A?
At
y el subindice 5 columna
(A Ay - AL)
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2. Diremos que las componentes de los vectores transforman como
Y= A%
3. Si suponemos {|e1), |e2), |e3), --len)} v {|€1), |€2), |€3), - |€n)} bases ortonormales
T = (8" %) = (8| A |x) = (& A (2 |es)) =" (&% Aley)
queda claro que A = (€%| A |e;) serd la representacién matricial
4. Los vectores |eg) transforman de la siguiente manera
Ale) = [Wi) = 4l[8;) =

donde {|el> ) |e2> ) ’e3> y Tt |en>} y {|é1> ) |62> ) |é3> )T |én>} son las bases para Vv y W re-
spectivamente.

Definitivamente, las matrices son uno de los objetos mas ttiles de las Matematicas. Ellas per-
miten aterrizar conceptos y calcular cantidades. La palabra matriz fue introducida en 1850 por
James Joseph Sylvester' y su teorfa desarrollada por Hamilton? y Cayley® . Si bien los fisicos
las consideramos indispensables, no fueron utilizadas de manera intensiva hasta el aparicién de la
Mecanica Cuantica alrededor de 1925.

3. Bases y Representacion Matricial de Operadores

Es importante recalcar que la representacion matricial de un operador depende de las bases
{le1), lea), les),---len)} v {|€1), |€2), |€3),  -|€m)} de V y W respectivamente. Si tenemos
otras bases ortonormal para V' 'y W vale decir, {|€1), [€2), [€3), - |€n)} vy {|€1), |€2), [€3), - |€m)}
su representaciéon serd distinta. Esto es

Ap Ay - Al Al
A2 A2 A2 A?
A Ap Am Am

!James Joseph Sylvester (1814-1897 Londres, Inglaterra). Ademds de sus aportes con Cayley a la Teorfa de
las Matrices descubrié la solucién a la ecuacién cubica y fue el primero en utilizar el término discriminante para
categorizar cada una de las raices de la ecuacién. Para vivir tuvo que ejercer de abogado durante una década. Por
fortuna otro matemadtico de la época (Arthur Cayley) frecuentaba los mismos juzgados y tribunales y pudieron
interactuar. Por ser judio tuvo cantidad de dificultades para conseguir trabajo en la Academia.

2Sir William Rowan Hamilton (1805 - 1865, Dublin, Trlanda) Sus contribuciones en el campo de la Optica, Dindmica
del cuerpo Rigido, Teoria de ecuaciones algebréicas y Teoria de Operadores Lineales.

3Arthur Cayley (1821, Richmond, 1895, Cambridge, Inglaterra) En sus cerca de 900 trabajos cubrié casi la
totalidad de las dreas de las Matematicas de aquel entonces. Sus mayores cotribuciones se centran el la Teoria de
Matrices y la Gemetria no euclideana. No consiguié empleo como Matemético y tuvo que graduarse de abogado y
ejercer durante mas de 15 anos, durante los cuales publicé mas de 250 trabajos en Matematicas

Luis A. Nunez Universidad de Los Andes, Mérida, Venezuela 18



Formulario de Métodos Matematicos 1 Transformaciones Lineales

Maés aun cambiando el orden en el cual se presenta una base, cambia la representacion matricial
del operador. Los siguientes ejemplos trataran de ilustrar estas situaciones
Si tenemos un matriz 2 x 3, B de la forma
3 1

—2
B=(10 )
y supongamos las bases canénicas para V3y V2 : {|e1), |e2), |es)} v {|e1), |e2)}. Entonces la
matriz B representan la transformacién B :V? — V2 que lleva un vector genérico |z) = (x1, z2, 23)

en un vector genérico |y) = (y1,y2) tal que
x
=)0
4 Y2

B
T3

y esto es

3 1 =2
1 0 4

) —=Bla- — (7,

y1 = 3r1 + 22 — 273
Y2 = 21 -I-O.TQ +4$3

La representacién matricial, dependera de la base en la cual se exprese. Si suponemos el operador
diferencial D (-) = % y consideramos el dominio un espacio vectorial de los polinomios de grado
< 3, por lo tanto D () : P> — P2, si consideramos las bases {1,x,aj2,x3} y {1,3:,3:2} de P3 y P?
respectivamente. Si el producto interno esté definido como

1
<Pi |Pj) — /_1 dz P; (z) Pj (z) dz

La representacion matricial el operador diferencial sera

(P By} =

como siempre i indica las filas y j las columnas.
Otra manera de verlo es operar (diferenciar) sobre el |P;) € P3 y expresar ese resultado en la
base de P?

o O O
o O =
o N O
w o o

D|P;) = <15i

- — ¢ 0-14+0-2+0-22

de) =~ 1 = 1.140-240- 22
D|p;) = ddf?)

o = 2r = 0:-142-24+0-22

d“’;) 322 = 0-1+40-2+3-22

v los coeficientes de esa expansién seran las columnas de la matriz que los representa.
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Para enfatizar que los elementos de matriz, no sélo dependen de la base sino del orden en el
cual la base se presente. Consideremos que la base de P? viene representadas por {1:2, x, 1} . La

d)

representacién matricial del operador D (-) = 3 serd
' . 0 0 0 3
(PIDIP) = (P |P)=[ 00 20
0100
aunque
0100 1 1
0020 =12 =1+ 2z + 327
0 0 0 3 3
1
equivalentemente
0 0 0 3 1 3
0020 Ll =12 =1+ 2z + 327
0100 1 1

iEs el mismo polinomio!
Recuerde que las componentes del vector multiplican a los vectores bases en el mismo orden.
a()

Si ahora construimos la representacion para el mismo operador D (-) = 3= en la siguiente base
{1, 14z, 14+z+2214+2x+22+ 333} y {1,3:,:1:2} de P3 y P?, respectivamente.

e = 0 = 0-14+0-2+0-22
DIy = |7) Sl — 1 — 1-140-240-22
= e 2
i Canchcs) R - 114224022
2 3
d(ng”) = 1422432 = 1-142-2+3-2°
con lo cual

] 0111

(PIDIP)=(P"|Py=[ 0 0 2 2

000 3

4. Algebra de Matrices

Por comodidad supongamos que dim (V) = dim (W) = n y consideremos la base ortogonal
{le1), |e2), |es), --|en)} .De este modo es claro, que se reobtienen las conocidas relaciones para
matrices cuadradas

(e'| A+ Ble;) = (e'| A+Be;) = (e'| A ley) + <ei’B]ej>:A§+B§
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con lo cual tenemos la suma de matrices. Esto es

Ai A% Aé Bl; 32; B’;‘
. . + . .
Ay Ay Ay By By Ay
\
Al+Bl Al+BY -+ AL+ B}
A2+ B? A%+ B? A2 + B2
AT + B} Ay + B

en forma compacta puede demostrarse Aé» + Bji» = (A+ B);con lo cual es directo la demostrar la
igualdad de matrices

Al+B! Al+BY - AL+ B
A2+ B? A%+ B2 A2 + B2 0
A} + By A" 4 BP
4
L B B W (S B
Ap AR Ar By By An

de donde A; = B;
De igual modo para la representacién de composicién de operadores

(e'| ABlej) = (e'| A1B e;) = (e'| A (\ek> <ekD Ble;) = (e'| A |ex) <ek’ Blej) = A};BJ’-C

para multiplicacién de matrices. Esto es

A% A% A}L B% B% Brlz
A2 A2 A | BB B2
AT AL Al BY BY Al
I3
Ay 4By - ADy
AkB1 AkB2 Aan
AR BY ALBy
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como ya sabiamos AB # BA —>A§€B;?7EB};A§
De la misma manera la multiplicacién de un nimero por una matriz es la multiplicaciéon de
todos sus elementos por ese niimero

(e'|aA lej) = a(e’|Alej) = aAé-

5. Representacién Diagonal

Finalmente mostraremos que dado un operador lineal A €£ (V, W) donde dim (V) = dim (W) =
ny sea {|u1), |ug), |us),---|u,)} una base ortonormal para V' y W. Si adicionalmente se da el

caso que
A |u;) = |u;)

la representacién matricial es diagonal

<uj’ Alu) = Ag = <uj lu;) = 5{
Esta afirmacion también es vélida para dim (V) # dim (W) pero por simplicidad seguimos traba-
jando con matrices cuadradas.

En lenguaje de indices estaremos diciendo que

Dy O 0 0
i ksl si 0 Dy 0 O

6. Sistemas de Ecuaciones lineales

Una de las aplicaciones mas ttiles del algebra de matrices es la resolucién de los sistemas de
ecuaciones lineales. El cual puede ser expresado de la siguiente forma

A%gt = coni=1,2,...n ya=1,2.,m
por lo tanto tendremos m ecuaciones lineales para n incégnitas (xl, x2,- - x”) Las A es la matriz
de los coeficientes. Por lo tanto este problema puede ser pensado como un problema de un operador
A en el espacio vectorial de transformaciones lineales £ (V, W) donde dim (V') = n y dim (W) = m,
con las ¢* las componentes del vector transformado

lc) = A|x) — ¢ = A%!

Concretemos en un ejemplo

2c+3y—2 = 5 2 3 -1 T )
dr+4y—3z = 3 = 4 4 -3 y | =1 3
—2x+3y—2z = 10 -2 3 -1 z 1

Luis A. Nunez Universidad de Los Andes, Mérida, Venezuela 22



Formulario de Métodos Matematicos 1 Transformaciones Lineales

el método mas utilizado es la eliminacién de Gauss Jordan el cual se basa en el intercambio de
ecuaciones y la multiplicacion apropiada e inteligente por constantes y resta de ecuaciones. La idea
es construir una matriz triangular superior para poder luego despejar desde abajo. Veamos:

a 2 3 =115
b 4 4 =313
-2 3 -1|1

entonces para eliminar = de la fila ¢ (o la ecuacién ¢) sumamos la fila a con la ¢,a + ¢ y esta nueva

ecuacion serd la nueva ¢
a 2 3 —-115

b 4 4 =313

d 106 —2|6

ahora —2a + b serd la nueva b
a 2 3 -1 5

v |0 -2 —-1]| =7
d 10 6 —-2| 6

finalmente 3V’ + ¢
a 2 3 -1 5

b 0 -2 —-1| -7
ol 0 0 -5 —15
Este sistema es equivalente al primer sistema de ecuaciones. La solucién emerge rapidamente:

—5z=—-15—-2=3 —-2y—z2=-T—-2y—-3=-T—-y=2 2v+3(2)—-3=5—-z=1

Es bueno recalcar que los sistemas de ecuaciones lineales no necesariamente tienen solucién y a
veces tienen mas de una solucién.

7. Operadores Hermiticos

La representacion matricial de un operador hermitico,
(4T) = (e[ AT lej) = (e| Ales)” = (4])
J

vale decir: el hermitico conjugado de una matriz, es su traspuesta conjugada. Si la matriz es
Hermitica, i.e. {
7 .
A=A — (47) =4

J
por lo tanto, las matrices hermiticas son simétricas respecto a la diagonal y los elementos de la
diagonal son niimeros reales. Un operador hermitico estara representado por una matriz hermitica.
Aqui vale la pena probar algunas de las propiedades que arriba expresamos para operadores

hermiticos conjugados, vale decir

.I.
(A1) =a; A=Al (A+Bf=AT+BY  (AB) =BfA’
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Es claro que
()= (Iatien) = ((0;) = ((#)) =

(AA)T — (e AAT|e)) = (/| AA [e))* = A" (| AJe;)" = A" (e'| AT |e;) = A" AT

pero mas interesante es
. . T . . .
(AB)! — (e'| (AB)|e;) = (AzB?) — AI"BF = Ak B — BirAk — BIA

8. Inversa de una matriz

Hemos visto que dada una transformacion lineal biyectiva, podemos definir una inversa para
esa transformacién lineal. Esa transformacién lineal tendra como representacion un matriz. Por lo
tanto dado un operador lineal A diremos que otro operador lineal B serd su inverso (por la derecha)
si

_ i R’ ink _ si
AB =1— (¢'|AB|e;) = 65 — A} B} =

ahora bien, como conocemos la matriz A}; y las suponemos no singular (esto es: det (A@ #0)y
si tomamos un j fijo tendremos un sistema de n ecuaciones lineales inhomogéneo con n incégnitas
B}, B]?, B;’, - B Al resolver el sistema tendremos la solucién. El procedimiento para encontrar la
inversa es equivalente al método de eliminacion de Gauss Jordan, veamos como funciona. Supong-
amos una matriz 3 x 3

Al A} ALl 1 000 1 0 0| Bl BY Bi
A2 A2 A2\ 0 1 o |CGemsddertg oy 0| B2 B2 B2
A3 A3 A3 0 0 1 0 0 1| B} B B3

Como un ejemplo

2 3 41100 2 3 4|1 0 O
2 11 1 0 |— 0 23|11 -10]—
-1 1 2|0 1 -11 2|0 0 1

23 411 0 0

0231 -120]—

05 8]1 0 2

9. Cambio de Bases para vectores

Dada una representacién (una base) particular un bra, un ket o un operador queda representado
por una matriz. Si cambiamos la representacion, ese mismo bra, ket u operador tendra otra matriz
como representacion. Mostraremos como estdn relacionadas esas matrices.
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Dadas dos base discretas ortonormales {|u;)} y {|t;)}, entonces un vector cualquiera

¥) = (Juk) (uk|)|\Il>:<uk‘ ) |uy) (™| @) = (uf| ®) ™ uy)

-~ Sk
. — < k < k
_ (|4m _ /4m u”® [W) = (t" &) (u” |t;,)
(W) = ([t™) (tm|) [¥) = (t ~| T) [tim) ~
cm Sk

m

con lo cual, una vez mads, tendremos que la expresién de transformacién de componentes de un
vector
& =8k —  k=5kem

y S (o Sk ) serd la matriz de transformacién, cambio de base o cambio de representacién. Ahora
bien, por definiciéon de producto interno

(" fug) = (u o) — 5P =Sk =5

por lo tanto, la matriz de transformacién entre bases es hermitica o autoadjunta y la relacion
anterior queda escrita como

&= SMe, = (t™] W) = S <uk‘ o)

k= ghtem  — <uk W) = Sk (t™| @)

Igualmente la regla de transformacion de las representaciones matriciales de operadores quedan
expresadas como

A Jt) = (6] (o) (0] ) A () (@) ) = (6 [ug) (0| A ) (o™ It)
Si s

por lo tanto, B '
Al = ; Ak ST

donde fl; es la representacién del operador A respecto a la base {|t;)} y AF, su representacién en
la base {|um)}
10. Traza de Operadores

La traza, Tr (A), de un operador A es la suma de los elementos diagonales de su representacién
matricial. Esto es dado un operador A y una base ortogonal {|u;)} para V"

Tr (A) = (0| Afuy) = 4]
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— Tr(A)= Al =15

b

>

I
N TG
o Ot N
O O W

10.1. Invariancia de la Traza

La traza de una matriz no depende de la base que seleccionemos. Es un invariante que caracteriza
al operador independientemente de la base en la cual se represente. Entonces Dadas dos base
discretas ortonormales {|u;)} y {|t:)},

Af = (0 A ) = (u® [67) (bl A fag) = (6] Alug) (0 [67) = (6] A [£7) = AT,
N—_——

Donde una vez més hemos utilizado las dos relaciones de cierre [t™) (t,| = 1y |u¥) (u;| = 1.
Es claro que el niimero que representa esta suma sera el mismo independientemente de su repre-
sentacién matricial.

10.2. Propiedades de la Traza

Claramente la traza es lineal

Tr (A+AB) =Tr (A) + A Tr (B)
ya que
Tr (A + AB) = (u ‘A+)\B|uk (u ‘A!uk + 2 (u k‘B\uk> = Tr (A) + A Tr (B)
La traza de un producto conmuta esto es
Tr (AB) = Tr (BA)

y es facilmente demostrable

Tr (AB) = (u*| AB Juy) = (u*] Alwn) (0" B uy) = (u*| Blum) (0™ A [u;) = Tr (BA)

1 1

Recuerde que <uk‘ Blum)y <uk‘ A |ug) son nimeros que pueden ser reordenados.
Del mismo modo es facil demostrar que la traza de un triple producto de matrices respeta la
ciclicidad del orden de la matrices en el producto

Tr (ABC) = Tr (BCA) = Tr (CAB)
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11. Producto Tensorial de Operadores
Dado dos operadores lineales A (q) :&1 — 1y Bg) :&2 — &, tales que,
Ay le(1)) =12(1)) v B lx(2)=1x(2)

entonces definiremos un operador lineal C :£ — & como el producto tensorial de operadores C =
A(l) ® B(g) si

Cle()x(2)) = [Aw) ® Bz)] lo(1)x(2)) = Ay lv(1) @ By [x(2)) = [2(1) @ [X(2)) = [¢(1)x(2))

en otras palabras, cada operador lineal sigue actuando en el espacio en el cual viene definido. La
“extension” de un operador A(q) :£1 — &1 para que acttie en £ (y equivalentemente B2 :&2 — 52)
es inmediata

A=An®1lg v B=14@B(y

Donde 1(1) y 1(2) son los operadores identidad para & y &2, respectivamente.
Es muy facil demostrar que [A, B] = 0, vale decir que los operadores A y B conmutan. As{

AB [(1)x(2)) = BA |p(1)x(2))
Entonces el lado izquierdo nos da
ABpo(1)x(2)) = [Aq) ® (2)] [10) @ By le(1)x(2)) = [Aq) @ 1] (1) l0(1)) @ Beay [x(2)))

=[An) @ 1)) (le(1) @1X(2)) = Au) lv(1) ® 1) [X(2)) = [4(1)) ® [¥(2))
= [2(1)x(2))

mientras que el lado derecho

BA |[o(1)x(2)) = [11) ® Big)] [Aq) @ 1] (1) x(
= [10) ® B)] (I2(1)) @ [x(2))) = 11) [¢(1)) @ Bay [x(2)) = |¢(1)) ® |X(2))

exactamente equivalente.

11.1. Representaciéon Matricial del Producto Tensorial

Dado dos operadores lineales A (q) :&1 — 1y Bg) &2 — &, tales que,

Ay le()) =le(1)) v B lx(2) =Ix(2)

y {|lus (1))} v {|vi(2))} son bases ortogonales discretas para £ y &, respectivamente. La repre-
sentacion matricial del operador producto tensorial C = A1) ® B 9) vendra dada por

(Juh (o' @) C uan)e;(2)) = € = (w0 @)] [Aq) © B [ui(1)2(2))

Luis A. Nunez Universidad de Los Andes, Mérida, Venezuela 27



Formulario de Métodos Matematicos 1

Transformaciones Lineales

por lo tanto

or = <uk(1)vl(2)‘ [Aq

|
/\
IS
ol
—
—_
SN—r
GN
~—~
[\
~—
QN
—~
—_
~—
S —
—~
\]
SN—
~—"— w

KL _ bl
Cij = AiB;

que no es otra cosa que si

Al Al Bl Bi
k_ 1 42 I _ 1 2
= a) B3
entonces Lol Lol - Lo
- - A1B; A1B; A3B; A3B;
v _ ((AIB; A3Bj\ AlB? AlB2 AlB? AlB?
gt AiB; A3B) AiBl AiB] A3B! A%B)
AIBY AiBY A3BY A3D3
por lo tanto para dos matrices de Pauli
(01 (1 0
1= 1 0 Yo %= o 1
nos quedara
0 0 1 0
1@ on — 0oz 1o\ [ 0O 0O 0 -1
P =\ 103 003 ) |1 0 0 0
0 -1 0 O

11.2.

Algunas Propiedades del Producto Tensorial

Ahora podemos probar un par de propiedades del producto tensorial.

Estas son

(A1) ®B(g)) (C1y @ Dyy)

La segunda propiedad es que

(A1)C)) ® (B2)Dy))

(AnC) @ (BDw))};

= (A0Cq)! (BpDw), = (Aw)., (Cw)T (Bw): (Dw);
( (Cw) (D)) = (ApBe),, (CtDw)
(

m,n

7 k
Aw)),, (B) by

A1) ®B(y)) (Cuy @ D(y))

Tr (A ® By)) = Tr (A(y)) Tr (B(y)

Luis A. Nunez
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Esto es
1,J

Tr (Ag) @ By) = Tr (O ) = Tr (AFB)) = AlB) = T (4F) T (B))

Claramente el producto tensorial es distributivo

(Aq) +B)) ® Ciy) = Ay @ Crg) + By @ Cpy)

Dejamos al lector la demostracién de esta propiedad

12. Diferenciacion de Operadores

Dado un operador A (t) el cual supondremos dependiente de una variable arbitraria ¢ podremos
definir la derivada como
dA (t) . A (t+ At) — A ()

dt  At=0 At

por lo tanto si <uk’ A |u;) = A¥ entonces

dAl  dAl dAl
" R T
k n
dt e ), dt dt :
dAT  dA7 dAp
dt dt dt

con lo cual la regla es simple, la representacion matricial de la derivada de un operador sera la
derivada de cada uno de sus elementos. Con ello

d x  x? 2 1 21 0
e e b = 0 —e* 5
. 323 3 cosz 9x:2 0 —senx

12.1. Reglas de Diferenciacién de Operadores Lineales

Las reglas usuales de la diferenciacién se cumpliran con la diferenciacién de operadores. Esto se
demuestra con la representacién matricial

dA@®+B@) _d(A®)  dB(®)

a T @ @
<uk’ d(A (t)d;l— B (1)) ;) = % <uk‘ (A (t)+B (1)) |ug)

& (a0 + (o)
= S (MA@ )+ T (o[ B 1) o)
-] 200 (e 20

_d(A®) , dB({?)
) ==+t~
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Del mismo modo se cumplird que

d(A(H)B(t) _ dA ()

i & B(t)+A(t)

con la precaucién que no se puede modificar el orden de aparicién de los operadores. Es facil ver
que

sy = & (| A B (@) ) = S (] A (1) 1B (1))
= ((u*| A (1) la) (™| B (1) us))

_ A A () [um) d (™| B (t) Ju;)

(" B (£) ug) + (u*| A (1) )

dt dt
= (o 2D ) B 1) )+ (o] A1) ) ) o

Otras propiedades de la derivacién de operadores se demuestran a partir de la expansién en

. . . .2 deAt .
series de los operadores. Por ejemplo si queremos conocer la expresion para <5—, con A # A (t)si
recordamos que

oAt lv) = [Z (ltlt')n] v) =

n=0

1+ At+

o Tt

(AD° |, (A1) ] v)

tendremos que

deAt d | (A1) = d /(A"
dt \v>:& [Z n! ]|V>: [Zdt< n! >] v)

n=0 n=0
o ntn—lAn o 7jn—ll,&n—l

— = A
3 = L

Noétese que la suma es hasta infinito, por lo tanto al cambiar de indice p = n — 1, p sigue variando
hasta infinito y la serie es la misma que la anterior. Entonces

d@At
dt

lv) = eAA |v) = Ael |v)

también fijese que si un solo operador esta siendo derivado el orden de presentacion de los operadores
es indiferente. Ahora bien, cuando se presenta la siguiente situacién

d (eAteBt) deAt At dLm

@ V=g at
— 6AtAeBt ‘V> + 6AteBtB |V>

eBlv) +e V) = AeAleBl |v) 4 ABeB! |v)
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con A # A(t) y B # B(t) y siempre [¢B!,B] = 0. Con lo cual, sélo para el caso en el cual

[A,B] = 0 podremos factorizar eAteB! y
d At Bt
) 1oy = (A 4+ B)eAteB |y)
dt
Si [A,B] # 0 el orden de aparicién de los operadores es MUY importante.

dA(1)
Para el caso en el cual A = A (t) no necesariamente [A (t),e at } = 0. Veamos:

deA®) d | <= (A@)" = /1dA@)”
—— = [Zn! ]\v>— [Z (m(ﬁ )] v)

n=0 n=0
— (1 d(A (1)) n— d(A (1)) e a1 d(A (D)
- [Z R RO R O ANC dt})] v)
Adicionalmente
si [A,[A,B]]=[B,[A,B]]=0 = [A,F(B)] =[A,B] dFd(tB)

Esta relacion es facilmente demostrable para el caso en el cual [A,B] = 1 el operador identidad,
en ese caso tenfamos que AB" — B"A = nB" !

AB"-B"A =ABB---B-BB---BA
—— ——

n n
—(1+BA)BB---B-BB---BA
—_—— Y
n—1 n
=1B" '+ B(1+BA)BB---B-BB---BA
S—_—— Y

n—2 n
=2B""!' + B*(1+BA)BB---B-BB---BA
—_— Y

n—3 n
=nB"!
Obviamente, para este caso, se cumple que

[A,B]=1 = [A,[A,B]] = [B,[A,B]] =0

para demostrar esta relacién “desarrollemos en Serie de Taylor” la funcién F (B). Esto es

00 n 00 n oo n n—1 o0 n—1
[A,F (B)] = [A,anlz, ="/ [A;f | _(aB] anE;—, = [A,B] an(nB_l),
n=0 ’ n=0 ’ n=0 ’ n=0 ’
_[A.B] dFd(tB)
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Para el caso méas general se procede del mismo modo

si [A,C]=[B,C]=0 con C=[A,B] = [A,F(B)] < [A,B] dFdeB)

Probaremos primero que
si [A,C]=[B,C]=0 con C=[A,B] = [A,B"]= AB" — B"A =n]A,B] B" !
Tendremos que

AB" -B"A =ABB.---B-BB:---BA
—— —

—(C+BA)BB---B-BB---BA
E,l_/ i ——
—~CB" ! +B(C+BA)BB---B-BB---BA
T ——
—2CB" ! + B2(C+BA)BB---B-BB---BA
H,:S_/ —_—

—nCB" ! =n[A,B]B"!

con lo cual es inmediato demostrar que

00 n oo n 0 nBn1 e n—1
[A,F (B)] = [A,anlz! =an[A;;3] =[A.B]> fu ]i! = [A,B]an(nB_l)!
n=0 n=0 n=0 n=0
_AB dFd(tB)

12.2. La Férmula de Glauber
Ahora estamos en capacidad de demostrar limpiamente la férmula de Glauber. Esta es
AcB _ (A+B3[AB]

Para demostrarla, procedemos a considerar un operador F (t) = eAteBt por lo tanto

F At _Bt
d dlft) v) = de dte v) = AcAt Bt v) + oAt BBt v) = (A 1 eAt Be_At) oAt Bt v)

— (A+cAMBe A F (1) V)

Ahora bien, dado que

dF (B)

si [AJA,B]] =[B,[A,B] =0  —[AF(B) = [A,B] —
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entonces
[eAt, B| =t[A, B] eAl — ¢A'B = Be®! - t[A, B] e

por lo cual

dF (1)
at

v)=(A+ eAMBe ™) F (1) |v) = (A + B +t[A, B] eAt) F (t)|v)
por tanteo uno puede darse cuenta que

F (1) = e{(A+B)t+§[A,B}}

cumple con la ecuacién anterior, por lo tanto absorbiendo t en los operadores correspondientes

llegamos a la férmula de Glauber

1
AB _ JA+B_L[AB]
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