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Nombre

1. Sean & y & dos espacios vectoriales con dimension N; y N, respectivamente. A estos espacios
pertenecen (1)) € & y |x(2)) € & vectores genéricos. Ndétese que los indices (1) y (2) denotan la
pertenencia al espacio respectivo. Se define el producto tensorial de espacios vectoriales, £ = £1 ® &,
si a cada par de vectores |¢(1)) € &1y [x(2)) € & le asociamos un vector

[p(1)x(2)) = le(1)) ® [x(2)) = [x(2)) @ |¢(1))
y cumple con las siguientes propiedades:

(a) La suma entre vectores de £ viene definida como

p(1)x(2)) +1C(1)E(2)) = (1)) @ [x(2)) + [¢(1)) ® [£(2))
= le(1) + <)) @ [x(2) +£(2))

(b) El producto tensorial es lineal respecto a la multiplicacién con nimeros reales A y u

[Ae(I)] @ [x(2)) = M) @ [x(2)) = Allp(1)) @ [x(2)] = A lp(1)x(2))
(1) @ [lpx(2))] = lp(1)) @ [ [x(2D] = plle(1) @ [x(2))] = 1 le(1)x(2))

(¢) El producto tensorial es distributivo respecto a la suma:

(1)) @ [Ix1(2)) + [x2(2)] = le(1)) @ [x1(2)) + l(1)) @ |x2(2))
[lpr (1)) + lp2 ()] @ [x(2)) = |1 (1)) @ [x(2)) + [2(1)) ® [x(2))

Muestre que,

(a) € también es un espacio vectorial (4 ptos.)
Para ello debemos demostrar los axiomas o propiedades de los espacios vectoriales. Vemos:

1. La operacién suma H es cerradaen V :V |v;),|v;) € V=|vi) = |v,) B |v;) € V
Esto se traduce en demostrar que sumados dos vectores |p(1)x(2)),|C(1)£(2)) € & el vector
suma también pertenece a £,a y b pertenecientes al campo del espacio vectorial

ale(1)x(2)) +0[¢(1)E(2)) = law(l) +¢(1)) @ [x(2) + b§(2))

y esto se cumple siempre ya que, el producto tensorial es lineal respecto a la multiplicacion
con numeros reales y por ser & y & espacios vectoriales se cumple

lap(1) +¢(1)) = alp(1)) +[C(1)) € &

[p(2) +0¢(2)) = |p(2)) +6¢(2)) € &

2. La operacion suma H es conmutativa y asociativa
LY |vi),|vj) €V =|vy) Bv;) = |v;) B |vi)
Esta primera es clara de la definicién de suma

lp(1)x(2)) +1¢(1)€(2)) = le(1) + ¢(1)) @ [x(2) +£(2))

= lp(1) +¢(1) ® [x(2) +£(2)) € &

IC(DER)) + lp(1)x(2)) = I¢(1) + (1)) ® [£(2) + x(2))

por ser & y & dos espacios vectoriales



[\]

Y V)L Vi) Ivi) €V = ([ve) B lvy)) B | vi) = [vy) B ([vi) B |vi))
una vez mas esto se traduce en

(lp(M)x(2)) + [C(1)E(2))) + [(1)x(2)) = le(1)x(2)) + (IC(1)E(2)) + |2(1)r(2)))

con lo cual, por la definicién de suma queda expresado como

(lp(1) +¢(1) @ [€(2) + x(2))) + [5(1)%(2)) = [p(1)x(2)) + (I¢(1) + (1)) @ [€(2) + £(2)))

[(p(1) +¢(1) + (1) @ [(§(2) + x(2)) + £(2)) = lo(1) + (C(1) + 2(1))) @ [£(2) + (x(2) + £(2)))

3. Existe un nico elemento neutro: 3! |0) > |0)H|v,) =|v;)B|0) =|v;) V |v;) €V
La traduccion de esto es...

[p(1)x(2)) +10(1)0(2)) = [(1) +0(1)) ® [x(2) + 0(2)) = |(1)) ® [x(2)) = l(1)x(2))
4. Existe un elemento simétrico para cada elemento de V :

Viv;))eV 3 |-v;) > [|v;)H[-v;)=]0)
esto es...

lp(1)x(2)) — [e(1)x(2)) = (1) — (1)) @ [x(2) — x(2)) = [0(1)) ®[0(2)) = [0(1)0(2))
5. a(B|vi)) = (af) |vi)

a(Ble()x(2)) = a(I6x(2)) @ (1)) = [abx(2)) © [#(
1

)
= (af) Ix(2)) @ |p(1)) = (aB) [p(1)x(2))

6. (a+pB)|vi) = a|vi) + Bvi)

(@ +08) [e()x(2)) = l(1)) +0)x(2)) = (1)) @ ax(2) + Bx(2))
= le(1)) X(2)) + B x(2)))]
= ale(1) @ [x(2)) + Ble(1)) ©[x(2))

7. a(|lvy) Blvy)) = a|v;) Balv;)

a(Je(Mx(2) +1¢(1)E(2)) = a(je(1) + (1) @ |£(2) + x(2)))
(W) @ [£(2) +x(2))

)+ ad(1)) ©[6(2) + x(2))
Dx(2)) + |aC(1)§(2)

= afp(D)x(2)) + a[¢(1)£(2)

(b) Si existen productos internos definidos en & y & entonces muestre

(PMX(2) lp(1)x(2)) = (1) [#(1)) - (x(2) [x(2))

si es una buena definicién de producto interno (4 ptos.).

Suponga que - representa la multiplicacion estandar entre niimeros reales.

Para ello debemos demostrar los axiomas o propiedades de los prodctos internos. Vemos, las
propiedades que definen el producto interno son:

1. (x|x) eR A (x|x)>0 V |x)eV si (x| x)=0=|x) =10)
Esto es:

)+¢
)+¢

)
)

{Pp(W)x(2) [p(M)x(2)) = {p(1) le(1)) - (x(2) [x(2))

como (p(1) |e(1)) v (x(2) |x(2)) son buenas definiciones de producto interno tendremos que

(
(p(1) lp(1)) >0

} = (p(1)x(2) le(1)x(2)) >0
(x(2) [x(2)) >0
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por lo cual SI se cumple esta propiedad. Aqui vale la pena mencionar algunos puntos
sutiles sobre la segunda parte de la propiedad a demostrar:
si (x| x) =0 = |x) =10) lo cual para este caso se traducen en

(P(M)x(2) [P(1)x(2)) = (p(1) [#(1)) - (x(2) [x(2))

{p(1) lp(1))

= [¢(1)) = [0(1))

(x(2) [x(2)) #0

{p(1) [(1)) # 0
(p(1) 12(1)) - (x(2) [X(2)) = 0 = = [x(1)) = 10(1))

(x(2) [x(2)) =0
(p(1) 1@(1)) =0 } { 2(1)) = [0(1))

=

(x(2) [x(2)) =0 X(1)) = [0(1))

definitivamente, habria que restringir los posibles vectores que intervienen en el producto
tensorial, de modo que no fuera posible vectores del tipo

[p(1)0(2)) = lp(1)) ®[0(2)) o [p(1)x(2)) =[0(1)) @ [x(2))

sblo asi se cumple la propiedad mencionada.

2. (xly)={ylx)" V[x,ly)eV

Esto puede ser demostrado facilmente como sigue

(B(x(2) [e(1)x(2)) =

por lo cual SI se cumple esta propiedad.

3. (xly+z) =&y +&xlz) AN (x+zly) =&y +{Ey) VIx.ly).lz)eV

Una vez maés

(GOX)le(W)x(2)) +1¢(1ER)] = (2(Vx(2)] [l(1) + C(1)) @ [€(2) + x(2))]
= (2(1) le(1) +¢(1)) - (x(2) [€(2) + x(2))

y otra vez, como (p(1) [¢(1)) ¥ (x(2) |x(2)) son buenas definiciones de producto interno
tendremos que:

con lo cual

(A1) le(1) + C1)-(x(2) €(2) +x(2)) = (1) lp(1)) + {2(1) [¢(1))) ((x(2) [€(2)) + (x(2) x(2)))

entonces

= (2(1) lp(1)) (x(2) [€2)+(2(1) [(1)) (x(2) [x(2))+(@(1) [¢(1) (x(2) [£(2))+(2(1) [¢(1)) (x(2) [x(2))

finalmente el lado derecho se cumple que

= (@(Dx(2) [¢(1)€(2)) + (P(Mx(2) le(1)x(2)) + (2(1)x(2) [C(1)E(2)) + (A(1)x(2) [<(1)x(2))



mientras que el lado izquierdo

EMWX)le(1)x(2)) +1¢(1)€(2))]
(B(Dx(2) [e(Mx(2)) + (A(1)x(2) [€(1)E(2)) =

por lo cual NO se cumple esta propiedad y no hay forma de enmedarla.

4. xlay)=axly) A ({ax|y)=a*{x|y) V|x),ly)eV A acK
la traduccién seria

(BDX(2) lap(1)x(2)) = (@(1) |ap(1)) - (x(2) |
= a(@(1)x(2) [¢(1)x(2)
por lo cual SI se cumple esta propiedad.

5. (x[ 0) = (0] x) =
Probar esta propiedad es inmediata.

(2(1)x(2) [0(1)0(2)) = (2(1) [0(1)) - (x(2) [0(2)) =0
(0(1)0(2) l¢(1)x(2)) = (0(1) l(1)) - (0(2) [x(2))
por lo cual SI se cumple esta propiedad. Noétese que en este caso no hay problemas con

los vectores con componentes cero, vale decir |0(1)x(2)) o |¢(1)0(2)), por cuanto la afirmacién
es que (x| 0) = (0| x) =0

a (1) lp(D) - (x(2) Ix(2))
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(¢) Si |u;(1)) ¥ |v;(2)) son vectores bases para & y £z, respectivamente, entonces
|ui(1)v;(2)) = [ui(1)) @ [v;(2))
es base para £ y de esta forma
p(1)x(2)) = lp(1)) @ [x(2)) = @'V Jus(1)v;(2))

donde a; y b; son las componentes de |¢(1)) v |x(2)) en sus respectivas bases. Recuerde que
estamos utilizando la convencién de Einstein en la cual ¢ [vg) = Y7'_, ¥ [ug) (4 ptos.).

Si |ui(1)) v |vi(2)) son vectores bases para &1 y &2, entonces cualquier par genérico de vectores
lo(1)) € & A |x(2)) € & se pueden escribir como combinaciones lineales |¢(1)) = ¢ |u;(1)) A
Ix(2)) = a* |vx(2)), respectivamente. Por consiguiente:

(1)) @ [x(2)) = ¢ [ui(1)) ® a* [oi(2)) = ¢'a” |us(1)vr(2))

2. Muestre que

2

(a) Considerando V —Id( )—s—Aa(O)—f— 8(
1.V (Vgp (z,y,2) x V(b (z,y, z)) = 0 (3 puntos)
ﬁ (6(30 ('Tvyaz) X 6(25 (1‘7y,2’)) = a (Eijkajw (l‘ y,Z) 3;4;5 (33 yvz)) = 6” 8 (8](,0(1' Y,z )8k¢ ($7ya2’))

=€ Jka ( J@) Ok + e”kajgpé‘ (Ok®)

como las segundas derivadas son iguales, 0;0; (o) = 9;0; (o) podemos escribir

0, (¢7%010006) = €% [(2:00) Ok + (35010) 6] + €7 [0y (0,046) + ;0 (Ohi0)]

y los indices sumados son mudos

. 1 . - 1 - -
0 (€7%0;p0hp) = 3 €Ik (0;050) O + €0 (9;0,) am] +5 [e”kajw(aiam) + €19, (010:9)

=0 =0



claramente se anulan los término dentro de los corchetes por cuanto €/ = —e*7* Esto pudo
héaberse dicho mas directo. Cuando dos tensores estan contraidos en un conjunto de indices y
uno de ellos es antisimétrico respecto a la permutacién de indices (en este caso €/* simbolo de
Levi-Civita) y el otro es simétrico respecto a la permutacién de los mismos indices (contraidos)
con los cuales el tensor anterior es antisimétrico (en este caso el tensor simétrico son las
derivadas cruzadas 0;0; (o) = 0;0; (o)) entonces uno puede decir, sin lugar a dudas, que esa
contraccién de tensores SE ANULA.

2. V x (cp (z,9,2) ﬁgp (z,y,z)) = 0 (3 puntos)
Siguiendo el mismo procedimiento anterior tenemos que

Y x (9(@,9,2) Vi (2,9,2)) = €90; (¢ (2,9, 2) i (2,9, 2)) = €9 (050000 + 0 (9;00)]
es evidente que 9;00kp + ¢ (0;01p) es simétrico respecto a cambio de fndices j, k y que €%
es antisimétrico. Por lo tanto se anula

(b) si Ay B son dos matrices cuadradas 3 x 3, T =i+Jj+K y dado que det (4) = €/%1,a;, muestre que
(3 ptos)
det (AB) = det (A) det (B)

Si el det (A) = €¥%1;a,), entonces

det (AB) = det a};bg? = eijklicjk = (eijkliajk) (eijklibjk)
—~
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