Examen Parcial Métodos Matematicos 1 Coordenadas y Transf Lineales

Métodos Matematicos 1
Solucién al Examen Parcial
Tensores y Coordenadas
Diciembre 2004

Nombre

1. Hallar las componentes cartesianas del vector que, en coordenadas cilindricas, tiene las siguiente com-
ponentes (1,—1,3) (3 ptos.)
Solucién
Ese vector en coordenadas cilindricas se puede escribir como: V= 0, — 0, + 30,
En general, las componentes de los vectores transforman como

ozt (@™

~1
a a
d ak =z xt=r
;0 (am 0 2 (x™ -
[— (k)ak::> &2: ( ) k con ZL‘QZy y LUQ:(,D
dzx 0 zk
7=z % =z

3 _ 0 3 (a™)
0 z*

y la ley de transformacion entre coordenadas cartesianas y coordenadas cilindricas es
x=z(r,p)=rcosy; y=y(r,p)=rsenp y z=2z

con lo cual es ficil identificar

9 )

2 fg(::w) — cosp 72(;“’) = —rsenyp d fg(rz,v) -0

gl —senp |5 | HpE=rcosp |5y | 2o
0z __ I5) dz __
5z =0 2:— 2z

con lo cual
1 _ ozt (x™) ok = ozt (a™) ol ozt (z™) 2+ ozt (z™) o3
0 z* 0 x! 0 x2 0 x3

al = W (1) + w (=1) =cosp +rsinp = cos (—1) + 1sin(—1) = —0,30117
r ¥

del mismo modo

a* = W (1) + Oy(re) (—1) =sinp —rcosp =sin (—1) — (1) cos (1) = —1,3818

a’=3

con lo cual V' = 11, — @1, + 30, = —0,30117 7 — 1,3818 j+ 3 k
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2. En coordenadas cilindricas un vector tiene por componentes (0, sin @, z).
Calcular:

a) La divergencia en coordenadas esféricas (3 ptos.)
Solucién

Una vez més (5:1,552,5&3) = (r,0,0)y (xl,xz,x3) = (p,p,2)
~1 _ 9 &' (a™) ok a2 — 9 @* (z™) ok a3 = 9 @° (™)
0 xk ' 0 xk ' 0 xk

donde 2!, con

r =22+ p?; 6 = arctan (2) p=¢
p=rsinf Y= z =rcost

con lo cual

dl_@fcl (x™) ok = /22 + p? L 22 B (r cos 6)°
- i — - -
dx 9z V(22 + p?) \/(r coS 9)2 +(r sin9)2

=rcos20

0 arctan (2 — —r?sin (0 0
a? = (z> z =: 2'022: " SH;( ) cos ( )Qz—sinﬂcosﬂ
0z 25+ p (rcosf)” + (rsinf)
a* =singp
de modo que el campo vectorial, en esféricas
(0,sin ¢, 2) = (1" cos? 6, — sin A cos 0, sin <p)

y la divergencia

- 1 9 ((r*sinf) rcos?d) 9 ((rsinf) (—sinfcosh)) A ((r)(siny))
V-4 r2sin 6 < or + 00 * Op )

—

.4 3rsinf cos? @ — 3sinf cos? § + sinf + cos ¢

rsinf

b) El rotor en coordenadas cartesianas (3 ptos.)
Solucion
Ahora (il,iQ,i?’) = (z,y,2) y (m17x2,x3) = (p, ¢, z) con

T = pCos y; y = psing z=2z

p=+/x2+y? ¢ = arctan (¥) 2=z
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de allf se sigue si las componentes de en cilindricas A = (0, sin ¢, 2)

0 222 + y?
Qg = 9 (peosp) sing = —p (1+cos®p) = —\/22+y2 (1 + cos? (arctan (y>>) = —7( v)
0y z (z% +y?)
. Opsingp . e T Y\ Y\ _ ry
ay = ———sinp = pcospsing = /a2 + y? cos (arctan ( = ) ) sin (arctan ( = ) | = ——=
d ¢ T x (z2 4+ y?)
a, =2
y el rotor

3. Muestre la relacion

—

Ad = (V~§)&’=§(§-d’) —V x (ﬁx&’)
y a partir de ella encuentre las componentes del Laplaciano Ad en coordenadas cilindricas (4 ptos.)

Solucién
En coordenadas cartesianas tendremos que

(V-9) =0 (07a;) les) = €7 [0 (crumd'a™)] les) = |07 (8a;) — (8185, — 1%, ) &5 (9'a™) | Je)

(V-V)a==1[0"(0"a;) = 9; (9'a’) + 0, (&/a")] [ei) = [9;07 '] |es)
Para encontrar la expresion del Laplaciano de un vector en coordenadas cilindricas tenemos que

AT = Aayi+ Aayj+ Aak = Aag (cosp [8,) —sin g |8,)) + Aay (sing [&,) + cosp[8,)) + Aa, [&.)

Ad = (Aag cos p + Aay sin ) [€,) + (Aay cosp — Aag sinp) [€,) + Aa; |€.)

ya que

i=cosp|€.) —sing|é,) j=sinp|€,) +cosylé,) k=|&.)
T =17TCcosp Yy =rseny z=z
Notese que
. 0%a, O%ay, O%ay . 62ay 82% 82ay
Aay = 0;00a; = 022 + 0y? + 022 Aay = 90 ay = o2 oy? 922

0%a, N d%a, N d%a,
0x? Oy? 022

Aa, = 0;0a, =

son las componentes cartesianas
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4. Considere, que el espacio de estados para un determinado sistema fisico viene expandido por la base
ortonormal {|uq), |us2), |us)} . Definimos dos operadores L.y S de la siguiente manera

L. jui) = |u1); L. |ug) = 0; L. Jus) = — |ug)
S fu1) = |uz); S |ug) = |uz); S |uz) = [u1)

a) Encuentre la representacién matricial en la base {|uz),|uz2), |us)} del operador: [L,, S] (3 ptos.)
Solucién La matriz serd

<u1’ L.S — SL, |uq) <u1’ L.S —SL, |ug) <u1| L.S —SL, |us)
<u2’ L.S — SL, |uq) <u2’ L.S — SL, |us) <u2| L.S —SL, |us)

<u3’ L.S — SL, |uq) <u3’ L.S — SL, |us) <u3| L.S —SL, |us)
con lo cual
(u'| L.S Juy) — (u'| SL. |uy) (u| L.S ug) — (u'| SL |us) (u| L.S ug) — (u'| SL |us)

(u?| L.S uy) — (u?| SL. |uy) (u?| L.S ug) — (u ’SL |ua) (u?| L.S ug) — (u ’SL lus)

(u3| L.S uy) — (u 3’SL |ur) (u3| L.S Jug) — (u 3’SL |ua) (u3| L.S ug) — (u ’SL lus)

de donde
0-0 0-0 1—(-1) 0 0 2
(u| [L., S] |u;) = 0-0 0-0 0-0 =] o0 0 0
(-1)=1 0-0 0-0 -2 0 0

b) L,,S y [L.,S] serdn biyectivas (3 ptos.)
Solucién
Por definicién S es biyectivas ya que cada vector tiene su imagen, L, no lo es por cuanto el vector
luz) no tiene imagen y, finalmente [L.,S] tampoco serd biyectiva dado que (u’|[L.,S]|u;) no
tiene inversa ya que del det [(u’|[L.,S] |u;)] =0

¢) Encuentre la dimensién del Dominio, del Rango y del niicleo de la transformaciones L., S y [L,, S]
(3 ptos.).
Solucién

Dominio Rango Niicleo

L. 3 2 1
S 3 3 0
[L.,S] 3 2 2

dado que [L, S] Juz) =0

5. Encuentre la expresién matricial para los operadores lineales de Pauli #2 —— R2 dado que actian
como (4 puntos)

o) =1+, o= =—]-)
Ol t)y = [F)er Oxl=)y=—17),
oyltly =14y, oyl=)y=—1-),
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(1 _ (0
ws(o) P=(Y)
1 1
[+)e = 7[\+>+| ) |_>$:ﬁ“+>_|_>]
1 1
[+, = \7[\+>+2\ Ne =)= \7[|+>—Z| )]
ahora bien

(=1 = (= H)=0  (=[),=1
y (I, =1 =)y =y =), =0 (=], =1

Es decir las los vectores {|+), ,|—),} ¥ {|+>y o =) y} forman bases ortonormales, por lo que los vectores

{|+),|—)} se pueden expresar en término de esas bases como

1

1

4= 25 [, + 1) =)= 5 ), ~ =)
1 —1

9= 75 (14, +1-),] ) = 5 [, = 10,]

Asi las expresiones matriciales seran

o - ( {(Hlozl+)  (+lo=1-) ) - ( 10 )
” (—|o. |+) (—|o.]-) 0 -1

y
o HelH o)
(02); =
(~loal+)  (=low]-)
1 1
( 5 Lot e (loa 00, + 120 5 Lo e (e [, = =), )
B 1 1
5 Lot e (Noa ), + 10 5 Lo = (e [, = =),
1 1
(2[m<++x =190 5l (He (N1, + 1= >})
- 1 1
Sl = DI+ =120 5l (H = (I, + =),
} 0 1
(Uz); = ( )
1 0
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