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Métodos Matemáticos 1
Solución al Examen Parcial

Tensores y Coordenadas
Diciembre 2004

Nombre

1. Hallar las componentes cartesianas del vector que, en coordenadas ciĺındricas, tiene las siguiente com-
ponentes (1,−1, 3) (3 ptos.)
Solución
Ese vector en coordenadas ciĺındricas se puede escribir como: ~V = ûr − ûϕ + 3ûz

En general, las componentes de los vectores transforman como

ãi =
∂ x̃i (xm)

∂ xk
ak ⇒





ã1 =
∂ x̃1 (xm)

∂ xk
ak

ã2 =
∂ x̃2 (xm)

∂ xk
ak

ã3 =
∂ x̃3 (xm)

∂ xk
ak





con





x̃1 = x

x̃2 = y

x̃3 = z





y





x1 = r

x2 = ϕ

x3 = z





y la ley de transformación entre coordenadas cartesianas y coordenadas ciĺındricas es

x = x (r, ϕ) = r cosϕ; y = y (r, ϕ) = r sen ϕ y z = z

con lo cual es fácil identificar



∂ x(r,ϕ)
∂ r = cos ϕ

∂ y(r,ϕ)
∂ r = sen ϕ

∂ z
∂ r = 0




;




∂ x(r,ϕ)
∂ ϕ = −r sen ϕ

∂ y(r,ϕ)
∂ ϕ = r cos ϕ

∂ z
∂ ϕ = 0




; y




∂ x(r,ϕ)
∂ z = 0

∂ y(r,ϕ)
∂ z = 0

∂ z
∂ z = 1




con lo cual

ã1 =
∂ x̃1 (xm)

∂ xk
ak =

∂ x̃1 (xm)
∂ x1

a1 +
∂ x̃1 (xm)

∂ x2
a2 +

∂ x̃1 (xm)
∂ x3

a3

ã1 =
∂ x (r, ϕ)

∂ r
(1) +

∂ x (r, ϕ)
∂ ϕ

(−1) = cos ϕ + r sin ϕ = cos (−1) + 1 sin (−1) = −0,30117

del mismo modo

ã2 =
∂ y (r, ϕ)

∂ r
(1) +

∂ y (r, ϕ)
∂ ϕ

(−1) = sin ϕ− r cosϕ = sin (−1)− (1) cos (1) = −1,3818

ã3 = 3

con lo cual ~V = ûr − ûϕ + 3ûz = −0,30117 ı̂− 1,3818 ̂ + 3 k̂
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2. En coordenadas ciĺındricas un vector tiene por componentes (0, sin ϕ, z).
Calcular:

a) La divergencia en coordenadas esféricas (3 ptos.)
Solución
Una vez más

(
x̃1, x̃2, x̃3

)
 (r, θ, ϕ) y

(
x1, x2, x3

)
 (ρ, ϕ, z)

ã1 =
∂ x̃1 (xm)

∂ xk
ak; ã2 =

∂ x̃2 (xm)
∂ xk

ak; ã3 =
∂ x̃3 (xm)

∂ xk
ak

donde x1, con
r =

√
z2 + ρ2; θ = arctan

(
ρ
z

)
ϕ = ϕ

ρ = r sin θ ϕ = ϕ z = r cos θ

con lo cual

ã1 =
∂ x̃1 (xm)

∂ xk
ak =

∂
√

z2 + ρ2

∂ z
z =

z2

√
(z2 + ρ2)

=
(r cos θ)2√

(r cos θ)2 + (r sin θ)2
= r cos2 θ

ã2 =
∂ arctan

(
ρ
z

)

∂ z
z =:

−ρz

z2 + ρ2
=

−r2 sin (θ) cos (θ)
(r cos θ)2 + (r sin θ)2

= − sin θ cos θ

ã2 = sinϕ

de modo que el campo vectorial, en esféricas

(0, sin ϕ, z) 
(
r cos2 θ,− sin θ cos θ, sin ϕ

)

y la divergencia

~∇ · ~A =
1

r2 sin θ

(
∂

((
r2 sin θ

)
r cos2 θ

)

∂r
+

∂ ((r sin θ) (− sin θ cos θ))
∂θ

+
∂ ((r) (sin ϕ))

∂ϕ

)

~∇ · ~A =
3r sin θ cos2 θ − 3 sin θ cos2 θ + sin θ + cosϕ

r sin θ

b) El rotor en coordenadas cartesianas (3 ptos.)
Solución
Ahora

(
x̃1, x̃2, x̃3

)
 (x, y, z) y

(
x1, x2, x3

)
 (ρ, ϕ, z) con

x = ρ cos ϕ; y = ρ sin ϕ z = z

ρ =
√

x2 + y2 ϕ = arctan
(

y
x

)
z = z
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de alĺı se sigue si las componentes de en ciĺındricas ~A  (0, sin ϕ, z)

ãx =
∂ (ρ cosϕ)

∂ ϕ
sin ϕ = −ρ

(
1 + cos2 ϕ

)
= −

√
x2 + y2

(
1 + cos2

(
arctan

(y

x

)))
= −

(
2x2 + y2

)
√

(x2 + y2)

ãy =
∂ρ sinϕ

∂ ϕ
sinϕ = ρ cosϕ sin ϕ =

√
x2 + y2 cos

(
arctan

(y

x

))
sin

(
arctan

(y

x

))
=

xy√
(x2 + y2)

ãz = z

y el rotor

~∇× ~A = ı̂

(
∂ãz

∂y
− ∂ãy

∂z

)
+ ̂

(
∂ãx

∂z
− ∂ãz

∂x

)
+ k̂

(
∂ãy

∂x
− ∂ãx

∂y

)

~∇× ~A = k̂




∂

(
xy√

(x2+y2)

)

∂x
−

∂

(
− (2x2+y2)√

(x2+y2)

)

∂y


 =

2y3k̂(√
(x2 + y2)

)3

3. Muestre la relación
∆~a ≡

(
~∇ · ~∇

)
~a = ~∇

(
~∇ · ~a

)
− ~∇×

(
~∇× ~a

)

y a partir de ella encuentre las componentes del Laplaciano ∆~a en coordenadas ciĺındricas (4 ptos.)
Solución
En coordenadas cartesianas tendremos que

(
~∇ · ~∇

)
~a = ∂i

(
∂jaj

) |ei〉 − εijk
[
∂j

(
εklm∂lam

)] |ei〉 =
[
∂i

(
∂jaj

)−
(
δi
lδ

j
m − δj

l δ
i
m

)
∂j

(
∂lam

)] |ei〉

(
~∇ · ~∇

)
~a ==

[
∂i

(
∂jaj

)− ∂j

(
∂iaj

)
+ ∂j

(
∂jai

)] |ei〉 =
[
∂j∂

jai
] |ei〉

Para encontrar la expresión del Laplaciano de un vector en coordenadas ciĺındricas tenemos que

∆~a = ∆ax ı̂ + ∆ay ̂ + ∆azk̂ = ∆ax (cos ϕ |ẽr〉 − sin ϕ |ẽϕ〉) + ∆ay (sinϕ |ẽr〉+ cos ϕ |ẽϕ〉) + ∆az |ẽz〉

∆~a = (∆ax cosϕ + ∆ay sin ϕ) |ẽr〉+ (∆ay cosϕ−∆ax sin ϕ) |ẽϕ〉+ ∆az |ẽz〉
ya que

ı̂ =cos ϕ |ẽr〉 − sin ϕ |ẽϕ〉 ̂ =sin ϕ |ẽr〉+ cos ϕ |ẽϕ〉 k̂ = |ẽz〉

x = r cos ϕ y = r sen ϕ z = z

Nótese que

∆ax = ∂j∂
jax =

∂2ax

∂x2
+

∂2ax

∂y2
+

∂2ax

∂z2
∆ay = ∂j∂

jay =
∂2ay

∂x2
+

∂2ay

∂y2
+

∂2ay

∂z2

∆az = ∂j∂
jaz =

∂2az

∂x2
+

∂2az

∂y2
+

∂2az

∂z2

son las componentes cartesianas
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4. Considere, que el espacio de estados para un determinado sistema f́ısico viene expandido por la base
ortonormal {|u1〉 , |u2〉 , |u3〉} . Definimos dos operadores Lzy S de la siguiente manera

Lz |u1〉 = |u1〉 ; Lz |u2〉 = 0; Lz |u3〉 = − |u3〉
S |u1〉 = |u3〉 ; S |u2〉 = |u2〉 ; S |u3〉 = |u1〉

a) Encuentre la representación matricial en la base {|u1〉 , |u2〉 , |u3〉} del operador: [Lz,S] (3 ptos.)
Solución La matriz será



〈
u1

∣∣LzS− SLz |u1〉
〈
u1

∣∣LzS− SLz |u2〉
〈
u1

∣∣LzS− SLz |u3〉
〈
u2

∣∣LzS− SLz |u1〉
〈
u2

∣∣LzS− SLz |u2〉
〈
u2

∣∣LzS− SLz |u3〉
〈
u3

∣∣LzS− SLz |u1〉
〈
u3

∣∣LzS− SLz |u2〉
〈
u3

∣∣LzS− SLz |u3〉




con lo cual


〈
u1

∣∣LzS |u1〉 −
〈
u1

∣∣SLz |u1〉
〈
u1

∣∣LzS |u2〉 −
〈
u1

∣∣SLz |u2〉
〈
u1

∣∣LzS |u3〉 −
〈
u1

∣∣SLz |u3〉
〈
u2

∣∣LzS |u1〉 −
〈
u2

∣∣SLz |u1〉
〈
u2

∣∣LzS |u2〉 −
〈
u2

∣∣SLz |u2〉
〈
u2

∣∣LzS |u3〉 −
〈
u2

∣∣SLz |u3〉
〈
u3

∣∣LzS |u1〉 −
〈
u3

∣∣SLz |u1〉
〈
u3

∣∣LzS |u2〉 −
〈
u3

∣∣SLz |u2〉
〈
u3

∣∣LzS |u3〉 −
〈
u3

∣∣SLz |u3〉




de donde

〈
ui

∣∣ [Lz,S] |uj〉 =




0− 0 0− 0 1− (−1)

0− 0 0− 0 0− 0

(−1)− 1 0− 0 0− 0




=




0 0 2

0 0 0

−2 0 0




b) Lz,S y [Lz,S] serán biyectivas (3 ptos.)
Solución
Por definición S es biyectivas ya que cada vector tiene su imagen, Lz no lo es por cuanto el vector
|u2〉 no tiene imagen y, finalmente [Lz,S] tampoco será biyectiva dado que

〈
ui

∣∣ [Lz,S] |uj〉 no
tiene inversa ya que del det

[〈
ui

∣∣ [Lz,S] |uj〉
]

= 0
c) Encuentre la dimensión del Dominio, del Rango y del núcleo de la transformaciones Lz,S y [Lz,S]

(3 ptos.).
Solución

Dominio Rango Núcleo
Lz 3 2 1
S 3 3 0
[Lz,S] 3 2 2

dado que [Lz,S] |u2〉 = 0

5. Encuentre la expresión matricial para los operadores lineales de Pauli <2 7−→ <2 dado que actúan
como (4 puntos)

σz |+〉 = |+〉 , σz |−〉 = − |−〉
σx |+〉x = |+〉x , σx |−〉x = − |−〉x
σy |+〉y = |+〉y , σy |−〉y = − |−〉y
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con

|+〉 ¿
(

1
0

)
, |−〉 ¿

(
0
1

)

|+〉x =
1√
2

[|+〉+ |−〉] , |−〉x =
1√
2

[|+〉 − |−〉]

|+〉y =
1√
2

[|+〉+ i |−〉] , |−〉y =
1√
2

[|+〉 − i |−〉]

ahora bien
x 〈+ |+〉x = 1 x 〈+ |−〉x =x 〈− |+〉x = 0 x 〈− |−〉x = 1

y 〈+ |+〉y = 1 y 〈+ |−〉y =y 〈− |+〉y = 0 y 〈− |−〉y = 1

Es decir las los vectores {|+〉x , |−〉x} y
{
|+〉y , |−〉y

}
forman bases ortonormales, por lo que los vectores

{|+〉 , |−〉} se pueden expresar en término de esas bases como

|+〉 =
1√
2

[|+〉x + |−〉x] |−〉 =
1√
2

[|+〉x − |−〉x]

|+〉 =
1√
2

[
|+〉y + |−〉y

]
|−〉 =

−i√
2

[
|+〉y − |−〉y

]

Aśı las expresiones matriciales serán

(σz)
i
j =



〈+|σz |+〉 〈+|σz |−〉

〈−|σz |+〉 〈−|σz |−〉


 =




1 0

0 −1




y

(σx)i
j =



〈+|σx |+〉 〈+|σx |−〉

〈−|σx |+〉 〈−|σx |−〉




=




1
2

[x 〈+|+x 〈−|] σx [|+〉x + |−〉x]
1
2

[x 〈+|+x 〈−|] σx [|+〉x − |−〉x]

1
2

[x 〈+| −x 〈−|] σx [|+〉x + |−〉x]
1
2

[x 〈+| −x 〈−|] σx [|+〉x − |−〉x]




=




1
2

[x 〈+|+x 〈−|] [|+〉x − |−〉x]
1
2

[x 〈+|+x 〈−|] [|+〉x + |−〉x]

1
2

[x 〈+| −x 〈−|] [|+〉x − |−〉x]
1
2

[x 〈+| −x 〈−|] [|+〉x + |−〉x]




(σx)i
j =




0 1

1 0
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(σy)i
j =



〈+|σy |+〉 〈+|σy |−〉

〈−|σy |+〉 〈−|σy |−〉




=




1
2

[y 〈+|+y 〈−|] σy

[
|+〉y + |−〉y

] −i

2
[y 〈+|+y 〈−|] σy

[
|+〉y − |−〉y

]

i

2
[y 〈+| −y 〈−|] σy

[
|+〉y + |−〉y

] 1
2

[y 〈+| −y 〈−|] σy

[
|+〉y − |−〉y

]




=




1
2

[y 〈+|+y 〈−|]
[
|+〉y − |−〉y

] −i

2
[y 〈+|+y 〈−|]

[
|+〉y + |−〉y

]

i

2
[y 〈+| −y 〈−|]

[
|+〉y − |−〉y

] −1
2

[y 〈+| −y 〈−|]
[
|+〉y + |−〉y

]




(σy)i
j =




0 −i

i 0
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