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Métodos Matemáticos de la F́ısica 1
Examen Parcial 2

Tensores y Coordenadas
Noviembre 2004

Nombre

1. Dado el sistema de coordenadas parabólicas

x = ξη cosϕ; y = ξη sen ϕ; z =
1
2

(
η2 − ξ2

)

Exprese el diferencial de volumen dv = dx dy dz en estas coordenadas (3 ptos.)
Solución
Hay varias maneras de resolver este problema. La más intuitiva es que, dado que las coordenadas
parabólicas son un sistema de coordenadas ortogonales es multiplicar largo, por ancho, alto con las
longitudes de arco en cada una de las direcciones ortogonales. Esto es

ds2 = g̃nudqndqu = g̃11

(
dq1

)2
+ g̃22

(
dq2

)2
+ g̃33

(
dq3

)2 ⇒





ds2
→1 = g̃11

(
dq1

)2

ds2
→2 = g̃22

(
dq2

)2

ds2
→3 = g̃33

(
dq3

)2

por consiguiente

dv = (ds→1) (ds→2) (ds→3) =
√

g̃11dq1
√

g̃22dq2
√

g̃33dq3 = h1h2h3dq1dq2dq3

con

h1 =
∥∥∥∥

∂ |r〉
∂ q1

∥∥∥∥ =
√

g̃11 =

√(
∂ x (q1, q2, q3)

∂ q1

)2

+
(

∂ y (q1, q2, q3)
∂ q1

)2

+
(

∂ z (q1, q2, q3)
∂ q1

)2

h2 =
∥∥∥∥

∂ |r〉
∂ q2

∥∥∥∥ =
√

g̃22 =

√(
∂ x (q1, q2, q3)

∂ q2

)2

+
(

∂ y (q1, q2, q3)
∂ q2

)2

+
(

∂ z (q1, q2, q3)
∂ q2

)2

h3 =
∥∥∥∥

∂ |r〉
∂ q3

∥∥∥∥ =
√

g̃11 =

√(
∂ x (q1, q2, q3)

∂ q3

)2

+
(

∂ y (q1, q2, q3)
∂ q3

)2

+
(

∂ z (q1, q2, q3)
∂ q3

)2

por lo cual dado que |r〉 = x (η, ξ, ϕ) |i〉+ y (η, ξ, ϕ) |j〉+ z (η, ξ) |k〉

h1 =
∥∥∥∥

∂ |r〉
∂ q1

∥∥∥∥ =
√

g̃11 =
√

(η cosϕ)2 + (η sin ϕ)2 + (ξ)2 =
√

(η2 + ξ2)

h2 =
∥∥∥∥

∂ |r〉
∂ q2

∥∥∥∥ =
√

g̃22 =
√

(ξ cosϕ)2 + (ξ sin ϕ)2 + (−η)2 =
√

(η2 + ξ2)

h1 =
∥∥∥∥

∂ |r〉
∂ q1

∥∥∥∥ =
√

g̃11 =
√

(−ξη sin ϕ)2 + (ξη cosϕ)2 + (0)2 = ξη

y finalmente
dv = h1h2h3dξdηdϕ = ξη

(
η2 + ξ2

)
dξdηdϕ
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La otra forma de resolverlo, también intuitiva es hacer el producto mixto de los tres vectores ortogonales
base sin normalizar. Esto es

dv =
∥∥∥∥
(
dq1 ∂ |r〉

∂ q1

)
•

(
dq2 ∂ |r〉

∂ q2
× dq3 ∂ |r〉

∂ q3

)∥∥∥∥ = dq1dq2dq3

∥∥∥∥
∂ |r〉
∂ q1

•
(

∂ |r〉
∂ q2

× ∂ |r〉
∂ q3

)∥∥∥∥

entonces, en general

dv = dq1dq2dq3


det




∂ x(q1,q2,q3)
∂ q1

∂ y(q1,q2,q3)
∂ q1

∂ z(q1,q2,q3)
∂ q1

∂ x(q1,q2,q3)
∂ q2

∂ y(q1,q2,q3)
∂ q2

∂ z(q1,q2,q3)
∂ q2

∂ x(q1,q2,q3)
∂ q3

∂ y(q1,q2,q3)
∂ q3

∂ z(q1,q2,q3)
∂ q3







= dq1dq2dq3 det
(
J

(
x

(
q1, q2, q3

)
, y

(
q1, q2, q3

)
, z

(
q1, q2, q3

)))

donde J
(
x

(
q1, q2, q3

)
, y

(
q1, q2, q3

)
, z

(
q1, q2, q3

))
es la matriz Jacobiana de la transformación. En-

tonces

dv = dξdηdϕ


det




η cos ϕ η sin ϕ ξ
ξ cos ϕ ξ sin ϕ −η
−ξη sin ϕ ξη cos ϕ 0





 = ξη

(
η2 + ξ2

)
dξdηdϕ

En general, el diferencial del volumen viene expresado como un producto mixto de la base ortonormal
{|q1〉 , |q2〉 , |q3〉}

dv =
∥∥(

dq1 |q1〉
) • (

dq2 |q2〉 × dq3 |q3〉
)∥∥ = dq1dq2dq3 ‖|q1〉 • (|q2〉 × |q3〉)‖

dv = dqn 〈qn| (ε123dq2dq3 |q1〉
)

= g̃nudqug̃22dq2g̃33dq3〈qn |q1〉︸ ︷︷ ︸
δn
1

= g̃11dq1g̃22dq2g̃33dq3

2. Dado un sistema genérico de coordenadas oblicuas

|ẽ1〉 = a |i〉+ b |j〉 ; |ẽ2〉 = c |i〉+ d |j〉

(a) Encuentre la expresión para la métrica g̃ij en estas coordenadas (2 ptos.)
Solución
Para una base genérica, {|xj〉} la métrica viene definida por

gij ≡ gji = g [|xi〉 , |xj〉] ≡ 〈xi |xj〉 ≡ 〈xj |xi〉 ⇒

〈gij〉 =
( 〈x1 |x1〉 〈x1 |x2〉
〈x2 |x1〉 〈x2 |x3〉

)
=

(
a2 + b2 ac + bd
ac + bd c2 + d2

)

(b) Encuentre la expresión para un vector genérico ~v = vx |i〉+ vy |j〉 en estas coordenadas (2 ptos.)
Solución

|ẽ1〉 = a |i〉+ b |j〉

|ẽ2〉 = c |i〉+ d |j〉



 ⇔





|i〉 = 1
∆ (d |ẽ1〉 − b |ẽ2〉)

|j〉 = 1
∆ (c |ẽ1〉 − a |ẽ2〉)
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con ∆ = bc− ad por lo cual

~v = vx |i〉+ vy |j〉 =
vx

∆
(d |ẽ1〉 − b |ẽ2〉) +

vy

∆
(c |ẽ1〉 − a |ẽ2〉)

=
(
d
vx

∆
+ c

vy

∆

)
|ẽ1〉 −

(
b
vx

∆
+ a

vy

∆

)
|ẽ2〉

(c) Suponga ahora una base y un tensor concreto

|ẽ1〉 = |i〉 ; |ẽ2〉 =
√

2
2
|i〉+

√
2

2
|j〉 ; T i

j =
(

4 2
1 4

)

Encuentre la expresión matricial para el tensor T̃ij
1 (3 ptos.)

Solucin
En general,

T̃ij = g̃ikT̃ k
j = g̃ik

∂ x̃k

∂ xm
Tm

n

∂ xn

∂ x̃j

Identificando

ṽx = ṽ1 =
∂ x̃1

∂ xj
vj =

∂ x̃1

∂ x1
v1 +

∂ x̃1

∂ x2
v2 =




d

∆︸︷︷︸
∂ x̃1

∂ x1

vx +
c

∆︸︷︷︸
∂ x̃1

∂ x2

vy




ṽy = ṽ2 =
∂ x̃2

∂ xj
vj =

∂ x̃2

∂ x1
v1 +

∂ x̃2

∂ x2
v2 =



−b

∆︸︷︷︸
∂ x̃2

∂ x1

vx +
−a

∆︸︷︷︸
∂ x̃2

∂ x2

vy




como

a = 1
b = 0
c =

√
2

2

d =
√

2
2





⇒





〈g̃ik〉 =

(
1

√
2

2√
2

2 1

)

〈
∂ x̃k

∂ xm

〉
=

( −1 −1
0 1

)

〈
∂ xn

∂ x̃j

〉
=

〈
∂ x̃n

∂ xj

〉−1
=

( −1 −1
0 1

)−1

=
( −1 −1

0 1

)

finalmente

T̃ij =

(
1

√
2

2√
2

2 1

)( −1 −1
0 1

)(
4 2
1 4

)( −1 −1
0 1

)
=

(
5− 1

2

√
2 −1 + 3

2

√
2

5
2

√
2− 1 − 1

2

√
2 + 3

)

1Ayuda dada una mantriz genérica Ai
j =

(
A B
C D

)
, su inversa será

(
D

AD−BC
− B

AD−BC

− C
AD−BC

A
AD−BC

)
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3. Definimos una transformación ortogonal (una transformación de un sistema de coordenadas ortogonales
a otro ortogonal también) si se cumple

x̃i =
∂ x̃i

∂ xk
xk + ai; xi =

∂ xi

∂ x̃k
xk + ãi; donde det

(
∂ xk

∂ x̃l

)
= det

(
∂ x̃k

∂ xi

)
= ±1

con
∂ x̃k

∂ xi

∂ xi

∂ x̃l
=

∂ xk

∂ x̃i

∂ x̃i

∂ xl
= δk

l

(a) Muestre que las transformaciones de Galileo en 2 dimensiones
(

x̃1

x̃2

)
=

(
cos θ − sen θ
sen θ cos θ

)(
x1

x2

)
+

(
V 1

OÕ
t

V 2
OÕ

t

)

son transformaciones ortogonales (3 ptos.). Note que V 1
OÕ

, y V 2
OÕ

son las velocidades en la
dirección 1 y 2, respectivamente, del observador Õ con coordenadas x̃i respecto al observador O
con coordenadas xi,mientras t es el tiempo medido por ambos observadores.
Solución
Una vez más, identificando

x̃i =
∂ x̃i

∂ xk
xk + ai ⇒

(
x̃1

x̃2

)
=

(
∂ x̃1

∂ x2
∂ x̃1

∂ x2

∂ x̃2

∂ x1
∂ x̃2

∂ x2

)(
x1

x2

)
+

(
a1

a2

)

con lo cual
(

∂ x̃1

∂ x2 = cos θ ∂ x̃1

∂ x2 = − sen θ
∂ x̃2

∂ x1 = sen θ ∂ x̃2

∂ x2 = cos θ

)
;
(

a1 = V 1
OÕ

t

a2 = V 2
OÕ

t

)
con det

(
cos θ − sen θ
sen θ cos θ

)
= cos2 θ+

2
sen θ2 = 1

4. Las transformaciones de Galileo nos permiten relacionar las posiciones de una part́ıcula respecto a
dos observadores los cuales se encuentran en movimiento, uno respecto al otro. Considere entonces el
movimiento de una part́ıcula visto desde el sistema de coordenadas xi tal que

x = V0xt; y = V0yt− g
t2

2

Exprese el vector velocidad ~V de esta part́ıcula visto del sistema de coordenadas x̃k (2 ptos.)
Solución
Tendremos que

x1 = x = V0xt

x2 = y = V0yt− g t2

2



 ⇒

V 1 = Vx = dx1

dt = V0x

V 2 = Vy = dx2

dt = V0x − gt

por lo cual (
Ṽ 1

Ṽ 2

)
=

(
cos θ − sen θ
sen θ cos θ

)(
V 1

V 2

)
+

(
V 1

OÕ
t

V 2
OÕ

t

)

finalmente

~V = Ṽ 1 ı̂ + Ṽ 2̂ con





Ṽ 1 = V 1 cos θ − V 2 sen θ + V 1
OÕ

t

Ṽ 2 = V 1 sen θ + V 1 cos θ + V 2
OÕ

t
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5. Consideremos este par de tensores provenientes de la teoŕıa de elasticidad

uik =
1
2

(∂k ui + ∂i uk) ≡ 1
2

(
∂ ui

∂ xk
+

∂ uk

∂ xi

)
;

(
ui

k

)0
= ui

k −
1
3
um

m δi
k;

y construyamos el tensor de esfuerzos como

pi
j = 2λ

(
ui

j

)0
+ Kul

l δi
j

Calcule la enerǵıa libre para el medio elástico, definida como F = 1
2pi

ju
j
i (3 ptos.)

Solución
Tenemos que

pi
j = 2λ

(
ui

j

)0
+ Kul

l δi
j = 2λ

(
ui

j −
1
3
um

m δi
j

)
+ Kul

l δi
j = 2λui

j + ul
lδ

i
j

(
K − 2λ

3

)

donde um
m = 1

2 (∂m um + ∂m um) = ∂m um con lo cual

F =
1
2
pi

ju
j
i =

1
2

(
2λui

j + ul
lδ

i
j

(
K − 2λ

3

))
uj

i =
(

λui
ju

j
i + ul

lδ
i
ju

j
i

(
1
2
K − λ

3

))

= λ
(
ui

1u
1
i + ui

2u
2
i + ui

3u
3
i

)
+

(
1
2
K − λ

3

) (
ul

l

)2

= λ
((

u1
1u

1
1 + u2

1u
1
2 + u3

1u
1
3

)
+

(
u1

2u
2
1 + u2

2u
2
2 + u3

2u
2
3

)
+

(
u1

3u
3
1 + u2

3u
3
2 + u3

3u
3
3

))
+

(
1
2
K − λ

3

) (
ul

l

)2

= λ
((

u1
1

)2
+

(
u2

2

)2
+

(
u3

3

)2
+ 2

(
u1

2u
2
1 + u2

3u
3
2 + u3

1u
1
3

))
+

(
1
2
K − λ

3

) (
ul

l

)2

=
(

1
2
K +

2λ

3

) (
ul

l

)2
+ 2λ

(
u1

2u
2
1 + u2

3u
3
2 + u3

1u
1
3

)

=
(

1
2
K +

2λ

3

)
(∂xux + ∂yuy + ∂zuz)

2 + 2λ (∂xuy∂yux + ∂yuz∂zuy + ∂zux∂xuz)

6. Considere ahora la siguiente transformación de coordenadas

x̃α = Lα
β xβ+aα; con γ =

1√
1− vkvk

; α, β = 0, 1, 2, 3; i, j, k = 1, 2, 3 y





L0
0 = γ

Li
0 = L0

i = γvi

Li
j = Lj

i = δi
j + vivj

(γ−1)
vkvk

las Lα
β se denomina impulso (boost) de Lorentz donde las vk son las componentes tridimensionales

de la velocidad relativa entre los observadores Õ y O con coordenadas x̃α y xβ , respectivamente. La
coordenada x0 representa el tiempo medido por el observador O mientras que las xj representan las
coordenadas espaciales x, y, z para el mismo observador O con i, j = 1, 2, 3 respectivamente. Nótese
que 0 ≤ vkvk < 1.
Suponga, por facilidad, que el movimiento es en una dimensión α, β = 0, 1 y i, j = 1.
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Esto implica

〈
Lα

β

〉
=

(
1√

1−v2
v√

1−v2
v√

1−v2
1√

1−v2

)
⇒

(
x̃0

x̃1

)
=

(
1√

1−v2
v√

1−v2
v√

1−v2
1√

1−v2

)(
x0

x1

)

〈
L̃α

β

〉
=

(
1√

1−v2
−v√
1−v2

−v√
1−v2

1√
1−v2

)
⇒

(
x0

x1

)
=

(
1√

1−v2
−v√
1−v2

−v√
1−v2

1√
1−v2

)(
x̃0

x̃1

)

(a) Muestre que los tiempos se alargan cuando son medidos por observadores en movimiento (3 ptos.)
Solución
Tenemos que ∆t = t2 − t1 = x0

2 − x0
1 medido por el observador en reposo y equivalentemente

∆t̃ = t̃2 − t̃1 = x̃0
2 − x̃0

1 medido por el observador en movimiento.

∆t̃ = t̃2 − t̃1 = x̃0
2 − x̃0

1 =
(
L0

β xβ
2 + a0

)
−

(
L0

β xβ
1 + a0

)
= L0

β xβ
2 − L0

β xβ
1 = L0

β

(
xβ

2 − xβ
1

)

= L0
0

(
x0

2 − x0
1

)
+ L0

1

(
x1

2 − x1
1

)
=

(
x0

2 − x0
1

)
√

1− v2
=

∆t√
1− v2

Claramente
lim
v→1

∆t̃ = ∞
Nótese que hemos supuesto que el reloj que marca el ∆t y que está en reposo respecto al sistema
xβ se encuentra en la misma posición espacial x0

2 = x0
1

(b) Muestre como las distancias se acortan cuando son medidas respecto a observadores en movimiento
(3 ptos.)
Solución
Igualmente la distancia entre dos puntos espaciales será

l = x1
2 − x1

1 =
(
L̃1

β x̃β
2 + a1

)
−

(
L̃1

β x̃β
1 + a1

)
= L1

β

(
x̃β

2 − x̃β
1

)
= L̃1

0

(
x̃0

2 − x̃0
1

)
+ L̃1

1

(
x̃1

2 − x̃1
1

)

Si suponemos ahora que la distancia en el sistema en movimiento x̃β la medimos en el mismo
tiempo, entonces x̃0

2 = x̃0
1 con lo cual

l = L̃1
1

(
x̃1

2 − x̃1
1

)
=

(
x̃1

2 − x̃1
1

)
√

1− v2
=

l̃√
1− v2

⇒ l̃ =
√

1− v2l ⇒ lim
v→1

√
1− v2l = 0
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