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Nombre

1. Dado el sistema de coordenadas parabdlicas

1
z=Encosy; Yy =Enseny; z=§(n2—£2)

Exprese el diferencial de volumen dv = dz dy dz en estas coordenadas (3 ptos.)
Solucién

Hay varias maneras de resolver este problema. La méds intuitiva es que, dado que las coordenadas
parabdlicas son un sistema de coordenadas ortogonales es multiplicar largo, por ancho, alto con las

longitudes de arco en cada una de las direcciones ortogonales. Esto es

ds?,, = gn (dg')*

ds® = Guudg"dg” = gi1 (dg")” + o> (dg?)” + a3 (dg®)” = { dsZ, = Gas (dg?)’

ds?.5 = gas (dg?)”

por consiguiente

dv = (ds_1) (ds_2) (ds_3) = \/§11dq" v/§22dg®\/G33dg® = hihahsdg'dg*dg®

con
d |r — dx(ql,q?,¢3)\" 9y, % ¢\ 92 (¢4, ¢ ¢%)\°
hy = 8|ql> :‘/g::\/<(aq1 A (aql AN (aql
d |r _ dx(qh, a3\  [(9yld, %)\  [0z(¢q%e®)\’
. 8|qQ> W\/< <aq2 N, (W N, <8q2
o 4~ [{oa(d %)\ | (yldh 2 d®)\ | [0z %P\’
h3— aq3 — gll—\/< aq3 + 78 q3 + 78 q3
%)

= 5a =V =\ (neos@)® + (ysing)? + (6)° = VO + @)

e = |52 = Vi = igcos 0 + (gsin) + (o) = ViE T )

= || ot | = V= (—ensing)” + (encose)” + (0 = &

y finalmente
dv = hihohsdédndy = &n (n° + €%) dédndy
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La otra forma de resolverlo, también intuitiva es hacer el producto mixto de los tres vectores ortogonales
base sin normalizar. Esto es

ar= (a2« (2 a9 — agaga |51« (2152 1)
d4q 9 ¢? d4q 9¢
entonces, en general
0 x(q",q%qa%) 0 y(a'a®d®) 0 z(q".q%.d°)
(aquQ 3) (81q12 3) (alq12 J)
_ 31,1321 3 0 x(q ,q",q 0 y(qa a9 0 z(q ,q",q
dv = dq - dg“dg” | det X X R
9 x(q'a%d®) 0 y(d".a*d®) 8 z(a'.d?.q®)
9 g¢3 0 ¢3 0 ¢

=dq'dg*dg® det (J (z (¢". 4%, ¢%) ,y (¢". . ¢*) . 2 (¢*, % ¢*)))

donde J (x (ql, q2, q3) Y (ql, 72, q3) 2 (ql,qz,q3)) es la matriz Jacobiana de la transformacién. En-

tonces
7)COS nsiny &
dv=dédndy [det | Ecosg  Esing  —n =&n (n* + €2) dédndy
—&nsing  Encosp 0

En general, el diferencial del volumen viene expresado como un producto mixto de la base ortonormal
{la1),laz),las)}

dv = ||(dg" [a1)) » (dg? |a2) x dg® |as)) || = dg'dg®dg® [||an) » (Jaz) x |as))]|

dv = dg,, (q"] (¢'**dgadgs |d1)) = Gnudq“G22dg®Gs3de®(@" |a1) = Gi11dg Goodq?Gazdg®
————
P

2. Dado un sistema genérico de coordenadas oblicuas
€1) =ali) +blj);  |&2) = cli) +dj)

(a) Encuentre la expresién para la métrica g;; en estas coordenadas (2 ptos.)
Solucién
Para una base genérica, {|x;)} la métrica viene definida por

9ij = g5 = g lIxi), xj)] = (i ) = (x5 [xi) =
(gi;) = (x1 [x1) (%1 [x2) _ a’>+bv> ac+bd
9ii (x2 |x1)  (x2 |x3) ac+bd ¢ + d?
(b) Encuentre la expresién para un vector genérico ¥ = v, |i) + vy |j) en estas coordenadas (2 ptos.)
Solucién

€1) = ali) +b]j) i) = & (d[&1) — ble2))

|€2) = cli) +dlj) i) = 2 (clér) —alesz))
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con A = bc — ad por lo cual

- (o5 - ) - (5 +a)

(¢) Suponga ahora una base y un tensor concreto

_ . _ V2 .o V2, ; 4 2
&) = ); |€2) = —[i) + —-[i); T; =
2 2 1 4
Encuentre la expresién matricial para el tensor Tj;' (3 ptos.)
Solucin
En general,
~ ~ 0 ik o z"
= k _ ~ m
Tij = giij = Qikm n Yy i
Identificando
17—171—6jlvj—65:1v1 6531112— gv—i—iv
R N oxz2 | AT A
~ ~—
a zl o &l
o xl o x2
M 8:EQU . 85:21)1 8i2v2_ _bv n —av
YU T o T 9l 0 22 AT A Y
—~—
8 &2 o &2
8zl d a2
como
By 1 2
a=1 (Gir) = V2 i
b=0 N g /1 4
c= g <8 xm> = 0 1
_ V2 -1
d=-5 <ax">_<aiﬁ>—1_(_1 _1> (_1 _1)
o &I o xJ 0 1 0 1
finalmente

foo( L E (oL Y42 (1 1) (5-5v2 ~1+3Ve
”‘@1 0 1 1 4 0 1 ) \3v2-1 -1v2+3

D B
. - ; A B . . -
1 Ayuda dada una mantriz genérica A;- = < ¢ p ) suinversaserd AD’CBC A%(BC
~ AD-BC AD-BC
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3. Definimos una transformacién ortogonal (una transformacién de un sistema de coordenadas ortogonales

a otro ortogonal también) si se cumple

oz , ox d zk o z*
1: M = N - 7 = P — :il
T axkx + a'; T 8:%"333 +a*; donde det 5 7 det RS
con , ,
85{:’“6331_833’“8501_6,C
= =0

Ozt 00t

(a) Muestre que las transformaciones de Galileo en 2 dimensiones

YN [ cos® —senf z! L Voot
2 )7\ senf cosf x? Vg 5t
son transformaciones ortogonales (3 ptos.). Note que VO1 o Y Vg 5 son las velocidades en la

direccion 1 y 2, respectivamente, del observador O con coordenadas 7' respecto al observador O
con coordenadas 2, mientras ¢ es el tiempo medido por ambos observadores.

Solucion

Una vez mas, identificando

ST

; ~1 ~1
) 9 7t ) 71 o oz ! al
~1 k i _ D z2 D z2
=gt e = e )T 82 9 2 )T g2
o ! o x2

con lo cual

oz _ ozt _ 1 _y/1

5 % =cosf § iiz_ —sen 6 ; at = Vgét con det cosf) —send \ _ cos? O4sn 6% — 1
oz oz 2 — Vv 0 0

Sar =senfl G5 =cosf a®=V3ist sen cos

4. Las transformaciones de Galileo nos permiten relacionar las posiciones de una particula respecto a
dos observadores los cuales se encuentran en movimiento, uno respecto al otro. Considere entonces el
movimiento de una particula visto desde el sistema de coordenadas z* tal que

2
z = Vout; y=Voyt — 95
Exprese el vector velocidad V de esta particula visto del sistema de coordenadas &* (2 ptos.)
Solucién
Tendremos que

al =a = Vot vi=y, =4 _ vy,
=
22 =y = Vot — g% V2=V, =9y, gt
por lo cual y )
(e )=(oms 2" ) (3 )+ (vr )
00
finalmente

Vvi= Vicosf —VZsenf+ V3 ot

72 _ 171 1 2
Ve=V'isen0+V cos@—i—VOét
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5. Consideremos este par de tensores provenientes de la teoria de elasticidad

1 1 /0w Ouy N i m i
uik:2(6kui+8iuk):2<8xk+w); (uk) =up — =up 0;

y construyamos el tensor de esfuerzos como
Py =2\ (u;) + Kul &5

Calcule la energia libre para el medio eldstico, definida como F' = %péuf (3 ptos.)
Solucién
Tenemos que

2\

i i\0 i R e i i i
Py =2x(u}) + Kuj 0} =2\ <uj - 3Um 5j> + Kuj 6% = 2X\u’ + ufd! (K — 3)

donde u = 3 (0™ up, + Oy u™) = O™ wyy, con lo cual

1., 1 ; . 2\ . o /1 A
F =Sl = 5 <2Au;. + b (K - 3)) = (Au;ug + uldiud (2K _ 3))

A (bl + ub? + ) + <;K _ ;) (ul)’

=A ((u%u% + u%u% + ui”ué) + (u%u% + u%u% + u%u%) + (uéu? + ugug + ugug)) + (;K — ;‘) (u%)Q

() (1) () 2 (b ) ) + (;K - g) (u))?

_ (1K + ”) (u)? + 22 (ubs? + e2ud + wud)

20 '3
1 2\ 2
= (2[{ + 3) (Oztg + Oytty + Ozuz)” + 2X (OpuyOyuy + Oyu,0,uy + 0,uz03u.)

6. Considere ahora la siguiente transformacién de coordenadas
Ly=~
1

V1 —vkvk;

i = L% 2’ +a% con v = a,B=0,1,2,3 ijk=123y{ Li=L)=~v

i rd _ si i, (y=1)
Lj—Li—(Sj—FU’UJ

vk

las LG se denomina impulso (boost) de Lorentz donde las v* son las componentes tridimensionales

de la velocidad relativa entre los observadores O y O con coordenadas Z y 2, respectivamente. La
coordenada 2 representa el tiempo medido por el observador O mientras que las 27 representan las
coordenadas espaciales z,y, z para el mismo observador O con i,j = 1,2, 3 respectivamente. Nétese
que 0 < vkvk < 1.

Suponga, por facilidad, que el movimiento es en una dimensién «, 3 =0,1y 4,57 = 1.
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Esto implica
1 v ~0 1 v 0
<L%> _ 1—v2 1;1}2 = ( T > _ 1—v2 1171)2 ( xl >
v v
1—v2 1—v2 1—v2 1—v2 z
1 —U 0 1 —v ~0
<ig> — 1—v2 11—112 = ( xl > — V1—v2 \/11—1)2 ( ml )
v v -
Vi Vio® r T2 Vi o2 .

(a) Muestre que los tiempos se alargan cuando son medidos por observadores en movimiento (3 ptos.)
Solucion
Tenemos que At = ty —t; = 29 — 2 medido por el observador en reposo y equivalentemente
At =ty — t; = 73 — 79 medido por el observador en movimiento.

[

ISH

]

Afzfg—t]:i"g—i?:(L%ngraO)—(L% 27+ a®

0 0
0(.1 .1 7(332_331)7 A
+L1(:c2 xl)f e Ao

SN—

:L% xg—L% xsz%(mS—xf)

~

_ 70(,..0 0
*Lo(%*xl

~—

Claramente
lim At = oo
’U—)l

Noétese que hemos supuesto que el reloj que marca el At y que estd en reposo respecto al sistema

2P se encuentra en la misma posicién espacial 2§ = 29

(b) Muestre como las distancias se acortan cuando son medidas respecto a observadores en movimiento
(3 ptos.)
Solucién
Tgualmente la distancia entre dos puntos espaciales sera

[=ab— 2l = (iﬁ ;z§+a1) _(i;, :zfm) :L;,(gzg_;zf) =L} (#— ) + L} (& — )

Si suponemos ahora que la distancia en el sistema en movimiento #° la medimos en el mismo
tiempo, entonces 79 = 7Y con lo cual

=1 sl R
l_f&(i"%—fc%)—(321_212)—\/11_1]2 ST= VIl = lim /T2 =0
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