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Nombre

1. Los vectores en <3 en coordenada cartesianas los definimos como ~a = axı̂ + ay ̂ + ayk̂

y definimos una “tabla de multiplicación” entre ellos de la forma 〈ei |ej〉 = δi
j con

i, j = 1, 2, 3, esto es:

〈ei |ej〉 ı̂ ̂ k̂

ı̂ 1 0 0
̂ 0 1 0
k̂ 0 0 1

con i, j = 1, 2, 3

Un cuaternión cartesiano puede escribirse de manera análoga a los vectores cartesianos,
vale decir: |a〉 = aα |qα〉 = a0 + ai |qi〉 = a0 + axı̂ + ay ̂ + ayk̂ con α = 0, 1, 2, 3 y donde
las aicon i = 1, 2, 3 son números reales que representan las componentes vectoriales
en coordenadas cartesianas de los cuaterniones, mientras que la a0, también números
reales, se le llama componente escalar1. Los cuaterniones son, por decirlo de alguna
manera, h́ıbridos. Un vector cartesiano es un cuaternión con la componente escalar
nula. Basándonos en este esquema podemos definir la “tabla de multiplicación” para
los cuaterniones cartesianos como

|qi〉 ¯ |qj〉 1 |q1〉 |q2〉 |q3〉
1 1 |q1〉 |q2〉 |q3〉
|q1〉 |q1〉 −1 |q3〉 − |q2〉
|q2〉 |q2〉 − |q3〉 −1 |q1〉
|q3〉 |q3〉 |q2〉 − |q1〉 −1

(a) Compruebe si el producto de cuaterniones |P〉 = |Q〉 ¯ |R〉 es un vector, pseu-
dovector o ninguna de las anteriores (2 puntos). Explique por qué.

Respuesta La operación producto ¯ es cerrada. Vale decir que si |Q〉 = b0 + bj |qj〉 y
|R〉 = a0 + aj |qj〉 entonces, como resultado de operar |Q〉 ¯ |R〉 encontramos
un cuaternión de la forma

|P〉 =
(
b0a0 − biai

)
+ b0ai |qi〉+ a0bj |qj〉+ εijkbiaj |qk〉

por consiguiente al cambiar de signo a las componentes y los vetores base
∣∣∣∣∣∣

bα → −bα

aα → −aα

|qj〉 → − |qj〉



 =⇒ |P〉 → (

b0a0 − biai

)−b0ai |qi〉−bja0 |qj〉−εijkbiaj |qk〉

con lo cual unas partes (las vectoriales) cambian de signo y otras no (las
escalares). Con ello no podemos concluir que sea ni un vector o ni un pseu-
dovector.

1Recuerde que estamos utilizando la convención de Einstein en la cual cα |qα〉 ≡ c0 +
∑3

j=1 cj |qj〉 .
Adicionalmente, nótese que los ı́ndices griegos α, β, · · · toman los valores 0, 1, 2, 3, mientras que los latinos
que acompañan a los vectores cartesianos toman los siguiente valores j, k, l = 1, 2, 3.
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(b) Suponga ahora que se define un cuaternión conjugado como: |Q〉z = b0 − bj |qj〉
con j = 1, 2, 3 compruebe si

‖|Q〉‖2 = |Q〉z ¯ |Q〉

representa una buena definición de norma. (3 puntos).

Respuesta Una vez más,

|P〉 = |Q〉z ¯ |Q〉 =
(
b0b0 + bibi

)
+ b0bi |qi〉 − bjb0 |qj〉+ εijkbibj |qk〉

claramente |P〉 = |Q〉z ¯ |Q〉 = (b0b0 + bibi) con lo cual, pasa todas las
propiedades de norma porque es equivalente a la definición de norma en <4

(c) Comprebe si un cuaternión definido por

|Q〉 =
|Q〉z
‖|Q〉‖2

puede ser considerado como el inverso o elemento simétrico de |Q〉 respecto a la
multiplicación ¯ (2 puntos).

Respuesta De la definición,

|Q〉 =
|Q〉z
‖|Q〉‖2 =

b0 − bj |qj〉
(b0b0 + bibi)

=⇒ |Q〉 ¯ |Q〉 =
(b0 − bj |qj〉) (b0 + bj |qj〉)

(b0b0 + bibi)

lo cual conlleva |Q〉 ¯ |Q〉 = 1

2. ¿ Cuál de los siguientes polinomios:

(a) x2 − 2x + 1;

(b) x4 + 1;

(c) −1
2
x3 + 5

2
x2 − x− 1;

pertenece al subespacio de P generado por:
|x1〉 = x3 + 2x + 1; |x2〉 = x2 − 2; |x3〉 = x3 + x; (3 puntos)

Respuesta Si estos vectores generan un subespacio, significa que son linealmente independi-
entes. Esto es

0 = C1|x1〉+ C2|x2〉+ C3|x3〉 =⇒ C1 = C2 = C3 = 0

0 = C1

(
x3 + 2x + 1

)
+ C2

(
x2 − 2

)
; +C3

(
x3 + x

)

con lo cual construimos el siguiente sistema de ecuaciones

0 = C1 +C3

0 = C2

0 = 2C1 +C3

0 = C1 −2C2
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y se cumple que C1 = C2 = C3 = 0 con lo cual los {|x1〉, |x2〉, |x3〉} son Lineal-
mente independientes. Es inmediato afirmar que x4 + 1 /∈ al subespacio generado
por |x1〉, |x2〉, |x3〉 por cuanto tiene un orden superior. Los polinomios de los nu-
merales a y b podŕıan pertenecer, pero hay que demostarlo. Para ello procedemos
de la siguiente manera:

x2 − 2x + 1 ≡ |p1〉 = C1|x1〉+ C2|x2〉+ C3|x3〉
⇓
0 = C1 +C3

1 = C2

−2 = 2C1 +C3

1 = C1 −2C2

Resolviendo el sistema comprobamos que no existe un conjunto de {C1, C2, C3}
que cumplan con este sistema. Por lo tanto no podremos expresar |p1〉 como
combinación lineal de los vectores base |p1〉 6= C1|x1〉+ C2|x2〉+ C3|x3〉.

Del mismo modo procedemos para el polinomio ≡ |p3〉 ≡ −1
2
x3 + 5

2
x2 − x − 1.

Entonces:

−1

2
x3 +

5

2
x2 − x− 1 ≡ |p1〉 = C1|x1〉+ C2|x2〉+ C3|x3〉

⇓
−1

2
= C1 +C3

5
2

= C2

−1 = 2C1 +C3

−1 = C1 −2C2

Resolviendo el sistema comprobamos que no existe un conjunto de {C1, C2, C3}
que cumplan con este sistema. Por lo tanto no podremos expresar |p3〉 como
combinación lineal de los vectores base |p3〉 6= C1|x1〉+ C2|x2〉+ C3|x3〉.
Concluimos que ninguno de los vectores {|p1〉, |p2〉, |p3〉} pertenece al sube-
spacio generado por {|x1〉, |x2〉, |x3〉}

3. Considerando 〈qn|pn〉 =
∫ 1

0
p(x)q(x)dx como definición de producto interno en el es-

pacio vectorial de polinomios Pn Encontrar la distancia y el ángulo entre los vectores:
|x1〉 = x(x− 1); |x2〉 = x en P3 (3 puntos)

Respuesta En términos de la definición del producto interno, la distancia entre dos vectores
|x〉 y |y〉 se define como

d (|x〉 , |y〉) ≡ ‖|x〉 − |y〉‖ =
√
〈x− y| x4 − 2x3 + x2x− y〉

Por consiguiente:

d (|x1〉 , |x2〉) ≡
√
〈x1− x2| x1− x2〉 =

√∫ 1

0

[(x(x− 1))− (x)] [(x(x− 1))− (x)] dx
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de lo cual se sigue que

d (|x1〉 , |x2〉) ≡
√∫ 1

0

(x2 − 2x)2dx =

√∫ 1

0

(x4 − 4x3 + 4x2) dx =

√
8

15
=

2

15

√
30

Igualmente, el coseno entre dos vectores |x〉 y |y〉 se define como

cos Θ =
|〈x| y〉|

‖|x〉‖ ‖|y〉‖ =⇒ cos Θ =
|〈x1| x2〉|

‖|x1〉‖ ‖|x2〉‖ =
|〈x1| x2〉|√

〈x1| x1〉
√
〈x2| x2〉

cos Θ =

∫ 1

0
[x(x− 1)] [x] dx√∫ 1

0
(x(x− 1))2 dx

√∫ 1

0
x2dx

=

∫ 1

0
(x3 − x2)dx√∫ 1

0
(x4 − 2x3 + x2) dx

√∫ 1

0
x2dx

=
− 1

12(√
1
30

)(√
1
3

) = − 1

12

√
90 =⇒ Θ = arccos

(
− 1

12

√
90

)

Θ = π − arccos
1

4

√
10 ≈ 2.4825 rad

4. Considerando 〈qn|pn〉 =
∫ 1

−1
p(x)q(x)dx como definición de producto interior en Pn,

(a) Los polinomios

|x1〉 = 1; |x2〉 = x; |x3〉 = x2 − 1; |x4〉 =
5

2
x3;

¿ Forman una base en P4 ? Explique por qué (1 punto)

Respuesta: Si forman base porque son linealmente independiente ya que cada uno de
ellos representa un polinomio de un grado diferente y polinomios de diferente
grado son, por definición son linealmente independientes.

(b) ¿ Es una base ortogonal ? Explique por qué Si no lo es, construya una base
ortonormal a partir de ella (3 puntos)

Respuesta: Para comprobar si es una base ortogonal realizamos los productos internos
entre los distintos vectores

〈x1| x2〉 =

∫ 1

−1

[1] [x] dx =

∫ 1

−1

xdx = 0

〈x1| x3〉 =

∫ 1

−1

[1]
[
x2 − 1

]
dx =

∫ 1

−1

(
x2 − 1

)
dx = −4

3
6= 0

Por lo tanto no constituye una base ortonormal y procedmos ortonormalizarla.
Para ello utilizamos el método de Gram-Schmidt. Esto esDado un conjunto
de vectores linealmente independientes, {|x1〉 , |x2〉 , |x3〉 , · · · , |vn〉} que ex-
panden un espacio Euclidiano de dimensión finita, En. Entonces siempre se
puede construir un conjunto ortogonal de vectores, {|u1〉 , |u2〉 , |u3〉 , · · · , |un〉}
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que también expandan En de la siguiente forma:

|u1〉 ≡ |x1〉

|u2〉 ≡ |x2〉 − 〈x2 |u1〉
〈u1 |u1〉 |u1〉

|u3〉 ≡ |x3〉 − 〈x3 |u2〉
〈u2 |u2〉 |u2〉 − 〈x3 |u1〉

〈u1 |u1〉 |u1〉

|u4〉 ≡ |x4〉 − 〈x4 |u3〉
〈u3 |u3〉 |u3〉 − 〈x4 |u2〉

〈u2 |u2〉 |u2〉 − 〈x4 |u1〉
〈u1 |u1〉 |u1〉

por lo cual

|u1〉 ≡ |x1〉 −→ 1

|u2〉 ≡ |x2〉 −→ x

|u3〉 ≡ |x3〉 − 〈x3 |u2〉
〈u2 |u2〉 |u2〉 − 〈x3 |u1〉

〈u1 |u1〉 |u1〉

|u3〉 −→ (x2 − 1)−
(∫ 1

−1[x2−1][x]dx
∫ 1
−1[x][x]dx

)
x−

( ∫ 1
−1[x2−1][1]dx
∫ 1
−1[1][1]dx

)
1

|u3〉 −→ (x2 − 1)−
(∫ 1

−1
(x3 − x) dx
∫ 1

−1
x2dx

)

︸ ︷︷ ︸
0

x−
(∫ 1

−1
(x2 − 1) dx
∫ 1

−1
dx

)

︸ ︷︷ ︸
− 2

3

|u4〉 ≡ |x4〉 − 〈x4 |u3〉
〈u3 |u3〉 |u3〉 − 〈x4 |u2〉

〈u2 |u2〉 |u2〉 − 〈x4 |u1〉
〈u1 |u1〉 |u1〉

|u4〉 ≡ 5
2
x3 −

( ∫ 1
−1[

5
2
x3][x2− 1

3 ]dx
∫ 1
−1[x2− 1

3 ][x2− 1
3 ]dx

) (
x2 − 1

3

)−
(∫ 1

−1[
5
2
x3][x]dx

∫ 1
−1[x][x]dx

)
x−

( ∫ 1
−1[

5
2
x3][1]dx

∫ 1
−1[1][1]dx

)
1

|u4〉 ≡ 5
2
x3 −

( ∫ 1

−1

(
5
2
x5 − 5

6
x3

)
dx

∫ 1

−1

(
x4 − 2

3
x2 + 1

9

)
dx

)

︸ ︷︷ ︸
0

(
x2 − 1

3

)−
(∫ 1

−1

(
5
2
x4

)
dx

∫ 1

−1
x2dx

)

︸ ︷︷ ︸
3
2

x−
(∫ 1

−1

(
5
2
x3

)
dx

∫ 1

−1
dx

)

︸ ︷︷ ︸
0

por lo tanto, la base ortogonal será

|u1〉 ≡ 1; |u2〉 ≡ x; |u3〉 ≡ x2 − 1

3
; |u4〉 ≡ 5

2
x3 − 3

2
x
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ahora, bien ortogonalizando tendremos que

|e1〉 ≡ 1;

|e2〉 ≡ x√
〈u2 |u2〉

=
x√

2
3

=
1

2
x
√

6;

|e3〉 ≡
(
x2 − 1

3

)
√
〈u3 |u3〉

=

(
x2 − 1

3

)
√

8
45

=
3

4

(
x2 − 1

3

)√
10;

|e4〉 ≡
(

5
2
x3 − 3

2
x
)

√
〈u4 |u4〉

=

(
5
2
x3 − 3

2
x
)

√
2
7

=
1

2

(
5

2
x3 − 3

2
x

)√
14

(c) Expresar |p〉 = x2 − x; o |q〉 = x3 − 2 en función de esa base ortonormal (3
puntos)

Respuesta Para expresar cualquiera de estos polinomios en la base {|e1〉 , |e2〉 , |e3〉 , |e4〉}
construimos una combinación lineal con esos vectores base. Aśı para expresar |p〉
como combinación lineal tendremos que

|p〉 = C1 |e1〉+ C2 |e2〉+ C3 |e3〉+ C4 |e4〉
≡ 〈

e1 |p〉 |e1〉+
〈
e2 |p〉 |e2〉+

〈
e3 |p〉 |e3〉+

〈
e4 |p〉 |e4〉

|p〉 =

(∫ 1

−1

[1]
[
x2 − x

]
dx

)
|e1〉+

(∫ 1

−1

[
1

2
x
√

6

] [
x2 − x

]
dx

)
|e2〉

+

(∫ 1

−1

[
3

4

(
x2 − 1

3

)√
10

] [
x2 − x

]
dx

)
|e3〉

+

(∫ 1

−1

[
1

2

(
5

2
x3 − 3

2
x

)√
14

] [
x2 − x

]
dx

)
|e4〉

|p〉 =
2

3
|e1〉 − 1

3

√
6 |e2〉+

2

15

√
10 |e3〉

o equivalentemente resolviendo la igualdad entre polinomios

x2−x = C1 (1)+C2

(
1

2
x
√

6

)
+C3

(
3

4

(
x2 − 1

3

)√
10

)
+C4

(
1

2

(
5

2
x3 − 3

2
x

)√
14

)
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Si elegimos expresar |q〉 como combinación lineal tendremos que

|q〉 = C1 |e1〉+ C2 |e2〉+ C3 |e3〉+ C4 |e4〉

|q〉 ≡ 〈
e1 |q〉 |e1〉+

〈
e2 |q〉 |e2〉+

〈
e3 |q〉 |e3〉+

〈
e4 |q〉 |e4〉

|q〉 =

(∫ 1

−1

[1]
[
x3 − 2

]
dx

)
|e1〉+

(∫ 1

−1

[
1

2
x
√

6

] [
x3 − 2

]
dx

)
|e2〉

+

(∫ 1

−1

[
3

4

(
x2 − 1

3

)√
10

] [
x3 − 2

]
dx

)
|e3〉

+

(∫ 1

−1

[
1

2

(
5

2
x3 − 3

2
x

)√
14

] [
x3 − 2

]
dx

)
|e4〉

|q〉 = −4 |e1〉+
1

5

√
6 |e2〉+

2

35

√
14 |e4〉

que también será equivalente a resolver la igualdad entre polinomios

x3−2 = C1 (1)+C2

(
1

2
x
√

6

)
+C3

(
3

4

(
x2 − 1

3

)√
10

)
+C4

(
1

2

(
5

2
x3 − 3

2
x

)√
14

)

Probar la siguiente relación vectorial (3 puntos)

(a) ~∇×
(
~a · ~∇

)
~a =

(
~∇ · ~a

)(
~∇× ~a

)
−

[
~∇ ·

(
~∇× ~a

)]
~a+

(
~a · ~∇

)(
~∇× ~a

)
−

[(
~∇× ~a

)
· ~∇

]
~a

Respuesta Iniciamos la traducción a ı́ndices por el lado izquierdo de la ecuación aśı

~∇×
(
~a · ~∇

)
~a = εijk∂j (am∂m) ak = εijk (∂jam) ∂mak + εijkam∂j∂

mak

= εijk (∂jam) ∂mak + am∂m
(
εijk∂jak

)

el lado derecho lo traduciremos término por término

(
~∇ · ~a

)(
~∇× ~a

)
= (∂mam)

(
εijk∂jak

)

−
[
~∇ ·

(
~∇× ~a

)]
~a = − [

∂mεmjk∂jak

]
ai = − [

εmjk∂m∂jak

]
ai = 0

(
~a · ~∇

)(
~∇× ~a

)
= am∂m

(
εijk∂jak

)

−
[(

~∇× ~a
)
· ~∇

]
~a = − [(

εmjk∂jak

)
∂m

]
ai

el segundo término se anula por cuanto εmjk es antisimétrico respecto a los
ı́ndices mj mientras que ∂m∂j es simétrico. El tercer término del desarrollo
del lado derecho corresponde con el segundo del desarrollo del lado izquierdo.
Por cual llegamos a la siguiente igualdad

εijk (∂jam) ∂mak = (∂mam)
(
εijk∂jak

)− [(
εmjk∂jak

)
∂m

]
ai
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Para verificar la igualdad tendremos que evaluar componente a componente.
Esto es para el lado izquierdo

ε1jk (∂jam) ∂mak = ε123 (∂2am) ∂ma3 + ε132 (∂3am) ∂ma2

= (∂2am) ∂ma3 − (∂3am) ∂ma2

= (∂2a1) ∂1a3 + (∂2a2) ∂2a3 + (∂2a3) ∂3a3

− (∂3a1) ∂1a2 − (∂3a2) ∂2a2 − (∂3a3) ∂3a2

mientras que para el primer término del lado derecho

(∂mam)
(
ε1jk∂jak

)
= (∂mam)

(
ε123∂2a3

)
+ (∂mam)

(
ε132∂3a2

)

= ∂2a3∂
1a1︸ ︷︷ ︸

α

+ ∂2a3∂
2a2 + ∂2a3∂

3a3

−∂3a2∂
1a1︸ ︷︷ ︸

β

− ∂3a2∂
2a2 − ∂2a2∂

3a3

y el segundo término se escribe como

− [(
εmjk∂jak

)
∂m

]
ai = − (

ε1jk∂jak

)
∂1a

1 − (
ε2jk∂jak

)
∂2a

1 − (
ε3jk∂jak

)
∂3a

1

= − (∂2a3 − ∂3a2) ∂1a
1 − (∂3a1 − ∂1a3) ∂2a

1−
− (∂1a2 − ∂2a1) ∂3a

1

= ∂3a2∂1a
1

︸ ︷︷ ︸
β

−∂2a3∂1a
1

︸ ︷︷ ︸
α

+ ∂1a3∂2a
1−∂3a1∂2a

1

︸ ︷︷ ︸
γ

+∂2a1∂3a
1

︸ ︷︷ ︸
γ

− ∂1a2∂3a
1

al sumar ambos términos se eliminan los sumandos indicados con letras grie-
gas, y queda como

(∂mam)
(
ε1jk∂jak

)− [(
εmjk∂jak

)
∂m

]
ai = ∂2a3∂2a2

Ξ
+ ∂2a3∂3a3

Υ

−∂3a2∂2a2
Ω

−∂2a2∂3a3
Ψ

+ ∂1a3∂2a1
Λ

−∂1a2∂3a1
Σ

y al compararlo con el desarrollo del lado derecho e identificar término a
término queda demostrado

ε1jk (∂jam) ∂mak = (∂2a1) ∂1a3
Λ

+ (∂2a2) ∂2a3
Ξ

+ (∂2a3) ∂3a3
Υ

− (∂3a1) ∂1a2
Σ

− (∂3a2) ∂2a2
Ω

− (∂3a3) ∂3a2
Ψ

De igual manera se procede con i = 2 e i = 3
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