Métodos Matematicos de la Fisica 1
Solucién Examen Parcial

Espacios Vectoriales y vectores cartesianos
Octubre 2004

Nombre

1. Los vectores en R* en coordenada cartesianas los definimos como @ = a,7 + a,] + a,k
y definimos una “tabla de multiplicacién” entre ellos de la forma (e’ |e;) = &} con
1,7 =1,2,3, esto es:

(e ley) |7 [ 7 [ %]

7 11010 —

7 oT1T0 coni,j=1,2,3
k 0]0]1

Un cuaternion cartesiano puede escribirse de manera anédloga a los vectores cartesianos,
vale decir: |a) = a®|q,) = a4+ a'|q;) = ag + a7+ a,j+ a,k con a = 0,1,2,3 y donde
las a‘con i = 1,2,3 son numeros reales que representan las componentes vectoriales
en coordenadas cartesianas de los cuaterniones, mientras que la @, también ntimeros
reales, se le llama componente escalar'. Los cuaterniones son, por decirlo de alguna
manera, hibridos. Un vector cartesiano es un cuaternién con la componente escalar
nula. Basandonos en este esquema podemos definir la “tabla de multiplicacion” para
los cuaterniones cartesianos como

) ©lay) | 1] ay) | la2) | ags) |
1

1 lar) | la2) | las)
1) 1) —1 |93) | — la2)
|92) |92) | —las) —1 1)
|as) gs) | la2) | —la) | -1
(a) Compruebe si el producto de cuaterniones |P) = |@) ® |R) es un vector, pseu-

dovector o ninguna de las anteriores (2 puntos). Explique por qué.

Respuesta La operacién producto ® es cerrada. Vale decir que si |Q) = 0° + ¥ |q;) y
|R) = a” + a’ |q;) entonces, como resultado de operar |Q) ® |R) encontramos
un cuaternion de la forma

|P> = (bo(lo — bl(lz) + bo(li |qz> + (Iobj |q]> + Eijkbi(lj |qk>
por consiguiente al cambiar de signo a las componentes y los vetores base
bOé — _bOé
a® — —a® = |P) = (1°a” — b'a;) —0%a’ |q;) — b a’ |q;) — €7 bia, |ay)
|9;) — — la)
con lo cual unas partes (las vectoriales) cambian de signo y otras no (las
escalares). Con ello no podemos concluir que sea ni un vector o ni un pseu-

dovector.
'Recuerde que estamos utilizando la convencién de Einstein en la cual ¢®|q,) = ¢ + 23:1 caq;) .
Adicionalmente, nétese que los indices griegos «, 3, - toman los valores 0, 1,2, 3, mientras que los latinos

que acompanan a los vectores cartesianos toman los siguiente valores j, k,[ = 1,2, 3.



e . % .
(b) Suponga ahora que se define un cuaternién conjugado como: |@Q)™ = v’ — v’ |q;)
con j = 1,2,3 compruebe si

QI =1%o |Q)

representa una buena definicién de norma. (3 puntos).

Respuesta Una vez mas,
P) = [Q™ Q) = (8 + b'b;) + 0 |qi) — b |q;) + €9*bd )

claramente |P) = |Q)¥ © |Q) = (b°0° + bib;) con lo cual, pasa todas las
propiedades de norma porque es equivalente a la definicién de norma en $*

(c) Comprebe si un cuaternién definido por

— Q¥
=0T

puede ser considerado como el inverso o elemento simétrico de |@Q) respecto a la
multiplicacién ® (2 puntos).

Respuesta De la definicion,

N O S A A T S— (B0 =V ;) (B0 + b |q;,))
A T E T s A (T

lo cual conlleva |Q) ©® |Q) =1
2. | Cual de los siguientes polinomios:

(a) 2% —2x + 1;
(b) z*+1;
(¢) —32%+ 22?2 —ax —1;
pertenece al subespacio de P generado por:

x1) =2° + 204+ 1; [x2) =2°—2; [x3) =2°+ z; (3 puntos)

Respuesta Si estos vectores generan un subespacio, significa que son linealmente independi-
entes. Esto es

0= 01|X1> +CQ|X2> +03|X3> — Cl = Cg = 03 =0
0=04 (:E3+2x—|—1) + O (a:2—2);—|—C’3 (IL‘3—|—JZ)

con lo cual construimos el siguiente sistema de ecuaciones

0 = ¢4 +Cj3
0 = Cy

0 = 20 +Cj5
0 = C; —20C



y se cumple que C; = Cy = C3 = 0 con lo cual los {|x1),|x2),|x3)} son Lineal-
mente independientes. Es inmediato afirmar que z* + 1 ¢ al subespacio generado
por |x1),|x2),|x3) por cuanto tiene un orden superior. Los polinomios de los nu-
merales a y b podrian pertenecer, pero hay que demostarlo. Para ello procedemos
de la siguiente manera:

2? = 2x +1=|pl) = O1[x1) + Cy|x2) + Cs|x3)

4
= O +Cs
1 = Cs
-2 = 204 +C5
1 = Cl —202

Resolviendo el sistema comprobamos que no existe un conjunto de {Cy, Cy, C5}
que cumplan con este sistema. Por lo tanto no podremos expresar |pl) como
combinacién lineal de los vectores base |pl) # C}|x1) + Cs|x2) + C3|x3).

Del mismo modo procedemos para el polinomio = |p3) = —i2° + 322 — 2z — 1.
Entonces:
13 Do
—5T Tt~ T 1 = |pl) = C4|x1) + Cy|x2) 4 C5|x3)
U
-1 = O +Cs
- o
-1 = 20¢4 +Cs

-1 = C =20,

Resolviendo el sistema comprobamos que no existe un conjunto de {Cy, Cy, C5}
que cumplan con este sistema. Por lo tanto no podremos expresar |p3) como
combinacién lineal de los vectores base |p3) # C4|x1) + Cy|x2) 4+ C5|x3).
Concluimos que ninguno de los vectores {|pl), |p2),|p3)} pertenece al sube-
spacio generado por {|x1),|x2), [x3)}

3. Considerando (q,|p.) = fo x)dz como definicién de producto interno en el es-
pacio vectorial de polinomios 73 Encontrar la distancia y el angulo entre los vectores:
|x1) = x(z —1); [x2) =z en P3 (3 puntos)

Respuesta En términos de la definicién del producto interno, la distancia entre dos vectores
|x) v |y) se define como

d(jx),1y)) = %) = ) = V{x -yl 2t = 22° + 2>x —y)

Por consiguiente:

d(|x1),|x2)) = V/(x1 - x2| x1 - x2) = \//0 [(z(z = 1)) = (@)][(z(z = 1)) = ()] dz

3



de lo cual se sigue que

d(|x1),|x2)) = \//0 (22 — 2z)2dx = \//0 (x4 — 423 + 422) dx = % = %\/@

Igualmente, el coseno entre dos vectores |x) y |y) se define como

) o x| x2)]

=TTyl =D Tx2) /(x| x1)/(x2] x2)
fo z(x — 1) [z] dzx _ fol(x3
\/fo (z(x — 1)) dm\/fol r2dz \/fol (% — 223 + 2?) dx\/fol r2dz

1

— 12 :—i\/%:>@:arccos —i\/9_0
SOl %)

1
O = 7 — arccos Z\/ 10 =~ 2.4825 rad

cos© =

cos© =

4. Considerando (q,|p,) = f p(z)q(x)dx como definicién de producto interior en P,

(a) Los polinomios
2 ) 3
Ix1) =1; [x2)=x; [x3)=2"—1; |x4)= S

;, Forman una base en P, ? Explique por qué (1 punto)

Respuesta: Si forman base porque son linealmente independiente ya que cada uno de
ellos representa un polinomio de un grado diferente y polinomios de diferente
grado son, por definicién son linealmente independientes.

(b) ; Es una base ortogonal ? Explique por qué Si no lo es, construya una base
ortonormal a partir de ella (3 puntos)

Respuesta: Para comprobar si es una base ortogonal realizamos los productos internos
entre los distintos vectores

<x1|x2):/_11[1] [x]dx:/_llxdxzo

<x1|x3):/1[1][x2—1]dx:/1 (2~ 1)d :—-7&0

1 -1

Por lo tanto no constituye una base ortonormal y procedmos ortonormalizarla.
Para ello utilizamos el método de Gram-Schmidt. Esto esDado un conjunto

de vectores linealmente independientes, {|x1), |x2), |X3), - ,|Va)} que ex-
panden un espacio Fuclidiano de dimensién finita, E™. Entonces siempre se
puede construir un conjunto ortogonal de vectores, {|uy), |uz), |uz), -+ ,|u,)}



que también expandan E™ de la siguiente forma:

uy) = [x1)

) = [x) — 222 |uy)

ag) = fcs) — 5l ) — Ll )

) = o) — 2 ) — ) ) — 020 )

por lo cual

‘u1> = ’X1> —s 1

|UQ> = ’X2> — T

[ug) = |xcs) — L2102 |y, — Lol

o v [ Jh[e*1]llde [ [ e
luz) — (z* — 1) <—f11[:c][x]dac x P 1

lug) — (22 — 1) — <f1 23— x) dx)x - (fl (2% — 1)da:)

(
fl r2dx fj1 dz

luy)

-1

~
0

win

(x4 |us) |u > _ (x4|ug) |u > _ {xafu) |u1>

(us |us) (uz [uz) (ui [ur)

S5 [3e][e*=5]de \ 1y ([L[3eflelde ) )T [0 (tlde
J2 [#2 =5 ][22~ 5] de (#* = 3) /L eliale ) * e ) 1
! (52° — §a°) d > (22— 1) — (f—ll (327) dac)x B (f_l1 (52°) dz

f_ll 22dx f_ll dz

~\~ ~~ v~
0 0

lug) = [x4) —

Il
rolot
8
|

luy)

(
ug) = 327 — (

Wl

3
2
por lo tanto, la base ortogonal sera

2

) 3
lup) = 1; lug) = x; lus) = a* — = luy) = 3%~ 5%

W



ahora, bien ortogonalizando tendremos que

(c) Expresar |p) =2? —x; o |q) =2 — 2 en funcién de esa base ortonormal (3
puntos)

Respuesta Para expresar cualquiera de estos polinomios en la base {|e;),|e2),|es),|es)}
construimos una combinacién lineal con esos vectores base. Asi para expresar |p)
como combinacién lineal tendremos que

p) = C" Jer) + C? lea) + CP leg) + O ley)
= (e [p) [e1) + (e” |p) [ez) + (€ [P) [e3) + (e” |P) |es)

p) = (/11 1] [2? — 2] dx) le1) + (/11 Bm/é] 2% — ] dx) |e2)
([ (=30 e
(]G3 o)

2 1 2
Ip) = 3 ley) — g\/6|e2> + E\/E|es>

o equivalentemente resolviendo la igualdad entre polinomios

Pz = O (1)4C? (%wa) L G (:132 _ %) m) Lo (% (%3 - §az) m)



Si elegimos expresar |q) como combinacién lineal tendremos que

la) = C'er) + C? |eg) + C |es) + C* |ey)

lq) = (e' |q) [e1) + (€ |q) |e2) + (€’ |q) |es) + (e’ |q) |es)

= ([ w0l -2ar) e+ ([ 58] 12 -2 ar) e
(L) meaw)
B 1 le-e)

1 2
a) = —4leq) + =VBles) + — VT fey)

que también sera equivalente a resolver la igualdad entre polinomios

2—2 = O (1)+C? Gx\/é) +C8 (Z (x2 - %) \/E> +C (% <gx3 - gx) \/ﬁ)

Probar la siguiente relacién vectorial (3 puntos)

(a) §x<6-6>6: (ﬁ-&) (ﬁ X 6)—[6- (ﬁx c?)] c?+<c?-§> (ﬁ X 6)—[(6 xc?) ﬁ] a
Respuesta Iniciamos la traduccién a indices por el lado izquierdo de la ecuacion asi

=

Vx (@ V) @ = €70, (and") ax = ¢ () 0" ay + €™ a,,00" ay
— €9 (D) O™, + @ 0™ (95050
el lado derecho lo traduciremos término por término
(V-a) (¥ a) = (0™a) (€7 0;a;)
G = — [One™*0ia,] 0’ = — [0, a' = 0
(a-9) (9 » 'a) — 0, 0" (*0,a)

— [(€77*0jax) O] @'

|
VS
<
X
S
N——
<
||

el segundo término se anula por cuanto €™* es antisimétrico respecto a los
indices mj mientras que 0,,0; es simétrico. El tercer término del desarrollo
del lado derecho corresponde con el segundo del desarrollo del lado izquierdo.
Por cual llegamos a la siguiente igualdad

e* (0ja) 0" ay, = (0™ ay,) (€7%0,a5) — [(€"7%;ax) 9] @'
j J J

7



Para verificar la igualdad tendremos que evaluar componente a componente.
Esto es para el lado izquierdo

e (0jam) O™ ay, = €2 (Ogam) 0™ az + €3 (0za,,) O™ ay
= (O2ay,) 0" ag — (O3ap,) 0" asy
= (Ohay) 0'as + (Oraz) O*as + (Daas) as
— (B3a1) 0 ag — (O3az) O*ag — (D3a3) B ay

mientras que para el primer término del lado derecho

(07 am) (€90;01) = (0™ ) (€B0o3) + (0™ am) (¢1%205a,)
= 82a361a1 + 82a382a2 + 02a383a3
~—
—83a281a1 — (93&282@2 — (92@2(93&3
——

B

y el segundo término se escribe como
- [(emjkajak) 8m} at = — (eljkﬁjak) oal — (62jk(9jak) Drat — (63jk8jak) Dsa’t

= — (82613 — 63&2) 61&1 — (63a1 — 81613) 82611—
— (81a2 — 826L1) 83&1

= 33@281a1—32a331a1 + 31a382a1—83a182a1

—_— N ————
B a Y

+02a183a1 - (91a283a1
N——

v

al sumar ambos términos se eliminan los sumandos indicados con letras grie-
gas, y queda como

(8mam) (eljkﬁjak) - [(emjkajak) 6m] CLi = aga,gﬁagag + aga%ﬁgag
—03a905a3 —Daa203a3
Q v
+ 81a382a1—81a283a1
A P

y al compararlo con el desarrollo del lado derecho e identificar término a
término queda demostrado

Eljk (8jam) 8mak = (82@1) ('31@3 + (82a2) 02a3 + (82(13) 83(13
A = T

- (33611) Ohas — (336@) Ohas— ((93%) Osas

% Q )4

De igual manera se procede con i =2 et =3



