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1. Dado Fjj; un tensor totalmente antisimetrico respecto a sus indices 75k muestre que

OFije  OFjpm N 0iFrmi  OrFmij

10t [Fij] = OmFiji = 0iFjm + O3 Fimi — OkFmij = — 00 5 D Sk

rot [Fijk] = Fijkom — Fikm,i + Frmij — Fmijk = OmFiji — 0iFjkm + 05 Fpmi — OpFinij
2. El momento de inercia se define como

I; = /Vdvp (7) (5; (a:kmk) - mixj) con z' = {z,y,2} y dv=dz dy dz

a) Muestre que I} es un tensor
b) Encuentre la representacién matricial para I;

¢) Considere un cubo de lado | y masa total M tal que tres de sus aristas coinciden con un
sistema de coordenadas cartesiano. Ecuentre el Tensor momento de Inercia, I;.

3. Para un sistema de n particulas rigidamente unidas, la cantidad de movimiento p'y cantidad
de movimiento angular L vienen definidas por

(Do = Ma (0)y =ma (& x (7),) = 7wz [e;)
L= (FxpP)y= e appyles);
o

cona=1,2---n,|e) = {i,j,f{} y 2t = {z,y, 2}
Muestre que:

a) L=, ma (7 7y — (), (Mg - )]

b) L' = I]’:wj donde I; = o Ma (6; (zFay) — m’ﬁ@) es el tensor momento de inercia para

un sistema de n particulas rigidamente unidas
4. Dado un tensor genérico de segundo orden 7;; Demostar

a) El determinante , det [T] = det [TJ”} =T y la traza, tr [T;} = T} de los tensores son un

invariantes, en otras palabras det T;} y tr T;} son escalares respecto a transformaciones
de coordenadas.
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b) Si definimos la matriz adjunta, adj[A], como la traspuesta de la matriz de cofactores
, \T .
adj[A] = (A9 = adj [4]] = ((49}) = (4]

donde la matriz de cofactores (Ac)é viene dada por

1 1 1
(e () g
(2
Aj = aé ag ag = (A%); = (AC)% (AC)g (AC)g
ap ag ag (A9 (A9 (49;
y los cofactores son

2 2 2 2 2 2
e\l o \1+41| Q3 a3 eyl _ (_1\1+2| @1 a3 eyl _ (1143 | @2 a3
e I I e I I I e e R I
1 .1 1 1 11
c\2 2+1| G as c\2 242 | @1 as c\2 243 | A1 G5
(A= U 8 | A= D L AR = DT
11 1,1 1,1
AC)3 — (_1)3tL| %2 93 AC)3 — (_1)3t2| @1 93 AC) — (—1)3t3 | @1 @2
( )1 ( ) a% a% ( )2 ( ) a% a% ( )3 ( ) a% a%

Para la transformacion * = a x* con a un escalar constante, muestre que

i _ adi[T]]
1) 7j = —7% es un tensor
2) Su determinante, det [T;} = 7 y su traza, tr [T;} = Tf también seran invariantes.
adj[r]

=

3) Ti =
4) 7T =1

5. Dados dos sistemas de coordenadas ortogonales O = (z,y,2) y 0= (Z,9, 2) ,donde el sistema
de coordenas O se obtiene a rotando O, Falrededor del eje z, para rotarlo 7 alrededor del eje
Z con lo cual los ejes § y z coinciden.

a) Si tenemos los vectores

A=71+27+3k B=1+2j+3k

Expréselos en el sistema de coordenadas O = (&, 7, Z)

b) El tensor de esfuerzos (tensiones normales y tangenciales a una determinada superficie)
se expresa en el sistema O = (z,y, z) como

(P 0 P
Pi=| 0 P, 0
0 P; Py

jcudl serd su expresion en el sistema de coordenadas O = (2,9, 2)?
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6. Suponga un sistema de coordenadas ortogonales generalizadas (ql,q2,q3) las cuales tienen
las siguiente relacion funcional con las coordenadas cartesianas

=r+y;, F=z-y; ¢ =2z

a) Compruebe que el sistema (ql, 7, q3) conforma un sistema de coordenadas ortogonales
b) Encuentre los vectores base para este sistema de coordenadas

¢) Encuentre el tensor métrico y el elemento de volumen en estas coordenada.

d) Encuentre las expresiones en el sistema (ql, 7, q3) para los vectores

—

A=2;; B=1+2); C=1+7j+3k

e) Encuentre en el sistema (ql, 7, q3) la expresion para las siguienentes realciones vectori-
ales

AxB. A.C; <A><B) e,
., qué puede decir si compara esas expresiones en ambos sistemas de coordenadas ?

7. La relacién entre las coordenadas cartesianas (x,y) y las coordenadas bipolares (£, () viene

dada por

asinh & asin( o ’
r=——; = na = cons
cosh & + cos ¢’ 4 cosh & + cos ¢’

a) Compruebe si los vectores base para las coordenadas bipolares son ortogonales
b) Encuentre el tensor métrico para las coordenadas bipolares

c¢) Escriba las componentes covariantes y contravariantes para los vectores 7, 7y 7 + 27.
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