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1. Definiciones para comenzar
Definicién
La ecuacién diferencial
ag(x) y(@) + a1 (z) ¥'(2) + - + an-1(2) Y (@) + an(z) y™ () = F(2)
Luis A. Nutez Universidad de Los Andes, Mérida, Venezuela 1
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Figura 1: y(z) = 2e74% 4 2¢®

o equivalentemente,

es lineal de orden n . Obviamente,

F(x)=0 = Homogénea
F(x)#0 =—> InHomogénea
a;(x) = a; = ctes

Definicién
Si los coeficientes a; = ctes entonces la ecuacién diferencial lineal y homogénea, de orden n , tiene asociada
un polinomio caracteristico de la forma
At + ap1m™ Vo agr? +ar a0 =0
Las raices de este polinomio indicardn la forma de la solucién.
Definicién
Si el polinomio caracteristico puede factorizarse

(r—ma)* (r —mp)* (r —mg)* - (r —my)* =0

entonces diremos que las raices my, my,, Mk, -+ , My, tienen multiplicidades k1, k2, k3, - - - , k; , respectiva-
mente.

2. Homogéneas, Lineales, de Segundo Orden

La ecuacion
ay +by +cy=0 < ar’4+br+c=0

tiene asociada ese polinomio caracteristico y sus raices m; y mg condicionan la solucién de la manera siguiente
1. Si my # mo y m1 y meo son reales, entonces la solucién es

y — Clemlm + C2em2m

Luis A. Nurez Universidad de Los Andes, Mérida, Venezuela 2
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Figura 2: y(z) = Cre=% + Cye® para Cy = {—1,0,1} y Cy = {-1,0,1}

2. Sim; = mo y my y mg son reales, entonces la solucion es

y = Cr1e™® + Cy xe™”

3. Simy =a+i8 con 3 #0yme=m; =a— 13, entonces la solucion es

y =e* ¥ (C;cos fzx + Cs senfr)

Ejemplos
La ecuacion

y' +3y —4y=0; y0)=1 A Y(0)=-1 & r?+3r—4d=>r+4)(r—1)=0

tiene asociado ese polinomio caracteristico y por lo tanto tiene como solucién general

2 3
y(x) = Cre™* 4 Cye® 'y como solucién particular y(z) = 56_4;8 + gex
En la figura 1 se encuentra graficada esa soluci’on particular. De igual modo, para distintos valores de
Cy = {-1,0,1} y Co = {-1,0,1} tendremos las graficas representadas en la figura 2 ; Cuédles son las
condiciones iniciales a las cuales corresponden esos valores de las constantes?
Otra ecuacién podr’ia ser

y' +2y +y=0; y0)=1 A y(0)=-1 & P+ +1=(r+1)>=0

y por lo tanto tiene como solucién general

y(x) = Cre”® + Cy ze™® 'y como solucién particular y(z) =e *
La grafica para esta soluci’on est’a representada en la figura 3

Para distintos valores de C7 = {—1,0,1} y Co = {—1,0,1} tendremos las gréficas representadas en la
figura 4. Cabe seguir preguntando § Cudles son las condiciones iniciales a las cuales corresponden esos valores
de las constantes?

Luis A. Nunez Universidad de Los Andes, Mérida, Venezuela 3
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Figura 3: y(z) =e™*

B 1

Figura 4: y(z) = Chre* 4+ Cy ze™® para C; = {-1,0,1} y Co = {—1,0,1}

Finalmente, la ecuacién
y" 4 4y’ + 20y = 0; y(0)=3 A J(0O)=-1 & rP+4r+20=(r+22+16=0
con las siguientes soluciones r = —2 4+ 44 y por lo tanto tiene como solucién general
5
y(x) = e (C) cosdx + Cysendr) y como solucién particular y(x) = e~ 2® (3 cosdx + 4sen4x)
y su representaci’on gr’afica se encuentra en la figura 5 y para distintos valores de las constantes

Al igual que en los casos anteriores, para distintos valores de las constantes de integraci’on, tendremos
las graficas de la figura 6

3. Ecuaciones Diferenciales de Orden n

La ecuacion
ao y(x) + a1 ¥'(x) + -+ an—1 y" V(@) +an y™(2) =0

Luis A. Nurez Universidad de Los Andes, Mérida, Venezuela 4
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Figura 5: y(z) = e™2* (3 cosdx + %senélm)

# 04

Figura 6: y(x) = e=2* (C} cos4x + Cysendx) para C; = {—1,0,1} y Cy = {—1,0,1}

con a; = ctes tiene asociada un polinomio caracteristico de la forma
A"+ Ay 7" b agr? Far +ap =0
el cual condicionard la solucién de la siguiente forma

1. Si m es una rafz real con multiplicidad k = 2 entonces las k soluciones asociadas con m seran de la

forma
mx mx .2 mx 3 _ mx xk—lemx

2. Sim y m son parejas de soluciones complejas, a=£i[ , del polinomio caracteristico y tienen multiplicidad
k , entonces las soluciones correspondientes seran

xkfl

e*® cos Bx; e*senfx; - - - e cos Ba; ¥ e senfr

Ejemplos

Luis A. Nunez Universidad de Los Andes, Mérida, Venezuela 5
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= La ecuacién
24y + 2 5y —y=0 & 2434212 —5r—1=Br+1)(2r—1)4r+1)=0

consecuentemente con las raices

y con la solucién de la forma
y(z) = Cre /3 4 Che®™? + Cze™ /4

= La ecuacién
v +3y 43+ y=0 o P43 43r+1=(r+1)3=0

con las raices m = —1 con multiplicidad & = 3 y con una solucién de la forma
y(x) = Cre™ + Coze™™ + Cyz?e™
= La ecuacién
Ay 412" 449y +42y +10y =0 & 4t +12r° +49r% +42r +10 = (r2 4+ 2r +10)(2r +1)2 = 0
consecuentemente con las raices
my=-1+3i, mg=-1-—3i, mg= —%, con multiplicidad 2

Entonces la solucion es de la forma

y(x) = e~ ¥(Cy cos 3x + Casendz) + 036—1/2 + 04336_“”/2

= La ecuacion
y W 4 4y 4 24y" + 40y +100y =0 < rt 4+ 4r° 4+ 2472 4 40r 4+ 100 = (12 4 2r +10)2 =0

con las raices
my=—1+3i, me=—1-—3i, con multiplicidad 2.

Entonces la solucion es de la forma

y(z) = e 7(C4 cos 3z + Casendx 4+ C3 x cos 3z + Cy xsen3dx)

= La ecuacién

4y"" + 33y’ — 37y = 0;
con
y(0)=0; y'(0)=-1; y"(0)=3 <& 4r®+33r—37=(r—1)Ar>+4r+37)=0
consecuentemente con una solucion general de la forma
y(z) = Cre” + e~ "/?(Cy cos 3z + Czsen3z)

y con la solucién particular

8 19
y(z) = Ee‘"” — e—m/z(g cos 3z + Esen?)x)

Luis A. Nunez Universidad de Los Andes, Mérida, Venezuela 6
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Figura 7: y(z) = £e® — e /(& cos 3z + $2sen3z)

4. Algunos Métodos de Solucién para Ecuaciones Inhomog’eneas

4.1. El Wronskiano

Definiciéon: Independencia y Dependencia Lineal.

Sean n funciones fi(x), fa(x), fs(z), fi(z), -+ fn(z), cuando menos n — 1 veces diferenciables. Entonces,
el conjunto S = {f1(z), fa(x), f3(x), fa(x), --- fu(x)}, se dice linealmente dependiente en el intervalo I, si
existen algunas constantes, c1, ca, c3, ¢4, - - ¢, distintas de cero tal que

Zci filz) =c1 fi(x)+ca folx)+--+cn fulz) =0
im1

Por el contrario, si no existe ninguna constante ¢; # 0, se dird que S es linealmente independiente.
Definiciéon: Wronskiano

El conjunto S = {f1(z), f2(x), f3(x), fa(z), - fn(2x)} de funciones, cuando menos n—1 veces diferenciables,

conforman el Wronskiano,

W(S):W(fl(x)7 f2($), f3(1')7 f4(x)a fn(x))

a través del siguiente determinante

@) R -
(S T 10 R S
W(S) = : : - :
£ @) @) e D)

Si W(S) # 0 al menos en un punto dentro del intervalo I, entonces S es linealmente independiente
Definicién: Conjunto Fundamental de Soluciones.
El conjunto S = {f1(z), fo(x), fs(x), fa(x), --- fu(z)} de n soluciones no triviales a la ecuacién diferencial:

ao(x) y(@) + ar(@) y' (@) + - + an(z) y™ (@) = 0, (1)

Luis A. Nunez Universidad de Los Andes, Mérida, Venezuela 7
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Se le denomina conjunto fundamental de soluciones. La combinacién lineal
f@)=> e fix)=c1 fil@)+ca fal@)+- +cn ful2)
i=1

también es solucién de la ecuacion diferencial (1) y se denomina como solucién general de (1). Adicionalmente,
si los coeficientes a;(z) son continuos en el intervalo abierto I para todo i = 1,2,--- ,n , entonces la ecuacién
diferencial (1) tiene un conjunto fundamental de n soluciones linealmente independientes.

Definicién: Soluciones Particulares y Generales.
Dada una ecuacion diferencial lineal Inhomogénea

ao(x) y(@) + ar(2) ¥ (@) + - + an(z) y" (@) = F(2) (2)

Si yp(x) es solucién de (2) sin constantes arbitrarias, entonces y,(x) se denomina solucién particular de
(2). De igual modo, se denominard solucién general de (2) a la suma de la solucién, yp(z), de la ecuacién
homogénea (1) més la solucién particular:

y(x) = yn(z) + yp(z)

4.2. Meétodos de los Coeficientes Indeterminados
Dada la ecuacién diferencial
ao y(x) + a1 ' () + -+ + an ¥y (z) = F(ax) (3)

con ag, ai, as, ---a, coeficientes constantes, el método de los coeficientes indeterminados se puede esque-
matizar de la siguiente manera

1. Resuelva la ecuacion diferencial homogénea
a y(x) + a1 y' (x) + - + ap y™(2) =0 (4)

y obtenga yp,(x).

2. Proponga la forma de la solucién particular para la ecuacién inhomogénea (3) siguiendo el siguiente
procedimiento. Dada F(z) = by go(z) + b1 g1(x) + -+ + by, gn(x), con los b; coeficientes constantes,
entonces

a) Si F(x) = P(z), un polinomio, es decir g;(z) = =™ entonces proponga como solucién particular a
yp(x) = Ao + A1z + Agz® + A2 + - + A a™
b) Si gi(x) = x™e** entonces proponga como conjunto fundamental de soluciones particulares a
yp(z) = (A + Ay + Ao + Aza® + - + Apz™)

) Si gi(x) = 2™eF cos B o gi(x) = x™e*senBx, entonces proponga como conjunto fundamental

de soluciones particulares a

(z) = eF(Ag + Ay + Apx® + Aza® + - 4+ A, x™) cos B+
Yp\) = ek (Ag + Ayx + Agz® + Azx® + - + A, 2™)senfBx

Luis A. Nunez Universidad de Los Andes, Mérida, Venezuela 8
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3. Determine el valor de los coeficientes A; al sustituir la solucién propuesta y,(x) en (3)

4. Construya las solucién general y(z) = yn(z) + yp(x)

Ejemplos
Y + Ay + dy = 42® + 6e”

Tiene como solucién de la homogénea
yn = (C1 + Coz) e

y proponemos como solucién particular de la ecuacion a
yp = (A2? + Bz + C) + De*
sustituimos su expresién en la ecuacién y obtenemos

A+ De*+
4(2Ax + B + De*) +
4 ((Az? + Bz + C) + De®) +
= 42? 4 6¢€°

de donde surge el siguiente sistema de ecuaciones

2A =4
8A+4B =0
2A+4B+4C =0
9D =6
y de alli el valor de los coeficientes
3 2
) ) C 2’ 3

y con ellos la soluciéon general

3 2
y = (C1 + Cox) e " 4+ 2% — 22 + §+§e””

Ejercicios
1. La ecuacion
y" — 3y + 2y = 2z €>* + 3senx

tiene como solucion

3 3 9
y = Cre® + Cye®® + 2 3% — 3 e + m senx + Ecosx

2. La ecuacién
y// _3y/+2y: 2:62 43 6230

tiene como solucién

7
y:Clem+CgeQI+§+3x+x2+3x e2®

Luis A. Nurez Universidad de Los Andes, Mérida, Venezuela
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4.3. Meétodos de Variacion de los Parametros
Dada la ecuacion diferencial
ag(z) y(x) + a1 () y' (@) + - + an(x) y™ (x) = F(2) ()
El método de variacién de los pardmetros se puede esquematizar de la siguiente manera
1. Resuelva la ecuacion diferencial homogénea
ao(z) y(x) + ar(z) y' (@) + - + an(z) y™(2) = 0 (6)
y obtenga yp,(x).
2. Proponga como solucion particular
Yp = u1(2) Yn1 + u2(T) Yna

donde las funciones uq(x) y uo(x) son funciones a determinar en el método y las y; y %o son las
soluciones a la ecuacién homogénea (6).

3. Sustituya esta solucién propuesta en la ecuacién (5) para obtener, luego de algin nivel de &lgebra

elemental .

uy () (ao(x) y1 + al(ig Y1+ ax(x) vy) +

uz () (ao(z) y2 + a1(z) y3 + az(x) ¥5) +
as(x) (uhyr + uhys)' + a1(x) (Whyr + uhys)
az(x) (uiyy + upys) = F(x)
de donde surge el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales
uyyr + ugys =0
az(x) (uiyy + upys) = F(x)

con sus soluciones de la forma

0 Y2 0 Y2
F(x) / F(x) /
u/ az(I) 2 az(x) Y2 _ g (:C)
= =01
! (T W(y1,ya)
Y Y
Y1 0 ‘ Y1 0
r F(z) r F(z)
v, 1 m@ || wmE@ | (@)
= = =02
2 Y1 Y2 W(yl,y2)
YL Y

e integrando se obtienen los coeficientes respectivos,

up(z) = /Ql(x) dz; ug(x) = /gg(x) dx
para finalmente obtener la solucién general

y=0Cry1 +Cs yo +u1(x) Y1 +U2(I) Y2

nétese que no incorporamos las constantes de integracién en la funciones uy(z) y ua(x).

Luis A. Nunez Universidad de Los Andes, Mérida, Venezuela 10
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Ejemplo:
La ecuacién inhomogénea de Cauchy'-Euler?

ao y(x) + a1 z Y (x) + - + an 2" y™ () = F(x)
con los a; = ctes, puede ser resuelta por este método. Consideremos una ecuacién de orden 2
cy(e) +bay (@) +aa?y'(z) = Flz)

La solucién de la homogénea se propone como y, = 2™ por lo tanto

cy(@) +bxy' () +aa?y'(z)
cx™+bxma™t+az?m(im—1)z™
™ (c+ bm + am(m — 1))

0
0
0

por lo tanto
am® 4+ (b—a)ym+c=0

con
—(b—a) £ +/(b—a)?—4dac

2a

m =
por lo tanto
1. Si m; # mo y ambas reales, entonces la solucién de la homogénea sera
yp = Crz™t 4+ Cox™?
2. Si mj; = ms y ambas reales, entonces la solucién de la homogénea sera

Yyn = J?ml (Cl + 02 hll’)

3. Simy =me = a+if , entonces la solucién de la homogénea serd

yp = 2% (Crcos(B Inz) + Cs sen(f Inx))

Ahora para lograr la solucién de la inhomogénea suponemos el caso my # msg por lo tanto

yin =2 yop =

0 2 0 ™2
f(w) m271 ]:(a:) mgfl
ul o a x2 ma T _ a x2 My T _ gl(m)
. = =
™ ™2 W (y1,y2)
ml xm171 m2 zm271
™ 0 ™ 0
m xml_l F(x) m l‘ml_l F(z)
’U/ _ 1 a x2 _ 1 a x? _ gg(.’lj)
6 = = =
™ M2 W (y1,y2)
my ™ mg 2™t

!Louis Augustin Baron de Cauchy (1789-1857). Matemdtico francés, uno de los creadores del anilisis mateméatico
moderno. Estudié, entre otras cuestiones, los criterios de convergencia de series, las funciones de variable compleja y los sistemas

de ecuaciones diferenciales
?Leonhard Euler (1707-1783). Matemdtico suizo. Destacé en el estudio de diversas cuestiones del célculo logaritmico y

diferencial, asi como de las series algebraicas y la trigonometria.

Luis A. Nurez Universidad de Los Andes, Mérida, Venezuela 11
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La siguiente ecuacién diferencial

22y —xy 4 5y = 1

x
tiene como solucién de la homogénea
yn =2 (Cycos(2 Inz) + Cy sen(2 Inz))
la solucién particular por el método de variacién de los pardmetros queda como
Yp = ur(x) yp1 + u2(x) yno
calculando los coeficientes respectivos en donde el Wronskiano
W (2 cos(2 Inx); = sen(2 lnx)) =2z

por lo cual los coeficientes quedan

2Inz)t 1
u = /91(55) dz = /:csen(2wn:v)1dm = Zcos(Zan;)

2lnz)L 1
U = /gz(:v) de = /13(308(21135)96(11. = Zsen(21nx)
x

finalmente las solucién particular sera
1 1 1
Yp=1T <4 cos?(2Inz) + 4sen(21nx)) =17

v la general

y=1x (Cicos(2 Inz)+ Cs sen(2 Inz)) + ix

4.4. Métodos de Reduccion de Orden

Este método supone, por lo tanto
ao(x) y(x) + a1 (x) y'(x) + az(x) ' (z) = F(x)

tendrd como primer solucién no trivial para la ecuacién homogénea, yp1(x), entonces la segunda solucién
vendra dada por

Yn2(x) = yhl(x)/u(m) dx

donde u(x) es la funcién incégnita a determinar. Sustituyendo esta expresion en la ecuacién homogénea se
obtiene
=0
(ao(z) y1(z) + a1 (z) ¥i (@) + az(z) vy (z)) / u(z) dr+
+az(z) y1(x) v'(x) + (202(2) yi(x) + ar(z) y1(x)) u(z) =0

resolviendo la ecuacién diferencial para u(x) tendremos que:

—/a—ldz
az
e

yi

u(z) =

Luis A. Nurez Universidad de Los Andes, Mérida, Venezuela 12
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La ecuacion
z+1

222

({E _ 1)y///+2y// _

tiene como solucién y; = C1x + C5 y como solucién general

1
yzClx+Cz+Cgln\x—1|+§x In |x|

5. Algunas Aplicaciones de las Ecuaciones de Orden Superior

5.1. Mecanica y Electricidad
Una de las més famosas ecuaciones diferenciales, lineales, ordinaria con coeficientes constantes es
d2 du
i+Butyu=a —+08— +yu=A(t
Qi+ Pty usa Tyt B Sy u=A0)

La cual utiliza para describir sistemas mecédnicos y toma la forma

T = Desplazamiento
g—f = Velocidad
d2z dz m = masa
" de? i dt thae=F() donde n = Constante de Amortiguamiento
k = Constante Elastica
F(t) = Fuerza Aplicada

y circuitos eléctricos

Carga Eléctrica
Intensidad de Corriente
Inductancia
Resistencia
Capacitancia

Fuerza Electromotriz

d*Q d@ 1
LW—FRE—FGQ—E(@ donde

R A

Analicemos la ecuacién que describe sistemas mecdnicos y dejamos la cual describe sistemas eléctricos para
un anélisis posterior. El primero de los casos a analizar serd el de las oscilaciones libres, vale decir F' (t) = 0,
lo cual en el lenguaje de las ecuaciones diferenciales se traduce a ecuaciones diferenciales homogéneas. En
contraste, si F' (t) # 0, es decir, el caso inhomogéneo, estaremos describiendo oscilaciones forzadas.

5.2. Oscilaciones libres
Analicemos pues del caso del oscilador arménico libre, i.e.

d?z

k
m@—f—kx:() = 1z (t) = C;cos (wot) + Ca sen (wot) con WOZHE

wp se denomina la frecuencia natural de oscilacion y C7 y Cs las constantes de integraciéon que se determinan
de las condiciones iniciales. Es claro que

. { Cy = Acosé
si

O — Asend x (t) = Cy cos (wot) + Casen (wot) < x(t) = Acos (wot + 0)
=
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Figura 8: Oscilador arménico libre. Cambios en la posicién inicial no afectan la frecuencia natural.

con R la amplitud y § en dngulo de fase. Obviamente, el periodo del movimiento sera

2w m
T="=2m/~—
wo T k

Ejemplo Como un ejemplo analicemos el caso de un sistema en el cual m = 0,1 Kg. y k = 0,4 N/m En

este caso la frecuencia angular wg = \/% = 2 rad/sg. La ecuacién diferencial que describe este movimiento

serd,

x(0) =1; ?Tﬂt:o =0; = 1z (t) = cos(2t)
%—&—ZMU 0 A x(0) =4; ?Tﬂt:o:() = xz(t) =4cos(2t)
z(0) = —2; %|t:0 =0 = xz(t) = —2cos(2t)
x (0) = 0; %‘tzo =1 = z(t)= %sen(Zt)
d?z

gz TAr=0 A z(0)=0; $¥|,_,=4 = x(t)=2sen(2t)

2(0) =0 §Flo=-2 = 2()=—sen(2)

5.3. Oscilaciones Libres Amortiguadas

Consideremos que en el movimiento actia una fuerza de amortiguaciéon proporcional a la velocidad, por
lo cual el movimiento viene descrito por

d? d d? d
i St kar= S twia=0

(LnTe at az2 d

Luis A. Nurez Universidad de Los Andes, Mérida, Venezuela 14
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-2 \'\._/r

Figura 9: Oscilador Arménico Libre. Cambios de velocidad incial no afectan la frecuencia natural

la cual constituye una ecuacién diferencial lineal homogénea de segundo orden. Las raices del polinomio
caracteristico asociado seran

412 _ Ak 2k
S m:_ﬁiW:_uim
2m 2m 2m m

por lo tanto la solucién serd

2 0) = e D) | ()

de donde se deducen los siguientes casos

z(t)=Cy et 4+ Cy et < p?—w?2 >0 Sobreamortiguado

z(t)=(C1+Cyt)er? < -wi=0 Critico

x(t)y=ert {Cl cos [(\/W) t} + Cs sen [(W) t] } < p?—-w2<0  Subamortiguado

Ejemplo Como un ejemplo analicemos el mismo caso del sistema anterior en el cual m = 0,1 Kg. y
k = 0,4 N/m, s6lo que ahora la constante de amortiguamiento serd n = 0,60,0,40 y 0,15 En todos los caso la

frecuencia angular wy = \/% = 2 rad/sg. y la cantidad subradical (/,(,2 — w%) corresponderd a los tres casos

Luis A. Nunez Universidad de Los Andes, Mérida, Venezuela 15
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Figura 10: Oscilaciones libres amortiguadas y no amortiguadas. Notese que el periodo es mayor para el caso
subamortiguado

anteriormente mencionados. Las ecuaciones diferenciales que describen este movimiento seran

2(0)=0
d3z dz _ _ (1 7 V5-3)t 1 7 —(3+V5)t
G5 +6 G +4r=0 A N = x(t)_(§+ﬁ)e( )+(§—m>e( )
E|t=0:4
. z(0)=0
d2 4494 40=0 A = a(t)=(1+6t)e*
dz _
E’t:0_4
d2 d z(0)=0 1 9 V15 V15
qEt g t4x=0 A dm| ) = z(t)=e 2! [ﬁSGD(TQ""COS(Tt)}
dt lt=0 —

Si en los casos anteriores cambiamos el signo de la velocidad inicial, i.e. % —4 m/s, tendremos la

siguiente representacién gréfica.

z(0) =1; ?Tﬂt:o =—4; = z(t)= (% L) e(V5-3)t + (% + ﬁ) e~ (3+VB)t

|t=0 =

T 25

z(0)=1 | =4 = 2@t)=(1+2t)e >

|t:0
x _1 —
z(0)=1; (ciTt|t:O =—4 = z(t)=e2' [\/T% sen (@t) + cos (@t”

En todos los casos dado que 1,73 < 0 se tiene que z (¢ — 0) — 0. El movimiento subamortiguado es
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Figura 11: Oscilaciones Libres amortiguadas con cambio de signo en la velocidad inicial

periddico y el periodo viene descrito por

o 7 2 1 2
T, — o - si (“) <1 = Tam%T<1+ (”) )
\/ 2 2 wo 2 \wp
() (- (2)

wo wo

el cual siempre sera mayor que el periodo de oscilacién natural del sistema.

5.4. Oscilaciones Forzadas

Supongamos ahora que existe una fuerza aplicada al sistema tal que

d%x T 9 Fy
@4—2” E+w0 T = Ecos(wt)

5.4.1. Oscilaciones Forzadas no amortiguadas

En este caso = 0 y por lo tanto

d2CE 2 Fo
" +wix= Ecos(wt)

5.4.2. Amplitud modulada w # wy

y tendra como solucién

Fy
m (wg — w?)

Fy

x (t) = C cos (wot) + Ca sen (wot) + cos (wt) = Acos (wot + 0) +

homogénea
inhomogénea

Luis A. Nunez Universidad de Los Andes, Mérida, Venezuela 17
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Figura 12: Oscilador arménico forzado con @ = wi Nétese el fenémeno de resonancia

con lo cual es la suma de dos movimientos armoénicos con distintas frecuencias y amplitudes. Si el cuerpo
parte del reposo, esto es: z (0) = & (0) = 0 entonces

=
0 = a(t)= ﬁ [cos (wt) — cos (wot)]
Cy=0 0

dado que

cos (wot) = cos {<w0w>+<wo+w>}t
L 2 2 -
cos (wpt) = cos 07T cos (X0 T@) sen [ 22— ) sen “wtw
o 2 2 2 2
cos (wt) = cos wowm) _(Dtw t
L 2 2 B
wp — W wo + ™ wo — W wo + ™
cos (wt) = cos 5 cos 5 + sen 5 sen 5

0= gz [ ()] [ ()

Envolvente

Ejemplo El mismo sistema anterior en el cual m = 0,1 Kg. y ¥ = 0,4 N/m, cuando parte del reposo
desde el origen de coordenadas y existe una fuerza de excitacién F' = 0,5 cos (3t). Por lo tanto la ecuacién

Luis A. Nunez Universidad de Los Andes, Mérida, Venezuela 18
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Figura 13: Oscilador arménico forzado. Nétese la envolvente de la funcion

diferencial que describe el movimiento sera

2 (0)=0 1 5
—— + 4z =>5cos (3t) = x (t) = cos(2t) — cos(3t) =2sen (t) sen (t)
dt % |t_0 —0 hH,,_/ N~ 2 2
= omogénea  inhomogénea
envolvente

5.4.3. Resonancia w = wy

En el caso que la frecuencia de la fuerza de excitacion coincida con la frecuencia natural del sistema, se
tiene

d? F
d—tf +wi o= Fycos(wot) == x(t) = C; cos (wpt) + Cysen (wot) + 2m210t sen (wot)
——

envolvente

Ejemplo El sistema anterior (m = 0,1 Kg. vy & = 0,4 N/m), cuando parte del reposo desde el origen
de coordenadas y existe una fuerza de excitacién F' = 0,5cos (2t). Por lo tanto la ecuacién diferencial que
describe el movimiento sera

0)=0
a4z z( t
S 440 =>5cos (2t) A = z(t)= ot sen (2t)
dt2 dzx —0 4
E|t:0 -

5.5. Oscilaciones Forzadas amortiguadas

En este caso p # 0 y por lo tanto

d?x dx E
@4—2# E—i—wg x = Eocos(wt)

Luis A. Nunez Universidad de Los Andes, Mérida, Venezuela 19



Formulario de Métodos Matematicos 2

0.0001
8e-05
q 6e5
4505

0 B Yoi1 o 015 02 025 03 035
-2e-05 1
4151

-he-05

Figura 14: Carga en funcién del tiempo en un circuito RLC sometido a un voltage constante. Nétese que el
sistema alcanza el régimen estacionario cercano a los 0,3 sg

la cual tendra como solucién

2 (0) = Cre(VF=0)) 4y 0o ((ovim=)) T ( (63 — ) cos (1) + 2pmsen <wt>>

m @ — @)’ + (2pw)?

una vez mas se puede convertir en
x(t) = Cle<7 (n+v/i=3) 1) n Cbe(*(#*ﬁ)t) n Fy cos (wt — )

m 2 212 2
solucién homogéne =régimen transitorio \/(Wo -—w ) + (QILLW)

solucién inhomogénea = régimen estacionario

donde
(w% — wz) 2w

\/(wg - @?)” + (2uw)’ \/(wg — w2?)” 4 (2uw)’

Es claro que el término homogéneo en todos sus casos (sobreamortiguado, critico y subamortiguado) tiende a
cero, por ello se considera un término transitorio, no asi el término inhomogéneo que permanece oscilando. En
términos Fisico se pude decir que el término transitorio representa la disipacién de la energia inicial que se le
provee al sistema a través de la posicién y la velocidad inicial de lanzamiento. Esta energia inicial se expresa
a través de las condiciones iniciales se disipa. Si no existiera disipacién esta energia inicial permaneceria por
siempre en el sistema. Finalmente el término inhomogéneo, a través de la fuerza de excitacién, impone el
movimiento al sistema. Notese ademas que el termino inhomogéneo nunca se hace infinito, ni siquiera para el
caso para el cual tiene un maximo y es aquel en el cual la frecuencia de excitacién coincide con la frecuencia
natural del sistema.

cos (¢) = y sen (¢) =

Ejemplo En un circuito RLC, cuyos componentes son L = 1 henry, R = 40 ohmios y C' = m faradios, se

le aplica un tensién de V' = 24 voltios. Determine el comportamiento de la carga y la intensidad de corriente
en el circuito.
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Figura 15: Intensidad en un circuito RLC sometido a un voltage constante.

La ecuacién diferencial que describe el comportamiento del sistema

4?Q (t) Q@ 1 d?Q (t) dQ (t) 1
L= TR— +5Q_E(t) = e T4 — + 40000 Q (t) = 3
d?I (t) dr(t) 1 _dE(t) d?1 (t) dI (t)
L +R—~+5 I(t)= m = gz T40 =g + 40000 It)=0

tomando en cuenta las condiciones iniciales tendremos como solucién

Q(0)=10"" Q(t) = ggg5 + 2" [2%1\0/030 sin (V1160t) + g5 cos (V1 60t)}
=
d _
1(0)= G| =107 1(t) = 92 = 720t | 1k cos (VIT60) — 24T sin (VIT601) |

Si en vez de un tensién constante de 0,5 V. la fuente de tensién es sinusoidal de la forma F (t)

% cos (180¢) voltios las ecuaciones se transforman en

d*Q d@ 1 1 2
40 =% + 40000 Q = = cos (180¢ 0)=10"% A I(0)=—==| =10"
e T at Q= 5 cos(1801) con Q(0) O="% 1=0
421 I
S 440 5= +40000 T = — 1
3 40 - + 40000 90 sin (180¢)

con sus correspondientes soluciones a las condiciones iniciales del sistema

1 293\F 19
Q1) 1000 {e l =0140 (60\F2§> + 5 Cos (60\ﬁt)] 57 cos (180t) + 58 sin ( 80t)}
1 10 2461V1T 171
() = — J g—20t 81 . 171 X
(t) 100 {e l274 cos (60\/>t) 3014 (60Wt) + 37 sm( 80t) + 574 cos ( 80t)}
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Figura 16: Carga en funcién del tiempo en un circuito RLC sometido a un voltage sinusoidal V(t) =
1 cos (180t) . Nétese el régimen transitorio (0 < ¢ < 0,17) y estacionario (¢ > 0,17).

Por analogia con el caso mecanico procedemos a identificar cantidades

_ R
=1 Vo 1
2 2 2y/w? — 78400%2 + 1
wd = % L\/(Llc w2) + (fw) Vot — 78400w 600000000

con ello se puede ver la funcionalidad de la amplitud con la frecuencia excitatriz

5.6. Movimiento alrededor de un punto de equilibrio

La fuerza elastica F' = —k x mas alla de ser el caso més simple, representa la primera aproximacion al
movimiento alrededor de un punto de equilibrio estable. Si recordamos que para una fuerza que derive de un

potencial
dv d(Lk 22
F=_—_—" :F:_kx:_w
dz dzx

mas aun, un punto de equilibrio estable se define aquel en el cual no existen fuerzas externas, vale decir

d
Fl__ =0 v =0

o=m0 = A

=T

por lo cual, dado un potencial de una fuerza arbitraria siempre podemos expandirlo en series de Taylor
alrededor de un punto de equilibrio x = xg

av 1 , A2V 1 s B3V
V() = v (w0) + (x — x0) @ T (x — o) Qa2 T3 (z = 20) 123
T=x0 =z T=x0
=0
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Figura 17: Intensidad de corriente en un circuito RLC sometido a un voltage sinusoidal V(¢) = % cos (180¢)

Asi, en general, alrededor de un punto de equilibrio x = x( la primera aproximacién de una funcién potencial

seraV (z) ~ 47 (z — 20)° ‘?;‘2/ ~ 3k (z— 20)? . Asf, un potencial de la forma
T=T0

1
V(z) = 616 —2x° + %x‘l - 5—??13 + 1222

Solucién: z° — 10z* + 3522 — 5022 + 242 Solucién: que genera una fuerza

dV (x)
C dx

F= = — (2° — 102" + 352° — 502° + 24x)
tendra dos puntos de equilibrio = 0 y £ = 4. En torno a x = 0 se podra aproximar con un potencial
parabdlico

= 1227
tal y como se observa graficamente

5.7. Péndulo Simple con desplazamiento finito.

El caso tipico de esta aproximacion lo constituye el péndulo simple: una masa m, empotrada a una
varilla, de masa despreciable y de longitud L. La varilla se desplaza un angulo 6 de la vertical y se suelta.
La Figura (20) muestra el diagrama de cuerpo libre del Péndulo Fisico. Desde la ancestral fisica general,
aun en secundaria, era proverbial resolver este problema suponiendo dngulos pequenos. En esas tempranas
épocas de nuestro conocimiento de Fisica era limitado y més limitado atin era nuestra capacidad para resolver
ecuaciones diferenciales. A este “problema” se le conoce con el péndulo fisico. Como siempre, aproximar es un
arte y exploremos este arte. Como norma general tendremos que se debe aproximar al final. Pero no siempre.
Si suponemos un cuerpo de masa constante, m, las ecuaciones diferenciales que describen el movimiento no
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Figura 18: Amplitud como funcién de la frecuencia excitatriz. Nétese el maximo de la amplitud cuando el
sistema entra en resonancia, i.e. @w = wy

pueden ser otras que aquellas que provengan de las ecuaciones de Newton

S OF(r(D), (), t) = d";:“) —ma(t) =m(a, G, +ap @), (7)

externas

Es bueno recordar que hay que expresar la aceleracién en un sistema de coordenadas mdviles (1., Gig).
Esto es

@, =cos(f)i+sen()] = d;r = (—sen () i+ cos (0) j) %z(f) = diit) g = 0 (t) G

Gy = —sen (f)i+cos(0)] = % = — (cos (0) i+ sen (0) ) %it) = _%it)ﬁ’” =-0(t)a,

con lo cual
F(t)=r(t) b, = 7(t) = d(rgt) ar) =7 (t) 0, +r(t) 0 (t) bg
y

o afm a0 ) ) . .

Q) = - = (F-r®E®)a+ (200 +r i)
esclaroquesir(t)=L=cte =7 (t)=0@)=7({)=a(t)=0

F) = Lo, = g =2 (gtﬁr) — L0 (t) iy
y
d(Lét)a N2 .
@ (t) = (dte) _ (—L (00) ) a4 (L 1)) g
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Figura 19: Aproximacién por una pardbola en torno a z = 0

Asi, y para este caso particular, las ecuaciones de Newton quedan como

- m a, = —mL6? (t) = =T + mg cos (0)
ma=T+mg = ) (8)
m ag =mLl (t) = —mgsen ().

El caso que todos nos aprendimos de memoria, proviene de la suposicién 6 a2 sen (6) < 1 que implica:

. mLO% (t) = =T + mg
mad=T+mg = ) 9)
mLo (t) = —mgb.

con lo cual, ahora, en este curso, sabemos que lo podemos integrar inmediatamente. Si suponemos que parte
del reposo: 8 (0) =0y 6(0) =6,

LO(t) = —gf(t) =0(t)=C1 sen <\/§t> +C2 cos (ﬁt) =0 (t) = 0y cos (\/€t>
y el periodo puede ser integrado
000 =—T000() =B xcte=0(1)° +276(0)° =) =/2 -6  (10)

que no es otra cosa que la energia total del sistema. Por lo tanto sabemos que en el instante inicial, si soltamos
la masa desde un dngulo 6, la energia total es puramente potencial. Es decir

1
Eiotal = Epotenciat = mgL (1 — cos (0y)) = 2mgL sen? (290> (11)

por otro lado, de la ecuacién (10) podemos obtener el perfodo de oscilacién para el Péndulo Fisico linealizado:

w = a(t) = \)%(0(2) _92) =T = \/ljarctan (02002>
L VY0
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Tension

Figura 20: Diagrama de Cuerpo Libre, del Péndulo Fisico

Este caso también se conoce con el nombre de oscilador arménico simple o péndulo fisico linealizado.
Tgualmente podemos analizar el caso de general del péndulo amortiguado forzado linealizado. Vale decir,
una masa, m,atada a una varilla sin masa de longitud L,y que oscila, inmersa en un fluido que la frena el
movimiento de la masa con una fuerza, —n ¥'(t) y que adicionalmente esté excitada por una fuerza exterior
F(t) = Fycos (wt) . Recordamos que en este caso la ecuacién en la direccién tangente (fig), es

d20 (t) de (t)

d20 (t) de (t)
az T

F
ANy 2 =9
ETS + 24 T +wg 0 (t) T cos (wt)

mL +mg 6 (t) = Fycos (wt)

donde, por costumbre, hemos rebautizado las constantes tales que u = % vy wo = %
m V

Por lo tanto, su solucién tendra la forma

0(t) = C'1€(7(“Jr Vir=ad)) + (]2@(’0“ =3t 4 cos (wt —0)

mL 9
solucién homogéne =régimen transitorio ( ILLW)

solucién inhomogénea = régimen estacionario

donde
2uww

(w§ —@®) _
2 _ v sen(0)= 2 2
VWi — o) + (2uw) Vi — =) + (2uw)

Hemos aprendido que dependiendo del valor de los coeficientes de la ecuacién caracteristica del Péndulo
Fisico amortiguado libre (Fy = 0) se derivan tres casos posibles:

cos () =

= Subamortiguado: y? — wg < 0

= Sobreamortiguado: % — wZ >0
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Oscilador Armonico Simple, Evolucion teaporal

Figura 21: Evolucién 6 (¢) vs t del Péndulo Fisico libre, para distintos valores de la velocidad inicial V =
3,5,v40,7,8.

» Critico p? — w2 =0

En el caso del Péndulo Fisico amortiguado forzado (Fy # 0) la fisica se hace mucho mds rica y pueden
ocurrir fenémenos de resonancia cuando (wf — w2)2 + (2uw)® — 0.

Es interesante considerar los gréficos tanto de la evolucién del sistema en el espacio directo: 0 (t) vs t;
como la evolucién del sistema en el espacio de fases w = 0 (¢t) vs 0 (¢). Las figuras (23) y (25) muestran la
primera de estas evoluciones, es decir, la evolucién del dngulo en el espacio directo. Las figuras (24) y (26)
muestran la evolucién del sistema en el espacio de fases. Es claro de la ecuacién (10), en la cual aparece
w=0(t) = 0(0(t)) ,que las curvas en el diagrama de fase tanto para el caso libre (figura (22)) como para
los de los casos amortiguados (figuras (24) y (26)) corresponden a curvas de misma energia. En el caso del
Péndulo Fisico linealizado libre, corresponden a curvas de energia constante. en los otros casos el sistema va
disipando energia debido al coeficiente de amortiguacion.

Notese que la disipacion obliga al sistema a evolucionar al punto de equilibrio siguiendo trayectorias
espirales en el espacio de fases. Claramente mas rapidamente en el caso sobreamortiguado que en el sub-
amortiguado. También sabemos que para el caso critico (u? — wg = 0) el tiempo de evolucién del sistema
hasta llegar al punto de equilibrio sera menor que en cualquiera de los casos sobreamortiguados. Dejamos al
lector la comprobacién de esta ultima afirmacion.

Hemos aprendido que dependiendo del valor de los coeficientes de la ecuacién caracteristica del Péndulo
Fisico amortiguado libre (F = 0) se derivan tres casos posibles:

Ahora bien, la situacién que nos interesa simular es la del péndulo fisico para los casos en los cuales los
angulos de oscilaciéon no necesariamente sean pequenos.

Denominaremos péndulo libre al caso en el cual no recurriremos a ninguna aproximacién respecto al
dngulo de oscilacién. Recordemos que para este caso partimos de la ecuacién (8) en la direccién tangente.

Es decir
cos (t))
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Oiscilador Armonico Sirmple, Diagrama de Fase

Figura 22: Digrama de Fase para el Oscilador Arménico Simple. Nétese que el punto de equilibrio es el origen
de coordenadas.

Al igual que en la ecuacién en la direccién tangente linealizada (10), nos encontramos con la Energia total
del sistema. Con lo cual Es f4cil despejar 0 (¢t) = 6 (0 (t)) y construir los diagramas de fases del sistema. Otra
vez, las lineas del diagrama de fase serdn lineas de la misma energia. Asi podemos graficar

0 (t) = j:\/C + %" cos (0 (t)) (12)

para distintos valores de la constante C' = 4,01;4,1;6;8;10;20 y para el caso % = 4. La Figura (27)

representa el diagrama de fase para estos casos. Las curvas cerradas (aquellas que tienen los valores de dngulos
y velocidades acotadas) representan oscilaciones del sistema, mientras que las curvas abiertas (aquellas en
las cuales las velocidades estdn acotadas pero no asi el valor del dngulo) representan que el sistema rota.
Nétese que el sistema presenta puntos de equilibrio inestable para 6 (t) &~ +nm con n = 0,1, 2. Lo cual era de
esperarse por cuanto corresponde al dngulo en el cual el sistema wvarilla-masa se encuentran verticalmente
dispuestos y el peso y la tensiéon son colineales y se anulan momentaneamente.

Otro enfoque, quizd mas intuitivo para resolver este problema, pudo haber sido el andlisis energético.
Para ello sabemos que, por ser un sistema conservativo, la energia total viene definida por

1 .
Eiotar = imLze (t)2 +mgL (1 —cos(0(t) =
|

Energia Cinética

%mL29 (t)? + 2mgL sen? (0;@)

Energia Potencial

por consiguiente

0(t) = i\/Qitzg‘” - 4%’ sen? (9?) = 12\/2 [senQ <9“;"> — sen? (%ﬂﬂ (13)

donde hemos sustituido Fjoiq; = 2mL sen? (9’%) con B4« €l angulo maximo que alcanza el Péndulo Fisico,
por cuanto en ese punto la energid total es puramente potencial. Notese que ese angulo no necesariamente
es el angulo inicial, debido a que la velocidad incial puede ser distinta de cero.
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Oscilador Armonico Awortiguado, Evolucion tewporal

xamort

Figura 23: Evolucién 6 (¢t) vs t del Péndulo Simple, Subamortiguado (% = 4;u = 0,5) libre,para distintos
valores de la velocidad inicial Vy = 3,5, /40,7, 8.

La ecuacién (13) es claramente integrable por separacién de variables y conduce a encontrar la expresién
para el periodo:

o(t)
t:;\/z/ dé con —m<O(t)<m  yB=6(0)
P07 e () - sen (3)]

La integral anterior, puede ser transformada en otra que aparece en las tablas integrales, si hacemos sen 8 =

2]

sen| 5

79( 2,) , con lo cual
scn(i’gax )

¢
t= /E/ dp donde ot (14)
9J¢(0) \/1 — sen? (Yuix) sen? 8 sen (—(2 ))

Es claro que el recorrido entre ((0) =0 =0 =0 a 0 = Opsx = ((t) = g representa un cuarto del

perido, por consiguiente el periodo total del Péndulo Fisico sera:

T
T:4\/Z/2 db
gJo \/1—sen2 (%mix) sen? 3
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Oscilador Armonico Subamortiguado, Diagrama de Fase
E_

N

vamort 4

-1 =

Figura 24: Evolucién 6 (t) vs 6 (t) del Péndulo Fisico Subamortiguado libre (% =4;u =0,5) en el Espacio

de Fases para distintos valores de la velocidad inicial Vi = 3,5,4/40,7,8. Nétese que la disipacién lleva
irremediablemente al sistema al punto de equilibrio, vale decir al origen de coordenadas del espacio de fases.

5.8. Disgresion Eliptica

En este punto haremos una disgresion respecto a las integrales elipticas, su clasificacién y algunas de sus
propiedades. En general encontraran en la bibliografida que las integrales elipticas se dividen en

= [Integrales Elipticas de Primera Especie

e ap e dt
F(gp\a)—/o \/1—sen2asen25<:)F(x|m)_/0 V(1 —2) (1 — mt?) conf=m=1

7r
las cuales, para el caso particular ¢ = 5 o x = 1, se puede reacomodar como una Integral Eliptica de

Primera Especie Completa

con0<m<1 (15)

_ (2 g _ ! dt
K(m)—/o \/1—msen25_/o V(1 —2) (1 — mt2)

= Integrales Elipticas de Segunda Especie

(1 — mt2)

Wdt COHOSmSl

ysigp= g o x = 1, entonces se obtiene una Integral Eliptica de Segunda Especie Completa

iy
2 (1 = mt?
Bm) = [2 VT=msehas= [ Q=m0 con0<me<1

1-2)
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Oscilador Armonico Sobreamortiguado, Evolucion tempor al

.
en-

Figura 25: Evolucién 6 (t) vs t del Péndulo Fisico Sobreamortiguado (% = 4;u = 3,5) libre,para distintos
valores de la velocidad inicial Vy = 3,5, /40,7, 8.

Adicionalmente, y también sin perder generalidad, dado que 0 < m < 1, el denominador de la integral
eliptica K (m) de la ecuacién (15) y equivalentemente de la ecuacién (14) puede ser expandido en series de
potencias. Con lo cual

1 1
=1+ < sen®Bm + (zsen452> m? + <156 sen 63)m + (13258 sen8ﬁ4> mta...

/1 —msen2f 2

L [ e Lay ol
1_msen25—2ﬂ'{l+{(2>senﬂ}m+{<2.4>senﬁ]m+

o0

2n—1 " om
\/lfmsen2 Z m sen™" §

y siendo una serie uniformemente convergente puede ser integrada término a término como

/ \/W / dﬁz ” m Senznﬁ Z Qn ” m / Sen2n5 4B

n=0

K (m) = i (2?%)11!)”"1” {(2?27@)!11)” } ,,2—% { n2; '1' ”] m

n=0
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Dscilador Armonico Sobreamortiguado, Diagrama de Fase
E_

wvamort 44

e

Gzarnort

Figura 26: Fisico Sobreamortiguado libre (% =4; 1 = 3,5) en el Espacio de Fases para distintos valores de

la velocidad inicial V) = 3,5,1/40,7,8. Notese que la disipacion lleva irremediablemente al sistema al punto
de equilibrio, vale decir al origen de coordenadas del espacio de fases.

Del mismo modo se obtiene para las integrales elipticas completas de segunda especie que

n

_[2 e T T@2n—11° m
E(m)—/0 v1—msen ﬁdﬂ—g 1—2:1{ @ ] S

n=

Finalmente podemos mencionar la relacion de “recurrencia”’ de Legendre para las Integrales Elipticas com-
pletas. Ella es

E(m)K(1—m)+E(1—m)K (m)— K (m)K(1-m)= g
Las integrales elipticas de primera y segunda especie, incompletas y completa deben resolverse numéricamente
y tradicionalmente estdn tabuladas en algunas tablas integrales 3. En nuestros dids también pueden ser
resueltas numéricamente utilizando comandos de manipuladores simbélicos?.

3 Abramowitz, M. y Stegun I.A (1964) Handbook of Mathematical Functions Dover, New York
4En el caso de MAPLEV se puede proceder directamente evaluando numéricamente la integral (14) a través del comando

evalf (int(...)) o mediante la funcién de biblioteca E1lipticF(z,k) donde z= [ es al argumento del seno y k= sen (%0> el

parametro (consulte la ayuda de MAPLE para mds detalles).
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Péndulo Fisico, Diagrama de Fase

i “_3_’

Figura 27: Diagrama de Fase para el Péndulo Fisico.

5.9. (Cuan buena es la aproximacion lineal ?

Utilizando la expansién en serie de la Integral Eliptica completa de primera especie (14) del péndulo
fisico, tendremos que se cumple

7r
. L 5 dﬂ N L <7T' ) 2(0méx>>
T=4,/= =4,/—F | =\sen =
\/;/0 \/1fsen2(9m%)sen26 9 2 2
2n—1” Omax | \ "
o ] (o ()

27
més aun, dado que sen (GTHA) = %Hméx — 418 Gf;lax + Mﬁfnax + 0 (0r7nax) vy que Ty = o = 27r\/§ tendremos

2

L (2n—1)1% (1 1 an
=2my [ = N i — 34+ 65, or
Mg g { 2n)! } <2 18 max + 3gpgmex + O ( max)) -

T ~ T, 92 794
0 ( 16 méx T 3072 max)

y si realizamos un estimado de las correcciones al problema lineal que conlleva esta expansion veremos que
P . m . .. . .,
aun para angulos Opnax = 1 las correcciones son del orden de un pirrico 4 %, con lo cual la aproximacién

lineal resulta bien razonable. Para dngulos 6,4« = 1 las correcciones comienzan a ser significativas y todo
este esfuerzo de integracién empieza a tener sentido. La siguiente tabla da una idea mas clara de este cambio
en el periodo del pénulo y los errores relativos porcentuales respecto al periodo del péndulo fisico linealizado

™ . . .. . ..
Ty = —,cuando se consideran distintos valores del dngulo maximo, 0,
Wo
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10

theta

10

Figura 28: Integracién numérica (0 (ﬂ vs £, con 0 < £ < 10) del Péndulo Fisico, para distintos valores de la
do(t)

velocidad angular inicial: T p(t) =3,5,3,9,4,4,1,4,5.

2T ™ T IS s IS 2T

To=—=283845 | Opax = —= | Omax = = | Omax = — | Omax = = | Omax = = | Omsx = —

R 12 6 4 3 2 3

T 2,85066 2,88786 2,95191 3,04617 3,35034 3,89685
T — T

€= 100% 0,42821 1,71109 3,84368 6,81916 15,2786 37,1283

5.10. El Péndulo Fisico: Integracion Numérica

Tal y como indicamos en la primera seccién de este proyecto, procedemos a convertir una ecuaciéon de

segundo orden en un sistema de ecuaciones diferenciales de dos ecuaciones diferenciales de primer orden. Asi,
del mismo modo que en la ecuacién (??) podremos escribir:

de(t) ;
f(t) = —wosen (§) — gt( ) =#tt)
—q = “wosen 0(t))

con lo cual podemos adimencionalizar de dos varias formas, dependiendo de las condiciones iniciales del

- 1 df(
movimiento. Si adicionalmente hemos adimencionalizado con t = porloque 0<t<1ly —— ( ) _

tfinal tfznal dt B
d( ) y, adcionalmente: ¢ = i con g d9(t) # 0. De este modo el sistema queda escrito
dt SOO dt =0
do(t d ot oz d ot o
d(t) = (1) = % = o trinal P(1) = dé ) = A o(t)
~ T 2 . B ~ T N
d‘gff) — —wosen(0(t) = < i@ — _“’OZSW sen (0(F) — & i@ — —T'sen (6(D))
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. St Teyp ey ,7
ol e
= R = 2
% 2 | TSNS A
o] pg\; by 7
- e 4 " b 7
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o R e A R

Figura 29: Digrama de Fase para el Péndulo Fisico

Nétese que las cantidades @(t),0(f),#,I" y A son adminensionales. Acto seguido procedemos a integrar

numéricamente el sistema de ecuaciones®.
La figura (28) ilustra la evolucifon del angulo 6 (¢) vs ¢, con 0 < ¢ < 10 del Péndulo Fisico, para distintos

do(t .
valores de la velocidad angular inicial: % =0(t) = o(t) = 3,5,3,9,4,4,1,4,5. Mientras que la figura (29)
dé(t)

(v también la figura (27)) representan la evolucién del sistema en el espacio de fases. 6 (t) vs el o(t).

Las curvas cerradas en esta grafica corresponden a las curvas oscilantes de la figura (28). Dado que el sistema

parte de 6y = 0 (t = 0) y seleccionamos el nivel de energia potencial igual a cero alli, cada una de estas curvas
1 .

representan un valor de la energia cinética inicial. El caso E, = imlﬂeg = mg2L corresponde a la separatriz,

vale decir, la 6rbita que separa las curvas cerradas de las abierta. Es claro que en este caso le movil “subird”
y alcanzard un equilibrio inestable en la posicién vertical. En la figura (28) este caso viene ilustrado por la
curva que se convierte en horizontal 0,25 < ¢ < 0,5, luego a partir de ¢t = 0,5, la inexactitud del cédlculo

numérico genera pertubaciones que en teorid no debieran existir.

1 .
E,. = 5mL2(93 = mg2L

6. Transformaciones Integrales

6.1. Calculo Operacional

Toda ecuacién diferencial puede ser descrita de la siguiente forma

%m) = f(z) = DF(z) = f(x) (16)

5En MAPLEV podemos integra el sistema de dos maneras distintas. La primera haciendo uso del coman-
do dsolve({sysED,CI}, numeric, vars, options) donde sysED es el sistema de ecuaciones diferenciales, CI sus
condiciones iniciales. Si necesitdramos un andlisis grafico es mucho mads Util el paquete DEtools.
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donde D (o) es un operador diferencial lineal
D (Az"™ 4+ Bx™) = AD (2") + BD (2™) = nA2""' + mBx™ ! (17)

y en muchos aspectos ese operador diferencial D (o) puede ser tratado como un niimero més. A saber, para
una ecuacion diferencial genérica con coeficientes constantes se tiene

y' -3y +2y=2a? = (D*-3D+2)y =2? = (D-1)(D-2)y=2? (18)
mas aun 2 2 2
Yb-nm-y YT -2 -1 19)
por lo cual expandiendo ) .
5—i=1-p=- 1-D-D°-D*-D* (20)
1 -1 1 1 D D? D3

de donde . b D D
———————————— 2_(-1-D-D?-D*-D* 2 22
4 ( 2 41 8 16 ) 7= )@ (22)
por lo tanto tendremos la solucién particular de la ecuacién 3" — 3 v/ + 2 y = x>
2 x 1 9 z? 3 7
=|-—=-=--- — (" —-2r—-2)= —+ = - 23
Y ( 2 2 4) (ot —2w=2) =5 450+ (23)

Las operaciones que se usaron arriba estan relacionadas muy estrechamente con las propiedades de la integral

/Oo e St f(t)dt (24)

0

6.2. Definiciones para Comenzar

En general vamos a definir una transformacién integral, F'(s) , de una funcién, f(t) como

F(s) = [ K(s.0) S0 =T{/(0)) (25)

donde K (s,t) es una funcién conocida de s y ¢, denominada el nicleo de la transformacién. Si a y b son
finitos la transformacién se dird finita, de lo contrario infinita. Dependiendo de la seleccién del nicleo y los
limites tendremos distintas transformaciones integrales. En Fisica las mas comunes son:
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Nombre F(s) = T{f(t)} F(t) =T {F(s)}
Laplace F(s) =[S e st f(t)dt = 5= f’H_wO StF(s)ds
Fourier de senos y cosenos  F'(s) = = sen(st) fdt  ft)=2 = sen(ts) F(s)ds
o cos(st) ™o  cos(ts)
Fourier compleja F(s) = / et Stf(t)dt ft) = %/ e~ SR (s)ds
(o) (o)
Hankel F(s) = / tJ,(st) f(¢)dt f(t) = / sdn(ts)F(s)ds
0 0
Mellin F(s) = / 5= f(t)dt ft) = 5= j*gj —t F(s)ds
La idea detras de la utilidad de las transformaciones integrales puede resumirse en el siguiente esquema
transformacién directa — relacién para F(s)
EDO para £(t) F(s)=T{f(t)} eventualmente més fdcil
1 !
solucién directa solucién para F(s)
dificil mas facil
1 !
«—— transformacién inversa
se encuentra f(¢ _ se encuentra F'(s
IO =11(Fe) )
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6.3. Tranformada de Laplace

En nuestro caso ilustraremos el uso de transformaciones integrales con la transformada de Lapla-
ce, que denotaremos de manera simbdlica como F(s) = L{f(¢)} .La siguiente tabla resume las
transformaciones de algunas funciones.

f(t) =L {F(s)} F(s) =L{f(t)}
1
1 — -, s>0
s
et — ! s>a
s—a
sin (at) — 82_;_#, s>0
cos (at) — ﬁ’ 5s>0
|
" n>0 — %, s>0
s
'p+1
tP p>—1 — %’ $>0
. a
sinh at — JEppTE s> [all
s
coshat — Py s> |all
a
sin (bt) (s —a)® + b2
e’ — 5 > [|all
cos (bt) s—a
(s —a)® + b2
|
tn edt neN  «—— (Tlﬁ, s>a
s—a
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f) =L~ {F(s)} F(s) = L{f(D)}
0 t<c o—ct
Uc (t) c>0 — s>0
1 t>c o
ue (t) f(t—c) — e~ F (s)
et f (1) — F(s—c)
flet) — 1F(2),  ¢>0
Jo Ft—=7)g(r)dr — F(5)G (s)
5 (t — C) — e—c S
M (t) s S"F(s)—s"Lf(0) — - — F(=1)(0)
()" f () — F®)(s)

6.4. Ejemplos Sencillos

Como un ejemplo de lo anterior, encontraremos la solucién a las siguientes ecuaciones diferenciales

1. Ecuacién diferencial inhomogénea, continua, con valores iniciales

y(0) =0
y'+y=sin2t  con (26)
y'(0)=1
2
L{y" +y} = L{sin2t} = s2Y (s) — sy (0) — ¢/ (0) + Y (s) = Nl (27)
2 5 2
Y (s) = s°+6 :as+b cs—i—d: 5 3 (28)
(s2+1)(s24+4) 241 244 s2+1 s2+4
mediante la transformada inversa en cada término
5 .
L_l{szil}zgsmt . )
=y(t) = gsintf gsin2t (29)
2
L { o} = dsin2t
2. Ecuacion diferencial, con valores iniciales, inhomogénea a una funcién escaldn:
1 m<t<2rm y(0) =1
y' +dy=h(t) = con (30)
0 0<t<nm s y'(0)=0
Y'ty=h(t)=ur(t) —ue= (t) = L{y" +4y} = L{ux (t) —uzr ()} (31)
e~ TS 6—2773
= (s*+4)Y (s) — sy (0) —y' (0) = P (32)
Luis A. Nunez Universidad de Los Andes, Mérida, Venezuela 39



Formulario de Métodos Matematicos 2

Y( ) B s N e TS 67271'3 (33)
A s(s24+4) s(s244)
mediante la transformada inversa
1 S o }
L {52—1—4} = cos 2t (34)

Ll{s(;:;)}—u,,(t)g(tw) Cong(T)—Ll{S(;M} (35)

por lo tanto

ol o (L ) e [ cos2 (- ) (36)
sea) R ;

del mismo modo

L! {3(6522:4)} = Uoy (t) B (1 cos?(th))} (37)

recordemos que hemos definido la funcién escalén como

0 t<c
uc (t) c>0 (38)
1 t>c
y finalmente la solucién serd
1 1
y () = cos 2t + uy (¢) 1 (I —cos2(t— ﬂ))] — Uy (1) L (1 —cos2(t—2m)) (39)

3. Ecuacién diferencial, con valores iniciales, inhomogénea a una funcién impulso (delta de Dirac)
y' +2y +2y=6(t—m) con (40)

donde la funcién (distribucién) delta de Dirac viene definida por

oo

d(t—1t9)=0 con t # ty y / dr é(r—m) =1 (41)

—0o0
con la 1til propiedad de

/00 dré(r—m0) f(r)= f(10) (42)

— 00

En una de las tablas anteriores hemos mostrado la transformada de Laplace de la funcién (distribucién)
Delta de Dirac: L{d (t — ¢)} = e~ ¢ ® por lo tanto

y//+2y’+2y:5(t—7r) :>L{y”+2y’+2y}:L{6(t_7T)} (43)
—T S8 1
$24+254+2)Y(s)=e " ° :}YS:eize—ﬂ'si 44
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por lo tanto
} =y (1) [e_(t_”) sin (t — ) (45)

o también
0 t<m

e~ (=™ sin (t — ) t>mw

6.5. Integral de Convolucion

Algunas veces es posible identificar la transformada de Laplace H(s) como el producto de dos transfor-
madas de Laplace, F(s) y G(s) las cuales son las transformadas de funciones conocides f(t) y g(¢). Pero
eso es algunas veces: en general la transformada del producto de funciones no es el producto
de transformadas. Esas veces estan contenidas en el llamado Teorema de Convolucién, segin el cual se
establece una especie de “producto generalizado” de funciones f y g.

Teorema de ConvoluciéonSean

Fs)=L{f(t)} v G(s)=L{g(t)} que existen en el elintervalo s > a >0

Entonces
H(s)=F(s)G(s) =L{h(t)} para s > a
donde

W(t) = L™ (F(5)G(s)) = / F(t—7) g(r) dr = / f(7) gt —7) dr = (f x9) (1)

y h(t) se indentifica como la convulucién de f y g. Las integrales arriba expuestas se conocen con integrales
de convolucién y hemos denotado h(t) = (f * g) (t) para insistir que se trata de un “producto generalizado”
de funciones f y g. que comparte, con el producto ordinario de funciones, las siguientes propiedades

frg=9gxf (conmutatividad)
frlg+kl=frg+fxk (distributividad)
frlgxkl=[f*glxk (asociatividad)
fx0=0xf=0

sin embargo f * 1 # f tal y como se puede apreciar de

(f 1) () /Of(t ) 1dr /Of(t ) dr # f (1)
en el caso particular de que f (t) = cos (t) tendremos

(cos*1) (t) = /0 cos(t —7) 1 dr = sin(t — 7”:26 = sin(0) — sin(t) = —sin(¢)

y por la misma razén, no hay garantia que (f % f) (¢{) >0 V f#0

Luis A. Nurez Universidad de Los Andes, Mérida, Venezuela 41



Formulario de Métodos Matematicos 2

El ejemplo méds emblematico de la aplicacién del Teorema de Convolucién es el estudio del oscilador
amortiguado y forzado, el cual viene descrito por la ecuacién diferencial

da xg = x(0)
FH2NE+wl = f(t) con & = — (47)
. da
To = E‘tzo
la transformada de Laplace nos lleva a
s2X (s) — swg — @9 + 2X X(8) — 2\ 29 +wd X (s) = F(s) (48)
resolviendo o) ) F(s)
o + xo + Sxo S
X(s) = 49
() $2 +2Xs + w3 $2 4+ 2Xs + w3 (49)
el primer sumando queda como
2)\1’0+i’0+8$0 Zo (S+/\) i’0+1’0>\
Xi(s) = — I\ 7 = 2 2 + 2 2 (50)
87+ 228 + Wy (s+AN) +(wg—A%)  (s+ A"+ (wg—A2)
y por lo tanto devolviendo el cambio
i A
z1 (t) = 29 e M coswt + WTQSO sin wt con w=/wi— N\ (51)
F(s)
X = - 52
2(s) $2 +2Xs + w3 (52)
y por el teorema de convolucién
f1
zy (t) = / e M D sinw (t—71) f(t) dr (53)
0o W
y por lo tanto la solucién general sera
B + A ‘1
z(t) = xg e Mcoswt + To £ Ao sinwt + / e M Dginw (t—7) f(t) dr (54)
w 0 w

7. Sistemas de Ecuaciones Diferenciales

7.1. Motivacién

Cuando consideramos la evolucién de sistemas con varios grados de libertad o con varias particulas, na-
turalmente arribamos al tratamiento de sistemas de ecuaciones diferenciales. En estos sistemas encontramos
varias variables dependientes de una sola variable independiente. El mas natural de los ejemplos es el caso
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de un sistema de particulas que se mueve en el espacio bajo la accién de fuerzas externas:

dry (t) dra(t) drs(t)  dry(t) AR d?rq (t)
dt 7 dt ' dt e ) de?

—

F1

™ (t),Tg(t),r3(t),-~-7“n(t),

7 (7“1 ()70 (1) 75 (8) -7 (1) drét(t)7 dr;;t)) drit(t) o drgt(t) 7 t) _ d (7;2(7,‘)

dry (t) dro(t) drs(t)  dr, (%) t) d?rs (t)

—

F3

r(t),r2(),rs (), (), = T @ -

Fo (1 0r2 012 (0 oom ), 3, T 20 D) ) S D

donde, la funcién F; =Y j F; j expresa la sumatoria de fuerzas externas sobre cada particula, vale decir

-, dr; dre dr, -
E Flj(r17T2aT37;"'rn7 o 7t :]:1 T1,72,73,, " Tn,

dry % dr,
dt ’ dt’ dt

@t

j
- dry drg dr - dry drg dr
;sz (rlar23T3aa"'Tn?dtadta"'dtnat> =T <T17T27r3”.”rn7dt7dt7”'dtn7t

Z 7 dry dre dr, ¢ 7 dry drg dr,, ;
N re. ey = 2 = r1.To. T ey 2
- nj 1,725,735, ns dr ’ dt’ dt ’ n 1,725,735, n dt ’ dt’ dt ’

Pero igual de importante es la posibilidad de convertir una ecuacién diferencial ordinaria de orden superior
™ (t)=F (x<"—1) ), 22 (), T (t),E(t), i (1), z (t) ,t)
haciendo el siguiente cambio variable
Un =2V ()5 Uper =2 () uw=F () us=2); us=a(); u=x(t)
en un sistema de ecuaciones diferenciales

7-.’/71 - Fn (un,unflv e ,U4,U3,u2,u1,t)

1:Ln_1 = J;(”_l) (t)

iy = F (t)
iy = i (¢)
iy = i (t)
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que puede ser generalizado a:

U, =Fp (unaun—17"' ’u4’u3’u2’u1’t)
Up—1 = Fp_1 (Un, Up_1, -, Uq, U3, U, U1, 1)
uz = F3 (unaunfla"' ’u47u37u2’u17t)
up = Fo (Un;un—ly"' ,U4,U3,’U,2,U17t)
iy = Fi (un, o,y us, u, ua, )

Para garantizar que existe solucién al problema de valores iniciales se debe imponer algunas restricciones
sobre las funciones F; (uy, - -, us, ua,u1,t) para ello existen un par de teoremas que garantice esa solucién

Teorema 1: Sean las funciones F1,Fs,---F, y sus derivadas
O Fi,01Fq,---0F,, - 0;F1,0;Fa,--- 0;F,, - - - 0,F1,0,F2,--- O, F,,
continua en una regién R del espacio (t,uy,uz,- - u,) que contiene al punto (to,u(l’,ug, . u%) que
caracteriza las condiciones iniciales. Entonces existe un intervalo ||t — to|| < h en el cual existe una
unica solucién uy = @1 (t) ,ue = ¢ (t), -+ ,un = ¢, (t),

Hemos denotado 0;F; = a—z como la derivada parcial y u¥, = u,, (tg) como las condiciones iniciales.
"
J

Teorema 2 Sea el siguiente sistema lineal de ecuaciones diferenciales

1 =p11 (t) ur +p12(t) ug + - pin (t) un + g1 (t)
Uo = pa1 () w1 + oo (t) ug + - pan (t) upn + g2 (t)

Sip11 (t) ,p12(€) - P () -+ pij (£) -+ Pn (£) ¥ g1 () - - - g, (t) son funciones continua en el intervalo
a < t < (@ que contiene al punto ¢t = ty entonces existe una tnica solucién que satisface las condiciones

iniciales u¥, = wuy, (to)
7.2. Notacién Vectorial
El sistema lineal antes mencionado

U1 =p11 (t) w1 +pi2(t) ua+ - -pin () un+ 91 (¢)
Ug = pa1 (t) w1 + poa (t) ug + -+ pan () up + g2 ()

puede condensarse en la siguiente ecuacién matricial

U=P(t) utg
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en la cual estamos representando

(0 pi1(t) pi2(t) -+ pia(t) u1 g1 (t)
u= uz ;o P(t) = pzl,(t) p22. w pzn. v ;ou= u.2 y g(t)= - .(t)
i par () pea(t) o P D) i g (1)
con el vector solucién de la forma
o1 (1)
w () = ¢2:(t)
on (1)

7.3. Sistemas Lineales Homogéneos

Dado un sistema de ecuaciones diferenciales con coeficientes constantes de la forma X = A x procedemos
de manera andloga al caso de una sola ecuacién con coeficientes constantes

1 a1 a2 - Qin z1 x1 (t) &1

, To a1 Qg - Qon T2 x2 (t) L&
Y =ay e~ = — =e" .
jgn anl Qap2 e Ann Tn Tn (t) gn

con a, a;j, &y constantes. Al sustituir las solucién x = £ " ! en la ecuacién x = A x obtenemos £ r " * =
£ e” ! por lo cual, el problema se reduce a la bisqueda de los autovalores y autovectores del sistema A x = r ¢

aip —r a2 e a1n &1 0
as1 agp —71 - a2n &2 0

(A-r1)é=0 = ; =
an1 an2 o App — T gn 0

Es decir, para resolver el sistema de ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes, es necesario
resolver el sistema de ecuaciones algebraico. Como un ejemplo, para el caso

i=(4)x s ox=cer—= (77 L) (8)=(0)

por lo cual
1—r 1 n=3
—(1-r)?’—-4=r2-2r-3=0 =
4 1—r
To = —1
de donde "
1
rn=3 = -2 5%1) Jrfél) =0 = W= 1(1)
3
similarmente

@) &
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por lo tanto la solucién general del sistema sera

x =c; xM (t) + c2 x(2 (t) <= 1 =c 1 et 4 ey 1 et
X9 2 —2

Obviamente el Wronskiano de esta solucién

M (1) x® e?t et ny
WD 0),xD O] ()= gar G-¢ [= T2 £0

garantiza que las dos soluciones son linealmente independientes.

Para el caso de matrices hermiticas, A = A vale decir, que la matriz A coincide con su conjugada y
traspuesta, A =(AT), todos los autovalores son reales y la solucién general para un sistema de n ecuaciones
diferenciales lineales con coeficientes constantes es

X(t) =C1 f(l)erl t + ey 5(2)6T2 t +tep g(n)ern t

Para el caso particular de matrices simétricas (hermiticas reales) los autovalores 11,73 - - - r,, y los autovectores
€W @ .. ¢ ambos son reales.
Para el caso de matrices A no hermiticas, consideremos primero que A sea real. Entonces

re=A+1ip T =To

Xx=Ax= x=¢(e''= (A-rl1){=0= =
ra= A i e = g

por lo cual £ = a+ib con a y b vectores reales, entonces

xM) (t) = (a+ib) e * = (atib) et (cos ut +isingut)

x (t) = e t (acos ut — bsinut) + ie*  (asinut + b cos ut)
u(t) v(t)

I
xM (1) = u (t) +iv (t)

Asi, para el caso que los autovalores de la matriz real, A sean complejos, 71 = A+iy; 79 = A—ip complejos
y 73,74+ Ty reales, y los autovectores &) = a+ib; £€2) = a—ib; £€B) ¢@ ... £ I solucién general sera

X (t) = cru(t) +icov (t) + 3 EPem P ey eWertt ¢, ¢Merm t

como ejemplo

. (1 -1 o, 1—r -1 &\ _ (0
()= (7 55 )(2)-(0)

1
1 =
ri=—1+1i g <2_1)

‘r2+2r+20 = =

por lo cual

1—7r -1
5 —3—-r
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finalmente la solucién general sera

x(t) = ¢ ot cost Ficy et sint
- 2cost + sint 2 —cost+ 2sint

Para el caso que los autovalores de la matriz real, A,estén repetidos ry =19 =rg=--- =1, =py
Tm+1, - Tn distintos, la solucién general sera

x (t) = {tm—l C(m—l) 4 k2 C(m—2) +. '-C(O)} et 4 it 5(77z+1)e7'm+1 byt g(n)ern t

7.4. Sistemas Lineales Inhomogéneos

Todo operador lineal hermitico A : V' — V,con n autovectores distintos, definidos por A |u;) = A; |u]>
tiene una representacion matricial diagonal A” =M\;0;; mediante una transformacién de similaridad TAT !
A con T una matriz unltarla T-! = T que trasforma la base de A a la base donde A es dlagonal
{Jv1) s |va) s« |vi) -+ |on) } SN {Ju1), Juz), -~ |us) - - - |un)} Este teorema es claro a partir de que si A tiene
n autovalores distintos, tiene n autovectores linealmente independientes los cuales forman base de V' y en la
cual la representaciéon matricial del A es diagonal. Pero como siempre es posible pasar de A no diagonal a
A a diagonal con los mismos autovalores mediante una transformacion de similidaridad TAT ™! = A queda
demostrado. Esto puede formalizarse de la siguiente manera

| s N — | TR s N —— la.| A S S S P O N W
(vi| T y TAT™T [v;) <”z<| ’Il‘ \TAAT T |vj) (wil Alug) = Aj (ui lug) = A;6i;
u; luj)

Nos queda determinar la forma de la matriz unitaria de transformacién T. Para ello seleccionamos la

base canénica {|e1),|e2),---|e;) - |en)} como base de partida de A con
1 0 0 0
0 1 0 0
|61> = 0 ) ‘62> = 0 ) |€1> = 1 ) o |€n> = 0
0 0 0 1
v {|u1), Jug) - |ug) - - - Jun)} la base de autovectores en la cual A es diagonal. Por lo tanto T es la matriz de

transformacién de una base a la otra, identificando columna a columna nos damos cuenta que las columnas
de la matriz T son los autovectores de A

|ui) = ZTij l€5) = (e |w) = ZTZJ lej) =
j=1

@ Q) (1) 1 (2 (n)

ul u2 e Un ul ul e ul
(2) (2) (2) (1) (2) (n)
u u U Uu u u
(ej lug) =Ti; = : 2 " — TE_ ? 7 2 _ 71
O () WD )
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donde hemos denotado ugm) la componente m del vector j — esimo en la base |e;) (coni=1,---n ). Por lo
tanto, si los n autovalores y autovectores de A son distintos y conocidos, A se dice diagonalizable. Si A es
hermitica, T~! = T y es muy facil construir la inversa de la matriz de transformacion T. Si los autovalores
de A con degenerados, vale decir si el nimero de autovectores linealmente independientes es menor que n,
entonces A no es diagonalizable y no existe una matriz de transformacion T (T no tiene inversa) tal que
TAT ' =A.

Lo que nos ocupa ahora es la solucion del sistema de ecuaciones diferenciales inhomogéneo de la forma

aip @iz - Qin
az1 Qa22 a2n
A= i . y a;; = const
ap1  Ap2 - dnn
=M (1)
=) (1)
x' (t)=Ax(t)+g(t) con x(t) = .
(™ (t)
g(l) t
(2)
g% (1)
g(t) = :
g™ (1)
donde A una matriz constante y diagonalizable, g (¢) continua en el intervalo o < t < 3. La solucién de este
problema pasa por encontrar los autovalores y autovectores de A = {A1, Ao, -+ Aj - Apsfua), Jug) , - Jug) - -+ [un) }

construir a partir de ellos la matriz T y su hermitica conjugada T—' = T¥ y a partir de ella hacer un cambio
de variable

x(t) =Ty = Ty #)=ATyt)+g(t) = YO =T'ATyt)+T gt

A
por lo tanto
A0 0
o 0 A 0
A =
, "
y(#)=Ay(t)+ht) con
0 0 An
h(t) =T 'g(t)

Entonces, por componente quedan

t .
Yl (8) = Nagi (8) + i (1) = Ny (8) + T35 g5 (1) =y, (£) = N / dr N WY gy (1) + ¢ M
to
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