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Nombre

1. Series de Taylor

0
a) El Limite z — x¢ de la relacién de dos funciones f(z) y g(x) toma el valor indeterminado o
Usando la expansién en series de Taylor muestre la regla de I’Hépital (4 puntos)
/
f@) _ )

lim ——<~ =
8o g(@)  wose g(a)

Solucién Para empezar Expandimos por Taylor alrededor de x = xg

f) F@0)+ S o) @ — mo) + 3 @) — w0)? + 5 (o) (@ — o)+ -+

9D gla0) + f (w0)(w = 0) + 59" (o) & = 0)? + 39" (wo) & — o) + -

Si suponemos que f(zg) = g(zo) = 0, que limy, ., f'(x) = f'(z0), y imz—z, ¢'(x) = ¢'(x0), al
dividir numerador y denominador por (r — xg) tendremos que

fay @)+ 55 o) @ — o) + 5 wo)(w — w0)? 4+

9E) ) + 59 (o) @ — o) + 379" (o) (@ — w0)? + -

con lo cual, al tomar limite a ambos miembros tendremos

I 1 i
. fla) _ - f(zo) + §f (zo)(z — o) + -+ s f@) _ fxo) _ . f(@)
T—Zo 9(3j T—To g/(xo) + %g”(%o)(ﬂ? _ 330) 4+ T—T0 g(x) g/(.%‘Q) T—Zo gl(x)

2. Series de Polinomios Ortogonales

a) Si H,(x) es un polinomio de Hermite de orden n y pensando en la relacién de recurrencia y en la
ortogonalidad de los polinomios de Hermite, muestre que

/ " dzae H,(2)H,(z) = V/72"n! (n+ % )

—00

(4 puntos)

Solucién. Es claro que esta integral se puede re-escribir

/ " 22e™" H,(z)Hp(z) = % / T dwe (2zH,(z)) (22H,(z))

— 00 — 00

Luis A. Nurez Universidad de Los Andes, Mérida, Venezuela 1



Segundo Examen Parcial

Métodos Matematicos de la Fisica 2

al utilizar la relacién de recurrencia H,,11(z) = 22 H,(x) — 2nH,,_1(z) tendremos que
1 (o9}
i)

y al desarrollar y utilizar la relacién de ortogonalidad fix;o dz e~ H,(z)H,,(x) = 0 para m # n,
entonces tendremos que

i / dz e (Hppa(2))*4n? /

— 00

dz e (Hoy1(2) + 20H 1 (2)) (Hogr (2) + 20H,, 1 (2))

o0

B 2n+1
dee™

(1) 4n? (2"*17r1/2(n - 1)!)

S(Hooa(2)?

donde hemos utilizado la expresién, ffooo dz e (Hm(2))? = 2m7'/2ml, para la norma de los
polinomios de Hermite, un poco de algebra llega al resultado que estamos buscando

Dado los siguientes puntos experimentales
x Y
-1.0000 | 13.0000
-0.50000 | 1.5625
0.50000 | -1.4375
1.0000 1.0000

Encontrar el mejor ajuste para aproximar esta funcién en término de Polinomios de Legendre y,
en funcién de ese ajuste determinar el valor interpolado para x = 0,75 (4 puntos)

Solucién. Expandimos una funcién genérica en términos de polinomios de Legendre. Esto es
f(z) = C°Py(x) + C'Py(x) + C°Py(x) + C*Ps(x) + R(0*)

y ahora se evalia en los en los puntos experimentales para generar un sistema de ecuaciones
algebréicas

13,0000 = (C° -t +C? -3
1,5625 = C° —0,50000t —0,1250C% +0,4375C3
-1,4375 = C° +0,5000C* +40,1250C? —0,4375C
1,0000 = C° +C1 +C? +C3
y tendra como solucién
5 22 37 8
0o_° 1__ 22 2 _ 20 3~
=5 ¢ 5 =% © 5
con lo cual
5 22 37 8 9 7
f(z) = ch—Th+g b+t R(OY = f(z) = -2t Z‘”Q — 42® + R(0%)
para que finalmente,
15
0,75) ~ ——
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3. Series de Fourier

a) Una cuerda vibrante de longitud, [, estd atada en sus dos extremos = ! y « = 0. La amplitud
del movimiento viene descrita por

0?u(x,t) 2 0?u(x,t)
ot? Oz?

o0
suponga la expansién de Fourier u(x,t) = Z by, (t)sen (?)

n=1
determine la expresién para los coeficientes, b, (t), dadas las condiciones iniciales.

ou(z,0)

u@w,0) = fl@) e = g(a)

(4 puntos)

Solucién. Al sustituir la expresién para u(z,t) en la ecuacién de onda, nos queda

O*u(z,t)  ,0%u(x,t) =L [ 0%b, (1) 5 (M2 nTry
oz U ax? :‘Z< oz TV (T) b”(t)> sen<T>_O

n=1
por lo cual, es claro que
nmv nmv
by (t) = C cos (Tt) + Csysen (Tt)
ya que es solucion a la ecuacion diferencial. Entonces

)= 3 (Cron (P54) - Coen (7)o ()

al utilizar las condiciones iniciales

f@)=CrY sen (F5) = 0= — f@)
n=1

y equivalentemente

bn(t) = f(@) cos (?t) + 9(x)
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T O<z<nm

Figura 1: Funcién Periédica

b) Expanda en series de Fourier la siguiente expresién

f(x){ x O<z<m

—x —nm<x<0

(4 puntos)

Solucién. Tal y como podemos apreciar en la figura 1 hemos hecho periddica la funcién f(x)
y su expansién en series de Fourier vendra dada por

aop St ([ 2mjx ) 2mjx ,
f(z) = ) + Z [aj cos <T> + bjsen ( T )} con T el perfodo de f(z)

j=1

donde los coeficientes de Fourier pueden ser escritos como

a —Q/T/2 dz f(z); ah —2/T/2 dz cos ki f(z) conk=1,2,3,--
‘T T/2 ’ b ) T T/2 senkx Bt/

Como f(x) es par en el intervalo, by = 0 Con lo cual nos queda que
I 1" I 1 [7 1—(=1)*
ap = 7/ dz (—x)—f—f/ dex=m ap= f/ dz (—z) cos kx—i—f/ dzx coskr = —2 ((2)) ;
T ) T Jo T T Jo wk

es decir

T 21— (—1)F o 4 Sceos(2) — 1a

las integrales son més féciles si se explota las propiedades de simetrfa f(—x) = f(x) y se hubiera
integrado en la mitad del periodo

Luis A. Nurez Universidad de Los Andes, Mérida, Venezuela 4



