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1. Un Zoolégico de Matrices Cuadradas

A continuacién presentaremos un conjunto de matrices que seran de utilidad més adelante

1.1. La matriz nula

11
11
12

15
15
18
21

24

es
0 0 0
; o ; 0 0 0
Aj =0 Vi, j . Aj —
0 0 0
1.2. Diagonal a Bloques
Podremos tener matrices diagonales a bloques, vale decir
DI DY 0 o0
Di D D 0 0
I 0 0 D3 D}
0 0 Di Df
1.3. Triangular superior e inferior
D} Dy D} Dj D} 0 0 0
J 0 0 Di Dj I D} D3 D3 0
0 0 0 Dj Dt Di Di DA
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1.4. Matriz singular

A es singular = det A =0

1.5. Matriz de cofactores

1 1

, a% a% a?l) , (A); (A%, (Ac)é

Aj=| af a3 a3 yoo(AY = (A9] (A9 (493

ai a3 a (A7 (A9, (A%

donde los (AC); es la matriz de cofactores, y los cofactores son

2 2 2 2 2 2
e\l _ ¢ q\141| G5 aj eyl _ (_q1y1+2| @1 a3 eyl _ (1143 | @3 a3
(A9 = (DM = ()Y A= (D
11 11 11
2 _ [ q\2+1| G2 a3 \2 _ (_1\2+2| @1 a3 \2 _ (_q1\2+3| -1 @
(A= (D7 B @R | A=t
11 11 11
e\3 _ (_1\3+1| a3 as e\3 _ (_1)3+2| @1 a3 ey3 _ ()33 | @1 a3
(A= ()P B A= (0T ] (= ()

1.6. Matriz Adjunta

Llamaremos matriz adjunta, adj [A], a la traspuesta de la matriz de cofactores de una determi-
nada matriz. Esto es

adi[A] = (A9 = ad [4] = ((19))" = (2]

Esto es
' 123 ' -3 6 -3
Ai=1 456 —adj[4}] =] 6 -12 6
789 -3 6 -3

Una matriz serd autoadjunta si adj[A] = A

2. Un Paréntesis Determinante

2.1. Definicién

Antes de continuar es imperioso que refresquemos algunas propiedades del determinante de una
matriz. Ya hemos visto que el det A : M,,»,, — R. Es decir, asocia un ntimero real con cada matriz
del espacio vectorial M,,«,, de matrices n X n

Luis A. Nunez Universidad de Los Andes, Mérida, Venezuela 3
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Asi, dada una matriz

A% A% . A711 A% A% - A}L

) A2 A2 A?L . A2 A2 A%
A= T — det A = Atz = | T T

AT A3 Aq AY A3 Aq

Hemos generalizado el indice de Levi Civita de tal forma que

0, si cualesquiera dos indices son iguales
L= €k = 1, si los indices i, 7, k- -+ constituyen una permutacion ciclica de 1,2,3---n
—1 si los indices 1, 7, k- - - constituyen una permutacién anticiclica de 1,2,3---n

Eijk”

Esta situacion es clara para el caso de matrices 3 x 3, veamos.
Dada una matriz 3 x 3

/AL AL Al ) Al Ay Ay
A= | A2 A7 A2 — det A = cVFALATAY = | A} A3 A3
A3 A3 A3 A} A3 A3

con lo cual
det A = e'PAJAZAS + 312 ALAZAS + BT ALAZAT 1 132 A1 A2 A3 + 321 ALAZAS + 213 AL A2 A3
= AJASAS 4+ AZATAS + A3 ASAT — AJAZAS — ASASAT — AGATAS
2.2. Propiedades Determinantes

1. det A = det AT donde AT es la traspuesta de A
Esta propiedad proviene de la definicion del indice de Levi Civita

det A = R ATAZAT - = gy ATAJAL - = det AT

que se traduce que se intercambian filas por columnas el determinante no se altera

AL a4l oAbl Al Al
A2 a2 |=|ab 4 Al
by ab| | aloaioal

2. Si dos filas o dos columnas son idénticas el determinante se anula
iik-- A1 A2 P

por definicién del indice de Levi Civita

AU AL AL Al 4L Al
A2 42 A2 =|al a4l Al|=o
A543 A3 | |4 oA Al

Luis A. Nunez Universidad de Los Andes, Mérida, Venezuela 4
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3. Si multiplicamos una fila o una columna por un ntimero, el determinante queda multiplicado
por el nimero

eRT AL (NAD) AR - = AT ATATAY - = Ndet A
i ALAL (AA) - = Aeyjp ALAJAY - = Adet A
de aqui claramente se desprende que si una fila o una columna es cero (A = 0) el determinante

se anula. Mas ain, si dos filas o dos columnas son proporcionales A} = /\AJZ el determinante
se anula, por cuanto se cumple la propiedad anterior

AL a4l Al AL AL Al AL AL Al
A2 A2 A3 |=| A2 A2 A2 =2 oA A
A3 a4 A3 || aA3 aA3 Al A A3 A
Obvio que
Al o AL | | Al Al Al
A2 0 A3 |=| A2 A% A% |=0
A3 0 A3 0 0 0
al igual que
AL Al Al AL AL Al AL Al Al AL AL Al
A2 AA2 A2 |=| AAD MAL AAL [ =] A2 42 42 [=a| Al Al 4l =0
AP aAd A A A A A A3 A A3 A3 A3

4. Si se intercambian dos filas o dos columnas cambia de signo el determinante.

AL AL oAl

) A2 A2 A2 y ;

det A = gk AlA243 ... = | T T — R ALA2AR . = det A
Al Ay AR

donde en la matriz A se han intercambiando un par de columnas. Claramente las propiedades
del indice de Levi Civita, obliga al cambio de signo

det A = —det A

Noétese que una sintesis de las propiedades anteriores nos lleva a reescribir el determinante de
una matriz de la forma

det A = 7 det A = sijk...AiaAéAﬁ o= det A =g,3,..det A = aijk"'Af‘Af-AZ e

claramente, si a7y -+ <= 123 --- reobtenemos la definicién anterior. Si se intercambian dos
filas o dos columnas, el determinante cambia de signo debido al intercambio de dos indices
griegos. Si dos filas o dos columnas son iguales el determinante se anula debido a la propiedad
de simbolo de Levi Civita con indices griegos.

Luis A. Nunez Universidad de Los Andes, Mérida, Venezuela 5
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5. El determinante de un producto es el producto de los determinantes

det (AB) = det (A) det (B)

Antes de proceder a la demostracién de este importante propiedad jugaremos un poco més
con las propiedades de las matrices. Queremos senalar que si A es una matriz m x ny B es
una matriz n X p, entonces tendremos que

(AB)* = A°B

esto es que la a — esima fila es igual a la multiplicacién de la « — esima fila, A% por toda la
matriz B. Veamos

7 7 il

por lo tanto la o — esima fila

Bl B} --- B!
BB B
CJa:AlaBé :>CJQZ(A?7A§7A%,"‘A$,) : n
B} Bjp By

det (A) det (B) = det (A) <sz-jk...B;'BgB§ . ) - (sijk...AgAgAﬁ . ) (sabc...BfBng o )
que siempre puede ser rearreglado a
(5”’“"'A§‘AfAZ - ) (gijk...BiBgB;j : ) — AYB{APBJAYBY - = det (AB)

veamos este desarrollo en el caso de 3 x 3
("B ATASAS + 2P ALATAS + ¥ AL A AT + "2 AT AZAS + P AL AS AT + 2P AL AT AS)
x (e B B3B3 +&*°ByBi B3 + ' By B{B} + £ B{ B{BS + £°*' By B3 B} + <> B, B B)
con lo cual

= A}A3A3 (B{B3Bj + B{BiB; + ByB3B} — B{B3B; — BiB3B} — BB B3)

+ AYAZ A3 (Bi B3B3 + BiBB; + ByB3B} + B{ BB + B3 B3B} + By B B3)

+ AJA3A3 (Bi B3B3 + B3B; B3 + ByB3 B} + B{ BB + BB3B; + ByBi Bj)

— A}A3A3 (Bi B3B3 + BYB}Bj + ByB3B} + B{ B{BS + B3B3 B; + B3 BiB3)

— AYA2AY (BIB2BS + ByB}B; + ByB3B} + BIBiBj + B3B3B} + By B B3)

— AJA}A} (BiB3B3 + BBiBS + ByB3B} + B{ B3B3 + BiB3B} + B3 BB3)

Luis A. Nunez Universidad de Los Andes, Mérida, Venezuela 6
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como son numeros los rearreglo
= A}A3A3 (B{B3Bj + Bi B3B3 + B} ByB; — B{ B3B3 — B{ B3B3 — B{B}B3)
+ A3ATA3 (Bi B3B3 + BiB3 B3 + Bi B3 B — B{ BiB; — Bi B3B3 — B{ By Bj)
+ AyA3A% (B1 B3B3 + Bi B3B3 + Bi ByB; — B{ B3B3 — B{ B3B3 — B{ By B3)
— AJA3A3 (BI B3B3 + Bi BiB; + B{ By B — B{ B} B§ — B{ B B; — B B, BY)
— AJA3AY (B{ B3B3 + BiB3 B3 + BiByB3 — B{ B3 B — B B3B3 — B{B}B3)
— AJATA} (B1 B3B3 + B{B3 B3 + B} ByB3 — B{ B3 B — B} B3B3 — B{ B} B3)

= A{A3A3 (+BiB3Bs + B{ By B — B{B}Bj — B{BiB; — B{ B, B)
+ A3ATA3 (B{ B3B3 + Bi B3B3 + BBy B — B{ B3B3 — Bi B3B3 — BBy Bj)
+ A3A3AY (B{ B3B3 + +B{ B3 B — B{ BsB3 — Bi B3B3 — B{ By B3)
— AJASA3 (Bi B3B3 + Bi B3 B; + B{ By Bf — B{ BB — B{ B} B3 — B B} B3)
— AJA3AY (B{B3Bj + BiB3 B3 + BiByB3 — B{ B3 B} — B{ B3 B} — B{B}B3)
— AJATAY (B{ B3B3 + BiB3 B3 + Bi By B3 — B{ By B; — B B3 B} — B{ B} B3)
A1BiASABS BY + Ay BYASA B By
eijh AL BYALBYARBY - -

3. Autovectores y Autovalores

3.1. Definiciones y Teoremas Preliminares

Llamaremos a |¢) un autovector del operador A si se cumple que

Aly) = Alp)

en este caso A (que, en general serd un nimero complejo) se denomina el autovalor correspondiente
al autovector [¢). La ecuacién A |[¢)) = A|¢) en conocida en la literatura como la ecuacién de
autovalores y se cumple para algunos valores particulares de los autovalores A. El conjunto de los
autovalores se denomina el espectro del operador A.

Supongamos que A : V — V y que dim V = n, supongamos ademas que una base ortogonal para
Ves{le1), |e2), |es), --|en)}. Porlo tanto la repercusién de esta ecuacién sobre la representacion
matricial es la siguiente

<ei‘ Alej) <ej’ ) = <ei‘ Ay = A <ei |v) = Aé- d =\
claramente, si {|e1), |e2), |es), --|e,)} genera una representacién diagonal de A entonces

Aéocéﬁ :>A;-c70<5;c7:)\c’ :>A;-o</\(5;-

Esto lo podemos resumir en el siguiente teorema que presentaremos sin demostracion.

Luis A. Nunez Universidad de Los Andes, Mérida, Venezuela 7
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Teorema Dado un operador lineal A :V™ — V™ si la representacion matricial de A es diagonal,

3.2.

(e'| Alej) = A} x 5; entonces existe una base ortonormal {|e;), |e2), |es), - |e,)}! v
un conjunto de cantidades escalares {A1, Ap, -+, A, } tales que se cumple

Ale)) =\ le;) coni=1,2-n

igualmente se cumple que si existe una base ortonormal {|e1), |ez2), |es),---|e,)}y un con-
junto de cantidades escalares {A1, A, -, A, } tales satisfagan

Ale;) =\ le;) coni=1,2---n
Entonces se cumple la representaciéon matricial de A es diagonal,

<ei‘ Alej) = A;'. = diag (A1, Ay -+ 5 An)

Algunos comentarios

. Noétese que si |1) es autovector de A para un determinado autovalor A entonces ’1[1> =alv)

(un vector proporcional a |1)) ,con o un nimero complejo) también es un autovector para
el mismo autovector. Esto representa una incomoda ambigiiedad: dos autovectores que co-
rresponden al mismo autovalor. Un intento de eliminarla es siempre considerar vectores
|1y normalizados, i.e. (¢ [¢v) = 1. Sin embargo no deja de ser un intento que no elimina
la ambigiiedad del todo porque siempre queda angulo de fase arbitrario. Esto es el vector
e b)) ,con § un niimero real arbitrario, tiene la misma norma del vector |¢). Sin embargo
esta arbitrariedad es inofensiva. En Mecanica Cudntica las predicciones obtenidas con |¢) son
las mismas que con €% |¢))

. Un autovalor \ serd no degenerado o simple si estd asociado a un tinico autovector [1)? de

lo contrario si denominara degenerado si existen dos o mas autovectores de A, linealmente
independientes asociados al mismo autovalor A. El grado (o el orden) de la degeneracion es el
nimero de vectores linealmente independientes que estén asociados al mencionado autovalor

A

. El orden de degeneracién de un autovalor A expande un espacio vectorial S () C V" (denomi-

nado autoespacio) cuya dimension es el orden de la degeneracién. Esto es si A es g—degenerado,
entonces existen

{lvn), [W2), [Ws), - lg)t = Als) = Alhy)
adicionalmente un autovector correspondiente al autovalor A puede ser expresado como

W) =c' i)  coni=1,2,---,g

con lo cual

A ) =cAl) =X o) = A [Y)

!Realmente un conjunto de vectores linealmente independientes, pero como siempre puedo ortoganalizarlos me-
diante el método de Gram Smith, consideraremos que es una base ortogonal de entrada
2Con la arbitrariedad del calibre antes mencionado

Luis A. Nunez Universidad de Los Andes, Mérida, Venezuela 8
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3.3.

Algunos Ejemplos

. Reflexién respecto al plano zy : Si R:V? — V3 es tal que R|y) = )121> donde se ha

realizado una reflexion en el plano xy. Esto es
Rli)=i); Rlj)=10); Rk =-]k)

con |i),|j),|k) vectores unitarios cartesianos. Es claro que cualquier vector en el plano zy
serd autovector de R con un autovalor A = 1 mientras que cualquier otro vector |¢) € V3 y
que no esté en el mencionado plano cumple con |¢) = ¢|k) y también serd autovector de R
pero esta vez con un autovalor A = —1.

. Dos visiones de Rotaciones de angulo fijo 6 : La rotaciones de un vector en el plano

pueden verse de dos maneras.

a) Se considera el plano como un espacio vectorial real V2 con una base cartesiana canénica:
li) = (1,0), y [j) = (0,1), esto es si

R|a) = A|a) = el dngulo de rotacién = nm con n entero

b) Igualmente si consideramos el plano complejo unidimensional, expresemos cualquier vec-
tor en el plano en su forma polar |z) = re por lo cual

R ’Z> _ Tei(BJra) — eia |Z>

si queremos A = e'* reales necesariamente o = nm con n entero

. Autovalores y Autovectores de Proyectores. Es interesante plantearse la ecuacién de

autovalores con la definicién del proyector para un determinado autoespacio. Esto es dado
Py, = |1) (] si este proyector cumple con una ecuacién de autovalores para un |p) supuesta-
mente arbitrario

Pylp)y =X lp) = Pyle) = (1¥) @) e) = lp) < |¢)

es decir necesariamente |p) es colineal con [¢)) . Mds atin si ahora el |p) no es tan arbitrario
sino que es ortogonal a [¢), (¢ |¢) =0 == X = 0. Esto nos lleva a concluir que el espectro
del operador Py = |1) (4| es 0 y 1,el primer de los cuales es infinitamente degenerado y el
segundo es simple. Esto nos lleva a reflexionar que si existe un autovector de un determinado
operador, entonces su autovalor es distinto de cero, pero pueden existir autovalores nulos que
generan un autoespacio infinitamente degenerado.

. El operador diferenciacién D |f) — D (f) = f’ : Los autovectores del operador diferen-

ciacién necesariamente deben satisfacer la ecuacién
DIf) = Af) = D(f) (z) = [ (z) = \f (2)
la solucién a esta ecuacién serd una exponencial. Esto es
If) = f(z) =ce™ conc#0

las f () se denominaran autofunciones del operador

Luis A. Nunez Universidad de Los Andes, Mérida, Venezuela 9
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3.4.

Autovalores, autovectores e independencia lineal

Uno de los teoremas maés tutiles e importantes tiene que ver con la independencia lineal de
los autovectores correspondientes a distintos autovalores de un determinado operador lineal. Este
importante teorema se puede concretar en.

Teorema Sean {|¢1), [12), |¥3), - |[¢k)} autovectores del operador A :V"™ — V" y suponemos que

Demostracion

existen n autovalores, {A1, A, -+ , A}, distintos correspondientes a cada uno de los autovec-
tores [1;) . Entonces los {|¢1), [12), [¥3),---,|¥k)} son linealmente independientes.

La demostracién de este teorema es por induccién y resulta elegante y sencilla.

Primeramente demostramos que vale j = 1.
Obvio que el resultado se cumple y es trivial para el caso k = 1(un autovector |¢1) que
corresponde a un autovalor A\; es obvia y trivialmente linealmente independiente).

Seguidamente supondremos que se cumple para j =k — 1.

Esto es que si existen {|¢1), |v2), [t3), - |k—1)} autovectores de A correspondientes a
{A1, A2, -+, Ap_1} entonces los {|11), |[a2), |¥3), - |tk—1)} son linealmente independien-
tes.

Ahora lo probaremos para j = k.
Por lo cual si tenemos k autovectores {|¢1), [12), |¥3), - |tk)}, podremos construir una
combinacién lineal con ellos y si esa combinaciéon lineal se anula serdn linealmente indepen-
dientes

dp)y=0 conj=1,2--,k

al aplicar el operador A a esa combinacién lineal, obtenemos
IAY;) =0 = I\jlih) =0
multiplicando por A; y restando miembro a miembro obtenemos
N = M)Wy =0 conj=1,2-- k—1

(ndtese que el dltimo indice es k — 1) pero, dado que los k — 1 vectores |1);) son linealmen-
te independiente, entonces tendremos k — 1 ecuaciones ¢’ (Aj —Ax) = 0 una para cada j =
1,2,---,k—1. Dado que A\; # )\ necesariamente llegamos a que ¢ =0paraj=1,2,--- k-1
y dado que

ci\q/;]):o conj=1,2---,k = #0

con lo cual si

) =0 = =0 conj=1,2,-,k

y los {|Y1), |v2), |13),--|k)} son linealmente independientes. Con lo cual queda demos-
trado el teorema

Luis A. Nunez Universidad de Los Andes, Mérida, Venezuela 10
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Es importante acotar que el inverso de este teorema NO se cumple.
Esto es, si A :V™ — V" tiene {|¢1), [¥2), |¥3), - ,|1n)} autovectores linealmente independien-
tes. NO se puede concluir que existan n autovalores, {A1, A, -+, Ay}, distintos correspondientes a
cada uno de los autovectores [¢;) .

El teorema anterior lo complementa el siguiente que lo presentaremos sin demostracién. Este
teorema sera de gran utilidad en lo que sigue.

Teorema Sila dim (V") = n cualquier operador lineal A :V"™ — V" tendra un maximo de n autovalores
distintos. Adicionalmente, si A tiene precisamente n autovalores, {\1, A\n, -, A\p}, entonces
los correspondientes n autovectores, {|11), [¥2), |¢3), -, |¥n)}, forman una base para V"
y la representacion matricial, en esa base, del operador sera diagonal

(V| A ;) = A% = diag (A1, An, -+, An)

4. Autovalores y Autovectores de un operador

Una vez mas supongamos que A : V. — V y que dimV = n, supongamos ademas que
{le1), le2), les),---|en)} es una base ortogonal para V. Por lo tanto la representacién matricial
de la ecuacién de autovalores es la siguiente

(e'| Ale;) (e7][¢) = A (e |¢) —= Al J =\ = (AL = A85) =0

para con j = 1,2,--- ,n El conjunto de ecuaciones (A; - Aéj) ¢J = 0 = 0 puede ser considerado un

sistema (lineal y homogéneo) de ecuaciones con n incdgnitas ¢’.

4.1. El polinomio caracteristico.

Dado que un sistema lineal y homogéneo de ecuaciones con n incégnitas tiene solucién si el
determinante de los coeficientes se anula tendremos que

(AL = x5l) & =0 = det[A-A1]=0 <= P(\) =det[A}—\5] =0

Esta ecuacién se denomina ecuacién caracteristica (o secular) y a partir de ella emergen todos los
autovalores (el espectro) del operador A. Claramente esta ecuacién implica que

Al—x AL oA
A2 A2 A2 o
. , =0 < det [Ai — A6} =0
Ar AD AT — )\

y tendré como resultado un polinomio de grado n (el polinomio caracteristico). Las raices de este
polinomio serdn los autovalores que estamos buscando. Es claro que estas raices podréan ser reales
y distintas, algunas reales e iguales y otras imaginarias.

Es importante senalar que el polinomio caracteristico sera independiente de la base a la cual
esté referida la representacion matricial <w” A |w;) del operador A.
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4.2. Primero los autovalores, luego los autovectores

El procedimiento es el siguiente. Una vez obtenidos (los autovalores) las raices del polinomio
caracteristico, se procede a determinar el autovector, |1);), correspondiente a ese autovalor. Dis-
tinguiremos en esta determinacién casos particulares dependiendo del tipo de raiz del polinomio
caracteristico. Ilustraremos estos casos con ejemplos especificos para el caso especifico de matrices
3 X 3 a saber:

1. Una matriz 3 x 3 con 3 autovalores reales distintos

' 2 1 3 4 _ 2-X 1 3
(e'|Alejy=( 1 2 3 —det[AS—N§]=] 1 2-Xx 3 |=0
33 20 3 3. 20—

con lo cual el polinomio caracteristico queda expresado como
M 24NN —42=A-1)(A-2)(A—21)=0

y es claro que tiene 3 raices distintas. Para proceder a calcular los autovectores correspon-
dientes a cada autovalor resolvemos la ecuacion de autovalores para cada autovalor. Esto

es
a) )\1 =1
21 3 z! x! 22t + 22 + 323 = ot
1 2 3 2?2 = 2 | = z'+222+323 = 2?
3 3 20 z3 z3 3zt + 322 4202 = 23
que constituye un sistema de ecuaciones algebraicas de 3 ecuaciones con 3 incégnitas.
Resolviendo el sistema tendremos que
z! —1
M =1 | 22 =« 1
3
x A1 0
con « un escalar distinto de cero
b) Ao =2
2 1 3 z! ! 20! + 22 + 323 = 22!
1 2 3 22 | =2 2? | <= 2'+222+323 = 227
3 3 20 x> x> 3zl 4+ 322 +2023 = 223
Resolviendo el sistema tendremos que
x! -3
Ao =2« | 22 =al| -3
3
T Ap=2 1
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c) A3 =21
2 1 3 x! at 2et + 22 4+ 322 = 212!
1 2 3 22 | =21 22 | < z'4+222+322 = 2122
3 3 20 x? 23 3z 4+ 322 +202° = 2123

Resolviendo el sistema tendremos que

! 1
Ag =21 < | a? =al 1
3 6

A3=21

2. Una matriz 3 x 3 con 2 autovalores reales distintos, es decir una matriz con autovalores

repetidos
' 4 -3 1 4 ' 4-Xx -3 1
(e'|Alej)=[ 4 -1 0 —det [AZ = Nj]=| 4 —-1-Xx 0 |=0
17 —4 1 74—

con lo cual el polinomio caracteristico queda expresado como
MAX2—sA-3=A+3)(A-1)%*=0

y es claro que tiene 2 raices iguales y una distinta. En este caso A = 1 es un autovalor
degenerado de orden 2. Para proceder a calcular los autovectores correspondientes a cada
autovalor resolvemos la ecuacién de autovalores para cada autovalor. Esto es:

CL) )\1 =-3
4 -3 1 x! x! 4t — 322 + 2% = —3x!
4 -1 0 22 | =3 2? | = 4ot —2? = —3z?
1 7 -4 x> 3 ol + 72?2 — 42 = —32°
Resolviendo el sistema tendremos que
x! —1
M =3+ [ 2?2 =a 2
3
x A—_3 13
b) A2 =1 (autovalor degenerado de orden 2)
4 -3 1 z! ! 4ot — 322 422 = 2!
4 =1 0 x? =| 2? = Azl — 22 = 22
1 7 -4 a3 z3 ol 722 — 42 = 2P

Resolviendo el sistema tendremos que

xt 1

A =1<= | 22 =al| 2
3

€T Np—1 3
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3. Otra matriz 3 x 3 con 2 autovalores reales distintos, es decir otra matriz con autovalores
repetidos

. 2 11 ‘ ‘ 2-X 1 1
(e'| Alej) = z g 421 — det [A} — A6} = ; 3;>\ 42A =0

con lo cual el polinomio caracteristico ahora queda expresado como
M2 _sa-3=0-71(A-1)%?=0

y es claro que tiene 2 raices iguales y una distinta. En este caso A\ = 1 vuelve a ser un
autovalor degenerado de orden 2. Para proceder a calcular los autovectores correspondientes
a cada autovalor resolvemos la ecuacién de autovalores para cada autovalor. Esto es:

a) )\1 =7
2 1 1 ! 2! 2t + 22+ 2% = 72!
2 3 2 22 | =7 22 | &= 22'+322+323 = 722
3 3 4 a3 x3 3zt + 322 + 423 = 723

Resolviendo el sistema tendremos que

x! 1

M =T+ | 22 =al| 2
3

x A =T 3

b) Ao =1, el autovalor degenerado de orden 2 presenta una pequena patologia. Veamos

2 1 1 2! x! 2t + 22+ 22 = gt
2 3 2 x2 = x? — 2l 4322+ 32 = 2?
3 3 4 a3 a3 3xt 4+ 322 + 423 = 23

Resolviendo el sistema tendremos que

at 1
x2 =« 0

3
x Ao=1 -1

Ay =1<—

xt 0
z? =0 1

3
\ T o1 —1

con lo cual el autovector ;) correspondiente al autovalor Ay = 1 se podra escribir como

z! 1 0
o) = a|por) + B|pa) < | 2? =e 0 |+p 1
x3 -1 -1

Ao=1
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4. Una matriz 3 x 3 con 1 autovalor real y dos autovalores complejos

4 12 3 4 ' 1—-x 2 3
(e'| Alej) = g Zl)) 2 — det [A} — A6} = g 1;/\ 2A =0
1 1—

con lo cual el polinomio caracteristico queda expresado como
A —3A2— 150 —18 = (A —6) (A\> + 3\ +3) =0

y es claro que tiene 2 raices iguales y una distinta. En este caso A = 6 es un autovalor
real. Adicionalmente existen dos autovalores complejos, uno el complejo conjugado del otro:
A = —% (3 + 2\/5) y Ay = —% (3 + z\/g) Para proceder a calcular los autovectores corres-
pondientes a cada autovalor resolvemos la ecuacién de autovalores para cada autovalor real.
En este caso existe un dnico autovalor real A = 6.

1 2 3 x! xt det — 322 + 2% = 6zt
3 1 2 x? =6 x2 = 4zl — 22 = 622
2 3 1 a3 x> b4+ 722 — 423 = 62°

Resolviendo el sistema tendremos que

2! 1
A=6<= | 22 =al| 1

3

T =6 1

5. Autovalores y Autovectores de Matrices Importantes

En esta seccién presentaremos autovalores y autovectores de matrices importantes en Fisica

5.1. Autovalores y Autovectores de Matrices Similares

Supongamos la representacién matricial de un determinado operador lineal A : V — V y que
dim V' = n, supongamos ademads que {|e1), |e2), |es), - |le,)} v {|w1), |w2), |ws3), - |wy)} son
dos bases ortogonales para V. Entonces

Alej) = Aé ler) con A;‘ = <ei‘ A lej)
y
Alw;j) = Aé- |wi) con A; = <wl} A |w;)

ahora bien, cada uno de los vectores base |e;) y |wj) puede ser expresado en las otras bases
{lw1), [wa), [ws),---|wa)} y {le1), [e2), |es),---|en)}, respectivamente como

lwj) = cler) X
= |w;) = cé aqtlwp) = cg ot = E}"cé- =0;" =q"'= (")~
|el> = 5lm |Wm>
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Las cantidades cé- son escalares que pueden ser “arreglados” como una matriz. Esa matriz, adicio-
nalmente es no singular® por ser una la representacién de una transformacién lineal que aplica una
base en otra. Entonces ademaés

lwj) = é ler) = Alw;) = cg-A le)) = flg |wy) = C?Afn lex) = cTAanZ |wp)
——
&h
J
con lo cual

- - - -1
A= crald, — A =gl — A= (d)  Aber
que puede ser expresada en el lenguaje de operadores, finalmente como

- -1 . .1 k

A=C AC = (w'|Alw;)=(c) <e ‘A lem) ¢}
De esta manera hemos demostrado el siguiente teorema.

Teorema Dadas dos matrices, n x n, Aé- y A;» las cuales corresponden a la representacién matricial de

un operador A en las bases ortogonales {|e1), |e2), |e3), - |en)} y
{Iw1), |wa), |ws),---|wy,)}, respectivamente. Entonces existe una matriz cé- no singular,
tal que

A=C'AC = (W'| Alw;) = (02)_1 <ek‘ Aley)cl
El inverso de este teorema también se cumple. Vale decir

Teorema Si dos matrices n X n, Aé y fl;-, estan relacionadas por la ecuacién
~ 1 Lo~ .1 k
A=C AC«+—= (W'|Alw;)=(c) <w ’A |Win) "
donde C es una matriz no singular, entonces A vy A representan el mismo operador lineal.

Demostracion Para proceder a demostrarlo supondremos A : V — V y que dim V' = n, supongamos ademés
que {le1), |e2), |es), - len)} v {|w1), |w2), |W3),---|wy)} son bases de V' de tal forma
w;) = e 1
= |w;) = cé- qt|wm) = cé ot = Elmcé =0;" =q"= (™)™
le) = " [Wim)
donde
~ -1
d={elw) vy g =) = (W e

Supongamos que
Alej) = Aé» ler) con AE» = <ei‘ Alej)
y
Alwj) = Aé» |wi) con Aé- = <wl‘ A |w;)

det (%) #0
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al actuar A sobre |w;) tendremos
Afw;) = A Jer) = ¢ Al lex) = ¢ AR [won) = & AF ¢ [win) = () A ¢ jwn)
—_——
(wi|Alw;)

que es exactamente la representacién matricial de A.Conlocual A =A y queda demostrado
el teorema.

Definicion Dos matrices, Af y 121;, n X n, se denominara similares si existe una matriz no singular CZ
tal que
A=CT'AC — (wi|Alw)) = ()" {wk| A |w) e
= w w;) = (¢, w W) Cj

Podemos juntar los dos teoremas anteriores y afirmar que
Teorema Dos matrices, Af y A;, n X n, similares representan la misma transformacion lineal.

Teorema Dos matrices, Af y A;, n X n, similares tienen el mismo determinante.

Demostracion La demostracion es inmediata y proviene de las propiedades del determinante de un producto:

det (A) = det (CT'AC) = det (C") det (A) det (C) = det (A)

Con lo cual es inmediato el siguiente Teorema

Teorema Dos matrices, Af y A}, n X n, similares tienen el mismo polinomio caracteristico y con ello
el mismo conjunto de autovalores

Demostracion Es inmediato verificar que
A-M=C'AC-A1=C'(A-\1)C
y dado que

det (A — A1) = det (C™'(A=A1) C) = det (C") det (A—=A1) det (C) = det (A=A1)

ambas matrices, A y A, tendrdn el mismo polinomio caracteristico y con ello el mismo con-
junto de autovalores.

Todos los teoremas de esta seccién pueden ser resumidos en el siguiente teorema

Teorema Sea un operador lineal A : V — V y que dim V' = n, supongamos ademds que el polinomio

caracteristico tiene n raices distintas, {A1, A2, ..., Ap}. Entonces tendremos que
» Los autovectores {|uy), |uz), - ,|uy,)} correspondientes alos a {\1, A, ..., \,}, forman una
base para V.
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= La representacién matricial del operador <uk‘ A |u,,) en la base de autovectores
{|u1), |u2), -+ ,|u,)}, serd diagonal

Ak — Ak — <uk)A|um>:diag(Al,Az,...,An)

m m

= Cualquier otra representacién matricial, <ek| A le,,), del operador A en otra base de V,
estard relacionada con la representacién diagonal mediante una transformacién de similaridad

A=CTAC <« diag(A, e . An) = (ch) " <ek‘Alem> o

donde ¢ es la matriz, no singular y por lo tanto invertible, de cantidades que relacionan

ambas bases

uj) = ¢ les) B l
= ' =(q") =gg=70"

ley) = a” )

Demostracion La demostracion, en términos de los teoremas anteriores es inmediata y se la dejamos como
ejercicio al lector.

5.2. Awutovalores y Autovectores de Matrices Hermiticas
Tal y como mencionamos con anterioridad un operador Hermitico cumple con
i )" — (| AT | «_ (47
Al=A = (A )j — (e'| Aflej) = (7| Ale))* = (AZ.)
Esto es: el hermitico conjugado de una matriz, es su traspuesta conjugada. Por lo tanto las matrices
Hermiticas son simétricas respecto a la diagonal y los elementos de la diagonal son nimeros reales.

Por su parte, llamaremos antihermitico a un operador que cumpla con

A= = (a)) = (@A) = - (ol Al = - ()’

Teorema Suponga un operador Hermitico A = A tiene por autovalores {A1,A2,..., An} . Entonces:
» Los autovalores {A1, Ag,..., Ay} son reales.
» Los autovectores {|uy), |uz),---,|u,)}, correspondientes a cada uno de los autovalores, serdn
ortogonales.
Demostracion:
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» Para demostrar que los autovalores {1, Ag,..., A, } son reales, proyectamos la ecuacién de
autovalores en cada uno de los autovectores:

Ay =AlY) = @A) =AY [¥)

Ahora bien, dado que (¢ |[¢) es real, si demostramos que (1| A [1)) estard demostrado que A
lo serd también. Pero como A es Hermitico

WA W) = WA [Y) = WA ) = (| Ap) e R

y por consiguiente los autovalores {A1, Ag, ..., A\, } son reales. Mas atin, si A es Hermitico, y
como sus autovalores son reales entonces

WAT =X @ =A@ = @[Alp)=A{)|¢)

» Para demostrar que los autovectores {|u;), |uz),--- ,|uy)} son ortogonales, consideremos dos
autovectores con sus correspondientes autovalores de tal forma que se cumplen las siguientes
ecuaciones

Alp)y =Xy y  Alp) = plp)

pero como A es Hermitico entonces se cumple que (p| A = u (p| entonces multiplicando a la
izquierda por [¢) y a (¢| A = X (¢| por (p| la derecha.

(ol A = i) ) (el A 9) = o [4)
= — (=) () =0

(ol (Al) = Aly)) (Pl A ) = (@ |4)

y como hemos supuesto que A # u con lo cual (¢ 1)) = 0 los autovectores correspondientes a
dos autovalores son ortogonales.

Existen situaciones en las cuales un determinado autovalor A = Ay es degenerado. Consideremos
una matriz n X n, A}, por lo cual el polinomio caracteristico P (\) = det [A; — )\5;} = 0 tendrd una

raiz degenerada de orden k < n. Entonces el siguiente teorema garantiza la existencia de, al menos
un subespacio S (Ag) C V"

Teorema Sea un operador lineal A : V™ — V" con una representaciéon matricial n x n tal que su
polinomio P (\) = det [A; — )\6;} = 0 tiene al menos una raiz degenerada A = \g, de orden

k < n. Entonces existen k autovectores, no triviales, que cumplen con
Ay =Xol;)  conj=1,2,--- k

Demostracion La demostracion también emerge de una variante del Método de Induccion Completa.
Para ello, probamos que se cumple para j = 1. Esta afirmacion es obvia. Si existe un A =
Ao existe un Ao existe un [¢);), tal que cumple con la ecuacién anterior el es linealmente
independiente con él mismo.
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Suponemos que se cumple para 1 < j = m < k. Es decir existen m autovectores [¢;) de A
para el autovalor \g. Definamos un subespacio Sy, = S (Ag) C V" donde

|¢]> EES}\O 9A|¢]>:)\0|wj> :>A|¢j>65)\0 COH]:LQ,,’I?’L,]C

por lo tanto podremos separar V" como una suma directa entre el subespacio Sy, y, N su
complemento ortogonal

V=S, ON AR =X Y) A |p)eN = (b)) =0

claramente S, es un subespacio invariante de A por cuanto su accién se circunscribe dentro
del mismo subespacio S),. Mostraremos que, para este caso por cuanto no es verdad, en
general para operadores no Hermiticos. Entonces

(6 ]v5) =0
A = (¥ |¢) = 0= (v;| AT[¢) = (v;| Al9)
A [Yj) = Ao [by)

de donde se concluye que el vector es ortogonal a Sy, y por lo tanto estd en el complemento
ortogonal, A |¢) € N como, por hipétesis |¢) € N. Esto implica que N también es un espacio
invariante del operador Hermitico A. Entonces el espacio V" puede expresarse como una
suma directa de los dos subespacios invariantes respecto al operador lineal A V" = Sy &Ny
su representacion matricial en la base de autovectores tendrd la forma de una matriz diagonal
a bloques:con lo cual

Q' o QL 0 o 0N [1 -0 0 . 0
j N oA QT Qm 0 -~ 0 0 - 1 0 - 0
<u‘A\uz> A — 0o ... 0O 1 0 0 0 --- 0 R%ﬁ RZLH
O --- 0 0 --- 1 0 -+ 0 Ry -+ R"

donde QF y R} son matrices mxm 'y (n — m)x (n — m), respectivamente. La matriz Qf opera
en S), mientras que R} actia sobre el complemento ortogonal N. El polinomio caracteristico
de A puede expresarse como

P(A) =det [A} = A6] =0 = P (A) = det [Q) — AJ}] det [R} — A6};] =0
y como A = g es la raiz multiple del polinomio caracteristico y que anula el det [Q; — )\5;'-]
tendremos que
det [Q% — Xods] =0 =P (A)=(A—X)"F(A) conF(X)#0

donde Ag no es raiz del polinomio F (\). Ahora bien, para que se cumpla para j = k el
polinomio caracteristico es

j=k =PAN=A-X)"RO) = A-X)"FQX) =N-2)"RA)
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5.3.

otra vez g no es raiz del polinomio R (A). La ecuacién anterior se cumple para todo A en
particular para A = \g. Por lo tanto

2
=

1 — ()\ - )\Q)kim ]:7
Es claro que A = Ay obliga a k =m

Autovalores y Autovectores de Matrices Unitarias

Tal y como mencionamos anteriormente, un operador serd unitario si su inversa es igual a su
adjunto. Esto es

U '=ut! = UuUlu=uut=1

dado que los operadores unitarios conservan la norma de los vectores sobre los cuales ellos actian,

i.e.

%) =Ulx)
= (¥ [%) = (y| U'U|x) = (y [x)
¥)=Uly)

son naturales para representar cambios de base dentro de un espacio vectorial. De lo anterior se
deduce que si {|e1), |e2), |e3), - -|e,)}es una base ortonormal, el conjunto de vectores transfor-
mados, |[w;) = Ule;), también son ortonormales:

lw;) =Ule;) = <Wi |w;) = <WZ‘ Ule;) = <ei| Ufu lej) = 5;

Bases y operadores unitarios
Los operadores unitarios aplican vectores base de un espacio vectorial en otra. El siguiente Teo-
rema lo ilustra

Teorema La condicién necesaria y suficiente para que un operador U : V" — V™ sea unitario es que apli-

Demostracion

que vectores de una base ortonormal {|e1), |ez2), |es),---|e,)} enotrade {|w1), |wa), |w3), -

también ortonormal.

Demostremos primero la condicién necesaria: Si es unitario aplica una base en otra. Esto
es, supongamos que los vectores {|e;)} forman una base ortonormal para V". Sean [¢), y
UT |h) € V™. Estos vectores pueden ser expresados en términos de la base {|e;)} de V™. Por
lo tanto, si seleccionamos UT |¢) se cumple que

Ully)=clej) = UU'|p)=dUlej)=c |wy) = [y) = |w;)

donde hemos aplicado el operador U a la ecuacién UT |[¢) = ¢/ le;) y el resultado es que el otro
vector, |1), también se pudo expresar como combinacién lineal de los vectores transformados
{lw;)} de la base {|e;)}. Y por lo tanto los {|w;)} también constituyen una base. Es decir,
los operadores unitarios aplican una base ortonormal en otra
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La condicién de suficiencia (Si aplica una base en otra es unitario) se puede demostrar como
sigue. Si {|e;)} y {|w;)} son bases ortonormales de V" y una es la transformada de la otra
implica que

wi)=Uley); vy (wj|=(e|U
<e’ lej) = 5}; le;) <e3’ =1 <wZ |wj) = 6;-; |w;) <w3| =1
Por lo tanto,
UUle;) = U wj) = lex) (€| UT [w;) = fex) (w [wj) = lex) 65 = [e;)

Esto significa que U'U = 1. De un modo equivalente, se puede demostrar que UUT = 1.
Veamos:
Ulfe;) = lex) (| UTle;) = lex) (W le;)

y ahora, aplicando el operador U a esta ecuacién, tenemos
UU'fej) = Uler) (W lej) = [wi) (W [e;) = [e))
Esto significa que estd demostrado que U es unitario: UTU = UU' = 1.

Matrices unitarias
La representacién de una matriz unitaria en una base {|e;)} implica

UF = (et Ules)s (e U"fey) = ()| Ulen)” = (UA)"

F = (e [e;) = (€| 11ej) = (e*| U fey) = (| Ulem) (e UT[e;) = > UL (U3)°

5 = <ek lej) = <ek‘ Llej) = <ek‘ UlUle;) = <ek‘ Ullew) (™| Ule;) = >_ (U Uf"

Una vez mas, dado un operador lineal A, la representacién matricial del Hermitico conjugado de
ese operador A' es la traspuesta conjugada de la matriz que representa al operador A. En el caso
de operadores unitarios.

Con lo cual es facilmente verificable que una matriz sea unitaria. Basta comprobar que la suma
de los productos de los elementos de una columna (fila) de la matriz con los complejos conjugados
de otra columna (fila). Esa suma de productos serd

1. cero si las columnas (filas) son distintas

2. uno si las columnas (filas) son iguales
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Ejemplos de matrices unitarias son las llamadas matrices de rotacién. Alrededor del eje z ten-
dremos que

cos) —senf 0
R(f)=| senf cosf® 0
0 0 1

y también la matriz de rotaciéon de una particula de espin % en el espacio de estados
1/2) ~3(a+) cog 16} —e3(@ ) gen 16}
R( (Oé, ﬁa ’Y) = i (— ]
2

claramente se cumple la regla expuesta arriba.

Autovalores y Autovectores de Matrices Unitarias
Si |1by,) es un autovector, normalizado del operador U correspondiente a un autovalor v tendremos
que norma al cuadrado sera igual a

Ula) =ulpn) = @ UM [p) = 1= w'u (" ) = w'u = u= e

con ¢, una funcién real. Por lo cual podemos concluir que, necesariamente, los autovalores de los
operadores unitarios seran nimeros complejos de médulo 1. Cuando los autovalores son diferentes,

digamos v’ # u, entonces <1j)“/ [1,,) = 0. Con lo cual los autovectores de un operador unitarios son
ortogonales.

Transformacion unitaria de Operadores Hemos visto como las transformaciones unitarias
permiten construir bases ortogonales {|€,,)} para el espacio vectorial V™ partiendo de otra ba-
se {|em)} también ortogonal. En esta subseccién mostraremos como transforman los operadores
lineales bajo transformaciones unitarias.

Definicién Dadas dos bases ortonormales {|e;)} v {|wy)} en V" con |w;) = U |e;), un operador lineal
unitario U : V™ — V"™.y un operador lineal A : V" — V™. Definiremos al operador transfor-
mado A : V" — V" como aquel cuya representacién matricial en la base {|wy)} es la misma
que en la base {|e;)}: (w/| Alw;) = (/| Ale;)

A partir de esta definicién es ficil concluir que
(w/|A|w;) = (/| UTAU |e;) = (e/|Ale;) = UAU=A <= A= UAU'
Por lo tanto la ecuacién A = UAUJr corresponde a la definicién de la transformacién de un opera-

dor A mediante un operador unitario UT. Es facil identificar las propiedades de estos operadores
transformados. Veamos
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Hermitico conjugado y Funciones de un Operador transformado:
(A)T - (UAUT)T — UtATU =(AT)
en particular se sigue de esta propiedad que si A = AT, es Hermitico también lo serd A
A=Al = A= (A)Jr

Del mismo modo
(A>2 - (UAUT) (UAUT> — UA2U'=(A2)

con lo cual

—_~—

(A)n - (UAUT) n? (UAUT ) — UA"U'=(A") — F(A)=F (A)
donde F (A) es una funcién del operador A.

Autovalores y autovectores de un operador transformado Sera un autovector |¢,) de

A correspondiente a un autovalor y, y sea )QBX> el transformado de |¢,) mediante el operador
unitario U. Entonces

Alpy) =xlox) = A ‘<£X> = (UAUT> Ulgy) = UA|dy) = xUlgy) = x ‘<£X>

i)
Equivalentemente podemos afirmar que los autovectores transformados de A, serdn autovectores
del operador transformado, A.

con lo cual es claro que ‘q;x> es un autovector de A con el mismo autovalor X : ’QBX> =¥

6. Conjunto Completo de Observables que conmutan

Definiciéon Diremos que un operador A : V" — V™ es un observable si el conjunto de autovectores
{’u“ #>} de un operador Hermitico A, forman una base de V™.

Alus o) = as|ui ) = Ju; o) (0 P =1 = (w0 ;) = o
donde el indice p indica el grado de degeneracién del autovalor a;.

Un ejemplo trivial de un observable lo constituyen los proyectores, P,y = [1) (¢| con (1] ¢) = 1.
Claramente, la ecuaciéon de autovalores para un proyector obliga a que tenga dos autovalores 0 y
1. El autovalor nulo es infinitamente degenerado y estd asociado a todos los vectores ortogonales
a |1), mientras que el autovalor 1 corresponde a un autovalor simple y estd asociado a todos los
vectores colineales al mismo vector |1). Esto es

Py ) =) v Puyle) =0 si (1]¢)=0
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Més auin, sea un vector arbitrario |p) € V™. Siempre se podra expresar como

@) =Py le) + (1=Pyy)le) =Py () =Py le) + (1-Py)le)) =

Py l¢) = Py (P [9)) + (Pruy = PRy ) 19) =Py o) = Py (Pryy 1)) = Py o)

ya que P|2 0 = P4y, por definicién de proyector. Entonces, se deduce que P, |©) es un autovector

de Py con autovalor 1. Igualmente (1 — P|¢)) ) es un autovector de P\, con autovalor 0, y la
demostracién es inmediata

Py (1= Pyy) o) = (PM - Pﬁb)) lp) =0

Para el caso de autoespacios correspondientes a autovalores degenerados se puede definir un obser-
vable A de la forma

A:ZaiPi con Pi:(‘¢,(u)><¢'(u)‘)i yu=12---k

Observables que Conmutan

Teorema Si dos operadores lineales A y B, operadores Hermiticos, conmutan, [A,B] = 0,y |¢) es
autovector de A con autovalor a, entonces B |¢)) también serd autovector de A con el mismo
autovalor a.

Demostracion La demostracion es sencilla
Alp)=aly) = B(AlY)=aly)) = BA[))=ABW))=a(Bl))
Ahora bien, de esta situacién se pueden distinguir un par de casos:

= si el autovalor a es no degenerado los autovectores asociados con este autovalor son, por
definicién, colineales con [¢) . Por lo tanto B |¢), serd necesariamente colineal con [¢) . La
conclusién a esta afirmacién es que NECESARIAMENTE |[¢) es autovector de B

» si el autovalor a se degenerado, B |¢) € S,, es decir B|y) estd en el autoespacio S, con lo
cual S, es globalmente invariante bajo la accién de B.

Teorema Si dos observables A y B conmutan, [A,B] =0, y si |[¢1) y [¢2) son autovectores de A para
autovalores distintos, entonces el elemento de matriz <w1‘ Bly2) =0

Demostracién Si A Y1) = a1 |11) y  Ala) = az|i2) entonces

0= (¢'|[A,B]|¢2) = ('| AB — BA [t0) = ((¢'| A) Bupa) — (4" B (A [1)))
= ay (V| Blyha) — az (¢ | Bihg) = (a1 — a2) (v'| Btha) = (¢'|Bih2) =0
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Teorema Si dos observables A y B, operadores Hermiticos, conmutan, [A,B] = 0, los autovectores
{|1s)} comunes a A y B constituyen una base ortonormal para V™.

Demostracion Denotemos los autovectores de A como ‘wi (u)> , de tal modo
A ‘Ibl (N)> = a; ‘wz (H)> donde 7 = 1,2, N kn Yy u= 1,2, ey kn

k. indica el orden de la degeneracién de un determinado autovalor a,. Dado que A es un
observable los ‘1/)1- (#)> forman base los Claramente,

(v 00 [0 ) = ol

y dado que los elementos de matriz <1/Ji (“)| B Wj (l,)> = 5; esto quiere decir que los elementos

<,¢i (u)’ B Wj (l,)> = B; ((5; serdn nulos para i # j pero no podemos decir nada a priori para
el caso p # v y i = j. Entonces, al ordenar la base, en general

U1 )) s |1 @) [0 ) s |2 @) 192 @) 5 W2 ta)) s 183 ()5 [k, (1))
para el caso que consideraremos sera
Y1 ) [ @) 1 @) Y2 ) Y2 @) [9s @) s [9a ) [$1 @) [¥5 )

y la representaciéon matricial de B en esa base, <1/1i (”)’ B ij (,,)>, tendrd la forma de una
matriz diagonal a bloques

Bi (gi Bli (g); Bi (gi 0 0 0 0 0 0
BI & B Bl 0 0 0 0
B ) B Bi| 0 0 0 0 0 0
0 0 0 [ B4 By | O 0 0 0
0 0 0 | B By | 0 0 0 0
0 0 0 0 0 |[Biy | 0 0 0
0 0 0 0 0 0 |Bi4 Big| 0
0 0 0 0 0 0 | B/ Biy| 0
0 0 0 0 0 0 0 0 | B

Tal y como hemos mencionado los subespacios: &1, &, y €4 corresponden a los autovalores
degenerados ai, a2, y as (de orden 3,2 y 2 respectivamente).
Una vez maés surgen dos casos a analizar

= Si a, es un autovalor no degenerado, entonces existe un unico autovector asociado a este
autovalor (la dimension del autoespacio es 1 esto es kj = 1 y no hace falta). Esto corresponde
al ejemplo hipotético de arriba para los autovalores simples ag, vy as
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= Si a, es un autovalor degenerado, entonces existe un conjunto de autovectores asociados a
este autovalor a, (en este caso la dimensién del autoespacio es k;). Como los {@ZJJ- (u)> son
autovectores de A su representacién matricial seré diagonal a bloques. Ahora bien, como el
autoespacio S, es globalmente invariante bajo la accién de B y B;. ((’; )) = <¢i (“)‘ B |v; (u)> es
Hermitico, por ser B Hermitico entonces B es diagonalizable dentro del bloque que la define.
Es decir, se podra conseguir una base ‘Xj (u)> tal que la representacion matricial de B en esa
base es diagonal

i) _ [ i _ i
B; " = <1/1 (“)‘ By ) = <X (“)‘ BXj () =B} () = b (1n%
que no es otra cosa que los vectores ’Xj (u)> seran autovectores de B

B X () =b (X5 ()

Es importante recalcar que los autovectores ‘1/1]‘ (M)> de A asociados con un autovalor dege-
nerado NO son necesariamente autovectores de B. S6lo que como B es Hermitico puede ser
diagonalizado dentro del autoespacio.

De ahora en adelante denotaremos los autovectores comunes a dos operadores A y B con
distintos autovalores como !u“ j (#)> tal que

Al ) = n [tnjm @) Y BlUnm () = bm [tnm ()

donde hemos dejado “espacio” para permitir la degeneracion la cual serd indicada por el indice p
La prueba del inverso del teorema anterior es bien simple

Teorema Si existe una base de autovectores{‘uj (#)>} comunes a A y B, entonces A y B conmutan,
[A,B] =0

Demostracion Es claro que

AB [Unjm (4)) = b A [Unjm (4)) = bmn |Unjm (1))
BA |Unjm (1)) = @B [Unjm () = @nbm [Wnjm (1))

restando miembro a miembro obtenemos de manera inmedita
(AB = BA) [tnjm (1)) = [A,B] [tnm (4)) = (bintn — anbim) [wnjm (1)) =0

Definicién Diremos que {A, B, C,D - - -} constituye un conjunto completo de observables que conmuntan
si

1. Obviamente los operadores del conjunto conmuntan entre ellos:
[A,B]=]A,C]|=[A,D]=[B,C|]=[B,D]=[C,D]=---=0
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2. Al especificar el conjunto de autovalores para los operadores
{an, bm, cx, d, - - -} se especifica de manera univoca un tnico autovetor comun a todos
estos operadores

{anabmackadlv'”} = }un|m|k\l (N)>

Analicemos el siguiente ejemplo. Considere, que el espacio de estados para un determinado
sistema fisico viene expandido por una base ortonormal {|u1) , |u2) , |us)} . Definimos dos operadores
L.y S de la siguiente manera

L, u1) = |u1);
S|u1) = |us);

Lz "LL2> = O;
S |ug) = |uz);

L. |ug) = — [us)
S uz) = |u1)

En la base ortonormal {|u1),|uz), |us)} las representaciones matriciales para L,,L2,S y S? serdan
las siguientes

| 1 0 0 4 L 00
(WLefus)={ 00 0 |, (W[LZu)=(0 0 0
00 -1 0 0 1
| 00 1 ' 100
(W'|Slujy=1 0 1 0 |, (u'|S*lu;)=1 0 1 0
1 00 001

Es claro que estas matrices son reales y simétricas y, por lo tanto, son Hermiticas y al ser el espacio
de dimensién finita deben ser diagonalizables y sus autovectores formaran base para ese espacio.
Por lo tanto, L., L%, S y S? son observables.

i, Cudl serd la forma mas general de una representacién matricial de un operador que conmunte
con L, ?
Notamos que los vectores de la base ortonormal {|ui),|ug),|us)} son autovectores para L, con
autovalores {1,0, —1} con lo cual su representacién matricial tiene que ser diagonal. Recuerde que
si dos observables A y B conmutan, [A,B] = 0, y si |¢1) y [¢2) son autovectores de A para
autovalores distintos, entonces el elemento de matriz <w1| B |¢2) = 0, con lo cual

' M{ 0 0
(u'| M |u;) = 0 M 03 ,
0 0 M

Si nos planteamos la misma pregunta para L2, tenemos que conocer cuéles son sus autovalores y
autovectores.

Consideremos otro ejemplo proveniente de la Mecanica Clasica. Se trata de dos osciladores
armonicos, de igual masa, acoplados con resortes con la misma constante eldstica k*. La ecuaciones

“Pueden consultar una animacién bien interesante y simular en http://qbx6.1tu.edu/s_schneider/physlets/
main/coupledosc.shtml
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Figura 1: Osciladores armoénicos acoplados

de movimiento para este sistema son
miy + kxy —k(ze —21) =0 y mig+krg+k(za—21) =0

con lo cual podremos expresar esta ecuacion en forma de operadores

d? B 1
Dx) =0 - maz + 2k d2k <x2):0

Si pensamos esta ecuacién como una ecuacion de autovalores, el autovalor es claramene A = 0
y como las masas y las constantes eldsticas son iguales podemos intercambiar las particulas y la
fisica (las ecuaciones de movimiento) no cambian. Esto se puede expresar matemdaticamente como
el operador permutacién de las particulas

pP_ 0 1 N 0 1 ! _ x2
L1 0 10 22 )\ at
Es inmediato comprobar que [D, P] = 0 con lo cual existird una combinacién lineal de autovectores

de D (asociados con el autovalor A = 0 ) los cuales también serdn autovectores de P. Para ello
procedamos a calcular los autovalores y autovectores de P

Plx) = AJx) :,‘? _&‘:0 Skl e mg:%(i); mg:%(_ll).

facilmente podemos expresar el vector posicion como una combinacién lineal de estos dos autovec-
tores de P. Esto es

Es claro que

=t (1) v =@ ().

son autovectores de P y D
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