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Nombre

1. Evalue las siguientes funciones

a) Viv3—1

Solucién: Una posible evaluacién seria

Jiv3—1= ( (—1)2 + (\/§)Q> exp (2 arctan (‘/::’) + 2n7r> = V2exp (; (2; + 2n7r>>

Vivi—1=Vaewp (’;) = VZexp (l”;f)

con lo cual

b) Im(2+3) = 3(2¢+3)

Solucién: Una posible evaluacién seria
Im(2'73) = Im(8(2%)) = 8Im(2°) = 8exp (iIn2) = 8sen (In2) ~ 5,11

c) leV7]

Solucién: Una posible evaluacién seria

s e 1 . 1
exp exp | = =lexp | exp | — +wnm = lexpqcos|n+—-|m+sen|n+ - |
con lo cual

Vil _ 1 o 1 ) ., N ( 1 )
eV =explcos|(n+ = =e — o también |eVi =e -
f = oo (14 ) o} e (5 e

eV =

(4 ptos)
2. Dado el siguiente polinomio complejo P(z) = 27 — 425 4+ 625 — 624 + 62% — 1222 + 82 +4 =0
a) Muestre que
P(z) = (2" —2)(z" —42° + 62" — 42— 2) = (2* - 2) ((= — 1)* = 3)

Es decir, por algiin método comprobamos que (z® — 2) es uno de los factores del
polinomio. Factorizamos P(z) y nos damos cuenta que el segundo factor es “casi”
(2 — 1)* y lo corregimos para que nos dé.
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Solucién: Trivialmente podemos dividir un polinomio entre otro. Esto es
27— 425 462° — 621 +623 — 1222 + 824+ 4= (23— 2)(azt + 025 + c2® + dz —e)

y el sistema de ecuaciones para los coeficientes queda como

a= 1

b= —4

c= 6 = P(2) = (2% = 2)(2* —42° +62% — 42— 2)
d—2a= -6
e—2b= 6

Més ingenioso hubiera sido si factorizamos (donde se pueda) 22, vale decir
P(z) = 2" —425462° 624 +62° - 1222482 +4 = (23)2 z—4 (2'3)2 —6(2%) 2+6 (2°) —122°+82+4
para luego sustituir 22 = 2 en la expresién

P(2) = (2)%2 —4(2)2 = 6(2)2 +6(2) — 1222 + 82 +4 =42 — 16 — 122+ 12 — 122> + 82 +4 =0

que se satisface idénticamente, con lo cual queda demostrado que (22 —2) es un factor del polinomio
P(z). Finalmente es inmediato darse cuenta que

(z—1D)* =2 423 +622 —42+1 = P(2) = (2* - 2) ((z - 1)* = 3)

b) A partir de las afirmaciones anteriores, encuentre las raices del polinomio P(z)

Solucién: A partir de esa ingeniosa forma del “casi” binomio es fécil descubrir las raices, entonces P(z) = 0
nos lleva a

‘ o 2ns
2—2=0= 2= V2exp <T;>m) para n = 0, 1,2 mientras que (z—1)"~3 =0 = z = V/3exp ( 77Z7T>+1

paran =0,1,2,3.
(6 ptos)

3. Considere la tranformacién conforme w = ¢*. Muestre que una regién rectangular
a<z<b; 0<y<mraplica aun semi anillo circular en el plano v > 0 (4 ptos)

Solucién: Tenemos que
jw| = e”
w = |w|e?? =TT = T =

0=y

claramente, en la forma polar w = re'? el radio toma los valores e* < r < e® y el semianillo se completa
con la variacion del angulo 0 < 6 < m

4. Determine el dominio de analiticidad de las funciones
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Solucién: La funcién serd analitica para z # 3 y

2
z
7{ dz 3 = 0 ya que para dentro del circulo 0 < |z| < 1 la funcién es analitica
1

b) f(z) = ze*

Solucién: La funcion sera analitica para V z con lo cual fc dz ze* =0
y calcule §,dz f(z) para C el contorno de un circulo |z| =1 (4 ptos)

5. Pruebe que

° cos me T —m/a —m
/0 dxng(éle /_e ) con m>0

Ayuda: Considere 22 + 1 como uno de los posibles factores del denominador del integrando. (6 ptos)
Solucién: Podemos reexpresar el integrando como una funciéon compleja

cosmx erm= erm=

511 i D D TG )@ F ) =)

e integrar en una semicircunsferencia que incluya el eje x dentro del contorno de integraciéon. Con lo cual
encontramos dos polos dentro de ese circuito z =1y z = % Entonces el teorema del Residuo nos dice
que si f(z) es analitica en una regién R excepto en un nimero, m, finito de polos 2y, , 20,, 205, * - * 20
entonces

m

m
?{dz flz)= QiWZRes J(2)2=z;
c =
v los residuos correspondientes a esos polos son

Res f(2)],_,, = lim (<—o>p<>>

=0 =\ (o)

es decir que los residuos seran

—m

Res f(2)

e
=T 537 6 Res f(z)|zz%-— =

& eme ie”™ 24~ %
do —S 1 0=2 -
/,OO ST ”( 6 3 )

Es claro que el segundo término no contribuye por cuanto |f(z)| ~ |z|~* y | f(2)] — 0 cuando z — oo.
Adicionalmente como el integrando es par, el valor de la integral entre —oo, co serd el doble que entre
0,00

con lo cual
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