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1. Series por todos lados

Las series o sucesiones se nos presentan casi por todos lados en Fisica. Cuando no sabemos resolver un
problema analiticamente, lo mas cercano seran las soluciones por series, por cuanto las series nos ayudaran
a definir funciones y a estudiar su continuidad o derivabilidad.

Representaremos unas serie como

g — Z a t=N = la serie es finita con N elementos
" i— 00 = la serie es infinita
Nos van a interesar las series infinitas, ellas contienen a las series finitas a las cuales llamaremos sumas
parciales. Una serie infinita S, la podremos separar en sumas parciales finitas S;, y si la suma parcial
converge a un numero finito S cuando ¢ — oo diremos que la serie converge. Si no, diremos que diverge. Se

dird que la serie diverge si el valor de la sumatoria aumenta indeteniblemente, pero también puede oscilar,
con lo cual tampoco converge.

Si=) ()" =1—-1+1—1+ -+ (=1)"+--

n=1

Esto se puede formalizar un poco diciendo que la condicién para la existencia de un limite S es que para
cada € > 0 existe un nimero N = N(e) tal que

IS —Si|| <e parai>N = ||S; — Sill <€ para, todo i,j > N

Esta afirmacién se denomina criterio de Cauchy ! sobre la convergencia de las series parciales. Esto es, la
condicién necesaria y suficiente para que una suma parcial .S; converja y quiere decir que las sumas parciales
convergen a medida que avanzamos en los términos de la serie.

1.1. La Suma de la Serie

De las series nos interesera conocer cuanto suman. Es decir, cudl es el valor de S; para una serie finita
cuando ¢ = N Pero también estaremos interesados en conocer cuanto suma una serie infinita. Empecemos
con las finitas.

L Augustin Louis Cauchy Paris, 1789 - 1857, matemaético francés pionero en los estudios de andlisis (real y complejo) y de la
Teoria de los Grupos de Permutaciéon. Cauchy hizo aportes importantes en los criterios de convergencia y divergencia de series
infinitas, asi como tambien, en ecuaciones diferenciales, determinantes, probabilidades y Fisica Matematica
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1.1.1. Las Series de Siempre

De siempre hemos conocido algunas series emblematicas

Serie aritmétrica Desde siempe hemos oido hablar de progresiones aritméticas. Ellas son, sencillamente

N-1
Sn = (a+nd) =a+(a+d)+ (a+2d)+ (a+3d)+ (a+4d) + -+ [a+ (N - 1)d].

n=0

Es facil comprobar que al desarrollar la serie en orden inverso y sumar ambas

SN = a +(a+d) +(a + 2d) +(a + 3d) +--+ 4[a+ (N —1)d
Sny= [a+(N—-1)d] +[a+(N—-2)d] +[a+(N—=3)d +[a+(N—-4)d +- - +a

Con lo cual
N N . L . o
Sy = 5 [a+a+ (N —1d)] — Sy = — [Primer Término + Ultimo Término]
a

obviamente, si N — oo la serie diverge.

Serie Geométrica De ésta también sabemos desde siempre....

N
SN =at+ar+ar’+ar®+. +ar¥! :Zari
i=0
y si restamos
Sy= a +ar Har® 4ar® +--- Far¥1!
rSy = ar +ar? +ar® +ar* +--- +ar™
también es inmediato comprobar que si ||7]| < 1
a(l—rM) . 3 B a
Sy = ——= con lo cual tendremos que la suma de la serie serdS = lim Sy =
1—r N—oo 1—7r

y, divergerd (u oscilard) si ||r]| > 1

Series Aritmético-geométricas Estas series, un poco mas exdticas y como su nombre lo sugiere son
una combinacion de las anteriores. Estos es

N-1
Sy =a+ (a+d)r+ (a+2d)r® + (a+ 3d)r3 + (a +4d)r* + -+ [a+ (N — D)d] 7N = Z(a—i—nd)r"

n=0
y con la misma estrategia de las geométricas se llega a encontrar el valor de su, nada intuitiva, suma

a—[a+(N—-1DdrN  rd(l—rN-1)
1—r (1—7)2

Sy =

Otra vez, si si ||r]] < 1 entonces cuando N — oo

a i rd
1—r (1-17)2

S:

Luis A. Nurez Universidad de Los Andes, Mérida, Venezuela 4



Serie de Series... Formulario de Métodos Matemaéaticos 2

Ejercicios Algunos ejercicios (respectivos) de las situaciones anteriores lo constituyen
1. Encuentre la suma de los 100 primeros enteros

2. Encuentre la distancia total que recorre una pelota que rebota verticalmente y que en cada rebote
pierde 2/3 de su energia cinética

3. Encuentre la suma de la serie S = 2 + % + % + % +

Serie Armoénica Quizd no la conocfamos con este nombre (y menos por sus propiedades) pero seguro nos
la hemos tropezado

11 1
1 —
+2+3+4+5+ §

Esta serie es enganosa, en apariencia parece converger, pero no es asi. Si analizamos con més cuidado,
veremos que hay sutilezas

Zl S A NS A UNYS S N NS A NS S SR S W
n 2 3 4 5 6 7 8 9 10 16
n=1 N~~~ \ ,

S0 S1 S2 S3

y puede ser reescrita como

T S SIS I S S U U I PP + -
1+1 241 "242 "441 "4+2 "443 414 "8+1  8+2 8+38 L on
Jj=1
50 S1 So s3
con lo cual
_1 T L 583 1. 9549 L
0T o 1T T 2T 0720 BT Taaiaa T

y claramente diverge ya que

1 1 1 1
1+80+S1+82+S3+"'>1+§+§+§+§+"'

Esta prueba aparentemente se le debe a Nicole D’Oresme?. Una de las generalizaciones de la serie harménica
es la funcién Zeta de Riemann® ((p) = > o7 | n?, la cual analizaremos mds adelante en la seccién 1.3.5.

1.1.2. El método de la diferencia

. N o (o
A veces para una serie Sy = >’ a, uno encuentra que para el término n-ésimo a, = f(n) — f(n — 1)

para alguna funcién. En ese caso es inmediato demostrar

N N m m
SN= an=Ff(N)=f(0) =Snv=> an=3 f(N—-k+1)=> f1—k) (1)
n=1 n=1 i=1 =1

2Nicole D’Oresme (1323-1382) Matemético francés que inventé la geometrfa coordenada antes de Descartes. Mas deta-
lles en http://www-history.mcs.st-and.ac.uk y maés detalles sobre la serie harmdnica en http://mathworld.wolfram.com/
HarmonicSeries.html

3Georg Friedrich Bernhard Riemann 1826 Hanover, Alemania - 1866 Selasca, Italia, Matemdtico alemén cuyas ideas
sobre las geometria del espacio han tenido un profundo impacto en el desarrollo de la Fisica Tedrica. Igualmente clarificé la
nocién de integral al introducir el concepto de lo que hoy se conoce como integral de Riemann.
Mas detalles en http://www-history.mcs.st-and.ac.uk
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mas aln, se puede ir més alld. Si identificamos que el término n-ésimo tiene la forma de a,, = f(n)— f(n—m)
es facilmente demostrable que la suma de la serie se puede escribir como la segunda ecuacién de (1). Hay
que hacer notar que el argumento n — m puede ser positivo o negativo. Con lo cual el método de la diferencia
resulta versatil y muy til cuando se requiere encontrar la suma de series de variada dificultad

= Asi, la suma de la serie

N

1 1 1 1 -1
Sy = —_— n = = - = =
N ;n(n—kl)ﬁa n(n+1) <n+1 n>ﬂf(n) n+1
se podra expresar como
-1 N

= También siguiendo la estrategia de la expansién en fracciones simples se puede encontrar que

=3 vy = sy = (amrm m) <0 mr

n=1

de forma y manera que

SN=f<N>+f<N—1>—f<o>—f<—1>:i—;(N1+2+N1+1)

Con alguna frecuencia surgen las series de niimeros naturales. La més simple es

N+1)

N
N
SN:1+2+3+"'+N:ZTL: ( 5 una serie aritmétrica de razén d = 1
n=1

o también mads interesante puede ser la serie de cuadrados de niimeros enteros

N
Sy=1+2243" 4+ N’ =) n’=

n=1

N(N +1)(2N +1)

Este resultado, nada intuitivo, surge de la aplicacion ingeniosa del método de la diferencia. Tal y como hemos
dicho, se trata de encontrar que el elemento genérico de la serie a, = f(n) — f(n — 1) = n? para alguna
funcién. Suponga una funcién del tipo

fn)=nn+1)2n+1) = fn—1)=m-1)n2n—-1) = f(n)— f(n—1)=6n2

con lo cual

5 NIN+1)(@2N+1) _ f(N)—f(0) NN +1)(2N+1)

2
Ejercicio Muestre que Sy =1+23 433 ... 4 N3 =3 3 = (ZN 1n) = W

Luis A. Nunez Universidad de Los Andes, Mérida, Venezuela 6
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1.1.3. Sumando por analogia

Como siempre, intentaremos proceder por analogia. La intencién es expresar una serie complicada como
sumas de series conocidas. Considere el siguiente ejemplo

SN:Z(TL+1 )(n+3) Z n® +4n + 3) <Zn>+<z4n>+<z3>

con lo cual

S (N(N—i— 1()5(2N+ 1)) . <N(N2+ 1)) 43y = NN +615N+31)

1.2. Algebra Elemental de Series

Las series se suman, se igualan y se multipilican. Para ello es importante que tengamos cuidado con los
’ . . . . . e} & o]
indices y sus valores. Consideremos un par de series infinitas Soc =~ an ¥ Soc = > ,,_ bn con lo cual la

suma de esas series sera
oo oo oo
:E an—i—g bn:E (an + by)
n=0 n=0 n=0

Los indices son mudos y se acomodan para ser sumados. Para sumar series es imperioso que los indices de
cada serie comiencen con el mismo valor esto es

Soo = 27010:0 Qp, [e%s)
N S S S = X b =0+ 3 )
Soo = 2701021 bn n=1 n=1
nétese que hemos hecho j =nyn=n—1.
Algo parecido ocurre cuando las series se igualan

S b= na, = an _Z k+Darys <= D ((n+ Dang1+by) =0
n=0 n=1 k=0

n=0

Para finalizar se puede comprobar que las series y también se pueden multiplicar

[Soo] |:Soc:| = lz an] lz b ] Z Cn donde Cp = aobn+a1bn_1+~ . '+ajbn—j+' . ~+an_2b2+an_1b1+anbo
= n=0

1.3. Criterios de Convergencia

Sélo podremos calcular la suma de algunas series, en la mayoria nos serda imposible y nos tendremos que
conformar con saber si convergen o no, o peor aun, si una suma parcial converge sin poder calcular el valor
de esa suma. Los términos de una serie pueden ser positivos, negativos o nimeros complejos y las series
pueden converger (decrecer o crecer hacia un valor finito) diverger (incrementar o decrecer indefinidamente)
u oscilar, Existen una serie de criterios y teoremas de aplicacién general que expondremos a continuacion.

Luis A. Nunez Universidad de Los Andes, Mérida, Venezuela 7
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1.3.1. Convergencia Absoluta o Condicional

Para estudiar la convergencia de una serie dada i.e. Y, _, a; siempre podremos asociarle otra de la forma
> _1 llaill, es decir la serie de valores absolutos, con lo cual garantizamos la positividad (y que sean nimeros

reales) de los términos de la serie. Si la serie de los valores absolutos >.! _, |la;|| converge, entonces también

n= 1‘
covergera la serie original anl a; y diremos que esa serie es absolutamente convergente. Sin embargo si la
serie de valores absolutos diverge, no podremos decir que Y . _, a; siempre converja. De hecho si converge
diremos que es condicionalmente convergente y, con un rearreglo de sus términos podra converger, diverger
u oscilar.

Para una serie de términos positivos el criterio de convergencia mds intuitivo (necesario pero no suficiente)
es que en limite cuando n — oo el término nésimo tienda a cero, i.e. lim,_. a, = 0. Con lo cual tenemos
que si esta condicién no se satisface, la serie diverge.

1.3.2. Criteterio de Comparacién

En segundo lugar de simplicidad estd el criterio de comparacion entre un par de series de términos
positivos. Si conocemos el comportamiento de una de ellas comparamos el de la otra. Esto es, suponga que
consideremos dos serie, una de prueba Soo = Y., a, y una serie conocida y convergente (0 divergente)
Sy = >0 o an, entonces

o0 o0 o0
Si 5’00 = Z an, converge y Vn se tiene que a,, > a, = Z ap = Z a, = SOC converge
n=0 n=0 n=0
Por otro lado
o0 o0
Si S Z an diverge y Vn se tiene que 0 < ap, < a,, = Z an < Z an = So diverge
n=0

Para ilustrar esta estrategia consideremos las siguientes series

oo

1 1 1 1 1
S =4 = il -
o=y tgtgtoy ;n!—i—l
En ese caso compararmos comn con una serie conocida
—~1 1 1 1 1 R 1
Zlafa+—+ tg b=l g =lte
n— \—,—/

e

y es claro que la serie indicada no es otra cosa que e, con lo cual la serie claramente converge y su suma es
1+e.

1.3.3. Criterio de la Raiz

Dada una serie de términos positivos See = >_o— @y, €l criterio de la rafz (o también de la raiz de
Cauchy) puede resumirse en el siguiente par de afirmaciones. Si

1
(an)™ < p< 1 para un valor de n suficientemente grande y p independiente de n = converge

3=

(an)
(an)

>1 para un valor de n suficientemente grande y p independiente de n = diverge

3=

=1 para un valor de n suficientemente grande y p independiente de n = diverge o converge

Luis A. Nunez Universidad de Los Andes, Mérida, Venezuela 8
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Otra forma, méds compacta de expresarlo seria

p<1l = converge

1
n

Sip= lim (a,) entonces, si p>1 = diverge

n—oo
p=1 = converge o diverge
Es facil ver que si utilizamos el criterio de comparacién, entonces

. cuando p < 1 la serie converge
(an)” <p  =ap<p" =
cuando p > 1 la serie diverge

1.3.4. Criterio de D’Alembert

Dada una serie de términos positivos Sec = Yoo @y, el criterio de D’Alembert* o también llamado
criterio del cociente, compara el valor relativo de un término de la serie con el que le precede. Este criterio
se resume también facilmente

p<1l = converge

n— 00 [e2%

a
Sip= lim ( nH) entonces, si p>1 = diverge
p=1 == indeterminado
Noétese que si

an+1
Qn

p<1l =p<r<l = <7 = Gpy1 = ApT

Entonces para un N < n pero también suficientemente grande, tendremos que los términos de la serie a
partir de ese NV seran

2 2 4
any +ant1 tanyo tany3---=any +ray +r aN+2+r3aN+3-~-:aN(1+r+r +r3 4 )

y que no es otra cosa que una serie geométrica con razén r < 1y por consiguiente converge. Es claro que un
argumento similar se puede utilizar para probar la divergencia.
Un ejemplo inmediato lo constituye la serie

1 1 3 1 5 = (#5) 1 n+1 o ()
et ts AR T A TEY T2 Te= Ty Tyt
n=1 2 2

con lo cual tiene converger.

1.3.5. Criterio de la Integral de Maclaurin

. . . =4 . . .’ .
El criterio de la Integral de Maclaurin® es otro criterio de comparacién, pero esta vez se compara la serie
con una integral. Asi supondremos que existe una funcifon f(x) continua y mondtonamente decreciente para

4Jean Le Rond D’Alembert Paris, Francia 1717 - 1783 Matematico francés pionero en el estudio de las ecuaciones
diferenciales y su utilizacién en la Fisica, en particular en el estudio de los fluidos
Mas detalles en http://www-history.mcs.st-and.ac.uk

5Colin Maclaurin 1698, Argyllshire, Escocia - 1746 Edinburgo, Escocia. Matemético escocés quien escribi6 el Tratado de
los Fluziones el primer tratado que expuso de una manera sistemaética y rigurosa el cdlculo diferencial ideado por Newton. Este
tratado fue como respuesta a la critica de Berkeley sobre la falta de rigurosidad de los métodos Newton

Luis A. Nunez Universidad de Los Andes, Mérida, Venezuela 9
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un valor de x > zg y que, adicionalmente, se cumple que para algun valor entero x = n el valor de la funcién
es igual a un término de la serie. Esto es f(n) = a,,. Entonces se tendra que si el limite de limy_ fN dz f(x)
existe y es finito, entonces Zzo:l an converge. Por el contrario si el limite no existe o es infinito, entonces
diverge.

La idea de este criterio es comparar la integral de f(z) (es decir, el drea bajo la curva) con la suma de
rectangulos que representa la serie. Entoces, la suma parcial

= z’: an = i: f(n) Pero,
n=1 n=1

si> i da f(a) i ;
1 . :>/+d$f($)§$ié/dxf(x)+a1
si—a1 < [{dz f(x) ! L

con lo cual, al hacer ¢ — oo tendremos que si el limite de la integral existe, entonces la serie Y  ay,

converge.
/ dxf(x)SZanS/ dz f(z) + a1
1 — 1

Un ejemplo inmediato podria ser determinar si la siguiente serie converge

i; S f@)=—— = Im Y —L ( ! )—
m-3) (z-3)° N (2-3)° N -3

con lo cual claramente converge
Este criterio es muy 1itil para acotar (entre un infimo y un supremo) el residuo de una determinada serie.
Vale decir

0 N oo 0o 00 00
dan=>an+ > an = de f(z) < Y ané/ dz f(z) +an1
n=1 n=1 n=N+1 N+1 n=N+1 N+1

———
Residuo

El otro ejemplo, més elaborado es comprobar que la funcién Zeta de Riemann, ((p) = Y .-, n?, efecti-
vamente converge. En este caso f(x) = 2P, entonces

_ 0o
g—Pt1

oo 0o |, Para p # 1
C(p) = Zn‘p = / dz z7? =
n=1 ! Inz|{° Parap=1

y es claro que para p > 1 el limite existe y es finito, por lo tanto, la funcién Zeta de Riemann, {(p) =
Zf;l n~ P, converge para p > 1

1.3.6. Series alternantes y convergencia condicional

Hasta ahora todos los criterios que analizamos eran para una serie de términos positivos So, = ZZOZO an,

por lo cual todos esos criterios nos llevaban al concepto de series absolutamente convergente. Esto es, si
>0 o llan|| converge, entonces >"°°  a, también converge. Sin embargo, muchas veces nos tendremos que
conformar con que una serie sea simplemente convergente y no requerir que sea absolutamente convergente.
Este es el caso de las series alternantes. Series en las cuales se alternas términos positivos y negativos. Son
series del tipo

al_a2+a3_a4+a5_a6+"'+a2n71_a2n+"':Z(_1)n+l(an) con an > 0

n=1

Luis A. Nunez Universidad de Los Andes, Mérida, Venezuela 10



Serie de Series... Formulario de Métodos Matemaéaticos 2

Entonces
anp — 0 cuando n — oo

oo
Z(fl)’”rl (an) converge, si A
n=1

ap < Qp_1 V n>N

De otro modo la serie oscilara
Estas condiciones son féciles de ver si reorganizamos la serie de los primeros 2m términos, a partir de un
determinado N par y N > n, entonces

Som = (any —an—1) + (an—2 —an—3) + - + (ANt2m—2 — AN+2m—1)

donde todos los paréntesis son positivos, con lo cual sg,,, > 0y se incrementa al incrementar m. Ahora bien,
si rearreglamos la serie tendremos que

Som = an — (an—1 —an—2) — (an—3 —an—3) + -+ — (ANf2m—1 — ON+2m—2) — AN+2m—1

y, otra vez los paréntesis son positivos y es inmediato comprobar que entonces sa,;, < a, para todo m. Como
a, — 0 cuando n — o0, la serie alternante necesariamente converge.

2. Series de potencias

El siguiente paso en este estudio, serd el ampliar la idea de serie al permitir que sus términos sean
funcién de alguna variable (una o varias), esto es a,, = a,,(x). Esta extension del concepto se serie, trae como
consecuencia que ahora las sumas parciales dependen de x

Spn = Sp(x) = Zak(x) =ag(z) + ar(x) + az(x) + - - con lo cual, si  lim s,(z) = S(z) = Zak(x)
k=1

n— 00
k=1

Entonces, el comportamiento de las serie también dependerd de la variable. Ahora la convergencia de la serie
podré ser posible para algunos valores de x y no para otros. El punto central con las en las series de funciones
f(x)(complicadas) es la tratar de construir funciones como una serie de funciones, a(z), mas simples. Asi,
esas sumas parciales f,,(x) constituirdn la funcién deseada

oo

fa@) =Y an@) = f@) =Y axle) = lim 3" ay()
k=1

k=1 k=1

Es decir estaremos interesados en aquellas funciones a las cuales converjan las sumas parciales de una serie.

Si bien més adelante abordaremos este concepto haciéndolo extensivo a cualquier funcién, para fijar con-
ceptos, comenzaremos por las series de funciones méds comunes: Las series de potencias. Esto es, asimilaremos
una serie de potencias a,, = c,2™ a un polinomio de grado infinito.

P(x) = co + 17 + cox® + cza® + eyt +--- = Z cnx™ o también P(z —xz¢) = Z cn (. —m0)"
n=0 n=0

Esta asociacion tiene la ventaja de permitirnos intuir algunos comportamientos de la serie para algunos

valores de x. Los coeficientes ¢,, son numeros independientes de x. Pero, més aun, estas series pueden ser
. . , . . oo n .

series de potencias de niimero complejos. Vale decir, > ¢, 2" con z = x + iy
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2.1. Convergencia de una serie de potencias

Claramente, podremos utilizar todos los criterios que hemos desarrollado anteriormente. Asi una serie de
t L. oo n t - 1 1/ oo n . ‘t _ .
potencias » >~ a, (z — xp)" converge en un punto o si el limy, oo Y, " an (x — x)" existe, para x = wo;
para todo x o para algunos z
Una serie de potencias > ¢, (x — x¢)" convergerd absolutamente sf el

n
) ‘
n—oo
i=0

existe. También se cumplird el criterio de convergencia absoluta. Esto era, si > - ||lc, (z — x0)"|| converge
= > o ¢n (x —x0)" converge, pero el inverso no es siempre verdad.

Los criterios més populares para evaluar la convergencia, se seguirdn cumpliendo. Asi el criterio de
Délembert y el de la raiz de Cauchy se podran reescribir como:

¢;(x—m)|| =1

Cni1 (T — aco)"+1

en (z— )"

lim,, oo =1 I(z) <1 = converge
=
I(xz)>1 = diverge
limy, 0o V/cn (x —20)" = 1(2)

Sélo que ahora es bueno enfatizar que | = I(z), es decir que el limite dependerd de la variable. Llamaremos,
de ahora en adelante a este limite el radio o entorno de convergencia y lo denotaremos por [ = p = p(x).

El cual delimitara los valores de x para que la serie de potencias converja. Vemos el siguiente ejemplo en el
cual considermos la siguiente serie

xn-i—l
2 3 n X ,.n
= I,z r A c g [ (R D _
sn(x)—1+x+2+6+ +n!+ —zjln! =>n1er;C . _nlirr;o o —HILII;O ] =0
n=

n!

es decir, p = p(x) = lim, = 0 con lo cual la serie converge para todo valor de x. Otro caso ocurre
cuando consideramos la siguiente serie de potencias:
S )™ (n+1) @-2""

)"y z—2)" = o= lim — ||z — 2| lim
> (-1 ( ) p= lm O n (@2 [ || lm

An41
n

n+1H

n=1

nal convergesi ||z —2||<1= 1<z<3

p=lo =2 tin [ o2 =

diverge si ||z — 2| > 1

Es decir, la serie Y7 | (=)™ n (z —2)™ convergera tinicamente para 1 < x < 3. Para otros valores de ,
diverge.
Para puntualizar

= Si una serie converge en x = x1, convergers absolutamente para ||z — zo|| < ||x1 — 2o]| y divergerd para
[l = ol > [l1 — o

» Se llama radio de convergencia, p = p(z) a aquella cantidad tal que la serie > °  a,, (z — 20)" converge
para ||z — zo|| < p y diverge para ||z — xo|| > p. Una serie > ° ; a, (x — )" que converge inicamente
para x = xg tendrd un radio de convergencia p = 0, mientras que una que converja para todo x
tendra un radio de convergencia p = oo
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2.2. Covergencia uniforme

En definitiva se puede refrasear el criterio de convergencia de Cauchy que vimos al comenzar este capitulo
1. Para cualquier valor de € > 0, tan pequeno como uno quiera, siempre existira un nimero N independiente
de =z, con a <z <b tal que

n—oo

Si S(x) = lim s,(z) = Zan(m) = ||S(x) — sp(2)]| <€ V€ la,b] A n>N.

Con ello es inmediato indentificar el error que se comete cuando se corta la serie en un N suficientemente
grande

N 00
S@) =) an(@)+ Y an(x)
n=1 n=N+1
(=) ~

Para el caso de series de funciones, consideraremos existen un par de criterios que identifican la conver-
gencia uniforme y tienen, también cierta popularidad. El criterio Mayorante de Weierstrass® y el criterio de
Abel. A continuacién los resumiremos.

Hay que resaltar el punto que las suma de funciones continuas a,(z) no necesariamente habra de ser
continua, el concepto de convergencia uniforme busca garantizar que esa suma de funciones continuas también
serd continua. Asi, recordamos la idea de continuidad de una funcién. Una funcién serd continua si sus limites
por la derecha y por izquierda coinciden

lim f(t) = f(z) = lim lim f,(x) Z lm lim fn(x)
t—pE t—g* n—oo n—oo t—gt
Es decir, al suponer que la suma de términos continuos tiende a una funcién continua estamos suponiendo
que podemos intercambiar los imites. pero eso no es simpre cierto. Considere el caso (extremo)

iy oo fn =0 = i dz (limy, a0 fa(z)) =0
fn =n2x(1—m2)ncon0§x§1n:1,2,3,...
1 n2? . 1
fo dz f,(z) = g = lim,, — oo fo dx f, — oo

Claramente no se pueden intercambiar los limites.

2.2.1. Criterio Mayorante de Weierstrass

Si encontramos una serie convergente de ntmeros positivos

oo oo
M = Z M; con M; > |la;(z)|] VY x € [a,b] entonces la serie Z an(z) es uniformemente convergente
j=1 n=1

La demostracién se obtiene a partir de la definicién misma de convergencia. Si Zjoil M; converge, entonces
paran+ 1> N se tiene

S My<e yoomo fa@) <M = Y fa@) <e = [S@) —sa@l= Y a0 <e
j=n+1 j=n+1 j=n+1

6Karl Theodor Wilhelm Weierstrass Westphalia 1815 - Berlin 1897 Matemético Aleman con importantes contribuciones
al andlisis complejo mediante la utilizacién de series
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con la cual la serie > 7, a,(x) serd uniformemente convergente para todo z € [a,b]. Ahora bien, como
consieramos los M; > 0. La serie en cuestion también serd absolutamente convergente. Otra vez, los criterios
de convergencia absoluta y, en este caso, de convergencia uniforme, no son consecuencia uno del otro, ni
estan relacionados. Las series

oo (_1)” oo 1‘1‘/’1’

g para — oo < x < 00 A g (-)""— para0 <z <1
2

—n+w ot n

convergen uniformemente pero NO absolutamente. Sin embargo, en el intervalo 0 < z < 1 la serie Z?io (1—x)ad
converge absolutamente pero no uniformemente, por cuanto tiene una discontinuidad. Se puede demostrar

que
= , =1 0<z<1
_ J — —
Z‘0<1 x)x—{o z=1
]:

con lo cual se puede concluir que una serie arbitraria f(z) = Zjoil a;(z) no podré converger uniformemente
en intervalos en los cuales la funcién f(x) sea discontinua.

2.2.2. Criterio de Abel

El criterio de Abel se puede resumir de la siguiente forma: dada una serie de la forma
n
Zal x) N ai(z) =cpfi(x) = lim Zaj(x) =S
j=1

y por lo tanto la serie converge uniformemente en [a,b]. Para que se cumpla el criterio de Abel, f,, (x) tiene
que estar acotada, 0 < f, < M V n), tiene que ser mondtonamente decreciente en el intervalo en el cual
esté definida, fr+1(z) < fn(z) con z € [a, b]

2.3. Algebra y convergencia de series de potencias

El algebra elemental de series que mencionamos en la secciéon 1.2 se puede reconsiderar a la luz de las
series de potencias. De esta forma recordamos que los indices en las series son mudos

Zann x —x)" Za]j x —xg)’ ZCUg.A,.]_ (k+1) (x—xo)k
n=1

k=0

en la dltima sumatoria hemos hecho k = 5 — 1, por lo cual j =k + 1.
Las series se igualan

Zb (x — x0)" Zan (x —xo)" !
Zb x—x)" Zak+1 (k+1) ( x—xo Zanﬂ n+1) (z—z0)"

por lo cual
by =ant1 (n+1)
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si la igualdad hubiera sido

o0

D nan (@ = 0)" Zan (0 =20)" =Y aur (041 (2-20)" = an=

n=0 n=0

Las series se suman

(an +by) (x —x0)"

NE

Zan(xfxo)nqLZbk(xfxo)k:a0+a1 (x —x0) +
k=2

n=2

o también
oo oo oo o0
Zan (acf:no)"Jerk (:L'*:L‘O)k+2 = ap+ay (xz — x0) Z (an + bp_2) (x — 20)" Z an + bp_2) (x — x0)"

y en este dltimo caso b_y = b_; = 0. Nétese como en los dos ejemplos anteriores hemos hecho coincidir los
el comienzo de los dds indices de la sumatoria.
La series también se multiplican, esto es

ian(:r—xo)n] ib (x — x0)" ch (x — x0)"
n=0 n=0

con
n = aoby, + a1bp—1 +asbp_o+ -+ ajb,_; + -+ an_obs+an_1b1 +anbo

Si alguna de las series de potencias es absolutamente convergente, entonces su multiplicacién con otra,
serd absolutamente convergente.

Pero también las series de potencias se | invierten ! y para ello utilizamos todo lo visto anteriormente
veamos. Supongamos que se tiene una serie del tipo

Y — Yo = ao+ ar (¢ — 20) + as (x —9)” + -+ + ay (v — x0)" Zan

Es decir tenemos y—yo expresado en términos de una serie de potencias de (z — )" entonces, igual podremos
plantearnos invertir el proceso, vale decir, expresar (x — x() en términos de potencias (y — yo)" Esto es

(x — xp) Zb y—10)" = (v —mx0) Zbk Zaj x —x0)’

y a lo bestia al igualar términos con la misma potencia, despejamos los coeficientes b, en términos de los
an, de forma que

k

by =—

ai

a2

by — — — =2
’ (a1)?
b 72(@2)2 — aias
’ (a1)?

Saiasag — a%a4 — 5a§’
by =

(a1)7
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Igualmente, si una serie f(z) = >~ jan(z — 20) = Y., cn (z — z9)" converge para un entorno —R <
x < R entonces por el criterio de Mayorante de Weierstrass, entonces convergera absoluta y uniformemente
para —S < x < .S con 0 < S < R. Méas aun, el criterio de Abel nos garantiza las siguientes propiedades

» podemos extender la idea de continuidad de una serie, dado que todos los términos a, (z) = ¢, (z — zo)"
son funciones continuas de z y f(z) = Yo", cn (z — )" converge uniformemente para un entorno
-8 <z < S, entonces la funcién f(x) es continua en el intervalo de convergencia.

= Si los términos a,(z) = ¢, (xr — x¢)" son funciones continuas de x, entonces la serie puede ser derivada
término a término

n—1

d [Z?:o cn (T — zO)n] _ i o 1

dzx (= =0)

(nétese como cambia el comienzo de la serie) y convergerd a

da,,(x)
dx

I*l’

>n—1 - df(l’)

i an(z) A

HMS

n=0

= De igual manera las series pueden ser integradas término a término

oo b oo
/dxf /dx Zcﬂ T — ) :Z/ dzcn(zfxo)nzznc_i_l(xfxo)m_l
n=0"% n=0

2.4. Series de Taylor

Para los fisicos el uso apropiado (y frecuente) de la serie Taylor facilita la vida y muchos célculos. La
idea detras de este tipo de series es la de la aproximacién de una determinada funcién por una serie de
potencias en donde existe una forma sistematica de construir los coeficientes y, dependiendo de el nimero de
términos que utilicemos en la serie, tendremos idea de cuan aproximada es la serie y cuanto es el error que

cometemos al desarrollar la serie hasta un determinado término. Asf supodremos que f = f(z) es una funcién

continua y continuamente diferenciable. Con lo cual, si denotamos df ($ = f’(x), entonces supondremos que

(), f"(x), £ (x),--- , f™)(z) estdn definidas en el intervalo [a, b]. Entomces7 conocemos desde siempre que

a+h a+h
/ (Mf@0:ﬂa+m—fW)=¢ﬂa+m=fW%ﬁ/ de f'(z) = fla+h)~ f(a) +hf'(a)

donde hemos supuesto que en intervalo [a,a + h] la funcién f'(z) es constante y tiene como valor f’(a).
Ahora bien, esto vale todo x y para cualquier funcién, por lo tanto se cumple que

flx) = fla) +(z—a)f'(a)
f@) = f(a) + (z —a)f"(a)
(@)~ f(a) + (z —a)f"(a)

Fe @)~ 0D (0) + (- ) ()
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Con lo cual podemos construir

a+h

a+h h2
fla+h) = f(a) + / dz f'(z) ~ f(a) + / Qe [f'(a) + (2 — a) /" (a)] ~ f(a) + hf'(a) + 2 "(a)

que 1o es otra cosa que una aproximacién de segundo orden a f(a + h). En general podemos construir
a+t+h a+t+h a+h
f@+ [ drr@=f@+ [ o |f@+ [ de s

at+h at+h
= f(a)+hf'(a) + / v [/ dxf”(:v)]

— fa)+hf'(a)+ / N ( / R lf”(a)Jr / RS f“'(x)D

2 a+h a+h a+h
fla)+hf'(a)+ %f”(a) —|—/a du (/a dv [/a dz f’"(x)])

y si repetimos ese procedimiento n veces, suponiendo que las derivadas de f(x) existan, tendremos la apro-
ximacién n — 1 a la funcién. Esto es

fla+h)

hn— 1

o (@R

h? h3
fla+h) = fla) +hf'(a) + 5p f"(a) + 50 /(@) +--- +

y también es facil convencerse por inspeccién que el residuo o el error que cometemos en la aproximacién
n — 1 viene dado por la integracion enésima de la derivada enésima, vale decir

a+h a+h ath
Rn:/ du / dv - / dz " (x)
a a W_/ a

n veces

y por el Teorema del Valor medio

a+h n
/ drg(t) =hg(§) =R.= %f(")(f) cona<é<a+h

Ahora bien, una eleccién astuta del pardmetro h = x — a nos lleva a la conocida expresion de la serie de
Taylor para una funcién de una variable

(z —a)®
2!

(x —a)’
3!

@) C i) 1R,

f(@)=fla)+ (z—a)f'(a) +

y el error vendra dado por
(z —a)"

— FME) comna<é<a+h

Ry =

asi la expansion de Taylor especifica el valor de una funcién en un punto x en términos de el valor de la
funcién y sus derivadas en un punto de referencia a. La expansién se hace en términos de potencias de la
diferencia, (x — a), entre el punto que se evalda y el punto de referencia.
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Algunas otras formas de expresar la serie de Taylor, serfan

floth)y = —f'@) =) —Ffl@)=2 ——f(x)=e"f(z) donde, D=
n=0 " n=0 : n=0 '
Si el punto de referencia es a = 0 tendremos la serie de Maclaurin
_ 0 / $2 7 xg " 55”71 n—1 R
f(x)—f()+$f(a)+§f (a)+§f (a)+"'+mf (a) + Rn
2.4.1. Algunas Series de Taylor
Un listado incompleto de las series de Taylor més utilizadas es
- x? 23 ot "
e = 14+z2+—+—~+—+-+—+-- para —oo < & < 00
2 3l 4l n!
1.3 0 £L'7 x2n71
— e —_1)nt1! . —
senx = =z 3!+5! 7!+ + (1) @n =1 para —oo <z < 00
22 gt 6 i1 T2
cosr = 1—?—&—5—54—---4—(—1) (2n—2)!+”. para —oo < T < 00
3 5 7 2n—1
arctanz = m—%—&-%—%—l—-“—i—(—l)”"’l(;lﬁ—i-“- para — 1<z <1
2 23 a2t 1"
In(1+2) = x*7+§fz+~«+(fl)”+?+-~ para — 1<z <1
z? x3 m)!
1+x)™ = 1+mx+m(m—1)?—|—m(m—1)(m—2)§+~~+mx”+'~ para —oo < z < 00
2.4.2. La expansion binomial
Por lo frecuente y su uso, consideremos el caso de la expansién binomial
(1+2)™ = 1+ ma + m( 1)x2+ (m — 1)( 2)x3+ f: m_ i ) g
)™ = mer+mm—1)—+mm—-1)(m—-2)—+--- = — " = x
2 3! = nl(m —n)! —\n

donde el término < n ) se denomina el coeficiente binomial y la serie termina cuando m = n. Ahora bien,

escrito de la formas compactas de la derecha se sugiere que el exponente m tendria que ser entero y positivo.
Pero no es asi. La serie explicita de la izquierda no se restringe a valores enteros y positivos de m. Por ello
la forma compacta pero exacta de la expansién binomial.

(1+5)" =m0 () 52 () = Srararn e ()

Donde hemos utilizado la funcién I'(z) como la generalizacién del factorial para valores que no se restringen
a enteros positivos. Cuando m es un entero positivo tendremos I'(1 +m) = m!. Nétese también que si el
exponente es negativo, (1 + %)m tiene una singularidad o un polo en z = —a
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2.4.3. Taylor en varias variables

Sélo por razones de completitud, y para reforzar los conceptos de que es un desarrollo en series para una
funcién alrededor de un determinado punto, escribiremos el desarrollo en series de Taylor para una funcionén
de dos variables f = f(z,y). Esta es

f(x,y) = f(avb) + (x - a) fz|ab + (y - b) fy|ab + % [(x - a)2fmc’ab + 2(55 - a)(y - a) fzy|ab + (y - a)2 fyy‘ab]
4 (@ = 0 Farslay+ 30 = 0= 0) Foryy + 30 = V= 0 ol + (0= 0 F ]+

O maés compacto

_ . > 1 " > 1 o\
7 _ z :7 k m — =\ z :7 =, m
f (xj t x()) B n=0 n! (a? ak) f (a? ) M=zl - f (T - a) - n=0 n! (r V) f (x ) F=a
Doénde hemos utilizado la siguiente convencion
0 0 0? 0? 0?
fw—%—aasy fy—@—ayv fzx—@—awza facy—a?ay—azyy fyy—aiyZ—aym

3. Series y Espacios de Hilbert

Hemos dejado “sueltos” algunos conceptos para los espacios de Hilbert infito-dimensional. El primero de
estos conceptos es que un vector |a) € E* surge la combinacién lineal de elementos de una base infinita
{|es)}, ( de una serie) que converge al vector |a) para un espacio donde también la norma del vector converge
a un valor finito ||a||?> = (a |a). El segundo concepto fue la posibilidad de expresar un determinado vector
(una funcién ) como combinacién lineal de una base (de dimensién infinita) de un espacio vectorial E°.
Efectivamente, esa combinacién lineal (de dimensién infinita) habra de converger a el valor de la funcién en ese
punto. En su momento expresamos estos conceptos intuitivos y facilmente demostrables para E™ (un espacio
vectorial Euclideano de dimensién finita, n—dimensional) y sin mayores justificaciénes hicimos el “salto ”
a E° (un espacio Euclideano infinito-dimensional). Ahora, equipados con los conceptos de convergencia
uniforme estamos en capacidad de explorar esas razones que antes eludimos. Ambos conceptos tienen que
ver con la palabra completitud, la cual, como veremos, no tiene el mismo significado en cada una de las
situaciones antes mencionadas, pero sera complementario. En el primer caso la completitud de E*° se logra
al poder expresar un vector como una combinacion lineal de una base infinita que converja al valor del vector.
En el segundo caso diremos que la base {|e;)} para E°° serd completa si expande la totalidad de los vectores
de E°°.

3.1. Completitud de E*

La primera idea de completitud de un Espacio de Hilbert E°° tiene que ver con el hecho que, en en ese
espacio, donde la norma de un vector es finita ||a||?> = (a |a) < 0o, la combinacién lineal de los elementos de
una base infinita, {|e;)}, converja al vector |a). Esto es a’ |e;) "= |a).

Para el caso de E™ es inmediato que, dada una base (ortonormal, por ejemplo)

la) = a’le;) = |a||® = (a|a) = a'a; < 00 coni=1,2,3,---n
La norma es finita, por cuanto es la suma de términos finitos (las componentes del vector (a',a? a3, --a™)).
Sin embargo, para el caso de E°° las componentes del vector seran funcién de las sumas parciales, esto es
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hasta dénde desarrollemos la serie y debemos demostrar que si

lan) & (an, g, ap,ap, - an) =5 Jase) © (0,020,050, ale ) = [[as) = lan) || <€

Es decir que, efectivamente, componente a componente el vector |a,) converja al vector |a). El criterio de
convergencia de Cauchy, en este caso significa que: dadas dos sumas parciales (desarrollos parciales en una
determinada base infinita {|e;)}) |an) = a’|e;) coni=1,2,---ny |am,) = a’ |e;) con j =1,2,---m entonces

Ham) = lan) | = Il lam) = la) = lan) +la) [ < [[la) = |an) | + [ 1a) = lam) [| < € + " =€

con lo cual las diferencias en las sumas parciales seran siempre menor que un 0 < € < 1. Nétese que hemos
utilizado la desigualdad triangular ||z + y|| < |[z| + ||y||, y esa misma desigualdad triangular nos garantiza
que

oo
@, — ad,[* <Y lad, = ad,[* = |[lam) — lan) [|* <
j=1

vale decir, hemos demostrado que el término j—esimo (y con ello todas las componentes del vector) de una
. , . . . 3 . ;. N—00 ;. N—00 5

suma parcial, converge al término correspondiente de la serie limite. Esto es a/, — aJ, — a’ por lo tanto

que las combinacién lineal converge al vector y nos queda por demostrar si su norma es finita, o lo que es lo

mismo, (a |a) = a'a; < oo con i =1,2,3,---00. Es claro que

M 0o
D olah —ah [ <Y lad = af,? = |l |am) — lan) |* < €
j=1 j=1

. Mo ; .
con lo cual si m — oo tendremos que ) ;, [a], — a’ | < € y si ahora hacemos

oo oo oo
M — oo :>Z|a%fa3|2<e :><a|a>:Z\a3|252|a7+a%7a312
Jj=1 j=1 j=1

Ahora bien, para « y 8 complejos, se cumple que
(lal = 18)* = a* + 8 = 2(al|8] = 0 = 2]al|B] < o>+ |8]> = a+ B < [la] +|B8]* = |of* + |8]* +2lal|3|

para que finalmente, tengamos que
2
(lal = 18D < 2 (lal* +15%)

Finalmente, podemos aplicarlo al caso que nos compete
(ala)=) o +a), —all> <2 Y la? —all>+ ) |} | <oo
j=1 j=1 j=1

3.2. Conjunto completo de funciones

El segundo sentido de completitud con que el conjunto (funciones) de vectores base expandan la totalidad
del espacio vectorial (de funciones). Esto es, si {|u;)} < {u;(x)} es una base ortonormal para E>°

o0
@) =a'ju) =) | = (afa) = ala; = 3 Jaxl? coni=1,2,3, 00
k=1
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Es, otra vez, la misma afirmacién que consideramos en el caso de un espacio finito dimensional, E™ en el
cual demostramos que una base {|u;)} con i =1,2,3,--- ,n expandia todo el espacio.

Si adicionalmente existe una funcién cuadrado integrable, E[za,b] definidas en el intervalo [a,b], la cual
pueda ser aproximada por la base

I = (€ 16) < 00 I6) = > fu) ~ Y-t u) = [F@IF = [ dalf@) = f(o) ~ 3o ws(a)

Notese que hemos supuesto la existencia de un producto interno y si las bases son ortonormales tendremos
que

b b b oo
glt)= [ dzeg*(2)f(z) = (0 |w)= [ deu™(@w(x)=06 =|f@)|>= [ dzlf()? =) I
g /a g (u* /a ! z /a ;
donde

b
c* :/ dz u*k(x) f(z)

Para demostrar que E*° es completo, comenzamos por demostrar la llamada Desigualdad de Bessel.
Esta es: dada una base ortonormal infinita, {|u;)} < {u;(z)} para un espacio vectorial de Hilbert, E*°, de

funciones cuadrado integrable f(x) € E[Za,b], con un producto interno definido por (g |f) = f; dz g*(z) f(z),
entonces se cumple que

%) b b
1F@)2 > S Jexl? con ¢ = (u* [f) = / Qe w*(@)f(z) A (glf) = / dz g (2)f ()
k=1 @ @

Para demostrar la desigualdad de Bessel, partimos de una afirmacién obvia en espacios finito dimensionales

0 < |[[£) — ¢ Jug) |2 = [{F] = cf (u®[] [I£) — " Ju)] = [[1£) | — e {u” [f) —¢" {f [w;) +cc’ (u* uy)
N—— N—— N—_——
ck c; 5k

donde k,7 =1,2,3,---n Entonces, queda demostrada la desigualdad de Bessel al tomar el limite n — oo

OB =D el =NON 2D el
k=1 k=1

Si definimos el error, M,, que se comete al aproximar una funcién con su expansion hasta un término
n—simo como M, (b—a) = || |f) — o |u;) || demostraremos que M, es minima si o’ = ¢* = (u’ |f) Para ello
procedemos como es costumbre, partiendo de la definicion que acabamos de hacer y nos concentramos en el
caso finito dimiensional

0< Myu(b—a) = |[|f) —a’ [w) | = |[[f) — (o — ') [w;) — " [w) |
Desarrollando

Mo (b~ a) = [{£] — (0f — f) (u¥| — i (u¥] [IF) — (o' — ) [w)) — ¢ u;)]

n
=[ 1) |I* = ¢f(a" = ¢') —2¢f¢ — (af — )" + ) llo? =P + (af — cp)e" + ¢ (o — &) + i’
j=1

= lll )12 =D e’

i=1

n
+> flo? =)
j=1
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Pero la desigualdad de Bessel garantiza que la cantidad entre corchetes es positiva, por lo tanto M, es
minima (y la denotaremos M,, ) cuando seleccionamos o/ = ¢/. Mdas atn M,, decrece cuando n — oo, vale
decir

Mub—a)=[lB) =D I1? "= Meb—a)=[E* -l
i=1 i=1

y si, adicionalemente tenemos que M,, — 0 cuando n — oo entonces es claro que
o0
IO =117 = {lu)} & {w(2)}  es completa
i=1

Este nocién de convergencia se denomina como convergencia al promedio
Si adicionalmente exigimos que la serie ¢ |u;) converja uniformemente para x € [a,b] entonces es claro
que

b o)
/ dz ||f(x)—cl|ul> ||2 =0 = |f)=¢ |u;) (coni=1,2,3---,00) < f(x) :Zciui(m)
a i=1

Con lo cual enumeraremos las condiciones para la cual exigiremos que una funcién pueda ser expresada en
términos de una base completa de funciones.

» Que f(x) sea cuadrado integrable f(x) € C[Qavb]
» Que la base sea completa, {|u;)} < {u;(z)} ie. ||[[£) |2 =D oy ]2

» Que la serie ¢’ |u;) < Y00, c'u;(z) converja uniformemente, para x € [a, b]

4. Series de Polinomios Ortogonales

Enunciaremos un teorema debido a Weierstrass el cual garantiza que una funcién continua en un intervalo
[a,b] puede ser aproximada uniformemente por una serie de polinomios. Por lo tanto, cualquier funcién
continua podra ser aproximada por combinaciones lineales de potencias.

El Teorema de aproximacién polinémica de Weiernstrass queda enunciado como sigue. Cualquier funcién
continua f(x) en un intervalo cerrado = € [a,b] podrd ser aproximada uniformente por polinomios en ese
mismo intervalo si, para un n suficientemente grande y un € suficientemente pequeno siempre se tiene que

[Pn(z) = f(2)l <e  Vaelab]

Para la demostracién de este teorema puede consultar [1, ]. Sin embargo la aceptacion de este
teorema nos permitird desarrollar las secciones que siguientes...

4.1. Polinomios de Legendre

El primero de los ejemplos de una base ortonormal de polinomios en la cual podremos expresar cualquier
funcién continua en el intervalo cerrado = € [—1, 1] serdn los Polinomios de Legendre. Estos vienen construidos
a partir de la Formula de Rodrigues

1 47

2 n o
n!2n dgn (.’.U - 1) ’ n= 0, 1, 2, .....

P,(x) =
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con Py(z) = 1.
Es decir
PO(x):l Pl(:c)::c
5
Py(x) =1 — 322 Ps(z) =2 — §x3
3 35 15 63 35 15
P4(x)=§+§x4—zx2 Pg(a:):§x5—1x3+§m

4.1.1. Generalidades de los Polinomios de Legendre

Es fécil comprobar que los polinomios de Legendre |P,) < P, (z) son mutuamente ortogonales para un
producto interno definido como

1
2

con norma definida por
2

2n+1

1
[Pol* = (Pn|Py) = /lpg(x)dmi

notese que los polinomios de Legendre, calculados a partir de la Formula de Rodrigues no estan normalizados.
Al ser los Polinomios de Legendre un conjunto completo de funciones, ellos expanden el espacio de
funciones continuas en el intervalo cerrado = € [—1, 1]. Por ello cualquier funcién en el intervalo [—1, 1] puede

ser expresada en esa base.
(o] o0
(PL|F)
=Y P = iy P

Varios ejemplos ilustraran esta aplicacién
Si f(x) es un polinomio

= anxn = Zak |Pk> = Zanpn(m)
n=0 k=0 n=0

no se requiere hacer ninguna integral por cuanto los coeficientes a,, se determinan a través de un sistema de
ecuaciones algebraicas. Para el caso de f(x) = 22 tendremos

f(z) =2 = agPy(x) + a1 Py (x) + as Pa(x)

1
f(x) =2*=ap+ a1z + 5&2(31'2 -1)

flx) =2 = %PO(;E) + %Pg(a:)

/1—90 — (Pi|F) Py
Pk\Pk
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(Pi|F) = /11 f(@)Py(x)dx = /11 ﬁPk(x)dx

la expansién en series de Legendre quedaria cémo

1—a 2 = P,(x)
= ;Po(z) -2 Z
2 3 — (2n—1)(2n+3)

Antes de entrar en el detalle de las propiedades de estos polinomios, hay que enfatizar que los Polinomios
de Legendre constituyen la tinica base ortogonal para un espacio de Hilbert con un producto interno definido
como el producto simple de funciones en el intervalo cerrado. Al ortonormalizar mediante Gram Schmidt
la base {1,;107952,:103, cee Lz } del espacio de polinomios, P", de grado n en el intervalo [—1,1], con el
producto interno definido por (f| g) = fil dz f (z) g(x). se obtienen los polinomios de Legendre.

Los polinomios de Legendre surgen, originalmente, como soluciones a la ecuacién diferencial ordinaria del
tipo

d?P, dP,
(1 —2?%) TSE) -2z %—i—n(n—kl) P,(z)=0
Vale decir
n Ecuacién de Legendre Solucion
0 (1—2?) L0 _ 9y d2@) _ g py(g) =1

1 (1—g?) E0@ 9y dBE) L9 p2) =0 Py(a) =2

2 (1—a?) LLE) 9y d26) L 6 P2y =0 Py(a) =1 - 322

3 (1—a2) $R) 9y dP@ 4 19 Py =0 Py(a) =a — 32

4 (1—2?) LB oy dP@) | o) py(p) =0 Py(a) = 1 — 1022 + 325

4.1.2. Ortogonalidad de los Polinomios de Legendre

Como los polinomios de Legendre son soluciones de su ecuaciones

(1 —2?) Py(z)" — 22 Pu(z) +a(a+1) P,(x)

0
(1—2a?) Pg(x)" —2z Pg(x) +B(B+1) P(x) =0

Noétese que hemos cambiado de notacién del operador diferencial

d?P,(z) dPs(z)

Poc(x)/l A dx2 ﬁ(l‘)/ A T

Acomodando y restando ambas ecuaciones
(1=2®) { Ps(2)Pa(2)" — Pal2)Ps(z)"} =22 {Ps(2)Pa(z) — Pa(z)Ps(z) }+{a(a+1) = B(B+ 1)} Ps(z)Palz) = 0

el primer término de la ecuacién puede interpretarse una la derivada

(1 —2%) { Ps(z)Pa(x)' — Po(2)Ps(x)'}]

!
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por lo tanto al integrar

(1) { Pa@)Pa(o) = Pa@)Pa(e)} L, +{ala+1) = 53+ 1} [ Pala)Pofa)do =0

El primer término de la ecuacion se anula en los extremos y es facil comprobar que los polinomios de Legendre
|P.) = P,(z) son mutuamente ortogonales con un producto interno definido como

(Po|Pg) = /_1 P, (z)Pg(z)dz x Jap

4.1.3. Relacion de Recurrencia

Conocido esto se puede generar una relacion de recurrencia. Supongamos que conocemos todos los poli-
nomios de Legendre hasta P, (x) y queremos generar el préximo. Obviamente el ese polinomio serd de grado
n + 1 y nos plantemos generarlo a partir de P, (x) as{ como los estos polinomios son base del espacio de
funciones, entonces

= (PglaPy)

2P, (z) = |2P,) = kZ:O PPy

|Py)

en donde )

(PrlaPy,) = (zPy|P,) = / P,(x)xPy(x)dz =0

-1
para k < n — 1. Sobreviven entonces tres términos
<Pn—1|xPn>

<Pn|an>
<Pn71 |Pn71>

(Py|Pn)

<Pn+1 |$Pn>

zP,) =zP,(x) = Aol ng
[Pn) = oFa() ProaPry)

|Pn—1> + |Pn> + |Pn+1>

y dado que
1

<anPn>:/_11 Pn(x);an(x)dx:/ zP?(x)dz

-1
es una funcién impar, entonces (P, |2P,) = 0. Entonces

(Pp_1]|zPy)
<Pn71 |Pn71>

(Ppii]zPy)

zP,) = zP,(z) =
[Pl = o) P i [Pryt)

|Pn—1> + |Pn+1>

Es decir
2P, (x) = AP,y1(x) + BP,_1(x)

desarrollando con la formula de Rodriguez el coeficiente de orden k del lado izquierdo es

ﬁ%(% )2k = (k—1)] = 2,(62(2?)'2
mientras que el primer término del lado izquierdo, hasta orden k — 2 queda como
(2k — 2)!
2k(k —2)l(k — 1)
por lo cual
_n+1
2n+1

De igual forma se determina B igualando coeficientes a orden n — 1 y queda la relacién de recurrencia:

(n+1)Pry1(z) = 2n+1)zP,(z) —nP,_1(x)
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4.1.4. Norma de los Polinomios de Legendre

Conociendo que la ortogonalidad de los polinomios de Legendre y la relaciéon de recurrencia, procedemos
encontrar el valor de su norma

P, |I° = (P,|P,) / P2(z dx_

De la relacion de recurrencia

(2n+1) Py(z)nPy(z) = 2n+ 1) Py(z) [(2n — 1) 2Py—1(x) — (n — 1) P_o(x)]
2n—1)P,_1(x)(n+ 1) Ppy1(z) = 2n — 1) Pp_1(x) [(2n+ 1) 2P, (z) — nPy_1(x)]

restando miembro a miembro obtenemos:

2n+ 1) P, (z)nP,(z)+ 2n+ 1) (n — 1) Py(x)Py—o(z)—
—(n+1) (20— 1) Poy () Paga (2) — (20— 1) nPy 4 (2) =0

integrando y considerando la ortogonalidad
—1 1

P2 2n P2

[ P =2 [ R
2n—1\ (2n -3\ [!

P2(z P2 d

/ <2n+1> (2n—1) /,1 n—2(2)dz
- _ _ 1
/ P2(x)dz = 2n —1 2n —3 2n —5 / P2, (2)da
1 2n+1 2n —1 n-3/)J)_1 "

/ P%(x )d:conil/ P}(z)dx

/ P%(x dx—

4.1.5. Funcion Generatriz de los Polinomios de Legendre

Se puede encontrar una funcién generatriz P(t,z) de los polinomios de Legendre:

1
P(t,x)zmzﬂ)(x) + Pi(z) t+ Py(x ZP

para la cual los P, (x) son los coeficientes de su desarrollo en series de potencias. Esta serie converge para
||2xt + t2H < 1. Para demostrar que el desarrollo en serie de la funcién G(t, z) tiene como coeficientes a los
P, (x) partimos de que:

Plt,2) = 1 N OP(t,z) t—z
V=2t + Ot (1—2at+12)*?
por lo cual
(t—z)P(t,z)+ (1 -2zt +t7) % =0
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y, consecuentemente

t—xZP + (1 — 2zt + £2) ZnP Yyl =0.

n=1

Multiplicando y acomodando queda

—x Py(z) 4+ Polz) t +Z n+1) Py (x Z (2n+1) z P,(x) t"—ZnPn_l(x) =0
n=1 =

por lo tanto

Pi(z) —z Po(x) |+ [2Py(z) — 32Py(z) + Po(x t—l—z (n+1)Poyi(z) — (2n+1) 2Py(z) + nPp_1(x) | t" =0

=0 =0 =0

El primero de los términos se cumple siempre por cuanto Py(z) = 1y Pi(x) = z. El tercer término conforma
la relacién de recurrencia para los polinomios de Legendre. Con esto queda demostrado que el desarrollo en
series de potencias de la funcién generatriz, tiene como coeficientes a los polinomios de Legendre.

La funcién generatriz muestra su utilidad en la expansion

[ " (Py|F)
Pk\Pk
Asi, al considerar la definicién del producto interno

e = [ swpi = [ A

[V [ = S [y o
1+t—<12?/?21n<1+\/>] Z /F

Expandiendo el lado izquierdo en series de potencias de t

4 = t" = Y 1—u
— —4 = n P,
3 ; (4n2 — 1) (2n + 3) T;)t /_1 5 Inlw)da

lo cual nos conduce, al igualar coeficientes a
1
1—
= / xPo(x)d:v
LV 2

1—=2x

e integrando

1
2t

4
2 —1)(2n+3) /_1

y finalmente a la forma de la expansion en series

1—z P, (z)
> §P0 22 @n—1)2n+3)
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Figura 1: Polinomios de Lengendre

4.1.6. Otras propiedades de los polinomios de Legendre
» P,(1)=1y P,(—1) = (—1)" para todo n.

= P,(x) tiene n raices en el intervalo (—1,1) Esta propiedad puede apreciarse para los primeros 5 poli-
nomios en la figura 1

= Tienen una representacion integral de la forma
1 [ n
P,(z) = —/ {x+ x? — lcoscp} de
2T 0

= Cambios de variables inmediatos conllevan a ecuaciones diferenciales equivalentes

e Forma autoadjunta
(=2 y] +MA+1) y=0

e En coordenadas esféricas con u = P,,(cos0)

d du
Sen@@ <Sen0 (:19) +A(>\+1)U:O

e En coordenadas esféricas con u = v/sen 0P, (cos 6)
2
1 1
A+ = ————|u=0
( +2) +4sen29]u
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4.1.7. Resumen de Propiedades Polinomios Legendre

Polinomios de Legendre
. ey 1 dr 2 n —
Definicién P,(z) = om @(az -1, n=0,1,2,...
P,1=0 P=1, P=x

Ejemplos

Py =$(32% - 1); P3=3(52° - 3x)
Relacién de Recurrencia | (n+ 1) Ppoi1(z) = (2n+ 1) 2P, (z) — nPy—1(x)
Q-2 y" =22y + XA +1)y=0
i i i 1 d du
Ecuaciones Diferenciales —— (sen9 de) a4 Du=0; u=Py(cos)

Funcién Generatriz Pt ,x) =

V1 2xt+t2 Z
L / [z + Va2 — lcosgo}

2770
T

Ortogonalidad (Pa|Py) = / () Py(z)da = 6
—1

Representacién Integral | P, (z) =

2
Pon+1

4.1.8. Potencial Electrostatico de un Dipolo Elactrico

En Fisica el ejemplo claro es el cdlculo del potencial electrostatico producido por dos cargas ¢ = +q y
g2 = —q separadas por una distancia 2d en un punto P cualquiera de un plano (x,y). El potencial en ese

punto genérico viene dado por
1 1
V=gl——-=
(7 7)

Tal y como puede apreciarse de la figura 4.1.8
(R =% +d®—2r dcosf
R? =7? 4+ d* —2r dcos (m — 0)

por lo cual

y consecuentemente

1 1 d\"
ﬁ:;zpn(cose) {7"}

n=0
;:ian(cos(w—) {} ZP — cosf) {(j}n

El potencial sera

V=z<§:[P (cos ) — P (—cosb) | {i}n>

n=0
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Potencial Electrostatico
P

Y oA
A PR |
-~ 4 i
- /, | I
R/ 1 r/ R
s |
- /
-~ 7 s l
-~ /

-q d d tq ;c

Figura 2: Potencial Electrostatico de un Dipolo Elactrico

donde todos los términos pares de P, (cos ) se anula y finalmente tendremos la expresién del potencial para

cualquier punto del plano
2q e} d 2n+1
V=— E Py, 0) §—
” ( on-+1(COS ){r} )

n=0

Entonces nos quedamos con el primer término de la serie, si

d
-1 = V%%QdCOSG
r r

4.2. Polinomios de Hermite

Los polinomios de Hermite a diferencia de los de Legendre (y Tchevychev), vienen definidos en toda la
recta real, vale decir, x € (—00,00), por lo cual la funcién peso w(z) en el producto interno deberd decrecer
mas rapido que |z|™, para garantizar que la norma de los vectores en este espacio vectorial sea finita. La

. (o .. a2 . -

funcién més simple que cumple estos requisitos es w(z) = e~ (tambidn algunos autores utilizan w(x) =
2 . . . . [ .

S 2) Esto es, el producto interno entre los polinomios de Hermite vendra definido como

tle) = | " e w(a)f(2)g(x) = / e e fla)g(a)

Otra vez, para este producto interno, si ortogonalizamos con Gram-Schmidt se obtienen los polinomios de
Hermite. Al igual que el resto de los polinomios ortogonales, existe una férmula de Rodrigues para los

polinomios de Hermite
:L.2 d’!L 2

—X
dzn

Hy(z)=(-1)"e e
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con lo cual se obtienen

Ho(.’L‘) = 1, H]_(.’L‘) =2z
Hy(z) = 42® — 2, Hs(z) = 82° — 122,
Py(x) = 162" — 4822 + 12 Hs(x) = 322° — 1602 + 120z.

4.2.1. Generalidades de los Polinomios de Hemite

Los polinomios de Hermite serdn ortogonales, pero no normales

o0 oo

<Ha|Hﬁ> =2"nl\/7 dap = / eimzHﬁ(x)Ha(x)dx & (Ho|Ho) = ||Ha||2 = / eiszZ(I)dx =2"nl\/m
— 00 —0o0
Donde la funcién delta de Kronecker es do3 = 0 sl a # §; y dgg = 1.
Antes de desarrollar funciones en tarminos de los polinomios de Hermite, expondremos un par de teoremas
sin demostracién.
Teorema 1
Sean | f ) y | g ) dos funciones arbitrarias, cuando menos continuas a trozos en (—oo,00) y que cumplen con

> 2 > 2
/ e fA(x)dr < oo A / e " g*(z)dr < 00

— 00 —00

Entonces el conjunto de estas funciones forman un espacio vectorial Euclideano Z3’ con un producto interno
definido por
- 2
(g1f)= [ e fa)glas
—0o0
Las funciones f(z) y g(x) se denominan cuadrado-integrables respecto al peso w. Es por ello que denotamos
el espacio de funciones como 73’
Teorema 2
Si f(z) es una funcién continua arbitraria en Z§ entonces puede ser aproximada por un polinomio en ese
mismo espacio. Es decir

. [[f(z) ~ pa(a)]| = lim ( / e [f(x)—pn(ﬂf)]2d$)1/2=0

n—oo
— 00

Asi, la expresion de una funcién arbitraria en la base de los polinomio de Hermite se reduce a

Fla) = 1£) = ax [ = 3 ol )
k=0 k=0

donde )
Hi| £) [T e fla)Hy(a)da 1 /oo
a’k} = = 9 = e
(Hy[Hy) % e~ H2(x)da DI

-
Si f(x) =2* conp=1,2,3,---

=" f(2)Hy(z)dw

fx) =2 =" ag Ho(z)

k=0
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entonces

1 > —z2 2
agk = m /_Do (& X pHQk(x)dx (2)

= 41 /Oo 2P
2k2k) /7 ) da?

Una integracién por partes estratdgica muestra que:
0 e} d2k—1
2
7/ 2px2P~1 s—€ | dw
. oo dz

2k—1
1 {xQP e
El primer término de la resta se anula siempre debido a la deficién de los polinomios de Hermite

Gk o op/r | del

o0

2k—1
2p d o

dg2i—1°

2
—z — x2p(71)2k7167m HQk—l(x)’

— 00

—o0
Repitiendo el proceso 2k veces, tendremos

= 1 (2p)! /OO 2p—2k —a?
k= o a2k ) L ¢ W

ahora si en la integralhacemos = = v/¢ obtenemos
1 2p)! > dt
Qgk = (2p) / Pk et —
22k (2k)\/m (2p — 2k)! J_ o 2V/t

1 (2p)! /Oo k-1 ¢
92K+1 2%\ /7 (2p — 2Kk)! N

y utilizando la definicién I' (z) = [[“ e *~1dt = (2 — 1)! , queda como

0
B 1 (2p)! 1
2k = SR 2 (2p — 2R) (p Rt 2)

Ahora, recurrimos a la propiedad de “duplicaciéon” de la Funcién Gamma, i.e.

1
225710 ()T (z + 2) = /7l (22)
tenemos que

2

quedan entonces los coeficientes determinados como

20 (= kot ) (o= 1! = VA (20— 20)

_ (2p)!
- 2212k (p — k)!

a2k

y, por lo tanto el desarrollo en la base de los polinomios de Hermite

o _ (20)! Ha(z)

T =0 = gt 2 Gyt - !

—oco<r<oo
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Muestre que del mismo modo se puede encontrar

—o0o<Tr<oo

~oopr1 . (2p—1)! o Hopy1(z)
f(x)—;zj +1 22p—1 Z (2]{-‘,—1]34'_(})—]{;)'

Sif(x) = e=*" con Rea? > —1. Otra vez

o0

flx) = Z 2 Hop(z

entonces

1 o0 2 2
- - —(a®+1)z" 1 d
2k 22k(2k)!\/7?/_ooe 2k (@)dz

Sustituyendo Hay(x) por su expresién integral tendremos

22k:+1 (_1)kew2

1 2 2 2
_ —(a“+1)zx —t* 12k
Qo) = S TICTATNG S (2k:)'\/7?/_ e [ﬁ /0 e " t°" cos 2zt dt] dz

2(—1)k f° >
= u/ e—oe’ / 42k o5 2t dt} dz
m(2k)! J_o 0

_1\k o0 - oo
2(-1) / et 2k / —a*e® o522t dz| dt
w(2k)! Jo oo

)

2(*1)k > —t2(14a™2) 42k
= —— e a t dt
ﬁ(?k)‘a/

B (71)]{‘ e’}

T VAR (14 a2
_(

- VAE(2K)! (14 a2 )’““/2F (k ’ 2)

y ahora usando, otra vez la propiedad de “duplicacién” de la funcién gamma,

22T <k+ )k' VT (2k)!

sF72 ds —t*(1+a?)=s

obtenemos
(_1)ka2k
a2k = Fr1/2
22k k(1 + a?)
por lo tanto
Yea2k
fley=e" = Z « 92k kl a2)kt1/? Ha ()

Al igual que los polinomios de Legendre, los de Hermlte, surgen tambian en sus origenes como soluciones a
la ecuacion diferencial ordinaria del tipo
d?H,, (z) 9 dH, (z)
—— — 2z
da? dx

+nH,(z)=0
Vale decir
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n Ecuacion de Hermite Solucién
EHo(@) _ 9z olr) — o Hy(x) =1

LRI o G o) 0 () 2

dx?

» B gy SR () =0 Holr) = 12?2

dx?

3 L) 9y dMa@) 4 GH (1) =0 Hy(z) = 82° — 120

dx?

4 d2(11_1;2(1) — 2z dI—{fI(I) + 8H4(33) =0 H4($) _ 16.134 — 4822 +12

4.2.2. Funciéon Generatriz de los Polinomios de Hermite

Se puede encontrar una funcién generatriz H (¢, x) de los polinomios de Hermite:

2 H- H. [es} H
H(t,2) = 20 = Hy(e) + Hy(a) 0+ 220 o Ho@) oy > % i
n=0 '

2 3!

para la cual los H,(x) son los coeficientes de su desarrollo en series de potencias. Es facil darse cuenta que
esta expresion proviene del desarrollo en Serie de Taylor

H(t,z) = = =3 {W] |l < oo
t=0

para lo cual

| —et et et e~
ot =0 t=0 u=x

4.2.3. Relacion de Recurrencia

A partir de la funcién generatriz se puede construir la siguiente identidad

OH(t,x)

y utilizando el desarrollo en series de potencias en ¢t tendremos,

- H’ﬂ(x) n—1 - Hn(.lﬁ) n - Hn(l‘) n+1l __
> =t —Zx;Tt +7;)Tt =0

n=1
1

] Hpi1(z) —2¢Hy(z) + 2nH,—1(2) [ t" =0

[M]8

n=0 -0

Asi 1a relacién de recurrencia serd

Hyq(z) — 22Hy(z) + 2nH,—1(x) =0
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De igual modo, podemos partir de otra identidad

[eS) , [e%S)
n—o n=0

or n!

y encontrar una relacién para generar las derivadas de los polinomios de Hermite en tarmino de ellos mismos:
H)(z) =2n Hp_1(z), n=123--

Finalmente, utilizando la ecuacién anterior en la relacion de recurrencia y derivando esa expresién una vez
més, queda como:

Hy,y1(z) — 2xH, (z) + H), (x)
H!'(z) — 2xH] (z) + 2n H, ()

0
0
con lo cual queda demostrado que los polinomios de Hermite son una solucién particular de esa ecuacién

diferencial.
Yy — 2xy + 2ny = 0,
Donde hemos hecho y = H,(z) Adicionalmente, haciendo un cambio cosmético podremos demostrar que

Y= e=a"/ 2H, () es solucién de la ecuacién diferencial autoadjunta

y'+(2n+1-2%)y=0

4.2.4. Ortogonalidad y Norma de los Polinomios de Hermite

En general estos polinomios cumplen con

oo

(HoHg) = 2"n!/T bpp = / eiIQHg(z)Ha(a:)dx

—0o0
Donde la funcién delta de Kronecker es d,3 = 0si o # 3; y dgg = 1.
Para demostrar el caso o # (8 partimos de
ug [ul + (2a+1—2*)us] =0
ug [uf+ (28+1—2%)ug] =0
restando miembro a miembro e integrando se tiene que:

[ui)LUg - u'ﬂua]/ +2(a—PB)uqug =0
(a—B) / T e Hy(2) Ho(2)dz = 0

/Oo e Hy(z)Ho(x)dz =0  a# B
ya que o
e=/? (20 Ho1(2)Hp(x) — 28 Hy 1 (x)Ho(z)| =0

Para encontrar el valor de la norma, procedemos a partir de la relacién de recurrencia

H,(z) (Hp(x) — 2eHp—1(x) + 2(n — 1)H,,_2(z)) =0
H,_1(z) (Hpy1(x) — 2¢H,(z) + 2nH,—1(x)) =0
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. . - P .
restando miembro a miembro, multiplicando por e~* e integrando entre (—oo, 00) se obtiene

e 2 o0 2
/ e H2(x)dx = 2a/ e ™ H? | (x)dx

—0Q0 —00

repitiendo la operacién y recordando que al final queda
oo 2 9
/ e T grdr = 2/
— 00

Obtenemos
(o]

(HoH) = [Ha|* = [ e 2o =2l

— 00

4.2.5. Representaciéon Integral de los Polinomios de Hermite

Los polinomios de Hermite pueden ser representados como

N (_i\n z? o) )
Hn(x) — ( Z) € e—t2+2zta:tndt

ﬁ —oo

que puede ser separada como

22n+1 (_1)7169:2

Hgn(l') = ﬁ

o0
/ e~V 420 cos 20t dt n=123,---
0

y paralos tarminos impares

22n+2(_1)n€z2

Happ1(z) = N

o
/ et 12+ sen 20t dt n=123,---
0

La forma de llegar a cualquiera de estas dltimas férmulas se parte de las conocidas integrales desarrolladas

en el plano complejo

ot 2 2 [T cosont dt
e = —= e COS 2T
VT J

se deriva 2n veces a ambos miembros se utiliza la definicién de los polinomios de Hermite.
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4.2.6. Resumen de Propiedades Polinomios Hermite

Polinomios de Hermite

Definicién n/2 (_ 1)k

Hy(z) =1; Hl(a:) = 23:; Hy(z) = 42° — 2;
Hi(z) = 8z3 — 12z Hy(z) = 162° — 4822 + 12
Hpi1(z) —22Hp(z) + 2nHy,—1(x) =0
H) (x) =2n H,_1(z), n=1,23,---
" —2xy’ 4+ 2ny =0
v+ (2n+1—-a2?)u= O u(:c) = e " /2H, (z)

Ejemplos

Relaciones de Recurrencia

Ecuaciones Diferenciales

Funcién Generatriz H(t,z) = 211" = Z n' t"
22n+1 1 n [ere]
Hy,(z) = %/ et 12" cos 2t dt
Representacion Integral 22n+2(\/%1)n 270
— € 2
Hopyr(z) = / e V2t gen 2xt dt
VT 0
Ortogonalidad (Ho|Hg) = 2"n!\/T dap = / e*IQHg(:z:)Ha(a:)dz

4.2.7. El Oscilador arménico, independiente del Tiempo, en Mecanica Cuantica.

La Ecuacion de Schrédinger independiente del tiempo y en una dimensién es
d2
12 (z )+ﬁ[E U] Y(x) =0
con 4 la “masa” de la particula; E los niveles de energia y U(x) el potencial al cual estdsometida la particula.

En el caso que estudiemos un potencial U(x) = %uuﬂxz en el cual la frecuencia angular del oscilador viene
representada por w. La ecuacién de Schrodinger se convierte en

d? 24 [

o)+ 3 | B = guee?] v =0

2

haciendo un cambio de variable £ = x1/uw/h para adimensionalizar la ecuacién, se obtiene
2F
" 2
/= _ =0
W)+ [m ¢ ]w@)

la cual corresponde a la forma autoadjunta de la Ecuacién de Hermite y por lo tanto identificamos

2E 1
E:QnJrl = E(n+2>hw

con lo cual comprobamos la forma como viene cuantizada la energia en este sistema y la energia del estado
fundamental. Por su parte, la funcién de onda se podraexpresar en la base de soluciones de esa ecuacion

6) = ch 1/%(5) = Z Cn e_gz/an(g)
n=0 n=0
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154

y se mantenemos la normalizacién

)1/4 1

21n)!

/_O:o P2(&)de =1 con ¢, = (%

4.3. MAPLE y los polinomios ortogonales

MapleV (9.5 y superiores) tiene predefinidos, como funciones., la mayor parte de los polinomios ortogo-
nales, Vale decir.

= Legendre y sus asociados tanto de primera : LegendreP(n, x), LegendreQ(n, x), como de segunda
especie LegendreP(n, u, x), LegendreQ(n, u, x);

s Hermite HermiteH(n, x)

Thebyshev de primera y segunda especie ChebyshevT(n, x) y ChebyshevT(n, x), respectivamente.
= Laguerre: LaguerrelL(n, a, x)
= Jacobi: JacobiP(n, a, b, x)

donde n indica el orden del polinomio y x la variable con la cual se expresa. También existen varias bibliotecas
o paquetes que presentan facilidades para manipular polinomios ortogonales. Entre ellas podemos mencionar

= OrthogonalSeries Paquete que permite manipular series de polinomios ortogonales. Permite expresar
una funcién polinémica como serie de polinomios ortogonales, multiplicar, sumar, derivar, cambiar de
base de polinomios, entre otras
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> restart;with(OrthogonalSeries)

> poli := 1+2%x+3*x"3 +4*x75;

> S1 := ChangeBasis(poli,ChebyshevT(n,x)) ;
> 82 := ChangeBasis(poli,HermiteH(n,x)) ;

> 83 := ChangeBasis(S1,HermiteH(n,x));

Incorpora la biblioteca OrthogonalSeries; define un polinomo poli = 4z° + 323 + 22 + 1 lo expresa
en serie de potencias en base de los polinomios de Tchebyshev (S1); o lo expresa como serie en la base
de polinomios de Hermite (52); Toma la serie S1, expresada en la base de polinomios de Tchebishev
y las transforma a la base de polinomios de Hermite.

= numapprox Paquete de subrutinas para aproximar funciones en término de series de algunos polinomios
ortogonales.

with(numapprox) :
chebyshev(cos(x), x);

Expandira la funcién cosz en series de polinomios de Tchebychev.

= orthopoly. Un paquete casi obsoleto que habra de ser eliminado tras la incorporacién de los polinomios
ortogonales como funciones nativas de Maple

4.4. Planteamiento General para Polinomios Ortogonales

Hemos considerado un par de ejemplos de Polinomios Ortogonales. En ambos podemos idenficar algunas
caracteristicas comunes. En base a estas caracteristicas comunes definiremos otras familias de polinomios
ortogonales.

Nomenclatura \ Nombre \ a \ b \ w(z) \ N, \ Ny ‘

2

P, (x) Legendre -1 1] 1 1 1
G

T, (x Tchebychev 1E | —1 1 _— — s

() y N 2

Uy () Tchebychev 2E | —1 | 1 V1—2? 5

H,(z) Hermite —00 | 0o e 2"nl\/T

L, (x) Laguerre 0 | o e 1

Lo (x) Laguerre G 0 |oo|a% ® cona>-—1 W

P8 () Jacobi -1 ] 1 (1—2)*(1+2)7 | ver leyenda

Cuadro 1: Propiedades genéricas de los Polinomios Ortogonales, N,, indica la norma del polinomio de grado

gotA+l T nr 1
n. En el caso de los polinomios de Jacobi, la norma es N,, = (ntatDin+5+1)
m+a+p+1 nll(n+a+pG+1)

a>—-1lypg>-1
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4.4.1. Producto interno genérico, Norma y ortogonalidad

Los polinomios ortogonales se definen como un conjunto de polinomios {p,(z)} de orden n definidos en
un determinado intervalo a < x < b, los cuales son ortogonales respecto a una definiciéon de producto interno

b
(Pm |Pn) = / W()Pm (2)pr(x)dx = hpdpm  con w(z) > 0 una funcién peso en a <z < b

que garantiza que la norma sea finita en ese intervalo. Dado que el Teorema de Weierstrass garantiza que el
conjunto de polinomios {1, z,z?%,--- 2", -} es una base completa para un espacio vectorial E*, se procede
a ortogonalizar esa base con la definicién de producto interno y el intervalo que corresponda. Para cada caso
tendremos una base ortogonal de polinomios.

’ Polinomio \ Un, ‘ w(x) ‘ q() ‘
P, (—1)"2"n! 1 1—a®
(_1)n n+1 1 1 _ 2
T, = 2" (n + 3) N 1-z

(_1)n n+1 3 2 _x2
U, W2+r(n+§) Vi—a? |1

H, (=™ e 1
L, n! e ” T
LY n! x%e™" T

Cuadro 2: Funciones para determinar la Férmula de Rodrigues generalizada

Haremos ahora un catdlogo de las propiedades més resaltantes de estos polinomios. En el cuadro 1
resumimos las propiedades mas resaltantes, com lo son: la funcién peso en el producto interno, el intervalo
en el cual estan definidas estas fuciones y su norma.

4.4.2. Foérmula de Rodrigues genelarizada

En general todos los polinomios ortogonales {p,(z)} vienen definidos por la férmula de Rodrigues gene-

ralizada
1 d»

W@ (w(x)q(z)"™)

donde w(z), q(x) y p, vienen especficados en el cuadro 2 para cada conjunto de polinomios ortogonales

Pn (JZ) =

4.4.3. Ejemplos de Polinomios Ortogonales

Utilizando la férmula de Rodrigues generalizada, podemos construir algunos polinomios generalizados.
El cuadro 3 muestra algunos de ejemplos de estos polinomios ortogonales

4.4.4. Relaciones de Recurrencia

También se pueden formular, de manera genérica las realciones de recurrencia. Obviamente, las relaciones
de recurrencia también constituyen una forma alternativa de ir construyendo los polinomios ortogonales. Asi,
un polinomio ortogonal genérico, p,(x), cumplird

pn+1(x) = (an + xbn)pn(x) - Cnpnfl(l')

El cuadro 4 contiene las expresiones de los coeficientes para construir las relaciones de recurrencia generali-
zadas para cada uno de los polinomios
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’Polinomio\n:()\n:l\ n=2 \ n=3 \ n=4
T T _ . T
P, 1 T i(3x2 -1) i(5:& — 37) §(35”4 —302% + 3)
T, 1 x 2% — 1 423 — 3z 8zt —8x? +1
U, 1 2 472 — 1 8z° — 4z 162* — 1222 + 1
H, 1 2 427 =2 8z3 — 122 1627 — 4822 + 12
L, 1 1—a | 22— 2041 | ZH(@® —92% + 18z — 6) | o;(¢* — 162° 4 7227 — 96w + 24)

Cuadro 3: Ejemplos de Polinomios Ortogonales

’Polinomio an, \ by, \ Cn
P, 0 n+1 n
n+1 n+1

T, 0 2 1

U, 0 2 1

H, 0 2 2n

I 2n+1 1 n
" n+1 n+1 n+1
1o 2n+1+a 1 n+ «
" n+1 n+l | n+1

Cuadro 4: Funciones para determinar la Relacién de Recurrencia Generalizada

4.4.5. Funcion generatriz generalizada

Para todos los polinomimos ortogonales podemos definir una funcién generatriz G(z,t), de tal manera
que cada uno de los polinomios ortogonales {p,(x)} serd proporcional al coeficiente de t" del desarrollo en
series de Taylor, en potencias de t alrededor del punto z = 0. Esta funcién generatriz que constituye una
forma alternativa de definir los polinomios ortogonales viene expresada por la serie

oo
G(x,t) = Z Chnpn(z) t" con a, constante
n=0

Las funciones generatrices no son exclusivas de los polinomios ortogonales. Como veremos mas adelante,
existen funciones generatrices para las funciones de Bessel.

4.4.6. Ecuacién diferencial para los Polinomios Ortogonales

Cada uno de los polinomios ortogonales habra de ser solucién de una ecuacién diferencial ordinaria de la

forma
d?p, () dp, ()
dx? dzx
En el cuadro 6 mostramos las expresiones para los coeficientes de las ecuaciones correspondientes a las
ecuaciones diferenciales para las cuales cada uno de los polinomio ortogonales es solucién

ga() + g1(x) + appn(z) =0
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| Polinomio | Cp \ G(z,t) ‘
P, 1 .
v1-— 22$t + 2
1-1¢
T, —_—
1— 2.%‘751—1— 12 +
n 1 —
. 1—2xt 42
" o e2wt7:1:2
n'
17l
Ho, on) cos(2xt)et”
I -
Hopya 20+ 1) sen(2zt)e
1 wt
L, 1 1 te_ -t
1 xt
Lo 1 LIPS =
" -0

Cuadro 5: Funciones para determinar la funcién generatriz generalizada

| Polinomio | gy(x) | g1(x) \ ap, ‘

P, 1—2? —2x n(n+1)

T, 1— 22 —x n2

U, 1—2? -2z n(n+1)

H, 1 -2z 2n

L, T 1—=x n

LY x l-z+4+a n

por 1—-2? [ B—a—2z2+a+p8) [ nn+a+B+1)

Cuadro 6: Funciones para determinar la ecuacion diferencial para la cual son solucién los polinomios orto-
gonales

4.5. Un par de aplicaciones de ejemplos
4.5.1. Interpolaciéon polinomial de puntos experimentales

Muchas veces nos encontramos con la situacién en la cual tenemos un conjunto de (digamos n) medidas
o puntos experimentales {(z1,y1 = f(x1)), (2,92 = f(z2)), -, (@n,yn = f(xn))} y para modelar ese
experimento quisiéramos una funcién que ajuste estos puntos. El tener una funcién nos provee la gran ventaja
de poder intuir o aproximar los puntos que no hemos medido. La funcién candidata mdas inmediata es un
polinomio y debemos definir el grado del polinomio y la estrategia que aproxime esos puntos. Si queremos
aproximar esos puntos por una recta el Método de Minimos Cuadrados es el més utilizado”. Puede ser que
no sea lineal el polinomio y queramos ajustar esos puntos a un polinomio tal que éste pase por los puntos
experimentales. Queda entonces por decidir la estrategia. Esto es si ajustamos la funcién como “trozos”
de polinomios que ajusten a subconjuntos {(x1,y1 = f(x1)), (x2,y2 = f(x2)), , (Tm,Ym = f(zm))} con
m < n. de los puntos experimentales En este caso tendremos una funcién de ajuste, para cada conjunto de

TPara detalles pueden consultar Luis A. Nifiez Formulario de Métodos Matematicos 1. Grupos, SubEspacios,
Independencia Lineal y Bases para un Espacio Vectorial Lineal http://webdelprofesor.ula.ve/ciencias/nunez/
cursos/MetodosMatematicos1/B2005/Met1ClsEspVect105A. pdf

Luis A. Nurez Universidad de Los Andes, Mérida, Venezuela 42


http://webdelprofesor.ula.ve/ciencias/nunez/cursos/MetodosMatematicos1/B2005/Met1ClsEspVect105A.pdf
http://webdelprofesor.ula.ve/ciencias/nunez/cursos/MetodosMatematicos1/B2005/Met1ClsEspVect105A.pdf

Serie de Series... Formulario de Métodos Matemaéaticos 2

Punioe o lntarpolacion Logendre

Figura  3: En el lado izquierdo se muestran los puntos experimentales  son
{(2,8), (4, 10), (6,11),(8,18),(10,20), (12,34)} y a la derecha la funcién polinémica que los interpola

puntos. También podemos a ajustar la funcién a todo el conjunto de puntos experimentales y, en ese caso el
maximo grado del polinomio que los ajuste serda de grado n — 1. Para encontrar este polinomio lo expresamos
como una combinacion lineal de Polinomios de Legendre. Esto es

1 Y1 = f(l'l) = C()P()(.’E1) + Clpl(xl) 4+t Cn71Pn71(331)
n— = :CP CP Cn—Pn_
P) = flz) = Y CpPi(z) = 5.‘12 f(z2) = CoPo(z2) + C1Pi(22) + -+ + Cp1 Pro1(2)
k=0

Yn = f(xn) = COPO(xn) + Clpl(xn) + -+ Cnflpnfl(xn)

que no es otra cosa que un sistema de n equaciones con n incégnitas: los coeficientes {Co, Cy,--- Cr—1} Al
resolver el sistema de ecuaciones y obtener los coeficientes, podremos obtener la funcién polinémica que
intermpola esos puntos. Una expansién equivalente se pudo haber logrado con cualquier otro conjunto de
polinomios ortogonales, que ellos son base del espacio de funciones. Es importante hacer notar que debido
a que los polinomios de Legendre estd definido en el intervalo [—1,1] los puntos experimentales deberdn
re-escalarse al ese intervalo para poder encontrar el polinomio de interpolacién como combinacion lineal de
los Polinomios de Legendre.

Consideremos los puntos experimentales representado en la figura 3. Al construir el sistema de ecuaciones
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obtendremos

—8+Cy—C1+Cy—C34+C4—C5 =0
—10+Co—2C1+ 5 Co4 5 C3 — FCy+ 552 C5 =0
—11+4Cy—tC1—RCo+ £Cs+ B Cy—5LC5 =0

184+ Co+1+C1— 5 Co— 5 Cs+ HxCa+ 35 Cs =0

20+ Co+2C1+5:Co— 5 C3 — FCy— 5352 C5 =0

—34+Co+C1+Co+C3+Cy+C5 =0

y al resolver el sistema obtendremos que

o _ 2249 3043 1775 175 625 14375
07 a4 YT 3360 2T 04’ P 2160 YT 3360 0 3024
con lo cual
2249 3043 1775 175 625 14375
— — P(2,2)— —2p 222 p4 —=%p
Pl)=f@) =T+ 336 *F 500 3%~ 516 P G) + 335 P (h2) + 5550 P (5,2)

la interpolacion queda representada en al figura 3.

Es importante senalar que mientras méas puntos experimentales se incluyan para la interpolacion, el
polinomio resultante serd de mayor grado y, por lo tanto incluird oscilaciones que distorcionaran una apro-
ximacién maés razonable. Por ello, la estrategia de hacer la interpolacion a trozos, digamos de tres puntos en
tres puntos, generard un mejor ajuste, pero serd una funcién (un polinomio) continuo a trozos.

4.5.2. Cuadratura de Gauss-Legendre

Una de los usos més comunes de los polinomios ortogonales es para aproximar funciones, en particular
integrales que requieren ser resueltas numéricamente. La idea es aproximar una integral, para una funcion
f(z), definida en el intervalo [a,b] y suficientemente bien comportada, por una suma finita de términos
ek f(xr) v estimar el error que cometemos en esta aproximacion. Esto es

N

b
/ f(z)dx = chf(fk) + En

k=1

Noétese que la intencién es utilizar la funcién a integrar evaluada en un conjunto de puntos estratégicos para
los cuales estan definidos unos coeficientes, también inteligentemente seleccionados. Es decir se requieren 2N
nimeros (¢ y los 2 con k = 1,2,--- N). Mds atin, esas 2N cantidades pueden ser seleccionadas de forma
tal que la aproximacién es exacta Ey = 0 cuando f(z) es un polinomio de grado < 2N — 1

Supongamos, para empezar que la funcién f(x) estd definida para x € [—1,1]® y por lo tanto los polinomios
ortogonales que seleccionaremos para aproximar la integral (y la funcién) serdn los del Legendre (igual
pudimos haber utilizado los polinomios de Tchebychev), con lo cual

3 P, dond i L 1d P L 1d
f(m)—kzzoak () onde, como siempre aj, = (n—l— 2) [1 z f(z) k(m)yao_§/,1 z f(z)

8ésta no es una limitacién muy severa porque siempre podemos hacer un cambio de variable del tipo z = (b*T“> t+ (HT“)

y convertir cualquier intervalo cerrado [a,b] en un intervalo cerrado [—1, 1]
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Con lo cual

1 N N ) 9] N
[ raem Y sy =Y o (z anpn<xk>> S (z ckpnm))
—1 k=1 k=1 n=0 n=0 k=1

quedan todavia por determinar los pesos c; y los puntos zy. Para ello procedemos de la siguiente forma.
Notamos que Py(x) tiene N raices, = x;, en el intervalo —1 < 2 < 1. Entonces, si seleccionamos esos
puntos & = x; para evaluar la funcién f(xzy) se anulan el coeficiente para el término ay y, ademas podremos
encontrar los pesos ¢ resolviendo el sistema de N ecuaciones de la forma

N N N
cPo(wj) =Y ¢;=2 A Y ¢jPe(a;) =0 parak=1,2,---N—1

j=1 j=1 j=1

donde los Py (z; son los distintos polinomios evaluados en las raices del polinomio de grado N, i.e. Py (x;) =0
Se puede demostrar que la solucién de este sistema provee los pesos escritos de la forma

2
v dPy (z) ’
1 — 2 ﬂ
( xj) ( d z—%‘)
Maés atin, podremos, de esta forma, escribir
1 N o] N
/ f(z)dz = Z e f(xg) =2a0 + En con By = Z an (Z CkPn(Ik)>
-1 k=1 n=N+1 k=1

pero como
1 1 N
aOZ%/_ldxf(l‘) :>/_1dxf(x)=;Ckf($k>_EN

Es decir, demostramos que es posible aproximar la integral del la funcién con un promedio pesado de la
funcién evaluada en unos puntos estratégicos. Los puntos estratégicos son los ceros del polinomio de Legendre
de grado igual al niimero de puntos con los cuales se quiere aproximar la funcién y los pesos vienen de resolver
las ecuaciones para los coeficientes de la expansion.

En el cuadro 7 se ilustran los valores de los puntos de interpolacién y sus pesos correspondientes.

Es inmediato comprobar que si f(z) es un polinomio de grado < N — 1 la aproximacién es exacta y el
error es nulo. Pero lo que realmente hace 1til a este tipo de aproximaciones es que también serd exacta para
polinomios de grado < 2N — 1. Esto se puede ver si expresamos un polinomio de grado 2N — 1 como la suma
de dos polinomios

f(z) = Pn(2)Yi(z) + Ya(2)

donde Y7 y Y5 son polinomios de grado N — 1. Entonces, al integrar miembro a miembro

/11 dz f(x) = /11 dz Py(z)Y1(z) +/11 dz Ya(z)

=0

el primer término se anula por ser Py, ortogonal a cualquier polinomio de grado inferior, y el segundo
término no es mas que el caso que analizamos anteriormente de un polinomio de grado < N — 1
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N | z; = fsolve(P(N,x),x,complex) | ¢; = s | 2N -1
dPN(JZ)
(L)
] 2 \ +0,5773502692 \ 1,0 \ 3 ‘

3 0,0 0,88888889 )
+0,7745966692 0,55555555

4 +0,3399810436 0,65214515 7
+0,8611363116 0,34785485

5 0,0 0,56888889 9
+0,5384693101 0,47862867
£0,9061798459 0,23692689

6 +0,2386191861 0,46791393 11
+0,6612093865 0,36076157
+0,9324695142 0,17132449

Cuadro 7: Puntos y pesos para una cuadratura de Gauss-Legendre

4.5.3. Estrategia General para cuadraturas de Gauss

Para el caso general. Vale decir la aproximacién de una integral

b N
/ dz w(z)f(z) = Z crf(xr)
a k=1

donde las {x1,---x, - xn} son los ceros del polinomio ortogonal, de grado N, py(z), elegido para hacer

esta aproximacién. Los N pesos {c1,- ¢k, -cn} surgen de resolver el sistema de ecuaciones
N h b N
ch = —g con hy = / w(z)pi(r)dz A chPk(acj) =0 parak=12---N-1
i Py a .
j=1 j=1

Asi para aproximar integrales con funciones pesos, w(z), utilizaremos cuadraturas adaptadas a los polinomios
ortogonales. Esto es

[o¢]

/(@)
Nz

o) 1
/ dz e™" f(x) = Laguerre / dzx e_mzf(x) = Hermite / dx = Tchebychev
0 -1

5. Series y transformadas de Fourier

5.1. (Generalidades

Otro de los casos de expansién en una base completa de funciones lo constituyen la base de Fourier. En este
caso la serie de Fourier la constituyen funciones continuas, reales de variable real y definidas en [0, 27], C[%OQW],

en término de funciones trigonométricas. Esto es el conjunto de funciones {|u1), |uz2), |us), - ,|u,) -}
representadas por

[ug) =1, |ugy,) = cosnx y [ug,—1) = sennx, conn=1,23,---
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sawtooth wave

Square wave

AN . TN
L 0.
0.5 .
| 0.
0.5 1.5 i3 0.
-0.5 0.
—L

triangle wave

1
0.5 0.8
X 0.6
0.5 1.5 T 0.4
-0.5 n.2
X
-1 0.5 L 1.5 2 L

Figura 4: Expansiones de Varias funciones en sumas parciales de Series de Fourier. Tomado de Eric
W. Weisstein. Fourier Series. MathWorld-A Wolfram Web Resource. http://mathworld.wolfram.com/
FourierSeries.html

Es claro que {|u1), [uz), |ug)---,|u,), -} es un conjunto de funciones ortogonales por cuanto
fo% dz sennzsenmz =0
0 si n#m fo% dx cosnzsenmz =0
fozﬁ dx cosnxcosmz =0
(Un ) = G [[0)]* =

fo% dz =2r

Iu.)|* si n=m fo%dm cos’nx =7

2m
Jo " dz sen®nz =7

conl=1,2,3,--- también. Por lo tanto, podremos construir una base ortonormal de funciones
{le1), le2), les), -+ ,|en), -} de la forma
eo) = =, lesn) = oot =
ey) = — €9,) = —— COsSNnT €2p—1) = —= SennNI.
0 \/g’ 2n ﬁ y 2n—1 \/’]T'

Tal y como se muestra en la figura 4 disntintas funciones pueden ser expandidas con sumas parciales de
Fourier. A diferencia de las series de potencias, que imponen que las funciones a ser expandidas deben ser
continuas y continuamente diferenciables en el intervalo, la series de Fourier pueden representar funciones
continuas a trozos, siempre y cuando cumplan con algunas condiciones.

Por lo tanto cualquier funcién definida en el intervalo [0, 27] puede expresarse en términos de esta base
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como
\/%fo%dx f(x) =co = ag si i=0
If) = Zci le;) =ci= (e |f)= f dz f(z) cos(nz) = cop = am si i=2n
=0

f dz f(z) sen(nz) =cop_1=by si i=2n-1

donde los ¢; son los coeficientes de Fourier, con lo cual

50 z:: an, cos(nz) + bysen(nz))

y equivalentemente si el periodo es Ty para un un xy genérico

ap = T $O+Td f(z)
- 2 2 .
F(x) = % + Z <an cos ( 7;”) + bpsen < 7;7}96)> con § a,= % f;’o‘ﬁT dz f(x)cos (2522)
n=1
b, = 2 ;:JFT dz f(z) sen (2Z2%)

La figura 4 muestra la aproximacién de las distintas sumas parciales para distintas funciones. A medida que
aumentamos el nimero de términos la aproximacién mejora. Nétese que hemos utilizado F(z) = Foo(x) para
indicar el limite de la suma parcial Fn(z) para n = N de la expresién de una funcién f(x) expresada en
series de Fourier.

Pero més ain, podemos expresar la expansién de una serie de Fourier de manera méas compacta atenden-
diendo a las expresiones anteriores. Esta expresion se conoce en algunos ambitos como la expresion integral
para la series de Fourier

F(z) = \/12?/0% dt f(t)
+§:1 (( 0277 dat £(t) cos(nt)) cos(nz) + (

2m

dt f(t) sen(nt)) sen(nm))

0

F(z) = m/%dtf +Z/ dt f(t) cos(n(t — z))

También es muy comin expresar una serie de Fourier en término de una base compleja. Vale decir
{- | r) - ~} e {rem* } con k =0,+1,+2,---. Con lo cual

=& L GlD 1 ik
k;w0k|¢k>:k;w0ke con Cj = <(5k|q;k> %/ dz e f(z)

Utilizando esta otra expresién podremos reescribir (una vez més) la expresién de una suma parcial de la
Serie de Fourier. Dado que

™

ay cos(nx) + by, sen(nx) = % / dt f(t) cos(n(t — x))

—T
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tendremos que

F,(z) = % + ; a cos(kx) + bysen(kz)) = — + 2 < /7; dt f(t) cos(n(t — x)))

[Lasofz ey (o Wf)}]

y al sumar la progresién geometrica que representa una serie de exponenciales llegamos a

sen((n—i—%)(t—x))]_ 1 (7

R

1 T
Fo(z) = Gy

sen (3 (t — 2)) = or dt f(t) K(z,n,t)

—T —T

dt f(t) [
la cual siempre es convergente y el término

Kl 1) = [ ((n+3) x))]

sen (3(t — z))

se conoce como el nucleo de la transformacién de F', el (Kernel) de Dirichlet

La pregunta béasica que sigue es, en todos estos casos,: ; como se relaciona la expansién de Fourier
If) < F(x) con la funcién f(t) que genera los coeficientes de la expansién 7 Nétese que es una forma de
mirar una relacién entre F(x) < f(¢). Pasamos de f(t) a F(x) mediante una “transformacién”

F,(z) = %/ﬂ dt f(t) K(z,n,t)

—T

Este tipo de relaciones se denomina transformacién integral y en particular ésta es una de las expresiones
de las llamadas Transformaciones de Fourier las cuales trataremos més adelante en la seccién 5.6.

5.2. Las Condiciones de Dirichlet y el Teorema de Fourier
5.2.1. Condiciones de Dirichlet

Las condiciones que una determinada funcién f(z) debe cumplir para poder ser representada como una
serie de Fourier, se conocen con el nombre de condiciones de Dirichlet? las cuales pueden ser esquematizadas
en los siguientes puntos. Para que una funcién f(z) sea susceptible de ser expandida en series de Fourier
debe ser

= periddica

» univaluada y continua a trozos (continua menos, en un ndimero finito de puntos) con un nimero finito
de maximos y minimos

s la integral f /2 dz|f(x)| debe ser convergente. Donde [—T'/2,T/2] quiere indicar el intervalo de defi-
nicién de una funcién con periodo T'.

Podemos formalizar un poco maés las condiciones de Dirichlet en el llamado Teorema de Fourier.

9Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet 1805 - 1859 Mateméatico Aleman con importantes contribuciones en Teorfas
de numeros Algebraica, Series y aproximaciones de funciones y ecuaciones diferenciales parciales
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5.2.2. Teorema de Fourier
Sea f(z) una funcién en el intervalo —m < & < 7 y definida para el resto de la recta real tal que cumpla
con f(x =2m) = f(x). Es decir f(x) es 2r—periddica. Supongamos ademds que existe
T _ 1 7T .
/ dz f(z) conlocual Cj = 2—/ dz e ™ f(z) con k=0,%£1,42,---.
- ™J_x

y si | f(x)] estd acotada para un intervalo [a,b] con —7 < a <z < b < 7, entonces

oo
~ . 1
F(z) = Z Cre ™ es convergente al valor F(z) = = ( lim f(z+e¢e)+ lUm f(z— e))
2 \e—04 e—0_
k=—o0
y si f(z) es continua en x = xy entonces F(xg) — f(z0).
En este punto se pueden puntualizar varias cosas
» El valor F(z) = 3 (lime_o, f(z +¢€) +1imc_o, f(z —¢€)) al cual converge la expansién de Fourier,

cobra particular importancia cuando el punto x = zg es una discontinuidad. Tal y como veremos mas
adelante (seccién 5.5) y expresa este teorema, las series de Fourier son particularmente apropiadas
para expandir funciones discontinuas (en un niimero finito de puntos en el intervalo), sin embargo,
por ser una base de funciones continuas no puede reproducir la discontinuidad como tal. La expansién
de Fourier alrededor de un punto de discontinuidad & — x4 tenderd al valor F(x) — F(xy0) = F,
donde F,,, = w Es decir, tendera al valor medio de los valores de la discontinuidad por la
izquierda F'(x_¢) y por la derecha F(z).

= Si los coeficientes de Fourier tienen variaciones acotadas en el intervalo y [Cy| — 0 con k — oo.
Entonces

— A I 1 o 1 [
Yo IGE = | drlf@P e gaf+ ) lan+bil=— [ delf(x)

—r ™ J =

k=—o0 n=1

que no es otra cosa que la expresion de la completitud de esta base de funciones.

5.3. Algunos ejemplos de expansiones en series de Fourier

Para ilustrar esta relacién entre la funcién f(x) y su expansién en serie de Fourier F(z) analicemos
algunos ejemplos tipicos
5.3.1. Ondas Cuadradas

Para empezar, el caso de una funcién muy conocida en el ambito de los circuitos eléctrico. Una onda
cuadrada

-1 si —4T<t<0

T T
2 [z 2mnt 4 [z o2mnt
f(t) = ébn:T/Q dt f(t) Sen<7;l)T/2dtf(t) sen(?)

+1 si0<t< 3T - 0

porque los coeficientes pares (a,) se anulan. Entonces

by = 2 1--=D" =f@= % (senwt +

sen3wt n sendbwt n sen7wt n
3 5 7

nm
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Figura 5: Un par de funciones, definidas con un perido 7', a ser expresadas en como expansiones en Series
de Fourier. En los cuadrantes I y II, encontramos una onda cuadrada. La primera (cuadrante I) definida en
un intervalo (—%, %) y en el cuadrante II la misma funcién definida en un intervalo (0,T). El cuadrante III
ilustra las aproximaciones de la serie de Fourier para n = 3,7, 20, mientras que el espectro de potencia se
presenta en el cuadrante IV. La onda “diente de sierra”, definida en un intervalo (0,7, se presenta en el
cuadrante V. Sus aproximaciones en series de Fourier para n = 3,7, 10 se pueden observar en el cuadrante

VI, mientras que el espectro de potencia en el cuadrante VII.

los coeficientes pares by, se anulan y ademds hemos denotado w = 27/T. Al definir la funcién w podemos

interpretar los coeficientes de Fourier a,, b,, como las contribuciones de cada uno de los arménicos a.,, b, —

2 . . . . . .
Wp = 7?/ . A partir de estas contribuciones se construye el espectro de potencia, el cual estd relacionado

con la energia que aporta cada uno de estos arménicos. Por ello construimos un indice E,, = /a2 + b2 y
graficamos F, vs n tal y como se puede comprobar en la figura 5, cuadrantes IV y VII. Se encuentra que se
puede asociar un espectro de potencia a cada senal y con lo cual realizar una especie de identificacion.

En este punto podemos hacernos un par de preguntas

= ; qué hubiera pasado si en vez de considerar el intervalo (f%, %) hubieramos considerado (0,7") ?
= ; tendriamos el mismo desarrollo en serie de Fourier 7

= ; el mismo espectro 7

Justifique sus respuestas.

5.3.2. Variedades de dientes de sierra

Otra funcién muy comin es la denominada dientes de sierra

a= 2 fOT dt f(t) =aT
T TN
f(t)y=at si0<t<T conaconstante =>{ 0n = Z [y dt f(t)cos (332) =0
T o —aT
by, = % Jo dt f(t) sen (%) =

niw
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si adicionalmente suponemos a = 3, tendremos que la expansién en serie tomaria la forma

6sen (mt) 3sen(27t) 2sen(3wt) 3sen(4dmt) Gsen(57i) n
™ T s 2m o

fit)y=3t=3- para 0 <t < T

La figura 5 (cuadrantes V y VI) muestra la construccién de esta funcién y su representacién en Series de
Fourier.
A partir de esta funcién podemos hacer unas variaciones. Por ejemplo considérese la funcién

T/2
o = Tfi/“/thf =0
-T T T/2 ™
flt)=at 817§t§§ con a constante = an = Tf ’1/“/2dtf COS(2Tt) =0
T/2 2mnt aT<_1)n
TfT/z f(t) sen (272) n
Claramente es una funcién impar f(—x) = —f(z) y asi lo refleja su expansién en series de Fourier. Si hacemos
a=3yT=2— w, =nr tendremos que la expresion para de la serie es
F(t) =3t = Gsen (m¢) 3sen(2mi) n 2sen (3mt) 3sen(4mi) n 6sen (5t) 4 con =T <i< T
us 0 m 27 o7 2 2

la cual, si bien es parecida no es igual a la anterior, debido que estamos expandiendo otra funcién.
Otra variacién posible de la funcién “diente de sierra” puede ser la versién completamente par del “diente”,

f(=z) = f(x). Esta es

T/2 a
ao = Tf1/“/2dtf :TT

- T ™ a((—1)"—
f(t) = . =\ W= Tf7/’32dtf () cos (2pt) = T

bn = TfT7/“32dtf (%) =0

En este caso son los términos impares los que se anulan. Adicionalmente, nétese que para n par, los coeficientes
pares también se anulan, Otra vez, si hacemos a =3 y T = 2 — w,, = n7 tendremos la serie
3  12cos(mt) 4cos(3mt) 12 cos(bnt) n -T T

con — <t < —

f@) =3 72 372 25 2 2 ='=7

5.3.3. Funcién cuadratica

Otro caso, complementario al anterior por sus propiedades de simetria, es la expansién en series de Fourier
de la funcién f(z) = 22 para —7 < z < 7. Entonces los coeficientes se la expansién serdn

= 2r?
ap =1 [T dx 2? :%
fl@)=2* =
p 4(-1)"
an = 2 [ dz 2? cos(nz) = 7;2712

va que los coeficientes correspondientes a los términos impares b,, se anulan. Con lo cual

*‘5‘42 " cos(nx)
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Nétese que como un resultado particular, al evaluar en x = 7, se tiene la funcién zeta de Riemann ((2)
o0 oo
- Z > =25 1
3 — L2
Pero este caso se presta también para considerar funciones no periédicas. Supongamos que queremos

desarrollar la expansién de Fourier para f(z) = 22 pero en este caso con 0 < z < 2. Si este fuera el caso,
empezamos por suponer que la funcién tienen un periodo, digamos 7' = 4. Esto es —2 < x < 2. Con lo cual

2 [? 4 [?
ay = 1/ dxzzzi/dxﬁfs
-2 0

3
2 [? 2 4 16 16
an = Z[gdx x2COS< 7r4nx> - 1/ da o cos <7T72m) T 2z T 7r2n2(71)n

Con lo cual tendremos que

O-’?\rlk

Ccos (%) para 0 < x <2

o0}

5.4. Consideraciones de Simetria en series de Fourier

Es de hacer notar que esta propiedades de simetria respecto al perfodo de la funcién (f(z) = f(—x)
simetria y f(z) = —f(—z) antisimetrfa) para un periodo —Z < z < T pueden y deben ser explotadas para
simplificar los calculos. Esto se puede resumir en

f(z) = f(~2) = { Z:jg y alternativamente f(z) = —f(—xz) = { Z:;g

Pero mas interesante atin es cuando estas propiedades de simet’ria se presentan en un cuarto del periodo.
Vale decir, que f(z) serd par o impar respecto a 7'/4 i.e. f (% + x) =4f (% — ;v) = f(—s) = £ f(s) donde

s=2L _ 4 Entonces
9 [ootT 2
"_T/xo dsf(s)sen(?s—F?)

1
Donde los limites de integracién no se han visto alterados porque la funcién es periédica. Es inmediato

comprobar que
2mns n ™ 2mns (Wn) n 2mns (Wn)
n — | =sen — 2P Y gen (—
se T 5 se T cos 5 cos T se 5

b= 2 ( () [ as stsen (B2 ) sen (1) [ s 16) co (@))

2k—
2

es decir

) = sen(rk) = 0y si n =2k — 1= cos (2-27) = 0. Ta misma consideracién
se puede hacer para los coeficientes a,, (queda como ejercicio para el lector) y se puede concluir que

por lo que si n = 2k = sen (M

» Si f(z) par en T'/4 entonces ag,—1 = by, =0

» Si f(z) impar en T'/4 entonces as, = ba,—1 =0
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1: o
= - ———
=/
ss
AT e .~/ % a®  m
X

Figura 6: Aproximacién por series de Fourier para la funcién escalén {f(z) =0 para —co <z <1y f(z) =
1 para 2 > 0} Las curvas corresponden a sumas parciales de Fourier: Fyq(x), Fioo(), Faoo(2),

5.5. Tratamiento de discontinuidades

Tal y como hemos mencionado, a diferencia de las series de potencias, las series de Fourier manejan razo-
nablemente bien las discontinuidades, pero por ser una base de funciones continuas, no puede reproducirlas.
Tal y como comentamos en el Teorema de Fourier (seccién 5.2.2) y muestra la figura 6 el valor de las sumas
parciales de Fourier en un punto de discontinuidad x = x1¢ serd el promedio de los valores F(x_g) (por la
izquierda) y F(x49) (por la derecha) en la discontinuidad. Esto es la expansién de Fourier alrededor de un

punto de discontinuidad  — x4 tenderd al valor F'(z) — F(2z49) = F,, donde F,,, = w

5.5.1. El Fenémeno de Gibbs

Pero también se muestra en esa figura 6 que, tanto por la izquierda como por la derecha la discontinuidad
de la funcién escaldon, las sumas parciales de Fourier oscilan y no convergen a los valores x4q. El comporta-
miento oscilante de las sumas parciales de Fourier alrdedor de las discontinuidades, que no desaparecen ni
en el limite se denominan fendmeno de Gibbs en honor a su descubridor Josiah Willard Gibbs!?

Para entender qué pasa en la discontinuidad consideremos una variacién de la onda cuadrada considerada
anteriormente (5.3). Entonces sus sumas parciales seran

1 sio<t<n

f(t) = = F5,(z) =
0 siT<t<2mw

Jsen ((2k — 1))

l\')\»—t

ARt

porque los coeficientes pares (a,,) se anulan. Para estudiar el fenémeno de Gibbs reescribimos la suma parcial
anterior de una manera ingeniosa

Fon(t) %—i— Z(/ ds COS(Qk_l)S):;-Fi/tdS kicos@k—l)s :;+iAtds<m>
=1

0

donde, utilizando la férmula de Moivre y convirtiendo esa serie de cosenos en una de exponenciales la cual,

10Josiah Willard Gibbs 1839 - 1903 Algunos lo consideran el primer Fisico Norteamericano, de hecho fue el primero en
recibir un titulo de doctorado por una universidad norteameicana (Yale University). Hizo importantes aportes en electromagne-
tismo y sobre todo en termodindamica y fisica estadistica, sentando las bases matematicas para estas disciplinas. En matemdticas
es conocido su estudio de las oscilaciones de las expansiones de las series de Fourier en los puntos de discontinuidad. Més detalles
http://wuw-history.mcs.st-and.ac.uk
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a su vez es una progresién geométrica (y le queda la comprobacién al lector), hemos sustituido

Z cos(2k — 1)s = sen(2ns)

sen(s)

Es inmediato convencerse que las sumas parciales F¥, (z) siempre tendran maximos y minimos
dFs, (z)  sen(2nx)
dz sen(x)

mm
=0 =parar=— conm=1,2,3,---
2n

Las Series de Fourier tienden a sobre-estimar el valor de los puntos de discontinuidad en £18% esto es
un valor de ~ 1,1789797. La inclusién de mds términos en las sumas parciales no mejoran la situacién. El
fenémeno de Gibbs no se restringe a Series de Fourier sino que también se presenta en las demds series de
funciones (ver detalles en la referencia | D -

El fenémeno de Gibbs fue observado j experimentalmente ! por primera vez por Albert Michelson'! Para
finales de 1800 Michelson habia creado un dispositivo mecanico para medir las componentes de Fourier de
senales eléctricas. Al incorporarle una onda cuadrada observé que una oscilacién inesperada en los puntos
de discontinuidad. Creyé que esa oscilacién se debia a defectos del dispositivo. Luego de probar multiples
tipos de senales periddicas y observar un comportamiento similar, decidié comentéarselo a su amigo Willard
Gibbs, de la Universidad Yale. Al poco tiempo Gibbs volvié una explicaciéon que dejé intacta la fama de
Michelson como instrumentista. El fendmeno es una consecuencia de la teor’ria de series de Fourier y no del
equipo disefiado por Michelson'?

5.5.2. Correccién al fenémeno de Gibbs: Factor ¢ de Lanczos

Una de las estrategia para corregir las oscilaciones del fenémeno de Gibbs se le debe a Lanczos'? Consi-
derando el mismo caso de la funcién onda cuadrada, se puede intentar sustituir la funcién oscilante Fy;(z)
por su promedio F¢(z) alrededor del punto z. Vale decir

. _ n [*ten . n [T 11 2. 1
Fu) = @ =1 [ Tasmge =1 [ Tas|ge 25 g2k 1)

™ b s
n

2n

desarmando tendremos que

zﬁc n m+é%'d 1 2 n 1 o 1
S B R S = CEY
n|w 2 — oton
= —|—=+= 2k — 1
T 2n+7rz(2k 1)2COS(( )s) o
k=1 T3y,
_ 1 2 1 en (£(2k — 1))
Fy = = f§ 2n 2k —1
2n(x) 2‘+7W k4172k'_ 1 §%< k 1) Sen(( )$)

[ea

1 Albert Abraham Michelson Strelno, Prussia, 1852 - Pasadena EEUU. 1931. Premio Nobel en Fisica (1907) uno de los
fisicos experimentales més habilidosos de todos los tiempos. La precisién y lo ingenioso de los instrumentos creados por él son
famosos. Con importantes contribuciones en medidas de fenémenos en éptica. Una de sus contribuciones mds conocidas son los
experimentos para mostrar la inexistencia del Ether como medio de trasmisién para el fenémeno electromagnético. Més detalles
http://nobelprize.org/physics/laureates/1907/michelson-bio.html

12Més detalles http://en.wikipedia.org/wiki/Gibbs_phenomenon

13Cornelius Lanczos 1893 - 1974 Hungria. Matemético hingaro con contribuciones importante en Relatividad y Fisica
Tedrica. En matematicas es conocido inventar la transformada rapida de Fourier. Mds detalles en http://www-history.mcs.
st-and.ac.uk/Biographies/Lanczos.html

Luis A. Nunez Universidad de Los Andes, Mérida, Venezuela 55


http://nobelprize.org/physics/laureates/1907/michelson-bio.html
http://en.wikipedia.org/wiki/Gibbs_phenomenon
http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Biographies/Lanczos.html
http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Biographies/Lanczos.html

Serie de Series... Formulario de Métodos Matemaéaticos 2

Con lo cual hemos identificado el factor o de Lanczos. Siguiendo este mismo proceso se puede generalizar
para cualquier funcién de tal modo que una serie de Fourier genérica podra ser corregida con un factor o
para lograr

— 0_
_?gw

n (b ] ay cos(kx) + brsen(kx)) = ?O Z (ay cos(kzx) + bysen(kx))
k=1

5.6. Tranformadas de Fourier

La transformada de Fourier representa (como combinacién lineal de funciones sinusoidadesl) a funciones
definidas en toda la recta real y/o sin una periodicidad definida. Puede ser considerada como la generalizacién
de la representacion en serie de Fourier, y es mayormente utilizada para expresar funciones que varian en el
tiempo con el tnico requisito que tengan norma acotada, i.e. ffooo d¢ | f(t)] finita

Hemos visto en 5.1, que podemos expresar una funcién en término se series de Fourier complejas

oo o0

S Gl = Y G ™ o f)= Y Gt = Y Guetent

k=—o00 k=—o00 n=-—0oo n=-—oo

donde hemos definido w = 22Z. Ahora bien, podemos hacer T — oo con lo cual [-T/2,T/2] — [—o0, 0]
pero ademas

T/2

2 Cpypdt f(2) >
T—ooo = % =Y Av—dw vy ademds T/Q# — 0 ya que / dt f(t) existe y es acotada.
n

— 00

Si recordamos la expresién que toman los coeficientes de la expansion

~ <&n|f> _ 1 T/ % _ = Aw T/2 7’L’I’L£L’ iwnt
e it S L Lt CEESURDY (%/ fa ))

~T/2 o ~T/2

(t) = %/ dw ei“’t/ da e f(x)

F(w)

con lo cual hacer T — oo

De este modo, la transformada de Fourier de una funcién y su inversa, pueden escribirse como
P(w) = FIF(H)] = —— / Tdte ) e f() = FUFW)] = —— / " dw 9P (W)
V2T J_so V2T J_so

5.6.1. Propiedades

Las transformada de Fourier cumplen con las siguiente propiedades, las cuales de derivan de la definicién
arriba expuesta

1. Las transformada de la derivada F[f’(t)] = iwF(w) y en general F[f™(t)] = i"w"F(w). Esta propiedad
es mas o menos inmediata a partir de la definicién integrando por partes

1

FIF 0] = 7 / Zdt ) = = T+ | dt e f (t)iwF(w)
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2. La transformada de la integral

F [/t ds f(s)} = %F(w)+2m5(w)

donde la funcién (distribucién) 6(w) se denomina delta de Dirac y el término 2mcd(w) representa la
transformada de la constante de integracién

21(2)
4. Traslacién F[f(t + a)] = e"*“ F(w)

3. Escalamiento F[f(at)]

5. Multiplicacién por un exponencial F [e®! f(t)] = f(w + i)

5.6.2. Funciones pares e impares

Al igual que en las espansiones de Fourier la paridad de las funcién f(¢) es importante. Esto se nota
rédpidamente a partir de la definicién. Supongamos f(t) = —f(—t), entonces

F(w) \/7/ dt e ™t f(t) \/7/ dt (coswt — isenwt) f(t) = % Ooo dt sen wt f(t)

con lo cual podremos definir las transformadas de Fourier seno y coseno para funciones impares y pares

respectivamente. Esto es para funciones impares f(t) = — f(—t)
\/7/ dt cos wt f(t) < f(t) \[/ dw coswt F(w)
y para funciones pares f(¢) (=)

\f/ dtsen wt f() <  f(b) \/>/ dw sen wi F(w)

5.6.3. Bases discreta y continuas: La base de Ondas Planas

Haremos una disgresién para fijar conceptos y extender algunos de los razonamientos que hemos de-
sarrollado hasta aqui. Tal y como hemos visto repetidas veces, la representacién de un vector |F) en
un espacio vectorial abstracto V puede darse en término de una base ortonormal de vectores (discreta y
finitaBpr = {|u1), |u2), |us), - |u,)} o discreta e infinita Bp;y = {|u;), |ug), |ug) - |u,)---}) de la
forma:

Yicoi [wi) =31 (Wil F) [wi) < Bpr ={lw), [uz), |uz)--[un)}

doisoci Vi) =300 (Wil F) |w) < Bpr = {|lw), [ug), [uz)---[u,)---}

donde en ambos casos:

F) =

oo
=(w| F)= Zc] (u; |uj) :ch 0ij
j=0

la intencién ahora serd utilizar la transformada de Fourier para construir la generalizacién de bases discretas
a continua |w,) de tal forma que transformamos el indice de la sumatoria en la variable de una integral

:/dac(a) IWe)
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donde
() = (ws [¥) = [ dac(a) (ws [wa) = [ dac(a) 6a—5)

con en la cual § (& — ) es una Delta de Dirac. Asi, los dos conceptos expresados hasta ahora tienen una
expresion:

Propiedad\Base Discreta Continua
Ortogonalidad (vi [vj) = di; (wWg |wq) =06 (a— )
Cierre 1=>7" |vj) (vj] 1=[da |w,) (W,
Expansién F)=>""0c |u;) |¥) = [da c(a) [w,)
Componentes ci = (w| F) c(B) = (wg |P)
Producto Interno | (G| F) =" g7 f; | (G| F) = [da g* (o) f ()
Norma (E|F) =>7 1Al (F|F) = [da |f(a)”

Tlustraremos esta generalizacién con la construccion de la base de ondas planas. Hemos visto que la
transformada compleja de Fourier compleja para una funcién, se puede escribir como

Fo)= [Caergo = gw= [ aset R

—0Q0 —00

las cuales reescribiremos en términos mads familiares a la comunidad de fisicos como

e dp €M p(p) = d(p dz e~ /" 4 (z)

1 e 1 >

V2mh ,/_Oo V2mh /_oo

Hemos tenido cuidado de incluir los factores de normalizacion adecuados para el caso de las descripciones

en mecéanica cudntica. Estas férmulas pueden ser reinterpretadas en funcién de los conceptos anteriormente
expuestos y podemos definir una base continua de la forma

ww:ﬁ;JZ@<éﬁaWﬁw@> = wmzﬁ;Jim(éﬁewm)ww

vp (x) v ()
por lo cual
v = [ @i = = [ dg e
Diremos que la funcién ¢ (x) estd expresada en la base de ondas planas v, (z) = \/ﬁei px/h
Noétese

» El indice p de v, (z) varfa de forma continua entre —oo e co.

= Que v, (7) = \/ﬁei pe/h ¢ [2 es decir no pertenece al espacio vectorial de funciones de cuadrado

integrable ya que su norma diverge
oo 9 oo 1
il v = [ oo, @F = [ dr g o

= Que las proyecciones de 1 (z) sobre la base de ondas planas es v (p) = (v,| )
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= La relacién de cierre para esta base se expresa como

:/da [Va) (Val = / dp v;( / dp — 27rh o o) /h _ §(2' — z)

mientras que de la definicién de producto interno, uno obtiene

(V| vp) = /OO dz U;' (z) vy (x) = /OO dp Zih z(p'—p)/h _ 5(17/ —p)

— 00
5.6.4. Un para de ejemplos
Un ejemplo inmediato lo tenemos al considerar la funcién

1 sift<1 1 /1 it 1 e ™ —e¥ 2sen w
t) = = F W) = —/——— dt 1 € Wt = . =
1) { 0 el resto () Vor 1 o Vorw

el otro ejemplo de uso lo podremos construir a si consideramos la ecuacién diferencial inhomogénea y bus-
camos su solucién

dgg) — K%¢(z) = f(2) = Vo / {

donde F(w) es la transformada de Fourier de la funcién f(z). Utilizando las propiedades de la transformada
de Fourier obtenemos que

- K%)= Flo)

= [ [ K = ) >0 - K0 = FO) 0 =~

donde hemos representado (b(w) como la transformada de Fourier de la solucién ¢(x). Con lo cual

—iwt

_ 1 ! 2 —iwt __ w
¢($)—E/_ldt¢(w)e ——E/_l el

Como solucién formal de la ecuacion diferencial resulta sencilla y el método también es inmediato. El punto
crucial es la solucion del la integral que resulta de la transformacién inversa. Normalmente este tipo de
integrales no son tratables de manera analitica. Pero siempre queda el recurso numérico.

5.7. Tranformadas Discretas de Fourier

Aqui haremos algo mds contemporaneo que sera estudiar la versién discreta de esta transformacién. En
general las integrales, en su mayoria, no se pueden resolver analiticamente por lo que tenemos que proceder
a resolverlas de forma numeérica. La mayor parte de los métodos numéricos involucra convertir integrales en
sumatorias. Es decir en series de funciones.

En 5.1 hemos visto como las funciones trigonométricas (y las exponenciales de argumento imaginario)
son ortogonales bajo integrales evaluadas en un determinado intervalo. En otras palabras con la definicién
de producto interno en un espacio de funciones. Ahora bien, esas mismas funciones (FourierGeneralidades,
cosenos y funciones exponenciales de argumento imaginario) serdn también ortogonales al ser evaluadas en
puntos muy particulares.
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Consideremos los siguientes 2N puntos t; = % y probaremos que las funciones 2™t/ y e2miats/T
seran ortogonales o< d4, en un conjunto esos puntos t;. Esto es

1— 7,2N
2N-—-1 . . 2N—-1 ) 2N—-1 - =0 r#l
[ 2ipty :| * 2wigty 2misty, omisk 1 —r
E e T e T = E e T = e 2N =
k=0 k=0 k=0
2N r=1

kT
donde hemos sustituido s = ¢ — p, y evaluado en los puntos t; = N con k =1,2,3,--- ;2N — 1. Nébtese

que la dltima de las series es una serie finita y geométrica con razén r = e(™)/N  que comienza con 1y por

lo tanto suma (dependiendo del valor de r) lo que aparece en la llave. Es inmediato convencerse que, para
todo N se cumple que 7>V = €™ = 1 (con s entero) con lo cual se cumple la relacién de ortogonaliadad

que buscamos
2N—1

2mipty 71X 2miqty
) [e 7 } e~ T Z NS, conk=1,2,3- 2N—1 (3)
k=0

. . . . 2mm : o
Si hacemos un ligero cambio de notacién y llamamos w,, = T tendremos algunos cambios, en apariencia,
cosmeéticos

2N—-1 2N—-1
4 2mimiy 1

1
—k Fwm t _ Fwm t _ Fwm t
ETTT et = Fop) = o kz_o Flt)esr e f(t) = 5 mgo F(wm)erm ™ (4)

La funcién F'(w,,) representa la tranformada discreta de Fourier de la f(¢x). Para despejar la funcién f(tg)
hemos utilizado la relaciéon de ortogonalidad 3
Consideremos el siguiente f(ty) = cost; evaluado en un periodo T' = 27 y dividido, digamos en N = 2
intervalos. Los puntos en los cuales evaluaremos nuestra serie seran 2N = 4, vale decir
kT ke 2rm eiwmtk eimkﬂ'/Q

tr=—=— conk=0,1,23 & wp,=—=m = =

FTaAN T 2 " 2N 2N
nétese que la funcién f(tx) puede ser escrita como un vector f(¢;) = (1,0,—1,0), con lo cual para encotrar
la expresién de su tranformada discreta de Fourier, F(w,,), podemos expresar la suma como una matriz de
transformacioén con indices m, k. Esto es

| 11 1 1
6Mnk7r/2 - } 1 i —1 =
2N Al 1 -1 1 <1
1 —i -1 0
con lo cual
F(wo) 11 1 1 1 0
1 2! F(wy) 11 i -1 —i 0 1|1
- Twm tk 1 _ = - - [
Flom) =55 ; F(ti)e | Pl | T2l 1 -1 1 1 1|72 o0
=0 F(ws) 1 —i -1 0 0 1

Respecto a la ecuacién 4 se deben puntualizar varios elementos

s la frecuencia angular w,, = corresponde a lo que en Fisica se denomina el espacio reciproco (al

temporal), espacio de frecuencias u w-espacio. Por ello la funcién F(w,,) estd expresada en este espacio
de frecuencias, mientras que la funcién f(tz) en el de tiempos.
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= La eleccién de uno de los signos + y — en la expresion e ks arbitraria.

Con lo cual si “reconstruimos” la funcién original a partir de la transformada discreta nos sorprende el
resultado, por cuanto no coincide

1 _, 1 ; 1 1
ftr) = 567“'“ + 5673”’”" = R[f(tr)] = 5 costi + 5 cos 3t

Ahora bien, para los puntos t;, =0, 5,7, y 5 si se cumple que los valores cost), = %cos tr + % cos 3tg. En los

pocos puntos seleccionados costy y cos 3ty se asemejan. En la medida que seleccionemos més puntos en esa
medida se dejan de parecer y la recontruccién de la funcién serd mas fidedigna.
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