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1. Funciones de Variable Compleja

En otro de estos formularios de Métodos Mateméticos de la Fisica [ ] introdujimos la nocién
de numeros complejos y la asociamos a su representacion de un vector en el plano complejo. En estas notas
ahodaremos en el tema y generalizaremos algunos conceptos de funciones complejas de variable compleja.

1.1. De la recta real al plano complejo

La idea de funcién de variable (o variables) reales puede ser extendida (continuada, le dicen también) al
plano complejo. La idea es la de siempre: si en una determinada regiéon del plano complejo R a un ntmero
complejo z le corresponde un nidmero (o varios nimeros) complejos w = f(z), diremos que f(z) es una
funcién de variable compleja z. Obvio que f(z) puede ser biyectiva, en cuyo caso tendremos que a z le
estard asociado uno y solo un ndmero complejo w = f(z). Es claro también que siempre se podré expresar

f(z) =ulz,y) + vz, y) con u(z,y) la parte real y v(x,y) la parte imaginaria (1)

Esta representacién tiene una interpretacion adicional. Como representamos un nimero complejo en el plano
Oxy como z = x + iy, pero w = f(z) también podrd ser representada como un punto en el plano Quv.
Entonces, desde el punto de vista geométrico una funciéon de variable compleja podra ser entendida como
una ley de transformacién entre pares de puntos (z,y) del plano Ozy del argumento z y los puntos (u, v) del
plano Ouwv de valor w.

1.2. Continuidad en el plano complejo

Podemos también extender el concepto de continuidad de una funcién de variable real a una funcién
de variable compleja. Esto es: diremos que una funcién compleja’ w = f(z) serd continua en z si para un

LA partir de ahora y por razones de simplicidad llamaremos a f(z) funcion compleja en vez de funcién de variable compleja
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e > 0 siempre existe un ¢ > 0 tal que |z — zg| < ¢ tan pequeiio como uno quiera y siempre puede encontrar
|f(2) = f(z0)] < €. La otra manera de verlo es la estdndar: si existe el limite cuando z — zp. Es decir
lim,_.,, f(z) = f(20) En este punto se pueden resaltar que los limites (y con ello la idea de continuidad) en
el plano complejo hereda las sutilezas y dificultades de los limites y continuidades de las funciones en varias
variables. En segundo lugar cabe senalar que la diferencia con las funciones de variable real radica en que
los € y ¢ son radios de un circulo centrado en f(zp) v 2o, respectivamente. Adicionalmente, para el caso de
las funciones complejas no tiene sentido los limites por la derecha y por la izquierda que plantedbamos para
funciones de variable real. También es obvio que si

f(z) =u(z,y) +iv(z,y) con u(z,y) y v(z,y) continuas en (xg,yo) = f(z) continua en zy = z¢ + iy

1.3. Diferenciabilidad de funciones complejas

Una vez mas la idea es la misma y la dificultad que subyace es equivalente a las dificultades que enfren-
tamos en las definiciones de derivadas para funciones de varias variables. Diremos entonces que una funcién

f(2) univaluada en una regién R entonces f(z) serd diferencialble en esa region si la derivada
lim = lim - = =
Az—0 Az Ax,Ay—0 Az + ZAy dz

existe y es unica. Una vez mds, el concepto de limite (y con éste el de derivada), como en el caso de las
funciones de varias variables, debe existir sin importar la ruta o forma de aproximaciéon al punto sobre el
cual estamos calculando la derivada. Esto es

(U(CE + Aa@y) — u(‘r7y)) +1 (’U({E + Amvl/) — ’U(.’IJ, y))

f,(x)Ay:O = limaz—o Az

Az - 0 Az+iAy -0 =

(u(z,y + Ay) —u(z,y)) +i(v(z,y + Ay) —v(z,y))

f’(x)AJ;:O - _Z HmAy—>0 Ay

Un par de ejemplos que ilustran este caso pueden ser f(z) = 22 — y? + 2izy

Flo) = 1 LEFADIE) g @ A0 (y+ Ay)t 4 2ie + Ay + Ay) —a® +y" — 2iay

B Az—0 Az Az, Ay—0 Az + ZAy

con lo cual desarrolle y pruebe que, independientemente de la ruta en el plano complejo (Ay = 0; Az — 0 o

viceversa)

(Az)? — (Ay)? + 2iAzAy
Az +iAy

fl(z)= lim (2:c +i2y +

=2 2
Az, Ay—0 > Ty

2

que es mas o menos obvio si hubiéramos notado que f(z2) = x? — y? + 2izy = (x + iy)? = 22 con lo cual

o) = fm GEB =2 2eAe (A _
f(z)—AliQO As = lm s —Alir20(2z+Az)—2z

Ahora bien, las cosas no siempre son asi. Si consideramos f(z) = 2z + iy es rdpido comprobar que no es
diferenciable en el plano complejo, ya que
, ) 2+ 2Az +i(y + Ay) — 2z — iy ) 2Ax +iAy
fi(z)=_lim - = lim ————~=
Az, Ay—0 Az + iAy Az, Ay—0 Ax + iAy

el cual, claramente no coincide si las direcciones de aproximacién a zg = x¢ + o son distintas, vale decir,
por ejemplo Ay = 0; Ax — 0 0o Ax = 0; Ay — 0.
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Como heredamos todas las ideas y métodos del campo real se cumplen todas las reglas de la derivacién
para funciones reales. Vale decir

_df(2) , dg(x). d af ()

L)+ oo = LG4 O Ly - A gy 4 pipdet), df(g) dg(2)

P &(f(g(z))zdig e

1.4. Funciones Analiticas y Condiciones de Cauchy-Riemann

Diremos que una funcién es analitica (holomorfa o regular) en una regién R, si es uni-valuada y derivable
en todos los puntos dentro de esa misma regién R. Puede darse el caso de que sea analitica en la regién
excepto en un numero finito de puntos (donde es singular). Entonces diremos que es es analitica (holomorfa
o regular) en R, excepto en esos puntos.

A partir de dos estrategias (muy particulares) de aproximaci’én a Az — 0 tales como Ay = 0; Az — 0
o Az = 0; Ay — 0, podremos encontrar un criterio para identificar donde, una funcién compleja, f(x), es
analitica. Esto es

) (u(z + Az,y) —u(z,y)) +i(v(@ + Az,y) —v(z,y) Au(z,y) | Av(z,y)
f/(m)Ay:O = llmAIHO Az = hmAwHO AL +1 AL
L (u(z,y + Ay) —u(z,y)) +i(v(z,y + Ay) —v(z,y)) _ .. Au(z,y) | Av(z,y)
/ — = _
f (@) Ag=0 = —ilimay 0 Ay limay—o i Ay + Ay
y ambas tienen que coincidir. Con lo cual
, Au(z,y) . Av(z,y) , Au(z,y)  Av(z,y)
/ g > ) _ - ) )
F'(®)ay=0 = f(T)az=0 & Alirgo ( Ax +1 Ar = Algllgo 1 Ay + Ay

y equivalentemente

u(z,y) | Ov(z,y)  Ou(z,y)  Ov(z,y)
ox + or dy + dy

Con ello hemos encontrado las condiciones necesarias para que una funcién compleja sea analitica: Las
condiciones de Cauchy Riemann

du(z,y) _ov(zy) Ovlz,y) _Oulz,y)

f/(x)Ay:() = f/(x)Am:o <

Ox Oy Ox dy

Ahora tendremos un criterio méas expedito para determinar que la funcién f(z) = 2z + iy no es analitica.

(2)

u(z,y) =2z Ou(z,y) Ov(z,y) Ov(z,y) u(z,y)
v(z,y) =y } T T ox 0 oy " Oz 7 Ay
Para el caso f(z) = 22 — y? + 2izy se cumplen las condiciones de Cauchy-Riemann
_ @y Ov(z,y) du(z,y)

v w2 dy D _2y__Ty
pero como esas condiciones son necesarias porque para encontrarlas hemos seleccionado un par de rutas
muy especificas: Ay = 0; Ax — 0y Ax = 0; Ay — 0, se requiere exigir algunas condiciones adicionales. Sin
demostracién (puede consultar para detalles y demostraciones detalladas las referencias | ,
, ]) exigiremos como condicién necesaria y suficiente para que una funcién
sea analitica que las cuatro derivadas parciales para u(z,y) y v(z,y), existan, sean continuas en la regiéon R
y que se cumplan las condiciones de Cauchy-Riemann. El punto crucial (adicional) es que las derivadas sean
continuas.

u(x,y) = 22 — y? } Ou(z,y)
v(z,y) = 2zy

Luis A. Nurez Universidad de Los Andes, Mérida, Venezuela 4



Variable Compleja... Formulario de Métodos Matematicos 2

Ejercicio Como ejercicio al lector le sugerimos investigar los dominios del plano complejo para los cuales
las funciones f(z) = |x| —i|y| y f(2) = |2|*> = z2* son analiticas

1.5. Curiosidades de Cauchy-Riemann

Las funciones analiticas satisfacen algunas propiedades adicionales consecuencias las condiciones de
Cauchy-Riemann.

La primera es que dada una funcién compleja genérica f(z) = u(x,y) + iv(x,y), si f(z) es andlitica,
u(x,y) y v(x,y) serdn funciones arménicas conjugadas, V2u(z,y) = V2v(x,y) = 0, i.e. satisfacen la ecuaciéon
de Laplace. Si derivamos apropiadamente las ecuaciones (2) respecto a una y otra variable encontramos que

T Oz

=%

=3

y equivalentemente

ox

 Or

3

3

es decir, hemos demostrado que las partes reales e imaginarias de una funcién analitica son necesariamente
armoénicas. La importancia de este resultado radica, en primer lugar, que no son arbitrarias las funciones
u(x,y) y v(x,y) con las cuales construimos f(z). Ambas deben satisfacer la ecuacién de Laplace. En segundo
lugar que ambas estdn ligadas por las condiciones de Cauchy-Riemann, y esto implica que al conocer una
de las funciones armdnicas conjugadas, siempre es posible encontrar (salvo una constante de integracién) la
otra. Para ilustrar lo anterior, supongamos la siguiente funcién arménica conjugada u(z,y) = 2x — 23 + 3zy>
correspondiente a la parte real de f(z). Es facil comprobar que es una funcién arménica, ahora construyamos
la parte imaginaria v(z,y). Esto es

dulz,y) _ dv(z.y)

u(z,y) =2z — 23 + 32> = =2-322+3y% = v(z,y) =2y — 322y +v° + é(z)

or oy
entonces
ley) _ 76xy+7a¢(x) = —6xy = _dulzy) = 90(z) _ 0= ¢(x)=C = v(z,y)=2y—32y+y*+C
or ox oy Oor

La segunda curiosidad consecuencia de las ecuaciones (2) es que para una funcién compleja genérica
f(z) = u(z,y) + iv(x,y) en la cual ademds se cumpla que u(z,y) = const y v(z,y) = const entonces se
cumplird que Vu(z,y) - Vo(z,y) = 0.

i+

or oy or dy

Vu(x7 y)~V’U($, y) _ <8u(x, y) i+ au(xa y>J> . (av(xv y) — o 5 By ay

f%(w,y)j) _ Oulz,y) Bulz,y) | Bu(z,y) dv(z,y)

y por obra de las condiciones de Cauchy-Riemann es inmediato comprobar que se anulan

_ Ou(z,y) Ou(z,y) . Ou(x,y) Ou(z,y)

=0

Es decir, u(x,y) = const y v(x,y) = const, corresponden a trayectorias mutuamente ortogonales. Esta
“curiosidad” nos permite construir sistemas de coordenadas alternativos en el plano complejo y, sobre to-
do saber como establecer su transformacién a otros planos complejos. Esto se representa en la figura 2 y
serd considerado en la seccién 5 de la pagina 12.
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La tercera curiosidad es un resultado el cual, siendo una formalidad, nos indica que las funciones analiticas
f(2) dependen de z y no de su conjugado z*. O dicho de otra manera que z y z* son variables independientes.
. - . s of(z) _
P.ara demostrar esto procedemosi a fiemostrar si f(z) =u(z,y)+iv(z,y)y f(z) anahFlca, entonces -5~ = 0.
Sin detenernos a pensar en el significado de la derivada respecto a la variable conjugada, recordamos que
operacionalmente

z+ 2"

P LU o (o), i) L (), Seten))
dz*  Ox Oz* oy 0z* 2 ox ox 24 oy oy

Tr =

z— 2"

24

y:

arreglando tendremos que es inmediato comprobar que se anula si se cumplen las condiciones (2)

of(z) _ 1 ((%(m»y) B 8v(sc,y)>+i (%(ﬂzy) LICIY)

9zr 2 ox y 2 oy ox

):0 :>f(z)¢>f(:c,y):f<z+z* Z_z*)

2 2

en otras palabras, la funciones analiticas son verdaderas funciones de variable complejas y no, como pudiera
parecer, de dos variables reales interpuestas.

Ejercicios
1. Determine la funcién f(z) analitica cuya parte imaginaria es (y cosy + zsen z)e*

2. Muestre que si f(z) es analitica entonces f*(z*) también lo es.

2. Series de Potencias en Variable Compleja

En otros de los Formularios de Métodos Matemdticos incursionamos en el terreno de las series de potencias
en variables reales | ]. En esta seccién generalizaremos la idea a series de potencias en variable
compleja z. Esta generalizacién se conoce como “prolongaciéon” o “continuaciéon” (analitica) de una funcién

real al plano complejo. Entonces?
o0 o0 o0 o0
flz) = g anz" = g anprte’™® = g a,z" es absolutamente convergente si E |an|r™ converge  (3)
n=0 n=0 n=0 n=0

Dénde hemos utilizado la forma polar para un niimero complejo z = re*?. La conclusién més importante
de (3) es que siempre es posible asociarle a una serie de potencias complejas, ZZOZO anz™, una de potencias
reales Y |ay|r™. La convergencia (absoluta) de ésta ltima condiciona la convergencia de la primera. Por
ello los criterios de convergencia de series reales seran aplicables también en este contexto.

2.1. La convergencia y sus criterios

De este modo y como siempre, si suponemos que existe el limite

an+1

n—oo | Gy

p:E: lim

2Por simplicidad y economia consideraremos desarrollos en serie alrededor de z = 0, ya que la generalizacién a otros puntos
z = zp es sencilla y no involucra ninguna sutileza conceptual adicional.

Luis A. Nunez Universidad de Los Andes, Mérida, Venezuela 6
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Dénde R se denomina el radio de convergencia y define una regién circular en torno a un punto zg.
Si seleccionamos el criterio del cociente de Délembert, entonces

2| <R = converge

1
Ant12™t Gpt1

an

lim

n—oo

= |z| lim
n—oo

entonces, en las regiones |z| > R = diverge

an Zn+1

|zl = R = indeterminado

Por lo tanto, cuando R = oo la serie converge en todo punto y en contraste si R = 0, sélo converge en el
origen. Por su parte si R = Ry la serie converge en una regién (un circulo) del plano complejo de radio Ry
centrada en zg = 0.

Entonces se puede analizar el comportamiento de series complejas utilizando el criterio del cociente de
Dalembert,

2 2" , n! , 1 1
Z— = lim |—| = =0=—= =R—-oo00 = convergeVzeC
— n! n—oo | (n + 1)! n—oo |1+ 1 R
igualmente
> 1 \n 1 An+1
Zﬂ:» tim | DT i ’n‘—\@h’m ” ‘:>R—1:>|z—\/§>1—R
= n n—oo|(n+1)(1+14)" n—oo|n + 1 n—oo |n + 1

y por lo tanto esta serie diverge. Es claro que esta serie tinicamente convergera para |z| < 1

2.2. Consecuencias y conclusiones para series de potencias complejas

Dentro del circulo de convergencia la funcién f(z) = > .2 a,z™ estard bien definida y disfrutard de las
propiedades ideales para una funcién bien comportada. Es decir

1. La espansion f(z) = Y.~ ja,z" es tnica. Vale decir que si existen dos series > 7 1 an2™ y Y o0 o bn2™,
convergentes para |z| < R y tienen la misma suma para un entorno de z. Entonces, necesariamente
a, = b,.

2. La funcién f(z) también podra ser expandida alrededor de cualquier otro punto z, contenido en el
entorno de convergecia de radio R, su expansion f(z) = > ° by (z — 2,)" también serd tnica. El radio
de convergencia para esta segunda serie serd R, = R — |zp|

.z . ., o0 3 .
3. Por ser una expansién en potencias de z, la funcién f(z) = > ", a,2" es diferenciable en todo punto
zp en el circulo de convergencia de radio R y la derivada puede ser hecha a partir de la misma expansién
en series de potencias, término a término, de tal forma que

o d 00 o
f@)=2 ans" = 5 =@ = > nanz"t = f(z) = nanzy! (4)
n=0 n=1 el

Por lo tanto las funciénes f(z) = >~ janz" asi descritas son analiticas en el entorno de convergencia
de radio R.

Luis A. Nunez Universidad de Los Andes, Mérida, Venezuela 7
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4. Como f(z) = > 02 ganz"y f'(2) = >ne nayz""' tienen el mismo radio de convergencia, podemos
aplicar k veces la afirmacién anterior y obtendremos

oo S k
_ n—1 k _ n—k _ _ f (O)
'(2) = Z nanz = [ (zp) = nz:%n(n—l)(n—2) o (n—k+1) anzy, para z, =0 = a = o

con lo cual la expansion de una funcién analitica es en realidad una expansion en series de Taylor
X rn
IO,
!
n=0 n

Con esta ultima afirmacion se cierra la idea que nos hacemos de una funcién bien comportada o analiti-
ca. Es una funcién infinitamente continua y continuamente diferenciable, la cual puede ser expandida
en series de Taylor. Si bien los fenémenos fisicos no requieren, necesariamente, ser descritos por este
tipo de funciones, debido a sus notables propiedades han resultado ser una de las mas estudiadas en
Matemadticas | ]. M’as adelante, en la secci’on 8 revisaremos
estos conceptos a luz de la F’ormula Integral de Cauchy.

Los detalles de estas afirmaciones que son teoremas se pueden consultar en | ]

3. Algunas Funciones Complejas Elementales

Con todos los ingredientes anteriores, la primera funcién candidata para una continuacién analitica es la
funcién exponencial. Es decir
2,3 4 o

71+z+?+3 tgtoot gt claramente R — oo con lo cual converge Vz € C  (5)
n!

Como ejercicio puede ser interensante demostrar que e*'e?> = e(*1122) Vale decir

on Z2 2
et = 1+z1+—+ L) [T+ 24+ 2+
2 n! 2 n!

con un poco de algebra y orden podremos rearreglar la expresion de la forma

2 2 n n—1 n—2 2 n—1 n
Z92 z1 Z1 22 Z5 2 21 292 21 zZ5 21 2y Z9

mem ( )
¢ BASTIANT] J’(2'+1'1'+2!>+ TR P T R ey T T PO s TRy

y mejor ain

me =14+ 2 Gyamoa) e m M g
¢ )T\ T o) T T\ T ot 2T T g e T

que no es otra cosa que la expansién binomial con lo cual hemos demostrado que e*'e?> = e(*1122)  Adi-
cionalmente, con la expansién en serie (5) podemos hacer un par de extensiones inmeditas: a* = e*®
Y . .

para z =iy = €'Y =cosy+iseny = e =" = e"(cosy + iseny) (6)
Nétese que, como era de esperarse en general z = |z|e??, entonces la funcién f(z) = e* #0 Vz y tiene un

que, P g ) y

perfodo 2im, vale decir: f(z) = f(z + 2im). Con lo cual es inmediado e*™ = cos2m + isen 27 A partir de la
construccién (5), se definen las funciones hiperbdlicas y trigonométricas

coshz = % (e*+e*); senhz= % (e —e ) cosz= % (€% +e); senz= % (e —e ) (7

Luis A. Nunez Universidad de Los Andes, Mérida, Venezuela 8
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Al igual que para el caso real y = ¢* = x = Iny entonces w = f(z) = e* = z = Lnw es decir
z = Inw es la funcién inversa para w = €.
SieV =z yw=u+ivconz=ux+iy = |z|e?’ entonces

, ' 4 e“=1z] & u=ln|z
eV = eWTW = et = |z\ew =z = = w=Lnz=1In|z| + (0 + 2nm)
v=~0

Es decir para un determinado valor de n es univaluada, en particular para n = 0 la funcién f(z) = Lnz
tiene como el valor principal Inz =1In|z|+if con —7 < § < 7. Es inmediato comprobar que los logaritmos
de nimeros complejos negativos si estan definidos. Esto es

Ln —7=Ln (|- 7[e"™"") =In7+i(r +2nm) = 1In(—7)=In7+ir |un nimero complejo !

Ejercicios

1. Muestre que si definimos f(z)e* como aquella funcién que derivada es ella misma, que se reduce a la
funcién de variable real e* — e* si Imz = 0 y la cual, por ser analitica, cumple con la condiciones de
Cauchy-Riemann, entonces e* = e+t = e*(cosy + iseny)

2. Muestre que a partir de las definiciones (7) se obtienen las sempiternas propiedades de esas funciones,

vale decir
cosz = cos(—z); —senz =sen(—z); cos(z1 £ 22) = cos 2] CoS 2o F sen zsen 2o
dcosz dsen z
1 = —senz 3 = cos 2 sen (21 & 2z2) = cos z1sen 2o & sen 21 €oS 2o
z z

1 14 zi 2v/3 — 3
3. Muestre que arctan z = % In (1 + ZZ) y luego tselo para evaluar arctan (O)
i — zi

4. Puntos de corte, lineas de cortes y ceros de funciones complejas

También mencionamos en el otro formulario | ], que los niimeros complejos se representan por
su forma polar en dos ejes coordenados. Ese diagrama bidimiensional se lo llamamos Diagrama de Argand.
Como en el caso del Andlisis de Funciones Reales, existen funciones multivaluadas, a las cuales les debemos
imponer ciertas condiciones para convertirlas en univaluadas. El la idea que si una funcién es multivaluada,
automaticamente deja de ser analitica. El objetivo de esta seccién es identificar ese conjunto de condiciones
para detectar en cual regién del plano complejo una determinada funcién es univaluada.

4.1. Puntos y lineas de corte

Consideremos entonces la funcién f(z) = 2/ y hagamos distintos circuitos cerrados 0 < 6 < 27 con el
“vector” z.

fz) = S1/2 = p1/2,80/2 f(z) = PL/2080/2 [ 1/2,(i042m)/2 _ _1/2,i0/2
Visto asi nos tendremos que preguntar ahora cual fue el circuito que recorrimos con z, y dependiendo de ese

circuito identificaremos algunos puntos con caracteristicas distintas. Si el circuito cerrado descrito por z no
contiene el punto z = 0, la funcién f(z) = z'/? retoma su valor original (ver Figura 1 cuadrante superior
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Figura 1: Los distintos contornos que identifican los puntos de corte

izquierdo contorno Cp). Pero si, como se aprecia en la misma Figura 1, el circuito cerrado Cy si contiene
el punto z = 0 entonces la funcién no retoma su valor original, f(z) — —f(z). También es claro que si el
circuito cerrado lo recorremos dos veces § — 47 entonces f(z) = z'/2 retoma su valor inicial. Los puntos
alrededor de los cuales se construye un circuito cerrado en el diagrama de Argand y la funcién no retoma su
valor inicial se denominan puntos de corte y las lineas de corte (o simplemente cortes serdn aquellas lineas
que separan regiones en las cuales una determinada funcién es univaluada. Es claro que los puntos de corte
son puntos singulares, en los cuales la funcién deja de ser analitica y existiran si  toma, valores 0 < 6 < 2nm.
Es decir, puede dar n vueltas.

En este caso, para nuestra funcién f(z) = z'/2, la linea de corte sera cualquiera que comience en z = 0
y continie para |z| — co. Por simplicidad es costumbre tomar las lineas de corte a lo largo de los ejes reales
o complejos. De este modo aparece ilustrado en la Figura 1 cuadrante superior derecho la linea de corte que
sigue el eje positivo de las x.

La situacién se torna mds interesante cuando estas definiciones se analizan a la luz de funciones con mas
de un punto de corte. Consideremos la funcién

f(z) = /224+1 = f(2) = (z —i)(z +1i) = y/(r1e11) (rgeif2) = ﬁ,lrzeiel/zewz/z _ Tlmei(eﬁez)/z

analicemos entonces, varios contornos en el plano de Argand. Otra vez la Figura 1 ilustra en el cuadrante
inferior los distintos contornos C1,Cs,Cs y C4 Tal y como se aprecia en esa figura, se dan cuatro caso

1. Contorno C; no incluye ninguin punto de corte, entonces #1min < 01 < O1maz ¥ omin < 02 < Oomas,
con lo cual f(z) retoma su valor inicial luego de recorrer el C;

2. Contorno Cs incluye z = 4 como punto de corte, entonces 0 < 07 < 2n7w v Oomin < 02 < O21maz, por lo

cual f(z) — —f(2)

3. Contorno C3 incluye z = —i como punto de corte, entonces 01,,in < 01 < O1mar ¥ 0 < 05 < 2n7, por lo

cual f(z) — —f(2)
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4. Contorno C4 incluye ambos como punto de corte,z =iy z = —i, entonces 0 < 01 < 2nmwy 0 < 0y < 2nm,
por lo cual f(z) — f(z) retoma su valor.

De este modo para construir los cortes que impidan que nuestra funcién se multivaluada podremos selecionar
" Zcorte > 1 Y Zcorte < —i

B —1 < Zeorte < 1§

4.2. Singularidades, polos y ceros de funciones complejas.

Los puntos de corte son sigularidades, esto puntos en los cuales la funcién f(z) deja de ser analitica.
Pero también singulariades aisladas aquellos puntos en los cuales la funcién no es analitica pero en todos los
puntos en su entorno lo es (los puntos de corte no son singularidades aisladas). Una singularidad aisladas de
orden n en el punto z = zp tendra la forma

flz) = & — lim [(z—20)"f(2)] =1 con [ finito distinto de cero
(Z — Zo)n zZ—20

y donde g(z) es una funcién analitica. Es costumbre denominar a estas singularidades polos. Si [ es cero,
serd un polo de orden menor a n o la funcién es analitica en ese punto. Si el limite es infinito, entonces el
polo serda de orden mayor a n.

Sin demostracién afirmaremos algo que parece intuitivo. Si una funcién f(z) tiene un polo en z = z
entonces, |f(z)| — oo cuando z — zg

Si no se puede determinar un valor finito de n diremos que estamos frente a una singularidad esencial

Veamos algunos ejemplos

» Para 1 1 9
z

1—z 14z (1—2)(1+2)

y es inmediato darse cuenta que tendremos polos de orden 1 en z =1y z = —1

f(z) =

= Para

£(2) = tanh » = S8 2 _ exp 2 — exp(=2)

coshz ~ oxp 2+ exp(—2) = expz = exp(i(2n + 1)7) exp(—2z) es un polo

es decir donde exp z = —exp(—z), con lo cual zy = (n + %) i y al utilizar la definicién

<[z(n+;)zﬂ senh z) _ lm <[z(n+é) iﬂ] cosh z 4+ senh z) _

cosh z 2= (n+3)im senh z

lim
z—»(nJr%)iTr

donde hemos utilizado el Teorema de L’Hopital y consecuentemente zo = (n + %) im es un polo simple

Existe otro tipo de singularidades conocidas como removibles. Estas singularidades se caracterizan porque
el valor de f(z) — 0/0 cuando z — 2. El caso mas emblematico es la funcién

3 5 2 4
) = B2 éﬂz)i(z»;@...)(l;%...) = lim f(2) = 1

con lo cual, luego de desarrollar por Taylor la funcién sen z, se ha removido la singularidad aparente.
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El comportamiento de una funcién compleja en infinito (o cuando tiende a infinito), vale decir cuando
z — 00 no estd tan bien definido como en los casos de funciones de variable real. Es claro como una cantidad
real, digamos |f(z)| o |z| tiende a infinito, pero z es una cantidad “bidimensional” y, en principio, existirfan
varias formas de tender a infinito. Para precisar el comportamiento de una funcién compleja de variable
compleja en infinito, hacemos un cambio de variable z = 1/¢ y estudiamos f(1/£) con 1/§ — oco. De esta
manera

v lim, o 2(1+ 2%) = lime o % + 5%, con lo cual tendrd un polo de orden 3
s Iim,_, expz = lime_ ZZOZO ﬁ y presenta una singularidad esencial para z — oo

Los ceros de una funcién compleja (f(z9) = 0, entonces llamaremos zg un cero de f(z)) se clasifican al
igual que los polos. Esto es

f(z) = (2 — 20)"g(%) con n entero positivoy g(z) #0 V z

5. Transformaciones conformes
Nos interesard ahora considerar transformaciones entre planos complejos. Esto es

z=x+iy < w=r+is =w=yg(2) =r(z,y) +is(z,y) < z=h(w)=u2x(rs)+iy(rs)

5.1. Definiciones y propiedades

Es decir, son transformaciones entre puntos (z,y) < (r, s) correspondientes a dos diagramas de Argand, de
tal modo que existe funcién inversa funcién z = h(g(z)) y con w = g(z) y z = h(w) funciones analiticas, salvo
en un numero finito de polos aislados. Entonces denominaremos a este tipo de transformaciones conformes
si ademés, en todo punto z y w (excepto en aquellos en los cuales ¢'(z) y por lo tanto h'(w) son cero o
infinita) cumple con

s Curvas continuas en el plano z transforman en curvas continuas en el w

= Los angulos entre dos curvas cualesquiera que se intersecten en el plano z serdn los mismos que los que
formen las curvas transformadas en el plano w. Esto es los angulos entre las curvas seran invariantes
bajo la transformacién?®

= El cambio de escala en la vecindad de puntos transformados es independiente de la direccién en la cual
se mida.

= Cualquier funcién analitica en z = x + iy transforma en otra funcién w = r + is también analitica

La segunda de las afirmaciones es inmediata a partir de la primera. Es decir, si una transformacion conforme
de coordenadas tienen inversa y ambas sén analiticas, es obvio que curvas contiunas C(z) serdn transformadas
a curvas continuas C(w).

El hecho que la transformacion conforme preserva el dngulo y las escalas se muestra en la figura 3 y puede

comprobarse de la siguiente manera. Considere dos curvas, C1(z) y C2(z), en el plano complejo z = z + iy.

3De esta propiedad es donde la transformacién hereda su nombre de conforme. Son transformaciones isogonales es decir, que
preservan los dngulos entre curvas que se intersectan que son transformadas
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fo=v2 vz

7232\
7z
llmf’ )

Figura 2: Tranformaciones conformes. Tomado de Eric W. Weisstein. Conformal Mapping. MathWorld-A
Wolfram Web Resource. http://mathworld.wolfram.com/ConformalMapping.html

Supongamos ademéas que estas curvas se intersectan en un punto z = zy. Entonces, sobre las tangentes a
cada curva, en zg, definimos otros dos puntos z; y 2o de tal forma que

21 — 20 = pe'h wy — wo = pre'

29 — 20 = pe'’ Wy — wo = pae’??

Notese que hemos construido los puntos z; y 29 sobre las tangentes a 2y a la misma distancia p de zg
y, en principio, hemos supuesto que las distancias a los puntos transformados w; y ws (las cuales hemos
identificado como p; y p2, respectivamente), no son iguales. Ahora bien, dado que w = g(z) es analitica
entonces

dg(z)
dz

= 4/ (20) = lim ”7} expi(61-61) = lim %expi(¢2—92)

_du
T odz

zZ=z0

. w1 — Wo . W2 — Wo
= lim — = lim ——
zZ1—20 21 — 20 zZ2—20 29 — 20

zZ=Zz0

Es claro que al comparar las magnitudes y las fase demostramos que las transformaciones conformes preservan
las distancias, p; = pa, y los dngulos (¢2 — ¢1) = (02 — 61). Adicionalmente, es muy fécil convecerse que si la
transformacién conforme conserva los dngulos entre curvas y las escalas en todas direcciones las figuras son
transformadas en figuras equivalentes quiza ampliadas y rotadas, pero no deformadas.

5.2. Algunas consecuencias y ejemplos

Las consecuencias de la tltima afirmacién revisten alguna importancia. Si f = f(z) es anal’tica en el
plano (z,y) y la transformacién z = h(w) también lo es, entonces la funcién F(w) = f(h(w)) necesariamente
es analitica en el plano (r, s).

AF  AfAh _ Af Ah
Aw  AhAw ~ Az Aw
Por hipotesis supusimos que f y h eran analiticas, por lo cual es inmediato concluir que debido a que los dos

factores de la derecha son anal’ticos, la funcién F'(w) también lo sera.
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w = g(z)

P 4
i I -
T X T r

Figura 3: Tranformaciones conformes. Cuadrante superior representa las conservacién de angulos y escala
bajo transformaciones y el inferior un ejemplo de transformaciones conforme

Esto implica que, tal y como mostramos en la seccién 1.5 si f(z) = u(x,y)+iv(z, y), es andlitica, entonces
u(x,y) y v(z,y) serdn funciones arménicas conjugadas, vale decir que satisfacen la ecuacién de Laplace, con
lo cual V2u(z,y) = V2v(z,y) = 0. Eso significa que si F' = ®(w) + i¥(w). En otras palabras,

92p  02¢ 920 9%°®
902 "oy " 022 T oy =0
0%y 0% 92U H*U
522 T ayr 0 a2 oz =0

Esto impone que si Rf(z) = ¢ es constante en el plano (z,y), también lo serd RF (w)® en (r, s) (j Demuéstrelo
1). Esta propiedad derivé una serie de aplicaciones en la solucién de la ecuacién de Laplace en dos dimensiones.
Si bien es una técnica elegante y til cuando es posible, no deja de ser limitada porque se restringe a 2D.

Hoy los métodos numéricos para resolver ecuaciones diferenciales en derivadas parciales han superado con
creces este tipo de técnicas.

Los ejemplos son variados.

s las siguientes transformaciones representan

traslaciones: w = z + b; rotaciones de dngulo 6: w = ze'’;  expansiones de escala a : w = az

)

y pueden ser combinadas como: w = az+b con a y b nimeros complejos. Para la traslacién es inmediado.
Para la rotacién también si recordamos que z = |z|e’® con lo cual w = |z]e??e’? = |z|el(¢+9)

= también la transformacién de inversién w = 1/z que transforma los puntos del interior de un circulo

. . . , 1 1 1 )
unidad a su exterior y viceversa. Una vez més, w = — = e |z e~ Entonces es claro que
z  |zle z
0<|z2|<1 =oo<|w <l A 1<]z] <0 =0<|w <1
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Figura 4: Integrales complejas y circuitos

zZ— 20

» Un caso maés interesante lo constituye la transformacién w = e% ( ~ |, la cual transforma los
z—z
0

puntos 2y del semiplano superior complejo y > 0 al interior de un circulo unidad en el w—plano (ver

figura 3 en la pdgina 14). Para convencernos de ello notamos que

: zZ— 20
Z— 2y

En general si 2y y 2 los consideramos en el semiplano complejo superior y > 0, entonces siempre se
cumple que |z—zg| < |z—z§| con lo cual |w| < 1y como se cumple para todo z en ese semiplano, entonces
cada uno de esos puntos es transformado dentro de un circulo de radio |w|. Es inmediato convencerse
que, la igualdad se cumple para puntos z sobre el eje real y que el punto z = 2y es llevado al punto
w = 0 Finalmente, notamos que si conocemos como transforman dos puntos z; — wy y 22 — ws
entonces podremos determinar la transformacién. Esto es, conocer los valores de los parametros zg y ¢
Este caso lo podemos apreciar si consideramos un par de puntos en el semiplano complejo y conocemos
como tranforman. Digamos z = i sobre el eje imaginario e imponemos que sea transformado a w = 0
entonces es inmediato determinar que 29 = ¢ Por otro lado si imponemos que z = 0o = w = 1 entonces
z—1

z+1

zZ— 20
|w] =

*
z =2z

l=w=¢? = 60=0con lo cual w =

6. Integrales complejas

Como siempre, luego de definir la derivada, construimos el concepto de integral a partir de la suma de
Riemann. Esto es

n

Su=> f()z—21) sin—oo =z -z =0 = nh;H;to(Cj)(Zj —zj-1) = / Cd f(2)

J=1 j=1 Z1

Es decir que si el lim,,_,, S, existe corresponde con la definicién de la integral.
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6.1. Algunas propiedades

Es claro que esta integral es, necesariamente, una integral de linea, ya que z tiene “dos dimensiones”

x2,Y2

(u(z, y)dz — v(z, y)dy)+i/ (v(z,y)dz + u(z, y)dy)

Z1,Y1
(8)
con lo cual transformamos una integral compleja en una suma de integrales reales, pero necesitamos definir
el contorno a través del cual vamos de 21 = x1 + 1y1 — 22 = To + 1Yo
La integraciéon compleja tendré las propiedades acostumbradas

Jedz (f(2) +9(2)) = [odz f(2) + [o dzg(2)
Jodz Kf(z) = K [,dz f(z) con K una constante real o compleja
f;dz f(z)=— [ dz f(2)

. f:dz f(2) :famdz f(z)—i—f:ldz f(2)
= J.dz |f(2)| < ML donde M = méx|f(z)| y L la longitud de C

T2,Y2

/ dz f(z):/j (dz + idy) (u(x,y)+iv(x,y)):/

Z1,Y1

Esta ultima propiedad es importante porque permite establecer cotas a las integrales complejas sin tener que
evaluarlas. De la definicién de integral es casi inmediata la demotracion

n

nh;H;to(Cj)AZj :/ d f2) = DO FGHAZ| <D 1Az < MDY Az < ML
J=1 j=1

21 j=1 j=1

Donde hemos utilizado que |f(¢;)| < M y que la suma de los intervalos Az; = z; — zj_1 es la longitud L del
recorrido C. Es claro que tomando limites a ambos miembros obtendremos | [, dz f(z)| < [, dz |f(z)] < ML

6.2. Un par de ejemplos

Por ejemplo, evaluemos la integral compleja f(z) = z~! a lo largo de diferentes contornos, tal y como se
ilustran en la figura 4

= un circuito cerrado a lo largo de una circunferencia de radio R

2w

%dz 2zl = fd(Rew) Rle7 = df = 2mi
0

» siguiendo una semicircunferencia desde (R,0) — (—R,0). Esto es

22=(—R,0) (R,m) _ ) ™
/ dz 27t = / d(Re®Y R e =4 | do =i
21=(R,0) (R,0) 0

= siguiendo dos lineas rectas entre los puntos (R,0) — (0,R) — (—R,0). En este caso, procedemos
utilizando la expresién cartesiana para los niimeros complejos. Para ello, vamos a parametrizar z = z(t)
para (R,0) — (0,R) y z = z(s) cuando (0, R) — (—R,0). Veamos

Z3:(7R,0) Z2:(O,R) Z3:(O,7R)
/ dz 27t = / dz 271 Jr/ dz 271
le(R,O) le(R,O) ZQZ(O,R)
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para cada una de las integrales se cumple, respectivamente, que

=(1-t)R+itR con0<t<1 A z=—-sR+i(l—s)R con0<s<1

z2=(—R,0) -1 L —1—1
/ dz / a +1 +/ ds%
21 =(R,0) T+t(=1+14)  Jo i+s(—1—1)

procedemos entonces con la primera de las integrales
/1 (—1+d)dt _/1 (=1 +d)((1 —t) —it)dt _/1 (2t — 1)dt H,/l dt
o L=t +it (1—1)2—¢2 o 12t +2t2 o 1—2t4 22

oG5

0
y, la segunda integral también tendra el mismo resultado, con lo cual

con lo cual

es decir

1 . 1
(_1+Z)dt 1 oy 1 3 tié
———— =—1In(1 —-2t+4+ 2t t

/0 DT n( + )’0+zarcan I

z2 ( R,0 dZ
/ — =i | el mismo resultado que a través del arco de circunferencia !
zZ1 i(R,O) z

Es interesante notar que si regresamos al punto (R,0) a través del contorno (—R,0) — (0,—R) —
(R,0) la integral cerrada se anula, no asi cuando nos regresamos a través el arco complementario de
circunferencia. En pocas palabras, como se esperaba, el valor de las integrales de camino, para algunas
funciones, dependeran del camino seleccionado. En la préxima seccién veremos a cudles funciones
corresponderd un mismo valor de la integral cerrada, independientemente del circuito que uno elija.
Queda como ejercicio al lector repetir los mismos pasos anteriores para el caso de f(z) = (z*)7!

Otro ejemplo ilustrativo lo constituye

j'{ dz N /2” Rie"dd i /2” 4 e—inf
(z—zo)"‘H o Rn+lei(n+1)0 — Rn o

donde hemos utilizado la forma polar z — zy = Re? e integrado a lo largo de una circunsferencia de
radio R centrada en z = z

n=0: 02ﬂd9:2i7r

n#0: Rin "d6 (cosnb — isen nh) =

7. Teorema Integral de Cauchy

7.1. El Teorema y las Regiones

El teorema integral de Cauchy es uno de los dos teoremas bésicos en la teoria de funciones de variable
compleja. Este teorema considera que si f(z) es analitica en una regién simplemente conexa, R, en su
contorno C y su derivada f’(z) existe y es continua en esta regiéon?, entonces la circulacién a lo largo de
cualquier contorno cerrado C se anula. Esto es

7’2 d f(2) =

4Esta tltima condicién no es necesaria, pero la demostracién del Teorema se torna mucho maés sofisticada, y referimos al
lector a los libros especializados, vale decir a las referencias | , ]
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Figura 5: Regiones en el plano complejo

Antes que nada, y como parte de ese adiestramiento en lenguaje, precisaremos qué queremos decir (qué quie-
ren decir los mateméticos) con regiones simplemente conexa y mailtiplemente conexa

Una regién simplemente conexa es aquella que no tiene “huecos”, o dicho de una manera mas precisa
y elegante, en la cual una curva I' puede ser reducida (encogida) a un punto sin salir de la regién R. En
la figura 5 cuadrante Ia se muestra una regiéon simplemente conexa y en los cuadrantes Ib y Ic regiones
multiplemente conezas. Estas dos ultimas figuras clarifican este concepto. Es decir, una region maltiplemente
conexa es aquella que no es simplemente conexa y con eso queremos decir que “tiene huecos”, o lo que es lo
mismo existen curvas que no se pueden reducir a puntos en la regién.

Tal y como hemos comentado la demostracion rigurosa del Teorema de Cauchy esta fuera de los alcances
de estas notas, pero algo se puede hacer si invocamos el Teorema de Stokes (o uno de los Teoremas de Green
en el plano) que vimos cuando estudiamos anédlisis vectorial. Con ello recordamos la ecuacién (8), entonces

x2,Y2

/ Y f(2) = / 7 (e y)de — (e, y)dy) + i [ s + e

1,91 T1,Y1

El Teorema de Stokes no dice que

dp aq) f{
dzd — + — ) = dy — gdx
/72 y ( 3 T 3y C(p y — qdz)

con lo cual, si una vez més suponemos f(z) = u(x,y) + iv(z,y) y dz = dz + idy, entonces tendremos que

jg(udx—vdwﬂji(vdwrudy)Z/Rdxdy <W+mgj)>+i[2dxdy (%?‘L({)(E)_;)) =0

y acto seguido, como f(z) es analitica, invocamos las condiciones de Cauchy Riemann (ecuacién (2)) y es
inmediato ver que se anula la integral de circulacion.

7.2. Algunas observaciones y el Teorema de Morera

De la anterior “demostracion” del Teorema de Cauchy Riemann emergen algunas observaciones
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» La primera es la insistencia de que la condicién que la derivada f’(z) existe y es continua en esta regién
no es necesaria.

s La segunda es que el Teorema de Cauchy Riemann, es valido también para regiones multiplementes
conexas. Consieremos una regién como la descrita en la figura 5 cuadrante I1, es claro que podemos
circular la integral en los siguientes contornos

jg d= 1) = /ABDEAFGHFA dz /() = /ABDEA 4 f<Z)+/AF @ f<z)+/FGHF 4 f<z)+/FA de flz) =0

y como [, dz f(z) = — [, dz f(z) entonces
/ dz f(z)+/ A f(2) =0 o ¢ def(2)+ 4 d= f(z) =0
ABDEA FGHF ¢ Cs

con lo cual se nota que para regiones miltiplemente conexas, a pesar que las circulaciones son opuestas,
el “observador” que circula por C; y Cy siempre tiene la regiéon R a su izquierda.

s Siguiendo con la reflexiéon anterior, podemos invertir el sentido de la circulacién en el contorno C, con
lo cual

dz f(z)— ¢ dz f(z2) =0 < dz f(z) = ¢ dz f(2)

Cl CQ Cl C2

Es decir, que si f(z) es analitica en una regién R, da igual cualquier recorrido por las fronteras de una
region y el valor de la integral permanecerd inalterado.

= Mds aun este resultado puede extenderse a regiones con n huecos de tal forma que, tal y como ilustra

en en la figura 5 cuadrante I17
§ =>4 s
Cl .]:1 Cj

Con lo cual estamos afirmando que, dada una regién que contiene un nimero finito (; numerable ?) n
de singularidades, la integral a lo largo del contorno que encierra la regién R es equivalente a la suma
de las integrales que encierran cada una de las n singularidades.

Enunciaremos sin demostracién el Teorema de Morera®, también conocido como el teorema inverso de Cauchy.

Teorema de Morera: Si una funcién f(z) es continua en una regién R encerrada por un contorno C y
$.dz f(z) = 0 entonces f(z) es analitica en R

Ejemplo: Considere la funcién definida en una region R

£(z) = 1 con { 2o fuera de la regién R

z— 29 zo dentro de la regién R

= Si zp estd fuera de la regidn, entonces f(z) esa analitica en R, con lo cual el Teorema de Cauchy

implica que
dz f(2) =0
1

5Pueden consultar la demostracién en la referencia | ]
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Figura 6: Circulaciones y Polos

= Si 2 estd dentro de la regién, entonces f(z) no es analitica en R por cuanto existe una singularidad
z = zp. Si consideramos C el contorno que bordea a R, como una circunsferencia centrada en z = 2y y
I' otra circunsferencia que aisla a zy con un radio |z — zp| = € (esta situacién se ilustra en la figura 6
cuadrante ). Entonces, si hacemos z — zg = Z = ee’ el Teorema de Cauchy implica

d 27 - 10 27
7{ z :]{ dz :/ €ie V;IH :i/ 40 — %ir
cZ— 20 r 2 — %o 0 ee’ 0

7.3. Foérmula integral de Cauchy

El ejemplo de la secciéon anterior nos lleva a una de las expresiones mas tutiles e importantes del anélisis
complejo: La Férmula Integral de Cauchy la cual dice que si f(z) es analitica en una regién R encerrada por
un contorno C y consideramos un punto z = 2y contenido en esa regién, entonces

I ORI

2im Jo 2 — 20

Para probar esta afirmacién supongamos, una vez mds un circuito en encierra al polo z = 2y (ver figura 6,
cuadrante 7). Con lo cual, como f(z) es analitica en una regién, el Teorema de Cauchy nos garantiza

1 d 1 d . 1 2m 10\,.; z@do 1 27 )
- 7]0(2) z = — 7]0(2) i si Z—20 = 7"620 = — f(ZO tre - )Tle = — f(ZoJrTew)dQ
2im Jo z— 20 2im Jp z2— 20 2im Jo rei? 27 Jo
si hacemos r — 0 tendremos que

1 [f(z)dz 1 [ f(z)dz 1 /2“ " 1 [ "
— "= T — l{im — do = — Ii *7)do =
sin b 2 b ey imar ) Setret)do =50 |l f(zo +ret)dd = f(z0)
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Observaciones Surgen también observaciones al respecto

= Obvio que es vélido para regiones multiplemente conexas y es facil demostrarlo. Se lo dejamos al lector
como ejercicio.

= Si reacomodamos la expresion para la forma integral podemos hacer en esa férmula es valida para todo

z
1 [ f(Q)d¢
= - f 10
it Jo (—=2
= Mds ain veremos que es facil generalizar esta férmula para derivdas de funciones, vale decir

f(n)(ZO) _n j({( f(z) dz

2w z — zp)"t!

Veamos con el caso mas sencillo y demostremos que para n =1

f’(zo)—1jg(f(z)dz:>f'(zo)=h’mf(zo+h})t_f(zo):%E{Q;féf?{ L] }dz]

2 z— 2p)? h—0 z—2—h z—2

tal y como se muestra en la figura 6, cuadrante 1] tenemos que

o= f = ] 3 A

Pero mucho més interesante hubiera sido “derivar respecto a una constante”. Este truco implica que

1 ¢) d¢ . 1 o T f(¢ n! f(¢) d¢
-M=%c§z$ﬂw=%£whgﬁﬁ%%«ﬂw1 )

Esta formula es muy util para calcular integrales. Considere, por ejemplo la siguiente integral

e?* d¢ 24T 8im
_ S = 3)(_ _ 2z _ -2
I—?i(z 1)4_3!f (=1) con f(z)=e =1= 3¢

donde hemos supuesto que el contorno C encerraba el punto z = —1, porque de otro modo la funcién

€2Z

W seria analitica y la integral se anularia por el Teorema de Cauchy.
z

8. Otra vez Taylor y ahora Laurent

En la secci’on 2.2 consideramos series complejas de potencias. En esta secci’on revisaremos, desde la pers-
pectiva de haber expresado la derivada n—esima de una funci’on anal’itica en la ecuaci’on (9), el equivalente
a las series de Taylor para funciones complejas de variable complejas.

8.1. Series de Taylor para funciones anal’iticas

Si f(z) es anal’itica en un c’irculo de radio R, encerrado por un contorno C y centrado en un punto
z = zp. Entonces f(z) puede ser expandida en series de potencias (enteras positivas) para todo |z — zo| < R
de la forma

f"(20)
2

(n)
LI

o rn)(y
=S 0 (= Feo) 4 P o) — 20) +

" (z—20)" + Ry,

(z — 20)% +-

n=0
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con el resto R, (z) definido como

Rn(z) =

(2 —20)" f(¢) d¢
2im ?i (€ —20)"(C —2)

Para probar esta afirmaci’on partimos de la f’ormula integral de Cauchy escrita convenientemente

1L [ f(Qd¢ 1 f(€ 1
f(z):T ) =5- ¢ d¢ ) — (10)
it Jo (—=2 2im Je 7 C—20 | _ 20
¢—20
de donde
(z — 20 > et
1 d 1 zZ—z z—z2\> z2—2\" — 2
2im Jo (—z 2im Je 7 C— 20 ¢—2o ¢—z0 ¢—zo0 (C—Z>
¢—20
este 'ultimo corchete proviene de una forma ingeniosa de utilizar una serie geom’etrica de raz’on r = z — ZO.
— 2
Para entenderlo, recordemos que para una serie geom’etrica, se cumple que
1— n+1 1 n+1 1 n+1
Lbrar2grdpoppn="1 = . = ——=1+r+r2+r+. "+ (11)
1—7r 1—r 1-—7r 1—r 1—r
Entonces

z—z\"t"
f(z)_iy{f(OdC_ 1 jidC f(Q) i(z—zz>j+(C—Zz> (12)

C2im Jo C—=z = 2ir ¢ — 2o

con lo cual

n

, ") (s ,
f(2) =3 (== =) (2;r7£d< (cﬂi;ﬁl) PR =G i re) ()

=0 P
donde
" 2ir Jo 7 (C—20)"(C — 2)

Obvio que la serie (13) converge si R,(z) — 0 cuando n — oo y de eso es f’acil convencerse al acotar la
ecuaci’on (14). Esto es, considerando ¢ sobre el contorno C y z en el interior de R, entonces

(z —20)" f(C) |z — 20" f(C)
2ir ]ﬁdc C—2)(C—2|" 2« fé

(€ —20)"(C—2)
donde, una vez m’as, hemos utilizado la forma polar 5 = ( — zp = Re’ y hemos acotado

|z —20|™ 1
M—
2m R

f(©)

—z

|R,.(2)] = 27 R

(15)

dg‘ <

< M, con

n
zZ— 20

lo cual es inmediato constatar que lim, . 7

=0 = R,(2) — 0, con lo cual la serie converge.
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Figura 7: Expansi’on de Laurent

Ejemplos FExpanda

1
w f(2) = = alrededor de z = z
1 1 1 5 1 3 (z —z0)" = (=)
f(z)_l—z0+(1—zo)2(z 20)4—(1_20)3(2 20) +(1_z0)4(z 20)°+ +(1—z0)"+1+ _nzzo(l—zo)"“
v f(z) =Inl+ z alrededor de z = 0 (Serie de Maclaurin)
o0
(=1)"*'n! n_ / f'(0) 5, f"(0) 4 2 2
fZ)=Inl4z = ln(1+z)|Z:O+nZ::1 A=t Z:()Z = f(0)+f'(0)z+ 5 +TZ 4= Z_5+§+...
1+2 . .
» f(2) =In | —— | alrededor de z = erie de Maclaurin
f(2) 1(1_Z>1dd d 0 (Serie de Macl )
142 22 28 22 28 22 25 2, 22201
1 =ln(l+z)-In(l—2)=[z—Z 4+ 2 ... )22 _Z ... ) =2 4z )=
n(l—z) a(1+2)=In{1-2) (Z 2 "3 >(z 2 3 > <Z+3+5 > Z2n+1

n=0

8.2. Series de Laurent

Hemos dicho que si una funci’on f(z) es anal’itica en una regi’on (digamos que circular) R, entonces
puede ser expandida por series de Taylor. Sin embargo, si f(z) tiene un polo de orden p, digamos, en z = 2z,
dentro de la regi’on R, no ser’a anal’itica en ese punto, mientras que g(z) = (z — z0)P f(z) si lo ser’a en todos
los puntos de esa regi’on. Entonces f(z) podr’a ser expandida como series de potencias (de Laurent) de la
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forma
S L[ Q)&
= — k = = — = LI
f(z) = n;w ax(z—29) nz_:o (z—20) +Z Gz con an = o— jg C—omh n=0,+1,+2,
(16)
o equivalentemente
g(z) a_ a_pi1 a_1
f(z) = (z — )P = (Z—go)er(Z—;o)p_l m+CLOJral(Z*ZO)JFaQ(Z*ZO)ZJF"' (17)

a—n

La suma de todos los t’erminos que tengan potencias negativas, vale decir > - o 7)“ se denomina parte
principal de f(z).
Para demostrar (16) o (17), recordamos que, tal y como muestra la figura 7 cuadrante I, si f(z) es

anal’itica en la regi’on anular, entonces el Teorema de Cauchy, nos garantiza que

JOAC, 1 O 1 O 1 [ SO dS

217r e, (—=z 2w Jo, (—2z 2w Jo, (—2 2 Jo, C(—z

flz) =

donde en el segundo caso hemos supuesto que ambas circulaciones tienen el mismo sentido.
Del mismo modo como procedimos en la ecuaci’on (10) re escribimos el segundo par de integrales como

1 70 1 1 f(<) 1
f(z) 2271' Cy << 20 1_@ +2iﬂ_£2dcz_20 1747720
¢—2o %0

y ahora invocando, una vez m’as la progresi’on geom’etrica (11) podemos construir expresiones de integrales
equivalentes a la ecuaci’o (12). Vale decir

(o (2] (e (2]
1 fO) |~ [z—2 ¢— 2 1 — — 20 Z— 2
f(z)—mj({ldcc_zO Z(C_Z()) o +f]{ o Z(z_zo> =

()] =)

n—1 n—1

1 ; 1) | j
1) = gz Sl =) 74 4 L R S - 74 a¢ F(O)(C ~ 20)7 +Runl(z)

y equivalentemente

2271' (z — 20) 11
=0

An a—n

(18)
Con lo cual queda demostrado la forma funcional de los coeficientes de la expansi’on de Laurent. La demos-
traci’on de la convergencia, esto es n — 00 = R,1(2) — Rpa(z) — 0 sigue el mismo esquema que utilizamos
para demostrar la convergencia de la ecuaci’on (15) y se lo dejamos como ejercicio al lector.

8.3. Algunos Ejemplos

En muchos casos las expansiones en series de Laurent no se generan a partir de la f’ormula de la ecuaci’on
(16) sino a partir de manipulaciones algebr’aicas y expansiones en Taylor moduladas por otros factores.
Consideremos los siguientes ejemplos de desarrollo en Series de Laurent
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1. )
Alrededor de las singularidades z =0y z = 2
2. )
)= ———
1) (z+1)(2+3)
Esta funci’on tienes polos de orden 1 en z = —1 y z = —3. Adem’as expresando f(z) como una suma
de fracciones parciales, tendremos
1 1 1 1 1
IO = ey ~ 2 <z+1> T2 <z+3>
a) paral < |z| <3
Expresando f(z) como una suma de fracciones parciales, tendremos
1 1 1 1 1
I&) = e+ ~ 2 (z+1) T2 (z+3>
b) para |z| >3
c) para 0 < |z 4+ 1] < 2
d) para |z| <1
3. )
e z
1) =
4.
z —sen z
1) =5

9. Integraci’on por el m’etodo de los residuos

Desde siempre hemos sabido que las expansiones de funciones en series de potencias dejan “residuos” al
detener la expansi’ona para una determinada potencial. Esto se puede apreciar claramente en la expresi’on
de Taylor para funciones anal’iticas (13) y, en particular en (14). Ahora, las expansiones de Laurent (18) nos
muestran otro “residuo”. Explotaremos las series de Laurent para funciones con polos y construiremos un
m’etodo para evaluar integrales de funciones en esos puntos. Primero estudiaremos los residuos en general y
luego los utilizaremos para evaluar integrales.

9.1. Los residuos de Laurent

Hemos dicho que si f(z) tiene un polo de orden p en z = zy € R, entonces

oo
a—p

j{dz f(2) 0= f(z) = Z ak(z—2)" = + Lopid +-t -1 +ag+a1(z—z0)+az(z—20)°+ -
c

(z—20)P (2 —29)P ! . (z — 20)

n=—oo
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m’as a’un, siguiendo (16) tendremos que los coeficientes de la expansi’on pueden ser calculados a partir de

! ]{M n=0,+1,£2,--- sin=-1 :>jléf(<) d¢ = 2ira_; = 2iwRes f(z) (19)
c C

" 2im Jo (C— 2
Es decir, la integraci’on a lo largo de un contorno C que aisle al polo z = zy es proporcional al residuo
correspondiente a la expansi’on de Laurent alrededor de ese polo. Nos queda entonces calcular el residuo

para as’i no calcular la integral.
Esta situaci’on se ilustra con el siguiente ejemplo. Supongamos

sen z 1 2228 1 1 =z 1 . s
f(z):z4:2'4<z_3'+5')+:2"3_3'2+5'+ =>a,1=—§ :if(C)dCZZZWa71:_§
En general, si f(z) tiene un polo de orden p en z = zy € R, entonces
dr—1 =
(2=20)" f(2) = a-pta—psi(z=20)+ - Fao(z=20)"+ - = =5 (e=20)"f(2)] = (p=1la—1+)_ bul(z—20)"

n=1

con lo cual

a1 = Res f(2) = lim ((1 e Zo)pf(z)]>

z—z0 \ (p — 1)! dzPt

Si, por ejemplo consideramos

o= i ;[(z—i)zf(z)]—d[ eiz.z}

oi oiz 2 dz | (z+1)
M=y = eroe—w 7 . R
= mim e 0 = 4 | 2]
con lo cual
iz iz N2:iz iz - i1 pia—1 :
Res(z;awzz :lﬂ<11,(i {(ZeJrz)Q]):llgi((z—Fz) Z((az+i§22(z+z)): die - die :_i
del mismo modo se procede para el caso z = —1t
Un caso particular y muy ’util lo constituyen las funciones racionales del tipo f(z) = zz; y f(z) tiene

un polo simple en z = zg. Esto es ¢(z9) = 0 entonces

porque hemos utilizado el Teorema de 1'Hopital. Este caso lo podemos ejemplificar si consideramos una
funci’on

Res f(2)],_, = 4 _32 =—4
4-3:  4-3: 22 =10
f(z) == = con lo cual tendr’a polosen 2 =0; 2 =1 =
22—z  z(z—1) s 43 X
€S f(z)|z:1_ 22— 1 Z:1_
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Figura 8: Circuitos e Integrales

9.2. Teorema del Residuo

Hemos visto como calcular las integrales de funciones, en regiones m’ultiplemente conexas, con polos
simples a partir de residuos. Ahora generalizaremos ese esquema para una regi’on, tambi’en m’ultiplemente
conexa, pero con un n'umero finito de polos. Tal y como se muestra en la figura 7 en el cuadrante I1,
realizamos una circulaci’on ingeniosa, de tal modo que aislamos los distintos polos. Ahora bien, como la
funci’on es anal’itica en la regi’on bordeada por todos esos contornos, entonces

Mdz f(z)+]£1dz f(Z)Jr?({jzdz f(z)+...fémdz f(z)] 0

y al cambiar el sentido de circulaci’on comprobamos lo que ya sab’iamos

]idzf(z)=j£1dzf(2)+j£2dzf(z)+-~-7£

donde hemos utilizado lo que hicimos para la ecuaci’on (19)

Con ello podemos enunciar el Teorema del Residuo que ya hemos demostrado

Si f(z) es anal’itica en una regi’on R excepto en un n’umero, m, finito de polos zo,, 20,, 204, * * * 20
entonces

m

dz f(z) < fédz f(z) = QiWiRes J(2) 2=z,
j=1

m

j{dz f(z) = 2i7riRes [(2)2=z0; =
c =

Una vez m’as ejemplificamos
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9.3.
9.4.
9.5.
9.6.

Integrales impropias [*°_dz f(z)
Integrales de funciones racionales de cosf y sen 6
Integrales de Fourier

Otras Integrales Impropias
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