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Nombre

1. Encuentre el entorno de valores de = y el comportamiento en funcién de j para las siguientes series

= g = (n—j)!

E v E " con j entero

n=1 n=1

(5 ptos)
Solucién: «a)
[e’e) n n+1
T U x n+1

S = lim Y gy R
=n +1 n—oo Uy n—oomn +2 "

con lo cual la serie convergerd para |z|] < 1 < —1 < z < 1 pero adicionalmente se puede
demostrar que la serie alternante converge para x = —1

b) Si con j entero y

= j =1 entonces

Entonces, para j < 1 cada uno de términos de esta serie es mayor que los de la serie >~ %

que diverge, cosa que puede verse facilmente agrupando términos
il—l—i- L + 14-1 + l+1+1+1 +
—n 2 34 5 6 7 8
Cada uno de los paréntesis suman algo mas que %, por lo tanto diverge. Entonces, por el

(n=3)!

criterio de comparacién la serie >~ también diverge.
= Para ( 2) )
n—2)!
J n! n(n—1)

entoces para j > 2

= 1 = /1 1 1 11 11
SOO: _— = —_ = ]_—— _— — _— = ..

Y= () =)+ (aa)+ (5 4)

con lo cual rearreglando

= 1 = /1 1 11 11 11
= - _ =1 4z 4z 4z o1

;n(n—l) ;_:1<n n—|—1> +< 2+2)+( 3+3)+(4+4>+ -

. .. . —iN

con lo cual converge a 1, y como para j > 2 cada término de la serie Y | ("n])
. , . . oo 1 e
o igual que cada término de la serie )~ | e Entonces converge también.

serd menor
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2. Expandir por series de Taylor una funcién para encontrar la solucién de ecuaciones trascendentes,
puede que no sea una manera eficiente de resolverla. Considere la siguiente ecuacién trascendente y su
solucién numérica

f(x) > senz +tanx —2=0 = x = 0,8862872916

Encuentre la soluicién expandiendo la funcién hasta orden 4. j cudl seria el érden de la expansién para
obtener una solucién con 3 cifras significativas. (5 ptos)

Solucién: Expandiendo f(x) hasta orden 3
f@) = fl@)=—2+220+0 (%) =0 =z=~1

y hasta orden 5, tenemos que
3
fl@) = f@) = —2+22+ %O (2°) =0 = 2~ 0,9324410478

La por lo tanto se requerird una expansion de j orden 15 !

fz) = —2+2 x+1x3—|—£x5+ 271 o 7937 29 353791 JREI 22368257 13 1903757311
B 6 120 5040 362880 39916800 6227020800 1307674368000

=540 (a:w)

para obtener, numéricamente, una soluciéon x ~ 0,8863228005 con una “exactitud” de tres cifras signi-
ficativas. El esfuerzo numérico para resolver un polinomio de grado 15, puede ser mayor que el resolver
la ecuaciéon trascendente directamente.

3. Los Polinomios de Hermite pueden definirse a partir de la férmula de Rodrigues correspondiente como
dn

dazm

H,(z) = (—1)" exp(z?) (exp(—:c2))

Para n = 1,2, 3,4 muestre que:
a)
G(x,t) = exp(2xt — %)
es la funcién generatriz para los polinomios de Hermité H,,(x)

Solucién: Para mostrar que G(z,t) es la funcién generatriz, expandimos en series de Taylor en potencias de
t. Esto es

Glat) = 3 2]

n

4 1 224
" = 1+2at+(—1+ 22%) t2+(—2:v + ;) t3+<2 —22% + g) t*+0 (t°)

Entonces, a partir de la utilizacién de la férmula de Rodrigues se verifica que los coeficientes de
la expansién son proporcionales a los polinomios de Hermite. Esto es

Ho(z)=1; Hy(x) =2r; Ha(z)=—2+42% Hz(x)=—122+82% Hy(x) = 12—482>+162"

(2 ptos)

b) que G(x,t) satisface la ecuacién
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Solucién:
4% exp (2wt —t?) —dat exp (2wt —t2) +4t (x—t) exp (2wt —t?) = 442G (x, t) —4atG(x, t)+4t(x—1)G(x, 1) = 0

(1 pto)
¢) y que los polinomios de Hermité H, (z) satisfacen la relacién de recurrencia

H) (z) =2nH,_1(x) conn #0
Solucién: En general, es inmediato de la definicién de la funcién generatriz que

092G (z,t oG (z,t) 0G(x,t)

L) aeg(a 1) S = 21G (@, 1); o =2z = 1)G(x.1)

con los cual, de la segunda de las ecuaciones tenemos

o =20t = o <Z p t>_z Lt _2; ot

= n=0
Es decir
> o) “k >k = H) () < kHy (@)
- t = LY =2 t

y al comparar término a término queda demostrado (2 ptos).

4. j cudl de las siguientes funciones puede ser expandida en serie de Fourier en el rango indicado ?

1 1 1 1
tanr —oco<x < —_— —oo<r<oo xsen() ——<r< -
+/|sen z| x T ™

(4 ptos)

Solucién: Para que una funcién pueda ser expandida en Series de Fourier debe cumplir con las condiciones de
Dirichlet. Vale decir
a) La funcién debe ser periddica

b) La funcién debe ser univaluada, continua, excepto quizd, en un nimero finito de puntos en los
cuales puede ser discontinua y esas discontinuidades deben ser finitas

¢) La funcién debe tener un niimero finito de maximos y minimos en un periodo

d) La integral de |f(x)| en un perfodo debe ser finita
Entonces:

tanr —oco<x <

Es periddica, pero sus discontinuidades son infinitas y la integral de |f(z)| diverge. No cumple
con la segunda y cuarta condiciéon de Dirichlet
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1
v/ |sen x|

Es una funcién periédica con perfodo 7. Si bien lim, ., [sen x|_1/ 2 — o esa discontinuidad no
es infinita. Cuando z ~ 0 = |senz|™'/2 &~ |z|~'/2 y por lo tanto su médulo es integrable. Por
lo tanto |sen z|~'/? puede ser expandida en Series de Fourier

(1> 1 1
rsen | — ——<r< -
x s ™

Es periddica por construcciéon, acotada, e integrable en el periodo. Sin embargo, alrededor de x 0
oscila, generando un nimero infinito de maximos y minimo, con lo cual no cumple con la tercera
de las condiciones de Dirichlet.

—o0o<r <

5. Encuentre los coeficientes de Fourier a,, vy b,, para la expansién de Fourier de la funcién f(z) = exp(x)

Solucién:

en el intervalo —1 < z < 1 a cudl valor convergera esa funcién en el punto z =2 7 (4 ptos)

Como la funcién f(x) = exp(x) viene definida en el intervalo (—1, 1), como la obligamos a ser periddica,
tendrd periodo T' = 2. Con lo cual x = 2 € (1,3) serd equivalente a x = 0 € (—1,1) por lo tanto la
funcién convergera a 1.

Por su parte, el primero de los coeficientes serd

1

1
an = 5/ dz exp(z) cos(nmx) = exp(x) cos(mra:)ﬂl —|—/ dz nm sen(nmz) exp(z)
—1 —1

es decir

1
an = (—1)"(exp(1l) —exp(—1)) + nrw exp(:c)sen(mr:c)|1_1 — /71 dz n?r? exp(z) cos(nmx)

con lo cual

2(—1)" sinh(1)

an = 2(—1)"sinh(1) — n*7? a, = n = — FRC

Similarmente

9 1 1
by, = 5/ dz exp(z)sen(nmzx) = exp(:z:)sen(nmz:)|1_1 +/ dz nm cos(nmx) exp(x)
—1 -1

1

b, =04 nm cos(nmx) exp(a:)|l_1 - / dz n?7? exp(z)sen(nrz) = 2(—1)" M nrsinh(1) — n?7? b,

-1

y finalmente

2(—1)"*nmsinh(1)
1+ n2n?

by, =
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