Semana 14 - Clase 35/11 Tema 2: Variable Compleja

Funciones de Variable Compleja

1. Series de Potencias en Variable Compleja

En esta seccién generalizaremos la idea a series de potencias en variable compleja z. Esta
generalizacién se conoce como “prolongacién” o “continuacién” (analitica) de una funcién real al
plano complejo’. Si se cumple que

oo o0
flz) = Z anz" = Z anre™
n=0 n=0

entonces
o0 o0
E anz" es absolutamente convergente si: g |an|r™ converge. (1)
n=0 n=0

Donde hemos utilizado la forma polar para un nimero complejo z = re??. La conclusién més impor-
tante de (1) es que siempre es posible asociarle a una serie de potencias complejas, Y7, an2", una
de potencias reales Y - |an|r™. La convergencia (absoluta) de ésta tltima condiciona la conver-
gencia de la primera. Por ello los criterios de convergencia de series reales seran aplicables también
en este contexto.

1.1. La convergencia y sus criterios

Suponemos que existe el limite

_1_1’
P= R ™%

An+1
Gn

donde R se denomina el radio de convergencia y define una regién circular en torno a un punto zp.
Si seleccionamos el criterio del cociente de D’alembert, entonces

|z| <R = converge

An+1

Iim

n—oo

= |z| lim entonces, en las regiones |z| > R = diverge

n—oo

an+1zn+1 '

an2™

n

|zl = R = indeterminado

Por lo tanto, cuando R = oo la serie converge en todo punto y en contraste si R = 0, s6lo converge
en el origen. Por su parte, si R = Ry la serie converge en una regién (un circulo) del plano complejo
de radio Ry centrada en zy = 0.

Entonces, se puede analizar el comportamiento de series complejas utilizando el criterio del
cociente de D’alembert.

Por simplicidad y economia consideraremos desarrollos en serie alrededor de z = 0, ya que la generalizacién a
otros puntos z = zp es sencilla y no involucra ninguna sutileza conceptual adicional.

Héctor Herndndez / Luis Nunez 1 Universidad de Los Andes, Mérida



Semana 14 - Clase 35/11 Tema 2: Variable Compleja

Ejemplos:
1.
2, 2" ! 1 1
Zz = lim n = lim ‘:0: = R— 00 = convergeVzeC.
= n! n—oo | (n + 1) n—oo |1+ 1 R
2.
[ee] . .
1 n 1 n+1
Z@jﬁm G ) 144 lim
n n—oo | (n+1)(1+44)" n—oo |n + 1

n=0

= V2 lim ’L’:>R21:>|z|:\f2>1,

n—oo | n
y por lo tanto esta serie diverge. Es claro que esta serie tinicamente convergera para |z| < 1.

1.2. Consecuencias y conclusiones para series de potencias complejas

Dentro del circulo de convergencia la funcién f(z) = > 7 a,2" estard bien definida y disfru-
tard de las propiedades ideales para una funcién bien comportada. Es decir

. s _ (') n L, . . . . . 00 n
1. La expansién f(z) = > 7 apz" es tnica. Vale decir que si existen dos series Y ° janz™ y
o0 . A
Y meo bnz™, convergentes para |z| < Ry tienen la misma suma para un entorno de z. Entonces,
necesariamente a,, = b,.

2. La funcién f(z) también podra ser expandida alrededor de cualquier otro punto z, contenido
en el entorno de convergecia de radio R, su expansién f(z) = > .7 b,(z — zp)" también
serd tnica. El radio de convergencia para esta segunda serie serd R, = R — |zp|

3. Por ser una expansién en potencias de z, la funcién f(z) = Y2 ;a,2" es diferenciable en
todo punto z, en el circulo de convergencia de radio R y la derivada puede ser hecha a partir
de la misma expansién en series de potencias, término a término, de tal forma que

fz) = ianz" = g Znanz = f/(Zp) = inanz}f—l (2)
n=1

Por lo tanto las funciénes f(z) = > o7 ,anz"™ asi descritas son analiticas en el entorno de
convergencia de radio R.

4. Como f(z) = Y02 sanz™y f'(2) = Y00 na,z""! tienen el mismo radio de convergencia,
podemos aplicar k veces la afirmacién anterior y obtendremos

o0 oo
:Znanz”_l = fF(z,) = Znnfl n72)---(nfk+1)anzg_k
n==k
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para
F*(0)
zp=0=a, = R

con lo cual la expansion de una funcién analitica es en realidad una expansion en series de
Taylor

oo n O

n!
n=0

Con esta 1ltima afirmacién se cierra la idea que nos hacemos de una funcién bien comportada
o analitica: es una funcién infinitamente continua y continuamente diferenciable, la cual puede
ser expandida en series de Taylor. Si bien los fenémenos fisicos no requieren, necesariamente,
ser descritos por este tipo de funciones, debido a sus notables propiedades han resultado ser
una de las méas estudiadas en Matematicas. Mas adelante revisaremos estos conceptos a luz
de la Férmula Integral de Cauchy.

Los detalles de estas afirmaciones, que son teoremas, se pueden consultar en la bibliografia
recomendad?

2. Algunas Funciones Complejas Elementales
Con todos los ingredientes anteriores, la primera funciéon candidata para una continuacién
analitica es la funcién exponencial. Es decir
22 23 A z"
e’ = 1+z+5+§+5+~ S b claramente R — oo con lo cual converge Vz € C (3)

Como ejercicio puede ser interensante demostrar que e*'e? = e(1722) Vale decir

2 n 2 n
z z Z. Z.
e = l4+zm+2 4+ | [T+ 2+ + 24
2 n! 2 n!

con un poco de algebra y orden podremos rearreglar la expresion de la forma

i 27 n n—1 n-2 2 n—1 n
S TR i R TR TRE | A R e ST T A T TR
y mejor aun
e 21 291 [28 sz 23] [, n! 1 n! el . m
ele _1+{1!+1!}+_2!+1!1!+2!_+"'+m At o 2t o

que no es otra cosa que la expansién binomial con lo cual hemos demostrado que e e?? = e(s1122),

2K. Knopp (1996) Theory of Functions, Parts I and II.
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Adicionalmente, con la expansién en serie (3) podemos hacer un par de extensiones inmeditas:

a? = ezlna y

para z =iy = e =cosytiseny = e ="t = e%(cosy + iseny) (4)

Nétese que, como era de esperarse en general z = |z]e?, entonces la funcién f(z) = e* #0 Vz
tiene un periodo 2im, vale decir: f(z) = f(z + 2im).
A partir de la construccién (3), se definen las funciones hiperbdlicas y trigonométricas

(eiz + efiz) ,senz = l (eiz — efiz) .

(ez + 672) , senh z = ;

coshz = (ez — efz) , COS 2 =

N =
N =
N =

Al igual que para el caso real y = ¢* = z = Iny entonces w = f(z) = e* = z = Lnw es decir
z = Inw es la funcién inversa para w = e”.
SieV =z yw=u+ivconz=x+iy = |z|e? entonces

‘ ‘ . "=z < u=ln|z|
€W = Ut = gl = |z]e" = 2 = = w = Lnz = In|z|+i(0+2nn) .

v=2~0

Es decir para un determinado valor de n es univaluada, en particular para n = 0 la funcién
f(2) = Ln z tiene como el valor principal Inz = In|z|+i6 con —7 < < 7. Es inmediato comprobar
que los logaritmos de niimeros complejos negativos si estan definidos. Esto es

Ln —7=1Ln (] - 7]ei(”+2””)> =In7+i(r+2n7) = 1In(—7)=In7+44r | un nimero complejo !

Ejercicios

1. Muestre que si definimos f(z)e* como aquella funcién cuya derivada es ella misma, que se
reduce a la funcién de variable real e* — e€* si Imz = 0 y la cual, por ser analitica, cumple
con la condiciones de Cauchy-Riemann, entonces e* = e*T%¥ = e%(cosy + iseny)

2. Muestre que a partir de las definiciones (5) se obtienen las sempiternas propiedades de esas
funciones, vale decir

cosz = cos(—z); —senz =sen(—z); cos(z1 % 2z2) = COS 21 COS 22 F sen z1sen 2o

dcosz dsen z
= —senz

dz dz

=Cos 2 sen (z1 & 29) = cos z18en 29 + sen 21 COS 23

2\/3—31')

1 1 '
3. Muestre que arctan z = % In ( + ZZ) y luego tselo para evaluar arctan ( -

) 1— 22
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3. Puntos de corte, lineas de cortes y ceros de funciones complejas

Hemos mencionamos anteriormente, que los niimeros complejos se representan por su forma
polar en dos ejes coordenados. Ese diagrama bidimiensional se lo llamamos Diagrama de Argand.
Como en el caso del Anélisis de Funciones Reales, existen funciones multivaluadas, a las cuales les
debemos imponer ciertas condiciones para convertirlas en univaluadas. El la idea que si una funcién
es multivaluada, automaticamente deja de ser analitica. El objetivo de esta secciéon es identificar ese
conjunto de condiciones para detectar en cual regién del plano complejo una determinada funcién
es univaluada.

3.1. Puntos y lineas de corte

Consideremos entonces la funcién f(z) = z1/2 y hagamos distintos circuitos cerrados para
0 <6 < 27 con el “vector” z.

f(z) = S1/2 = 1/2,060/2 f(z) = PL2080/2  _ 1/2,00+42m)/2 _ _1/2,i60/2

Visto asi nos tendremos que preguntar ahora cual fue el circuito que recorrimos con z, y dependiendo
de ese circuito identificaremos algunos puntos con caracteristicas distintas. Si el circuito cerrado
descrito por z no contiene el punto z = 0, la funcién f(z) = z'/? retoma su valor original (ver
Figura 1 cuadrante superior izquierdo contorno C;). Pero si, como se aprecia en la misma Figura
1, el circuito cerrado Cs si contiene el punto z = 0 entonces la funcién no retoma su valor original,
f(z) = —f(z). También es claro que si el circuito cerrado lo recorremos dos veces § — 47 entonces
f(2) = z'/2 retoma su valor inicial.

Los puntos alrededor de los cuales se construye un circuito cerrado en el diagrama de Argand y
para el cual la funcién no retoma su valor inicial se denominan puntos de corte y las lineas de corte
(o simplemente cortes) seran aquellas lineas que separan regiones en las cuales una determinada
funcién es univaluada. Es claro que los puntos de corte son puntos singulares, en los cuales la
funcién deja de ser analitica y existirdn si 6 toma, valores 0 < 0 < 2nw. Es decir, puede dar n
vueltas.

En este caso, para nuestra funcién f(z) = z1/2 1a linea de corte serd cualquiera que comience
en z = 0 y continte para |z| — oo. Por simplicidad es costumbre tomar las lineas de corte a lo largo
de los ejes reales o complejos. De este modo aparece ilustrado en la Figura 1 cuadrante superior
derecho, la linea de corte que sigue el eje positivo de las x.

La situacién se torna mas interesante cuando estas definiciones se analizan a la luz de funciones
con mas de un punto de corte. Consideremos la funcién

F)=V22+1 = f(2) = V(z =)z + 1) = \/(r1e) (roeif2) = frirae’1402)/2

Analicemos entonces, varios contornos en el plano de Argand. Otra vez la Figura 1 ilustra en el
cuadrante inferior los distintos contornos Cy,C2,Cs v C4 Tal y como se aprecia en esa figura, se dan
cuatro caso

1. Contorno C; no incluye ningin punto de corte, entonces 01,in < 01 < O1maz ¥ O2min < 02 <
09maz, con lo cual f(z) retoma su valor inicial luego de recorrer el Cy
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Figura 1: Los distintos contornos que identifican los puntos de corte

2. Contorno Cs incluye z = i como punto de corte, entonces 0 < 01 < 2n7w y Oopin < 0o < G2z,
por lo cual f(z) — —f(z)

3. Contorno C3 incluye z = —i como punto de corte, entonces 01,,,;n < 01 < 01702 v 0 < 02 < 20,

por lo cual f(z) — —f(z)

4. Contorno C4 incluye ambos como punto de corte,z = ¢y z = —i, entonces 0 < 01 < 2nmw y
0 < 69 < 2nm, por lo cual f(z) — f(z) retoma su valor.

De este modo para construir los cortes que impidan que nuestra funciéon se multivaluada podremos
seleccionar

" Zcorte > 1Y Zcorte < 0

m —1 < Zeorte < 0

3.2. Puntos singulares

Un punto donde la funcién f(z) no es analitica se denomina un punto singular. Estos puntos
pueden ser:

» Singularidades aisladas: si una funcién es analitica en todo el entorno de un punto z,
excepto en el propio punto zg, entonces se dice que el punto 2y es una singularidad aislada o
un punto singular de la funcién f(z).

Por ejemplo, para la funcién f(z) = 1/z, sabemos que es analitica en todo punto excepto en
z = 0. La tnica singularidad de la funcién esta en el punto z = 0 y este punto es entonces
una singularidad aiaslada.
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= Singularidades no aisladas: Si una funcién contiene un conjunto de singularidades aisladas
en una vecindad de un punto zg, entonces se dice que 2y es una singularidad no aislada. Es
decir, una singularidad no aislada de una funcién es un punto limite del conjunto de sus
singularidades.

3.2.1. Clasificacién de las singularidades aisladas

1. Un punto singular aislado zg de una funcién f se denomina removible o evitable si:

lim f(z) 3.

z—20
Observemos que:
a) la funcién f puede no estar definida en zy y por esta razén la funcién no es analitica en
20-

b) la funcién puede estar definida en zy pero de valor diferente al lim,_.,, f(z). Con lo cual
la funcién no es continua en zy y por lo tanto no es analitica en zj.

¢) la funcién puede estar definida en zp y su valor igual al del lim,_.., f(z). En este caso la
funcién no es singular en zg.
Por lo tanto, si f tiene una singularidad removible en 2y entonces una de las posibilidades (a)
o (b) debe ser la causa de que la funcién no sea analitica o regular en z.

Si una funcién g es igual a f en todos los puntos, excepto en zg, y

9(z0) = lim f(z),

Z—20

entonces g no es singular en zg, esto significa que la singularidad de f puede ser removida
mediante la redefinicion de la funcién f en z.

2. Un punto singular aislado zg de una funcién f que no esta definida en zg se llama un polo de
orden n de f si:
lim (z—20)" f(z2) =M #0,

z—20

donde n es un nimero entero positivo. Un polo de orden 1 se denomina un polo simple.

3. Un punto singular aislado de una funciéon f recibe el nombre de singularidad esencial de f si

lim (z —20)" f(2) 3,

Z—20

para ningun entero positivo de n.
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Ejemplos 1.- Consideremos la funcién

322 + 22
(z—=4)(z—1)’

la funcién es analitica en todos los puntos, excepto en z = 4 y z = ¢. Entonces, las dnicas singu-
laridades estan en los puntos z =4 y z = 4, y como son un conjunto finito de singularidades cada
una de estas son singularidades aisladas.

2.- Sea f la funcion:

0= (el ] -]

Si denotamos al denominador como ¢(z), entonces

g(z) = sen P _leosh | 2| —icos |2 |senh | -2
22+ 2 22+ 2 22+ 2 22+ 2

= u(w,y) +iv(z,y) #0,

f(z) =

Es claro que z # 0. Por otra parte, de las condiciones de Cauchy-Riemann se tiene:

ou y? — 2 x " Y 2zy x L Y ov
— = cos cos — sen senh | ——| = —
or (22 +12)? z? 4+ y? z2 4+ y? (22 + y2)? x? 4 2 z? 4+ y? Jy

ou 2zy x Y 2 —y? x Y ov
dy - _(ac2 -+ y2)2 o Lz + yQ] cosh [xz + yQ] * (22 + y2)2sen [azQ + yQ} senh [xz + yQ] - T or
Las condiciones de Cauchy-Riemann se satisfacen en todas partes salvo en z = 0, donde ni ¢ ni
las derivadas parciales estan definidas. Como las derivadas parciales son continuas, entonces g es
analitica en todos los puntos excepto z = 0. Por lo tanto, f es analitica salvo en z = 0. Por otra
parte, g = 0 si su parte real como su parte imaginaria son nulas, asi que las singularidades de f,
ademas de z = 0, vienen dadas por el siguiente sistema ecuaciones:

x Y x
[ ] =0y e g e [ o

Como cosh(a) > 0, la primera ecuacién se satisface si

x
sen [w2+y2} =0 = 7w2+y2 =

puesto que cos(a) # 0 cuando senh(a) = 0, entonces la segunda ecuacién se satisface si y = 0. Por
lo tanto, el sistema se satisface simultdneamente si

X

N
= —=xnm,n=0,1,2,..
x
y=0
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Las singularidades ocurren en el eje real y en los puntos donde x = + 1/nw. El punto limite de este
conjunto, cuando n — oo, es el punto z = 0. Por lo tanto, f tiene una singularidad no aislada en
z = 0 y singularidades aisladas en los puntos z = +1/nm, con n = 1,2,3,....

3.- Dada la funcion 2, 16
fe) =1 A
esta funcién es el cociente de dos funciones enteras y por lo tanto es analitica, salvo donde el
denominador se hace nulo, esto es en z = 4:¢. Por otra parte:

(z + 4i)(z — 49)

z — 41

f(z) = =z + 41,

lim f(z) = lim z 4 47 = &i.

z—4i z—4i

la funcién f tiene una singularidad removible en z = 4¢ pues el limite existe. Podemos definir una
funcién g igual a f, para z # 4i

z4+4i siz#4i

9(z) =
81 siz =41

vy queda claro que g es una funcion entera.

4. Transformaciones conformes
Nos interesara ahora considerar transformaciones entre planos complejos. Esto es

z=x+iy o w=r+is =>w=g(z) =r(z,y) +is(z,y) < z=h(w) =z(rs)+iy(rs).

4.1. Definiciones y propiedades

Vamos a estudiar transformaciones entre puntos (x,y) < (r, s) correspondientes a dos diagramas
de Argand, de tal modo que existe una funcién inversa funcién z = h(g(z)), conw = g(z) y z = h(w)
funciones analiticas, salvo en un numero finito de polos aislados. Denominaremos a este tipo de
transformaciones transformaciones conformes si ademas, en todo punto z y w (excepto en aquellos
en los cuales ¢'(z) y por lo tanto h'(w) son cero o infinita) cumple con

= Curvas continuas en el plano z transforman en curvas continuas en el w

= Los angulos entre dos curvas cualesquiera que se intersecten en el plano z seran los mismos
que los que formen las curvas transformadas en el plano w. Esto es los angulos entre las curvas
seran invariantes bajo la transformacién?

3De esta propiedad es donde la transformacién hereda su nombre de conforme. Son transformaciones isogonales
es decir, que preservan los dngulos entre curvas que se intersectan que son transformadas
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fo=v2 vz

Figura 2: Tranformaciones conformes. Tomado de Eric W. Weisstein. Conformal Mapping.
MathWorld-A Wolfram Web Resource. http://mathworld.wolfram.com/ConformalMapping.
html

= El cambio de escala en la vecindad de puntos transformados es independiente de la direccién
en la cual se mida.

= Cualquier funcién analitica en z = x + iy transforma en otra funciéon w = r + is también
analitica

La segunda de las afirmaciones es inmediata a partir de la primera. Es decir, si una transformacién
conforme de coordenadas tienen inversa y ambas son analiticas, es obvio que curvas contiunas C(z)
seran transformadas a curvas continuas C(w).
El hecho que la transformacion conforme preserva el angulo y las escalas se muestra en la figura

3 y puede comprobarse de la siguiente manera. Considere dos curvas, C1(z) y C2(z), en el plano
complejo z = x + iy. Supongamos ademds que estas curvas se intersectan en un punto z = 2.
Entonces, sobre las tangentes a cada curva, en zg, definimos otros dos puntos z; y zo de tal forma
que

21 — 2 = pe' wy — wp = p1e

=

29 — 29 = pe®? wy — wo = pae'??
Notese que hemos construido los puntos z; y zo sobre las tangentes a zg a la misma distancia p de
20 ¥, en principio, hemos supuesto que las distancias a los puntos transformados wy y ws (las cuales

hemos identificado como p; y p2, respectivamente), no son iguales. Ahora bien, dado que w = g(z)
es analitica entonces

dg(z)| _ dw
dz dz

20

L W1 — W ; ; 1 i(h1— P 2 i(po—
= lfm ——2 = Iim = ¢'(20) = lim PLeio1=01) — 1y P2 oil#2=02)
z1—20 21 — 20 2920 29 — 20 p—0 p p—0 p

w2 — Wo

20
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Figura 3: Tranformaciones conformes. Cuadrante superior representa las conservacién de dngulos
y escala bajo transformaciones y el inferior un ejemplo de transformaciones conforme

Es claro que al comparar las magnitudes y las fase demostramos que las transformaciones conformes
preservan las distancias, p1 = pg, y los dngulos (¢2 — ¢1) = (02 — 61). Adicionalmente, es muy fécil
convecerse que si la transformacion conforme conserva los angulos entre curvas y las escalas en
todas direcciones las figuras son transformadas en figuras equivalentes quiza ampliadas y rotadas,
pero no deformadas.

4.2. Algunas consecuencias y ejemplos

Las consecuencias de la ultima afirmacién revisten alguna importancia. Si f = f(z) es analitica
en el plano (z,y) y la transformacién z = h(w) también lo es, entonces la funcién F(w) = f(h(w))
necesariamente es analitica en el plano (r,s).

AF  Af Al Af Ah

Aw  AhAw _ Az Aw

Por hipétesis supusimos que f y h eran analiticas, por lo cual es inmediato concluir que debido a
que los dos factores de la derecha son analiticos, la funcién F(w) también lo seréd.

Esto implica que, tal y como mostramos, si f(z) = u(x,y)+iv(x,y) es analitica, entonces u(z, y)
y v(z,y) serdn funciones armonicas conjugadas, vale decir que satisfacen la ecuacién de Laplace,
con lo cual V2u(z,y) = VZv(z,y) = 0. Esto significa que F' = ®(w) + i¥(w). En otras palabras,

2 2 2 2

%+@:O 8_(1)+6_(I):0

dz?  Oy? 922 | Oy
f=¢+ip = s F=0+i0 =

2 2 2 2

a_w+a_¢:0 8_\I/+8_\Il:0

0z?  Oy? 922 " oy?
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Esto impone que si Rf(z) = ¢ es constante en el plano (x,y), también lo serd RF(w)® en (r,s)
(i Demuéstrelo !). Esta propiedad derivé una serie de aplicaciones en la solucién de la ecuacién de
Laplace en dos dimensiones. Si bien es una técnica elegante y 1til cuando es posible, no deja de ser
limitada porque se restringe a 2D. Hoy los métodos numéricos para resolver ecuaciones diferenciales
en derivadas parciales han superado con creces este tipo de técnicas.

Los ejemplos son variados.

= las siguientes transformaciones representan
traslaciones: w = z + b; rotaciones de angulo § :w = ze’e; expansiones de escalaa : w = az

y pueden ser combinadas como: w = az+b con a y b nimeros complejos. Para la traslacion es

inmediado. Para la rotacién también, si recordamos que z = |z|e’® con lo cual w = |z|e?®e’® =
| z|ei(#+0)

» también la transformacién de inversién w = 1/z que transforma los puntos del interior de un

, . . . , 1 1 1
circulo unidad a su exterior y viceversa. Una vez mas, w = — -

= — = ¢~ Entonces
z  zlet |z

es claro que

0<[2]<1 =oo<w <1 A 1<|z]<o =0<|w|<1

z—z
S , la cual transforma
z—z)

los puntos zg del semiplano superior complejo y > 0 al interior de un circulo unidad en el

w—plano (ver figura 3 en la pagina 11). Para convencernos de ello notamos que

; zZ — 20
Z—Z

En general si zp y z los consideramos en el semiplano complejo superior y > 0, entonces
siempre se cumple que |z — 29| < |z — z§| con lo cual |w| < 1 y como se cumple para
todo z en ese semiplano, entonces cada uno de esos puntos es transformado dentro de un
circulo de radio |w|. Es inmediato convencerse que, la igualdad se cumple para puntos z
sobre el eje real y que el punto z = zy es llevado al punto w = 0 Finalmente, notamos
que si conocemos como transforman dos puntos z; — wi y 2o — ws entonces podremos
determinar la transformacién. Esto es, conocer los valores de los parametros zg y ¢ Este caso
lo podemos apreciar si consideramos un par de puntos en el semiplano complejo y conocemos
como tranforman. Digamos z = i sobre el eje imaginario e imponemos que sea transformado
a w = 0 entonces es inmediato determinar que zp = ¢ Por otro lado si imponemos que
z—1

z+1i

» Un caso més interesante lo constituye la transformacién w = e <

zZ — 20
] = ——

ok
z ZO

z2=0c0o=w=1entonces 1 =w =€ = 0 =0 con lo cual w=
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