Semana 1 - Clase 3 17/09/08 Tema 1: Series

Criterios de Convergencia

1. Introduccion

Sélo podremos calcular la suma de algunas series, en la mayoria nos sera imposible y
nos tendremos que conformar con saber si convergen o no, o peor aun, si una suma parcial
converge sin poder calcular el valor de esa suma. Los términos de una serie pueden ser
positivos, negativos o nimeros complejos y las series pueden converger (decrecer o crecer
hacia un valor finito) diverger (incrementar o decrecer indefinidamente) u oscilar, Existen
una serie de criterios y teoremas de aplicacién general que expondremos a continuacion.

2. Convergencia Absoluta o Condicional

Para estudiar la convergencia de una serie dada i.e. Y a; siempre podremos asociarle
otra de la forma ) |la;||, es decir la serie de valores absolutos, con lo cual garantizamos la
positividad (y que sean ntimeros reales) de los términos de la serie. Si la serie de los valores
absolutos > ||a;|| converge, entonces también covergera la serie original >  a; y diremos
que esa serie es absolutamente convergente. Sin embargo si la serie de valores absolutos
diverge, no podremos decir que Y a; siempre converja. De hecho si converge diremos que es
condicionalmente convergente y, con un rearreglo de sus términos podra converger, diverger
u oscilar.

Teorema: Si ) |la,|| converge, entonces también converge > a,, y se tiene que

00 [e's)
> an]| £ llanl
n=1 n=1

Para una serie de términos positivos el criterio de convergencia méas intuitivo (necesario
pero no suficiente) es que en limite cuando n — oo el término n-ésimo tienda a cero. Con lo
cual tenemos que si esta condicion no se satisface, la serie diverge.

Teorema: Si la serie ) a, converge, el término n-ésimo tiende a cero, esto significa que:

lim a,, =0.

n—oo
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Notemos que para la serie >~ | 1/n se tiene que

lim 1 =0,

n—oo M
sin embargo, como ya vimos anteriormente, esta serie diverge. Esto significa que el teorema
suministra una condicion suficiente para que exista la divergencia de la serie, es decir, si para
el término n-ésimo de la serie a,, no se cumple que tiende a cero cuando n — oo, entonces la
serie Y a,, diverge.

3. Ciriteterio de Comparacion

En segundo lugar de simplicidad esta el criterio de comparacién entre un par de series
de términos positivos. Si conocemos el comportamiento de una de ellas comparamos el de
la otra. Esto es, suponga que consideremos dos serie, una de prueba Y~ a, y una serie
conocida y convergente (o divergente) > a,, entonces

(o) o oo
Si Z a, converge y Vn se tiene que a,, > a, = Z an a, = Z a, converge
n=0 n=0 n=0 n=0
Por otro lado
o0 o0 [o¢]
Si Z a, diverge y Vn se tiene que 0 < a, < a, = Z an, Z a, = Z a, diverge
n=0 n=0 n=0

Ejemplo Para ilustrar esta estrategia consideremos las siguientes series

11 1 1
SRR R R D
En ese caso compararimos cO1l ulla Serie conocida
—~1 1 1 1 1 gL .
Z;ﬁ_&+ﬂ+2'+3l+ =ltltgtgto=lte

y es claro que la serie indicada no es otra cosa que e, con lo cual la serie claramente converge
y su suma es 1+ e.
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4. Criterio de la Raiz

Dada una serie de términos positivos s = Y  ay,, el criterio de la raiz (o también de la
raiz de Cauchy) puede resumirse en el siguiente par de afirmaciones. Si:

1
(a,)™ < p <1 para un n suficientemente grande y p independiente de n =—> converge

(an)% > 1 para un n suficientemente grande y p independiente de n = diverge

(an)% =1 para un n suficientemente grande y p independiente de n = (7)

Otra forma, mas compacta de expresarlo seria

p <1l = converge

Sip= lim (an)% entonces: p>1 = diverge

n—oo
p=1 = (7)
Es facil ver que si utilizamos el criterio de comparacién, entonces

) cuando p < 1 la serie converge
(an)"<p  =a<p" =
cuando p > 1 la serie diverge

Ejemplo Dada la siguiente serie:

oo n n
;L%—l] ’

por lo tanto:

[

(a)n—[ n r—; o e dim— =1y

La serie converge.

5. Criterio de D’Alembert

Dada una serie de términos positivos s = > a,, €l criterio de D’Alembert! o también
llamado criterio del cociente, compara el valor relativo de un término de la serie con el que

!Jean Le Rond D’Alembert Parfs, Francia 1717 - 1783 Matematico francés pionero en el estudio de
las ecuaciones diferenciales y su utilizacion en la Fisica, en particular en el estudio de los fluidos
Mas detalles en http://www-history.mcs.st-and.ac.uk
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le precede. Este criterio se resume también facilmente

p <1l = converge

n—00 an,

Sip= lim (anH) entonces: p>1 = diverge

p=1 = indeterminado

Noétese que si
An1

p<l =p<r<l = <Tr = Ayl = QT

an
Entonces para un N < n, pero también suficientemente grande, tendremos que los términos
de la serie a partir de ese N seran

CLN+CLN+1+6LN+2+GN+3"':CLN+TGN+T2GN+T3GN"'ZCLN(1+7“+T2+T3+T4---)

y que no es otra cosa que una serie geométrica con razén r < 1 y por consiguiente converge.
Es claro que un argumento similar se puede utilizar para probar la divergencia.

Ejemplo Un ejemplo inmediato lo constituye la serie

1 1 3 1 5 > n ML 1n+1l 1 1
— — — — — e — J— = — — =— |1 —
ptatgtats™ ;n o2 s\ )

con lo cual tiene que converger.

6. Criterio de la Integral de Maclaurin

El criterio de la Integral de Maclaurin? es otro criterio de comparacién, pero esta vez se
compara la serie con una integral. Asi supondremos que existe una funcién f(z) continua y
mondétonamente decreciente para un valor de x > xy y que, adicionalmente, se cumple que
para algin valor entero x = n el valor de la funcién es igual a un término de la serie. Esto es
f(n) = a,. Entonces se tendra que si el limite limy_.o [ Nz f (x) existe y es finito, entonces
> >, an converge. Por el contrario si el limite no existe o es infinito, entonces diverge.

2Colin Maclaurin 1698, Argyllshire, Escocia - 1746 Edinburgo, Escocia. Matemético escocés quien
escribi6 el Tratado de los Fluziones el primer tratado que expuso de una manera sistematica y rigurosa el
calculo diferencial ideado por Newton. Este tratado fue como respuesta a la critica de Berkeley sobre la falta
de rigurosidad de los métodos Newton.
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La idea de este criterio es comparar la integral de f(z) (es decir, el area bajo la curva)
con la suma de rectangulos que representa la serie. Entonces, la suma parcial

S; :Zan = Zf(n)
n=1 n=1

Pero: -
Si > )y dz f(x) i+1 i
‘ :>/ dxf(a:)gsig/dxf(x)—l—al
si—ay < [[dz f(z) ! !
donde a; = f(1), con lo cual, al hacer i — oo tendremos que si el limite de la integral existe,
entonces la serie >~ | a, converge.

/ood:v f(x) gian < /Oodw (@) +a
1 n=1

1

Ejemplos

1. Un ejemplo inmediato podria ser determinar si la siguiente serie converge

<1 1 .Y 1 ) —1
T e T Ty T

con lo cual claramente converge

Este criterio es muy 1til para acotar (entre un infimo y un supremo) el residuo de una
determinada serie. Vale decir

o) N 00 00 00 0o
Zan:Zan—l— Z a, = dz f(z) < Z ang/ dz f(z) + ani1
n=1 n=1 +1

——

Residuo

2. Comprobar que la funcién Zeta de Riemann, ((p) = Y~ n~?, efectivamente converge.
En este caso f(x) = 277, entonces

P+l o0 P 1
T, ara p #

C(p)—;n_p :>/1 dr 27?7 =

Inz|® Parap=1

y es claro que para p > 1 el limite existe y es finito, por lo tanto, la funcién Zeta de
Riemann, ((p) = > -, nP, converge para p > 1.
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7. Series alternantes y convergencia condicional

Hasta ahora todos los criterios que analizamos eran para una serie de términos positivos
s =y > ,a, por lo cual todos esos criterios nos llevaban al concepto de series absoluta-
mente convergente. Esto es, si > >~ . ||a,|| converge, entonces Y °° ' a, también converge. Sin
. 9 n=0 n g 9 n=0 “'n g .
embargo, muchas veces nos tendremos que conformar con que una serie sea simplemente
convergente y no requerir que sea absolutamente convergente. Este es el caso de las series
alternantes. Series en las cuales se alternas términos positivos y negativos. Son series del tipo
o0
1
1 — ay+ ag — Ay + a5 — ag+ -+ dgny — Qgn - = > _(=1)" (ay) con a, > 0
n=1
Entonces, si la serie es monétona decreciente para un n suficientemente grande tenemos lo
que se denomina el Criterio de Leibniz:

Ap > Qp_1 vV n>N
Z(—l)”+1 (a,) converge, si: A
n=1

a, — 0 cuando n — 0o

De otro modo la serie oscilara.
Estas condiciones son faciles de ver si reorganizamos la serie de los primeros 2m términos,
a partir de un determinado N par y N > n, entonces

Som = (an —an—1) + (any—2 —an—3) + -+ (Anj2m—2 — ANt2m—1)
donde todos los paréntesis son positivos, con lo cual sy, > 0 y se incrementa al incrementar
m. Ahora bien, si rearreglamos la serie tendremos que
Som = AN — (GNA - aN72) - (CEN73 - GN74) + = (anyom-1 — aN+2m72) — AN+2m—1

donde, otra vez los paréntesis son positivos y es inmediato comprobar que entonces ss,, < a,
para todo m.

Como a, — 0 cuando n — o0, la serie alternante necesariamente converge.

La series alternantes ya eran conocidas desde hace mucho tiempo, como por ejemplo la

serie
> v A "
=T — — 4 — — ... 1) ==
I R R (n)+

Esta serie converge y su suma es log(1 + z) para —1 < xz < 1. Para x positivo es una serie
alternante y en el caso particular de x = 1 se tiene:

1 1 1 1

L-g4g— g+ (—>+---=10g(2)
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Otra relacién interesante es:

1 1 1 1 U
1— 4+ Z4... —1)~! R
3+5 7+ +(=1) (2n—1)+ 4

Teorema: Si {a,} es una sucesién monétona decreciente con limite igual a cero, la serie

alternante
> (=1,

n=1

converge.
Si S es su suma y s, su suma parcial n-ésima, se tiene que:

0<(=1)"(S—sp) <apy1 para n>1.

Ejemplo Estudiemos la serie
°° 1 1 1 1
) D) =1 -4+ 4.
S ()=t i
Sabemos que 1/n es una sucesiéon mondtona decreciente y que:

1
lim — =0,
n—oo M

por lo tanto, de acuerdo al teorema anterior la serie converge; como ya hemos visto.

Ejemplo Sea

1 n+1 de
Aop_1 = 3 Vo, = - para n=1,23, ...

Por otro lado, se tiene también que:

lim a, =0,

n—oo

y que a, es mondtona decreciente, por lo tanto la serie
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converge.
La suma parcial (2n — 1) se puede escribir de la siguiente manera:
dr 1 * dw 1 " dr 1
Son—1 =1— —+ ;- — 4+ - —+—=
1T 2 9 T n—1 1l T M
1 1 " dx 1 1
32n—1:1+_+"'+__ —:1—'——++__1n(n)

2 n 1T 2 n

y obtenemos

, 1 1

lim (1+=-+---4+——1In(n) ) =7,
n

n—oo 2

donde 7 se conoce como la constante de Euler, v =~ 0, 5772156649.
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